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ПРОЦЕС ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ДЛЯ СТЕРЖНЯ З
IМПУЛЬСНИМ ПIДПОМПОВУВАННЯМ У НЕФIКСОВАНI
МОМЕНТИ ЧАСУ

We study the process of heat conduction in a bar with the continuously distributed sources of
heat and with impulsive pumping in moments, where the regulative functional amounts to critical
level. The solutions, for which a pulse action takes place infinitely often are found. Conditions of
existence of these solutions are established. The equation for finding the moment of pulse action
is obtained.

У роботi розглянуто процес поширення тепла в стержнi з неперервно розподiленими джерела-
ми тепла та з iмпульсним пiдпомповуванням у моменти, коли заданий регулюючий функцiо-
нал досягає критичного рiвня. Встановлено умови iснування розв’зкiв, для яких iмпульсна
дiя вiдбувається нескiнченну кiлькiсть разiв, побудовано цi розв’язки, записано рiвняння для
вiдшукання моменту iмпульсної дiї.

Вступ. При побудовi математичної моделi iснуючих фiзичних, технiчних, бiо-
логiчних та iн. процесiв iз швидкозмiнними збуреннями виникає необхiднiсть
вивчення диференцiальних рiвняннь з iмпульсною дiєю. Розглядають вплив iм-
пульсної дiї як на звичайнi диференцiальнi рiвняння [1, 2], так i на рiвняння в
частинних похiдних [3–7]. У [3, 4] розглянуто поширення тепла в обмеженому
стержнi з неперервно розподiленими джерелами тепла, здатними у фiксованi
моменти часу "миттєво"змiнити температуру. Процес охолодження стержня з
пiдвищенням температури в нефiксованi моменти часу, а саме в моменти коли
заданий теплорегулюючий функцiонал досягне критичного рiвня, дослiджено
в [6, 7].

У цiй роботi продовжено дослiдження розпочатi в [7]. Розглянуто процес
поширення тепла в стержнi з неперервно розподiленими джерелами тепла, а
iмпульсна дiя регулюється заданим функцiоналом. Встановлено умови iснува-
ння розв’зкiв, для яких iмпульсна дiя вiдбувається нескiнченну кiлькiсть разiв,
побудовано цi розв’язки, записано рiвняння для вiдшукання моменту iмпульсної
дiї.

1.Формулювання задачi. Розглянемо задачу для рiвняння теплопровiд-
ностi

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂ x2
+ f (x, t) , (x, t) ∈ (0, l)× R+, (1)

з початковою i граничними умовами

u (x, 0) = u0 (x) , 0 6 x 6 l, (2)

u (0, t) = u (l, t) = 0, t ∈ R+, (3)

де u (x, t) - температура стержня в точцi з абсцисою x в момент часу t; a, l -
додатнi сталi, R+ = [0,+∞) ; функцiя u0 ∈ C ([0, l]), має кусково-неперервну
похiдну для x ∈ [0, l] та виконується умова узгодженостi u0 (0) = u0 (l) = 0;
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функцiя f неперервна в областi [0, l]×R+, має кусково-неперервнi похiднi по x
для x ∈ [0, l] та f (0, t) = f (l, t) = 0.

За регулюючий функцiонал вiзьмемо

Iu (t) =

l∫
0

β (x)u (x, t) dx, (4)

де β ∈ C [0, l], має кусково-неперервну похiдну для x ∈ [0, l]. В моменти, коли
Iu (t) досягає заданого "критичного значення" I0 > 0, в середовище миттєво
надходить додаткова кiлькiсть тепла за законом

[u (x, t+ 0)− u (x, t− 0)]|Iu(t−0)=I0
= α (x) , (5)

де x ∈ [0, l], α ∈ C [0, l] та має кусково-неперервну похiдну першого порядку для
x ∈ [0, l], крiм того α (0) = α (l) = 0.

Через tk, k ∈ N позначимо моменти iмпульсної дiї, тобто моменти коли
Iu (tk) = I0.

Пiд розв’язком задачi (1) – (2), (5) розумiємо функцiю u = u (x, t) двiчi непе-
рервно диференцiйовну за змiнною x та неперервно диференцiйовну за змiнною
t в кожнiй областi Dk = {(x, t) |x ∈ [0, l] , t ∈ (tk, tk+1) ,
Iu (t) ̸= I0, t0 = 0}, k = 0, 1, 2, . . ., крiм того функцiя u та її похiдна ut неперервнi
злiва в точках t = tk, k ∈ N.

Розв’язок задачi (1) – (2), (5) iснує, єдиний та визначений в областi D =
∞∪
k=0

Dk як розв’язок задачi (1), (3) для рiвняння теплопровiдностi в кожнiй обла-

стi Dk = {(x, t) |x ∈ [0, l] , t ∈ (tk, tk+1) , Iu (t) ̸= I0, t0 = 0}, k = 0, 1, 2, . . . з поча-
тковою умовою:

− (2), якщо k = 0 i Iu (0) ̸= I0 ;
− ũ0 (x) = u0 (x) + α (x) , x ∈ [0, l], якщо k = 0 i Iu (0) = I0;
− uk (x) = u (x, tk − 0) + α (x) , x ∈ [0, l], якщо k = 1, 2, . . . i Iu (tk − 0) = I0.

2. Асимптотична поведiнка моментiв iмпульсної дiї.

Теорема 1. Нехай виконуються умови: Iu (0) > I0,
l∫
0

α (x) β (x) dx > 0 та

iснує стала M0 > 0, що функцiя f задовольняє спiввiдношення

|f (x, t)| 6M0e
−t.

Тодi tk → +∞ при k → +∞.

Доведення. Розв’язок задачi (1) – (2) шукаємо у виглядi:

u (x, t) =
∞∑
j=1

Tj (t) sin
jπ

l
x. (6)

Функцiї Tj (t) для кожного j = 1, 2, . . . визначаються як розв’язки диференцi-
ального рiвняння

T ′
j (t) +

(
aπj

l

)2

Tj (t) = fj (t) ,
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з початковою умовою

Tj (0) =
2

l

l∫
0

u0 (x) sin
jπ

l
x dx = uj

та мають вигляд

Tj (t) = uje
−bj2t +

t∫
0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ , (7)

fj (t) =
2

l

l∫
0

f (x, t) sin
jπ

l
xdx, b =

(aπ
l

)2
.

Пiдставивши (7) у (6), знаходимо розв’язок задачi (1) – (2) для (x, t) ∈ [0, l]×
R+ , а саме

u (x, t) =
∞∑
j=1

uje−bj2t +
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ

 sin
jπ

l
x. (8)

При пiдстановцi (8) в (4) одержуємо вигляд регулюючого функцiоналу

Iu (t) =
l

2

∞∑
j=1

uje−bj2t +
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ

 βj, (9)

де βj =
2

l

l∫
0

β (x) sin
jπ

l
x dx.

Оскiльки |f (x, t)| 6M0e
−t, то вiрною є оцiнка∣∣∣∣∣∣

t∫
0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 M0e
−t

bj2

(
1− e−bj

2t
)
6 M0e

−t

bj2
.

Таким чином, справджується lim
t→+∞

Iu (t) = 0. Отже, при заданому I0 можли-
вi наступнi випадки:

а) I0 > Iu (0), тодi iмпульси вiдсутнi i Iu (t) → 0 при t→ +∞;
б) I0 6 Iu (0), тодi iснує момент часу t = t1 > 0, коли здiйснюється перший

iмпульс. Момент t1 шукаємо з рiвняння

l

2

∞∑
j=1

uje−bj2t +
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ

 βj = I0.

Крiм того

Iu (t1 + 0) =

l∫
0

(u (x, t1 − 0) + α (x)) β (x) dx = I0 +

l∫
0

α (x)β (x) dx > I0. (10)
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Для t > t1 розв’язуємо задачу (1), (3), а замiсть (2), з урахуванням (5),
маємо умову

u (x, t1) = u1 (x) + α (x) ,

де u1 (x) =
∞∑
j=1

{
uje

−bj2t1 +
t1∫
0

fj (τ) e
−bj2(t1−τ)dτ

}
sin

jπ

l
x.

Розв’язок задачi (1) – (2), (5) для (x, t) ∈ [0, l]× [t1, t2) набуде вигляду

u (x, t) =
∞∑
j=1

{
uje

−bj2t+

t∫
0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ+

+αje
−bj2(t−t1)

}
sin

jπ

l
x, αj =

2

l

l∫
0

α (x) sin
jπ

l
x dx.

Для регулюючого функцiоналу

Iu (t) =
l

2

∞∑
j=1

uje−bj2t+
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ ++αje

−bj2(t−t1)

 βj (11)

справджується lim
t→+∞

Iu (t) = 0. Тому, з урахуванням (10), iснує наступний мо-

мент часу t2 (t2 > t1), коли Iu (t2) = I0. Крiм того

Iu (t2 + 0) =

l∫
0

(u (x, t2 − 0) + α (x)) β (x) dx = I0 +

l∫
0

α (x)β (x) dx > I0.

Таким чином, виконання умов
l∫
0

α (x) β (x) dx > 0 та f (x, t) = O (e−t) при

t → +∞ забезпечують для заданих функцiй α (x) , β (x) , f (x, t) iснування не-
скiнченної послiдовностi iмпульсiв задачi (1) – (2), (5), моменти виникнення
яких позначаємо (0 6) t1 < t2 < t3 < . . ..

Продовжуючи аналогiчно мiркування, одержимо розв’язок задачi (1) – (2),
(5) для (x, t) ∈ [0, l]× [tk, tk+1) , (k = 0, 1, . . . ; t0 = 0), а саме

u (x, t) =
∞∑
j=1

uje−bj2t+
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ + αj

k∑
i=1

e−bj
2(t−ti)

 sin
jπ

l
x. (12)

Регулюючий функцiонал при tk 6 t < tk+1 має вигляд

Iu (t) =
l

2

∞∑
j=1

uje−bj2t+
t∫

0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ + αj

k∑
i=1

e−bj
2(t−ti)

 βj (13)

i lim
t→+∞

Iu (t) = 0. Цим i доводиться твердження теореми.
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Теорема 2. Нехай iснує стала M1 > 0 така, що функцiя f задовольняє

спiввiдношення |f (x, t)| 6 M1, виконуються умови
l∫
0

α (x) β (x) dx > 0 та

Iu (0) > I0 >
2M1l

2

a2π2
. Тодi tk → +∞ при k → +∞.

Доведення. Проводимо його аналогiчно до доведення теореми 1, здiйснив-
ши замiну сталої M0 на M1. Тодi у спiввiдношеннях (9), (11) та (13) справджу-
ється нерiвнiсть lim

t→+∞
Iu (t) 6 2M1/b, оскiльки∣∣∣∣∣∣

∞∑
j=1

t∫
0

fj (τ) e
−bj2(t−τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
∞∑
j=1

M1

bj2

(
1− e−bj

2t
)
6

6
∞∑
j=1

M1

bj2
6 2M1

b
, b =

(aπ
l

)2
.

Цим i доводимо твердження теореми.
Оскiльки функцiї u0 та α неперервнi, мають кусково-неперервну похiдну та

перетворюються в нуль на кiнцях вiдрiзка [0, l], то ряди

∞∑
j=1

 l∫
0

u0 (x) sin
jπ

l
x dx

 sin
jπ

l
x,

∞∑
j=1

 l∫
0

α (x) sin
jπ

l
x dx

 sin
jπ

l
x

збiгаються для x ∈ [0, l] абсолютно i рiвномiрно [8, с.201].
Оскiльки для t ∈ [ti, ti+1) , i = 1, 2, . . ., маємо t− ti > 0. Звiдси, справедливi

нерiвностi 0 < e−bj
2(t−ti) 6 1 та, вiдповiдно, тригонометричнi ряди

∞∑
j=1

 l∫
0

u (x) sin
jπ

l
x dx

 e−bj
2t sin

jπ

l
x,

∞∑
j=1

 l∫
0

α (x) sin
jπ

l
x dx

 e−bj
2(t−ti) sin

jπ

l
x

також збiгаються в областi Ω =

{
(x, t) : x ∈ [0, l] , t ∈

∞∪
i=0

(ti, ti+1)

}
абсолютно i

рiвномiрно для кожного i = 1, 2, . . . [3].
З умов, накладених на функцiю f (x, t), випливає оцiнка∣∣∣∣∣∣

t∫
0

l∫
0

f (x, τ) sin
jπ

l
xe−bj

2(t−τ)dxdτ

∣∣∣∣∣∣ 6 M

j2
.

Тодi ряд

∞∑
j=1

 t∫
0

l∫
0

f (x, τ) sin
jπ

l
xe−bj

2(t−τ)dxdτ

 sin
jπ

l
x (14)
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мажорується збiжним рядом M
∑∞

j=1 j
−2. Ряд (14) збiгається абсолютно i рiв-

номiрно для (x, t) ∈ [0, l]× R+.
Таким чином, функцiя u, визначена формулою (12), неперервна в областi

Ω, має розриви першого роду при t = ti (i = 1, 2, . . .), задовольняє початкову
i граничнi умови (3) – (2) та умову iмпульсної дiї (5). Крiм того, функцiя u
задовольняє рiвняння (1) в областi (0, l) × [0,+∞), оскiльки ряди, одержанi iз
(12) почленним диференцiюванням за x два рази та за t один раз, збiгаються
абсолютно i рiвномiрно в областi (0, l)× [0,+∞). Цей факт випливає з того, що
для довiльного t ∈ (ti, ti+1) , (i = 1, 2, . . .), i досить великого натурального j
справедливi нерiвностi

0 < j2e−bj
2t < 1, 0 < j2e−bj

2(t−ti) < 1, i = 1, 2, . . . .

Вiдповiдно, формула (12) описує процес розповсюдження тепла в обмежено-
му стержнi, що знаходиться пiд дiєю джерел тепла, на кiнцях стержня пiдтри-
мується нульова температура i, коли температура стержня знижується до рiвня
I0, вiдбувається миттєве збiльшення температури стержня в точцi з абсцисою x
на величину α (x).
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