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Âñòóï

Â êíèçi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä ïîëÿìè i íàä êiëüöÿìè.
Â ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäóþòüñÿ ãðóïè ìàòðèöü íàä ïîëÿìè. Òóò âèâ÷à¹òüñÿ

íîðìàëüíà áóäîâà ãðóïè GL(n, T ) (T � òiëî), âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè Äæ. Äiêñîíà
i Â. Ï. Ïëàòîíîâà ïðî óìîâè öiëêîâèòî¨ çâiäíiñòi ìàòðè÷íèõ ãðóï, òåîðåìà Áåðí-
ñàéäà ïðî ñêií÷åííiñòü ìàòðè÷íî¨ ãðóïè, òåîðåìà Øóðà ïðî ëîêàëüíó ñêií÷åííiñòü
ïåðiîäè÷íî¨ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè, òåîðåìà Êëiôôîðäà ïðî íîðìàëüíi ïiäãðóïè ìàòðè-
÷íî¨ ãðóïè, òåîðåìà Ñóïðóíåíêà ïðî ïðèìiòèâíi ðîçâ'ÿçíi ìàòðè÷íi ãðóïè, òåîðåìà
Êîë÷iíà, Ìàëüöåâà ïðî ðîçâ'ÿçíi ãðóïè ìàòðèöü íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì.
Âiäìiòèìî, ùî ìàòåðiàë öüîãî ðîçäiëó òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç âiäïîâiäíèì ìàòåðiàëîì
êíèãè Ä. Î. Ñóïðóíåíêà ¾Ãðóïïû ìàòðèö¿ [1]. Öåé ðîçäië ¹ îñíîâîþ êóðñó çà âèáî-
ðîì ¾Ëiíiéíi ãðóïè¿ äëÿ ñòóäåíòiâ 5-ãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó.

Â äðóãîìó ðîçäiëi âèêëàäåíî òåîðiþ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè
GL(n, T ) íàä ïîëåì T, çàñíîâàíó íà òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿ-
ìè. Ó âèïàäêó àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòîãî ïîëÿ T, char T 6= p ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â
GL(n, T ) âèâ÷èâ Ä. Î. Ñóïðóíåíêî [2]. ßêùî T äîâiëüíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü,
çàäà÷ó îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n, T ) ðîçâ'ÿçàëè Ð. Ò. Âîëüâà÷åâ [3]
i Â. Ñ. Êîíþõ [4] (âèïàäîê p = 2 äèâ. òàêîæ [5]). Âiäìiòèìî, ùî Â. Ì. Ïåòå÷óê [6]
çàïðîïîðíóâàâ ñâié ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n, T ).

Â òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ðåçóëüòàòè Ã. Ìiíêîâñüêîãî ïðî ïåðiîäè÷íi ïiäãðó-
ïè ãðóïè GL(n,Z), âèêëàäåíî òåîðiþ I. Ìåííiêå [7] êîíãðóåíö-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Z)
i ïðèâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè Ï. Ì. Ãóäèâêà i Â. Ï. Ðóäüêà [8�9] ïðî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè
ãðóïè GL(n,Z) òà ðåçóëüòàòè Î. À. Òèëèùàêà [10] ïðî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóï ïîâíî¨ ëi-
íiéíî¨ ãðóïè GL(n,K) íàä êiëüöåì K õàðàêòåðèñòèêè ps.

Îñòàííi äâà ðîçäiëè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ ìàéáóòíiõ ìàãiñòðiâ i àñïiðàíòiâ.
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ÐÎÇÄIË 1. ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ

�1. Ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà

Íåõàé K � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, M(n,K) � êiëüöå âñiõ êâàäðàòíèõ
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K,

GL(n,K) = (M(n,K))∗

� ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ M(n,K). Ãðóïà GL(n,K) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ îáî-
ðîòíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K i íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ
ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K. Êiëüöå M(n, K) ¹ ëiâèì ìîäóëåì íàä êiëüöåì K.
Íàãàäà¹ìî, ÿêùî A = (αij), B = (βij) � ìàòðèöi ç êiëüöÿ M(n,K), òî

A + B = (αij + βij), AB = (γij) (γij =
n∑

k=1

αikβkj).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç eij � ìàòðèöþ iç êiëüöÿ M(n,K), âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ðiâíi íóëþ,
çà âèíÿòêîì åëåìåíòà i-îãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà, ùî ðiâíèé îäèíèöi. Ìàòðèöi eij

(1 6 i, j 6 n) íàçèâàþòüñÿ ìàòðè÷íèìè îäèíèöÿìè. Ìà¹ ìiñöå çàêîí ìíîæåííÿ:

eij · ers =

{
0, j 6= r;
eis, j = r.

Íåõàé A = (αij). Òîäi
A =

∑
i,j

αijeij =
∑
i,j

eijαij.

Íåõàé i 6= j i λ ∈ K. Ìàòðèöi
tij(λ) = E + λeij

(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ) íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. Âiäìiòèìî, ùî

tij(α)tij(β) = tij(α + β).

Ìàòðèöi
di(λ) = diag[1, . . . , 1, λ, 1, . . . , 1]

(i-òîâå ìiñöå äiàãîíàëi çàéíÿòå åëåìåíòîì λ êiëüöÿ K) íàçèâàþòüñÿ d-ìàòðèöÿìè.
Ëåìà 1.1. Äîáóòîê tjk(λ) · A ¹ ìàòðèöÿ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî

äî j-ãî ðÿäêà äîäàòè k-èé, äîìíîæåíèé çëiâà íà λ. Äîáóòîê A · tjk(λ) ¹ ìàòðèöÿ,
ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî äî k-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè j-èé, äîìíîæåíèé
ñïðàâà íà λ. Äîáóòîê di(λ)·A ¹ ìàòðèöÿ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A ìíîæåííÿì
çëiâà i-ãî ðÿäêà íà λ. Àíàëîãi÷íî, A ·di(λ) îäåðæó¹òüñÿ ìíîæåííÿì ñïðàâà íà λ i-ãî
ñòîâï÷èêà â A.

Ïåðøi äâi äi¨ íàä ìàòðèöÿìè, ùî âêàçàíi â ëåìi, íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè
ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöü. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi � öå
ìíîæåííÿ ¨¨ çëiâà àáî ñïðàâà íà åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

Òàê ÿê tjk(λ)tjk(−λ) = E, òî

tjk(λ) ∈ GL(n,K) i tjk(λ)−1 = tjk(−λ).

×åðåç [a, b] ïîçíà÷à¹òüñÿ êîìóòàòîð åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G :

[a, b] = a−1b−1ab.
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Ëåìà 1.2 (Ëåìà Áàññà; [2]). Íåõàé n > 2 òà i, j, k � òðè ðiçíèõ iíäåêñè. Òîäi
[tik(λ), tkj(µ)] = tij(λµ).

Äîâåäåííÿ.
[tik(λ), tkj(µ)] = (E − λeik)(E − µekj)(E + λeik)(E + µekj) = E + λµeij.

Âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi tjk(λ) ïîðîäæóþòü ïiäãðóïó SL(n, K) ⊂ GL(n,K), ùî
íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K.

Ëåìà 1.3. Íåõàé α, β � íåíóëüîâi åëåìåíòè òiëà T. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè íàä ðÿäêàìè ìàòðèöþ (

α 0
0 β

)

ìîæíà çâåñòè äî êîæíîãî ç âèãëÿäiâ:(
1 0
0 αβ

)
,

(
1 0
0 βα

)
.

Äîâåäåííÿ. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè îäåðæèìî:
(

α 0
0 β

)
→

(
α 0
1 β

)
→

(
0 −αβ
1 β

)
→

(
0 −αβ
1 αβ

)
→

→
(

1 0
1 αβ

)
→

(
1 0
0 αβ

)
;

(
α 0
0 β

)
→

(
α 1
0 β

)
→

(
α 1
−βα 0

)
→

(
1 1

−βα 0

)
→

→
(

1 1
0 βα

)
→

(
1 0
0 βα

)
.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé K = T � òiëî. Òîäi êîæíèé åëåìåíò ãðóïè GL(n, T ) ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó s · d(λ), äå s ∈ SL(n, T ), d(λ) = dn(λ), λ �
íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà T .

Äîâåäåííÿ. Â çâ'ÿçêó ç ëåìîþ 1.1, ðÿäêè ìàòðèöü ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ÿê åëå-
ìåíòè ëiâîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä òiëîì T , à ñòîâïöi � ÿê åëåìåíòè ïðàâîãî ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó íàä öèì òiëîì. Ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàä òiëîì T íàëåæèòü ãðóïi
GL(n, T ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà ðÿäêiâ (ñèñòåìà ñòîâï÷èêiâ) öi¹¨ ìàòðè-
öi áóäå ëiíiéíî íåçàëåæíîþ íàä òiëîì T (iíàêøå êàæó÷è, öÿ ñèñòåìà áóäå áàçèñîì
âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó). Íåõàé A ∈ GL(n, T ) i íåõàé íåíóëüîâèé åëåìåíò α ïåðøîãî
ñòîâï÷èêà çíàõîäèòüñÿ â i-ìó ðÿäêó. Ïîìíîæèâøè i-é ðÿäîê íà xα−1 i ïîñëiäîâíî
äîäàþ÷è äî iíøèõ ðÿäêiâ, îäåðæèìî ìàòðèöþ A1, â ÿêié, îêðiì α, âñi åëåìåíòè 1-ãî
ñòîâï÷èêà áóäóòü íóëüîâèìè. Î÷åâèäíî A1 = SA, äå S ∈ SL(n, T ). ßêùî i 6= 1, òî â
ìàòðèöi A1 äî ïåðøîãî ðÿäêà äîäàìî i-é ðÿäîê, à ïîòiì ðåçóëüòàò âiäíiìåìî âiä i-ãî
ðÿäêà. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

A2 =

(
α ∗
0 B

)
,

äå B ∈ GL(n− 1, T ). Ïðè i = 1 ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç A2 ìàòðèöþ A1, ÿêà âæå ìà¹ âêàçà-
íèé âèãëÿä. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè iíäóêöiþ çà n. Íåõàé ìàòðèöÿ B åëåìåíòàð-
íèìè ïåðåòâîðåííÿìè íàä ðÿäêàìè ïðèâîäèòüñÿ äî ìàòðèöi dn−1(β). Òîäi ïîñëiäîâíi
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ

A2 →
(

α ∗
0 dn−1(β)

)
→

(
α 0
0 dn−1(β)

)
→ dn(αβ)

ïðèâåäóòü äî d-ìàòðèöi.
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Íàñëiäîê 1.1. Ãðóïà SL(n, T ) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(n, T ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i, j < n; α, λ ∈ T, λ 6= 0. Òîäi d−1(λ)tij(α)d(λ) = tij(α). Êðiì
öüîãî, d−1(λ)tnj(α)d(λ) = tnj(λ

−1α); d−1(λ)tin(α)d(λ) = tin(αλ), ùî äîâîäèòü íàñëiäîê.
Íåõàé T ∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà òiëà T, (T ∗)′ � êîìóòàíò ãðóïè T ∗, T =

= T ∗/(T ∗)′ � ôàêòîð-ãðóïà ãðóïè T ∗ çà ¨¨ êîìóòàíòîì (T ∗)′. Îáðàç åëåìåíòà λ ãðóïè
T ∗ â ãðóïi T áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç λ.

Òåîðåìà 1.2 (Òåîðåìà Ä'¹äîííå; [2]). Iñíó¹ ôóíêöiÿ det : GL(n, T ) → T ∗, det :
A → |A| òàêà, ùî
1) |AB| = |A| · |B| (A, B ∈ GL(n, T ));
2) |C| = 1 (C ∈ SL(n, T ));
3) |d(α)| = α (α ∈ T ∗, d(α) = diag[1, . . . , 1, α]).

Çíà÷åííÿ |A| ôóíêöi¨ det íàçâàíî äåòåðìiíàíòîì Ä'¹äîííå ìàòðèöi A íàä òiëîì
T . ßêùî T � ïîëå, òî äåòåðìiíàíò Ä'¹äîííå òàêèé æå, ÿê i çâè÷àéíèé äåòåðìiíàíò.

ßêùî A ∈ GL(n, T ), i A = C · d(α) (C ∈ SL(n, T ), α ∈ T ∗), òî

|A| = |d(α)| = α.

Âiäîáðàæåííÿ äåòåðìiíàíò ¹ ãîìîìîðôiçì ãðóïè GL(n, T ) â ãðóïó T , ÿäðî ÿêîãî
ìiñòèòü ñïåöiàëüíó ãðóïó SL(n, T ) i âñi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi d(λ), λ ∈ (T ∗)′. Iç ëåìè
1.3 âèïëèâà¹, ùî | diag[α1, . . . , αn]| = 1, ÿêùî α1 · · ·αn ∈ (T ∗)′.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé T � òiëî i n ≥ 2 Òîäi

SL(n, T ) = {A ∈ GL(n, T ) | |A| = 1}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A ∈ GL(n, T ), A = S · d(λ) (S ∈ SL(n, T ), λ ∈ T ∗)

i |A| = 1. Òîäi λ íàëåæèòü êîìóòàíòó T ∗′ ãðóïè T ∗. Äîñèòü îáìåæèòèñü âèïàäêîì, êî-
ëè λ = [α, β] � êîìóòàòîð. Ç ëåìè 1.3 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ ìàòðèöi C ∈ SL(n, T ),
ùî Cd(β−1α−1) = C diag[1, . . . , 1, β−1α−1] = diag[1, . . . , 1, α−1β−1] = d(α−1β−1). Òîäi
d(λ) = d(α−1β−1αβ) = d(α−1β−1)d(αβ) = Cd(β−1α−1)d(αβ) = Cd(β−1α−1αβ) = C ∈
∈ SL(n, T ) i òîäi A ∈ SL(n, T ), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàñëiäîê 1.2. Âiäîáðàæåííÿ det : GL(n, T ) → T áóäå ãîìîìîðôiçìîì ãðóï i
ker det = SL(n, T ).

Íàñëiäîê 1.3. Íåõàé T � ïîëå. Òîäi

SL(n, T ) = {A ∈ GL(n, T )| |A| = 1}.
Íàñëiäîê 1.4. Íåõàé n ≥ 2 i T � òiëî. Òîäi SL(n, T ) � íîðìàëüíà ïiäãðóïà

ãðóïè GL(n, T ), ôàêòîð-ãðóïà çà ÿêîþ ¹ içîìîðôíà àáåëåâié ãðóïi T = T ∗/(T ∗)′.

Íàñëiäîê 1.5. Íåõàé T � òiëî i n ≥ 2. Âñÿêà ïiäãðóïà â GL(n, T ), ùî ìiñòèòü
SL(n, T ), áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.

Ëåìà 1.4. Íåõàé òiëî T ìiñòèòü áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ. Òîäi êîæíà åëåìåí-
òàðíà ìàòðèöÿ â ãðóïi GL(2, T ) áóäå êîìóòàòîðîì â öié ãðóïi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ T, α 6= 0, α 6= 1. Òîäi
(

α 0
0 1

)−1 (
1 β
0 1

)−1 (
α 0
0 1

)(
1 β
0 1

)
=

(
1 (1− α−1)β
0 1

)
= t12(γ),

äå γ = (1− α−1)β ìîæå áóòè äîâiëüíèì åëåìåíòîì ç T. Çâiäñè ñëiäó¹ äîâåäåííÿ.
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Òåîðåìà 1.4. Íåõàé n > 2. Òîäi êîìóòàíò ãðóïè SL(n, T ) i êîìóòàíò ãðóïè
GL(n, T ) ñïiâïàäàþòü ç ãðóïîþ SL(n, T ). ßêùî òiëî T íå áóäå ïîëåì ç äâîõ åëåìåí-
òiâ, òî ãðóïà SL(2, T ) òàêîæ áóäå êîìóòàíòîì ãðóïè GL(2, T ).

Äîâåäåííÿ. Ç íàñëiäêó 1.4 âèïëèâà¹, ùî êîìóòàíò ãðóïè GL(n, T ) ìiñòèòüñÿ â
ãðóïi SL(n, T ). Òîäi äëÿ n > 2 òåîðåìà âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.2 Áàññà. Iíøèé âèïàäîê
ñëiäó¹ ç ëåìè 1.4.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî, ÿêùî n = 2 i |T | > 3, òî êîìóòàíòè ãðóï GL(2, T ), SL(2, T )
ñïiâïàäàþòü ç SL(2, T ).

Êîíòðïðèêëàä. Íåõàé Z2 � ïîëå iç äâîõ åëåìåíòiâ. Òîäi GL(n,Z2) = SL(n,Z2)
i ìàòðèöi

a =

(
0 1
1 1

)
, b =

(
0 1
1 0

)

ïîðîäæóþòü ãðóïó GL(2,Z2). Êîìóòàíò öi¹¨ ãðóïè ñóìiùà¹òüñÿ ç 〈a〉 6= SL(2,Z2).

Êîíòðïðèêëàä. Íåõàé T = Z3 � ïîëå ç òðüîõ åëåìåíòiâ. Ãðóïà GL(2,Z3) ïî-
ðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè:

a =

( −1 1
1 1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
0 −1
1 −1

)
, d =

( −1 0
0 1

)

(−a2 = −b2 = c3 = d2 = E, b−1ab = a−1, c−1ac = b−1,

c−1bc = (ba)−1, d−1ad = (ba)−1, d−1bd = b−1, d−1cd = (bac)−1).

Ìàòðèöi a, b, c ïîðîäæóþòü ãðóïó SL(2, T ), ÿêà ¹ êîìóòàíòîì ãðóïè GL(2, T ). Àëå
êîìóòàíò ãðóïè SL(2, T ) ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ 〈a, b〉 6= SL(2, T ).

Íåõàé, äàëi, q = pt � ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, P � ïîëå iç q åëåìåíòiâ i GLn(q) �
ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i |GLn(q)| � ïîðÿäîê ãðóïè
GLn(q).

Òåîðåìà 1.5. |GLn(q)| =
n−1∏
i=0

(qn − qi).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i a1, a2, . . . ,
an � ñèñòåìà ðÿäêiâ ìàòðèöi A. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A íàëåæàëà ãðóïi GLn(q)
íåîáõiäíî, ùîá ïåðøèé ðÿäîê a1 áóâ îäíèì iç (qn−1) íåíóëüîâèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ
íàä ïîëåì P . ßêùî ïåðøèé ðÿäîê a1 óæå âèáðàíèé, òî äðóãèé ðÿäîê a2 ìîæå áóòè
áóäü-ÿêèì, îêðiì λa1 (òîáòî íå ïðîïîðöiéíèé ïåðøîìó). Òàêèõ ðÿäêiâ ¹ (qn−q). Òàêèì
÷èíîì, iñíó¹ (qn − 1) · (qn − q) ìîæëèâîñòåé äëÿ ïàðè (a1, a2) ðÿäêiâ íåâèðîäæåíî¨
ìàòðèöi A. ßêùî ïàðà (a1, a2) ïåðøèõ äâîõ ðÿäêiâ óæå âèáðàíà, òî 3-ié ðÿäîê a3

ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì, îêðiì âåêòîðà

λ1a1 + λ2a2 (λ1, λ2 ∈ P ),

òîáòî 3-ié ðÿäîê ìîæå áóòè îäíèì iç (qn − q2) âåêòîðiâ (ïðè âèáðàíèõ ïåðøèõ äâîõ
ðÿäêàõ). Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ ïðèéäåìî äî ôîðìóëè äëÿ ïîðÿäêó ãðóïè GLn(q).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1.6. |SL(n, P )| = 1
q−1

n−1∏
j=0

(qn − qj).
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�2. Íîðìàëüíà áóäîâà ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè

×åðåç Z(G) áóäåìî ïîçíà÷àòè öåíòð ãðóïè G :

Z(G) = {z ∈ G | zx = xz, x ∈ G}.
Ëåìà 2.1. Íåõàé T � òiëî. Òîäi

Z(GL(n, T )) = {λE|λ ∈ Z(T ∗)}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = (αij) ∈ Z(GL(n, T )) (αij ∈ T ). Òàê ÿê tij(1)A = Atij(1),
òî eijA = Aeij i αji = 0 (j 6= i), αjj = αii = λ. Òîäi A = λE. Òàê ÿê αEA = AαE
(α ∈ T ∗), òî λ ∈ Z(T ∗). Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé T � òiëî. Òîäi

Z(SL(n, T )) = SL(n, T ) ∩ Z(GL(n, T )).

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ íàñëiäêó î÷åâèäíå. Íåõàé n > 1. Çðîçóìiëî,
ùî SL(n, T ) ∩ Z(GL(n, T )) ⊂ Z(SL(n, T )). Íåõàé A ∈ Z(SL(n, T )). Ç äîâåäåííÿ ëåìè
2.1 îäåðæèìî A = λE (λ ∈ T ∗). Òàê ÿê diag[α1, . . . , αn]A = A diag[α1, . . . , αn]
(αi ∈ T ∗, α1 . . . αn = 1), òî λαi = αiλ. ßêùî α1, . . . , αn−1 � äîâiëüíi åëåìåíòè iç T ∗,
òî äëÿ αn = α−1

n−1, . . . , α−1
1 α1 . . . αn−1αn = 1 i, îòæå, λ ∈ Z(T ∗). Òîìó A ∈ Z(GL(n, T )).

Íàñëiäîê äîâåäåíî.
Ïiäãðóïó ãðóïè GL(n, T ), ÿêà ìiñòèòüñÿ â öåíòði öi¹¨ ãðóïè, áóäåìî íàçèâàòè

öåíòðàëüíîþ ïiäãðóïîþ. Î÷åâèäíî, öåíòðàëüíà ïiäãðóïà ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ.
Ðîçãëÿíåìî íîðìàëüíi íåöåíòðàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ).

Ëåìà 2.2. Íåõàé n > 2 i ïiäãðóïà H ãðóïè GL(n, T ) íîðìàëiçó¹òüñÿ ñïåöiàëü-
íîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ SL(n, T ). ßêùî ïiäãðóïà H ìiñòèòü õî÷à á îäíó åëåìåíòàðíó
ìàòðèöþ, òî öÿ ïiäãðóïà ìiñòèòü âñþ ãðóïó SL(n, T ).

Äîâåäåííÿ. ßêùî h ∈ H, g ∈ SL(n, T ), òî îáèäâà êîìóòàòîðè [h, g] = h−1g−1hg,
[g, h] íàëåæàòü ïiäãðóïi H. Íåõàé äåÿêà åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ tij(α) íàëåæèòü íîð-
ìàëüíié ïiäãðóïi H ãðóïè GL(n, T ) (n > 2). Ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ Áàññà. Ìà¹ìî

[tij(α), tjk(β)] = tik(αβ) ∈ H,

[tri(γ), tik(αβ)] = trk(γαβ) ∈ H.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Òîäi H ìiñòèòü âñþ
ñïåöiàëüíó ëiíiéíó ãðóïó. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2.3. Íåõàé òiëî T íå áóäå ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 àáî T � òiëî õàðà-
êòåðèñòèêè 2, ùî íå ìiñòèòü òðàíñöåíäåíòíèõ âiäíîñíî ñâîãî ïðîñòîãî ïiäïîëÿ
åëåìåíòiâ. Íåõàé S(T ) � ïiäãðóïà àäèòèâíî¨ ãðóïè òiëà T, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ äî-
áóòêàìè êâàäðàòiâ åëåìåíòiâ iç T. Òîäi T = S(T ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T � íåêîìóòàòèâíå òiëî. Òîäi T1 = T \ Z(T ) � íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà i íåõàé α � äîâiëüíèé åëåìåíò öi¹¨ ìíîæèíè. Çíàéäåòüñÿ åëåìåíò β ∈ T
òàêèé, ùî

γ = αβ + βα 6= 0

(ÿêùî γ = 0 äëÿ âñiõ β ∈ T, òî 2α2 = 0, char T = 2, αβ = βα i α ∈ Z(T )).
Òàê ÿê γ = (α + β)2 − α2 − β2, òî γ ∈ S(T ). Âiäìiòèìî, ùî àäèòèâíà ãðóïà S(T )

çàìêíóòà âiäíîñíî äi¨ ìíîæåííÿ â T. Òîäi γ−1 = γγ−2 ∈ S(T ). Äàëi,

γα = αβα + βαα = α(βα) + (βα)α ∈ S(T ).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî α ∈ S(T ) i, îòæå, T1 ⊂ S(T ). ßêùî δ ∈ Z(T ), òî

γδ = αβδ + βαδ = αβδ + βδα = α(βδ) + (βδ)α ∈ S(T ).

Òîäi δ ∈ S(T ) i, îòæå, Z(T ) ⊂ S(T ), T ⊆ S(T ). Íåõàé T � ïîëå. ßêùî char T 6= 2 i
α ∈ T, òî

α =

(
α + 1

2

)2

−
(

α− 1

2

)2

∈ S(T ),

òîáòî T = S(T ). Íåõàé òåïåð T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, ÿêå àëãåáðà¨÷íå íàä ñâî¨ì
ïðîñòèì ïiäïîëåì Z2 = {0, 1}, i α � íåíóëüîâèé åëåìåíò ïîëÿ T. Òîäi α íàëåæèòü
ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi F ∗ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ Z2. Òàê ÿê ïî-
ðÿäîê n = |F ∗| � íåïàðíå ÷èñëî, òî

α = αn+1 =
(
α

n+1
2

)2

∈ S(T )

i, îòæå, T = S(T ). Ëåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ. ßêùî T = Z2(x) � ïîëå äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä íåâiäî-

ìî¨ x íàä ïîëåì Z2, òî S(T ) = Z2(x
2) 6= T.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé n > 1, T � òiëî i H � òàêà íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ), ùî H íîðìàëiçó¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ãðóïîþ SL(n, T ). Òîäi ïiäãðóïà H ìi-
ñòèòü ãðóïó SL(n, T ). Âèêëþ÷åííÿ ñêëàäàþòü ëèøå âèïàäêè, êîëè n = 2, à òiëî T
¹ ïîëåì iç 2-õ àáî 3-õ åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî H íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n, T ), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ GL(n, T )
ãðóïà H1 = g−1Hg òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n, T ). ßêùî H1 ìiñòèòü ãðóïó SL(n, T ),
òî H òàêîæ ìiñòèòü öþ ãðóïó. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü çàìiíÿòè ïiäãðóïó H íà ñïðÿæå-
íó ç íåþ ïiäãðóïó H1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðóïó GL(n, T ) ÿê ãðóïó ëiâèõ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ ïðàâîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L íàä òiëîì T. Òàê ÿê H �
íåöåíòðàëüíà, òî H ìiñòèòü íåñêàëÿðíó ìàòðèöþ A. Òîäi â ïðîñòîði L iñíó¹ òàêèé
âåêòîð u1, ùî âåêòîðè u1, u2 = Au1 íåïðîïîðöiéíi i òîäi ¨õ ìîæíà âêëþ÷èòè â íîâèé
T -áàçèñ ïðîñòîðó L. Â íîâîìó áàçèñi ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi îïåðàòîðà A áóäå
ìàòè âèãëÿä (0 1 0 . . . 0). Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñàìà ìàòðèöÿ A ìà¹ òàêèé ïåðøèé
ñòîâï÷èê.

Ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà äâà âèïàäêè.
1-é âèïàäîê : n > 2. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü äîâåñòè iñíóâàííÿ â H äåÿêî¨

åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi tij (i 6= j) (äèâ. ëåìó 2.2). Ðîçãëÿíåìî êîìóòàòîð

B = [t12(1), A−1] = (E − e12)A(E + e12)A
−1 = (E − e12)(E + Ae12A

−1).

Î÷åâèäíî B ∈ H. Âðàõîâóþ÷è, ùî Ae12 = e22, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

B = E − e12 + (E − e12)e22A
−1 = E − e12 + (e22 − e12)A

−1 = E − e12 +
∑

j

(e2j − e1j)β2j,

äå βij � åëåìåíòè ìàòðèöi A−1. Âiäìiòèìî, ùî β22 = 0. Íåõàé C = [t13(1), B−1].
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

C = (E − e13)(E + Be13B
−1) = (E − e13)(E + (e13 − e13β21 + e23β21)B

−1) =

= (E − e13)(E + e13 − e13β21 + e23β21) = E + β21(e23 − e13).

ßêùî β21 6= 0, òî t23(β21) = t12(1)Ct12(−1) ∈ H. Íåõàé β21 = 0. Òîäi [t23(1), B−1] = (E−
−e23)(E+Be23B

−1) = (E−e23)(E+(−e13+e23)B
−1) = (E−e23)(E−e13+e23) = t13(−1),
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îòæå, t13(−1) ∈ H. Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó n > 2 ãðóïà H ìiñòèòü åëåìåíòàðíó
ìàòðèöþ, ùî äîâîäèòü òåîðåìó äëÿ öüîãî âèïàäêó.

2-é âèïàäîê : n = 2, |T | > 3. Íåõàé H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(2, T ),
ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(2, T ). Ïîêàæåìî, ùî SL(2, T ) ⊆ H. Äëÿ öüîãî äîñèòü
äîâåñòè, ùî H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ â H
îäíi¹¨ åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi. Íåõàé

A =

(
0 α
1 β

)
∈ H.

Òîäi
A−1 =

(
βα−1 1
−α−1 0

)

i
B = [t12(1), A−1] = (E − e12)(E + Ae12A

−1) = (E − e12)(E + e22A
−1) =

=

(
1 −1
0 1

)(
1 0

α−1 1

)
=

(
1− α−1 −1

α−1 1

)
∈ H.

Âñi åëåìåíòè ìàòðèöi B íàëåæàòü ïîëþ F (α), äå F � öåíòð òiëà T. Íàä öèì ïîëåì
ìàòðèöÿ B ïîäiáíà ìàòðèöi

B1 = t12(−2 + α−1)t21(1)

(
1− α−1 −1

α−1 1

)
t21(−1)t12(2− α−1) =

= t12(−2 + α−1)

(
2− α−1 −1

1 0

)
t12(2− α−1) =

(
0 −1
1 β1

)
,

äå β1 = 2 − α−1 ∈ F (α). Çðîçóìiëî, ùî B1 ∈ H. Íåõàé γ � íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà
T, ÿêèé êîìóòó¹ ç α, d = diag[γ, γ−1] i

B2 = [d,B1] = diag[γ−1, γ]

(
β1 1
−1 0

)
diag[γ, γ−1]

(
0 −1
1 β1

)
=

(
γ−2 (γ−2 − 1)β1

0 γ2

)
.

Òàê ÿê d ∈ SL(2, T ), òî B2 ∈ H. Êîìóòàòîð

[t12(1), B2] = (E−e12)(E +B−1
2 e12B2) = (E−e12)(E +γ2e12B2) = (E−e12)(E +γ4e12) =

=

(
1 −1
0 1

)(
1 γ4

0 1

)
=

(
1 γ4 − 1
0 1

)

áóäå åëåìåíòàðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî γ4 6= 1.
Äîñëiäèìî iñíóâàííÿ òàêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà γ â T, ÿêèé êîìóòó¹ ç α i γ4 6= 1.
Íåõàé |F | > 5. Òîäi â ïîëi F êðiì íóëÿ òà äî 4-õ êîðåíiâ 4-ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi

iñíóþòü iíøi åëåìåíòè. Çâiäñè ñòà¹ çðîçóìiëèì iñíóâàííÿ åëåìåíòà γ.
Íåõàé |F | 6 5, F (α) 6= F. Çðîçóìiëî, ùî |F (α)| ≥ 4. Äëÿ |F (α)| = 4, |F (α)∗| = 3 i

α 6= 0, α3 = 1, α4 = α 6= 1. Òîäi γ = α � øóêàíèé åëåìåíò. Äëÿ |F (α)| = 5, F (α) ∼= Z5

i F (α) = F , ùî íåìîæëèâî. Âèïàäîê |F (α)| > 5 àíàëîãi÷íèé äî âèïàäêó |F | > 5.
Íåõàé |F | 6 5, F (α) = F 6= T. Î÷åâèäíî, iñíó¹ åëåìåíò θ ∈ T \ F . Òîäi äîâiëüíèé

åëåìåíò ç T (θ) êîìóòó¹ ç α. Çðîçóìiëî, ùî F (θ) 6= F i F (θ) àíàëîãi÷íî ÿê i F (α) â
ðîçãëÿíóòîìó ðàíiøå âèïàäêó ìiñòèòü åëåìåíòà γ.

Íåõàé 3 < |F | 6 5, F (α) = F = T. Âèïàäîê |F | = 4 àíàëîãi÷íèé äî âèïàäêó
|F (α)| = 4. Âèïàäîê |F | = 5 îçíà÷à¹, ùî T ∼= Z5 � ïîëå ç 5-òè åëåìåíòiâ i ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ÿê ïðèêëàä. Îòæå, ìè ïîêàçàëè iñíóâàííÿ â H åëåìåíòàðíî¨ ìàòðèöi t12(δ),
(δ ∈ T, δ 6= 0.) Çàìiíèìî ïiäãðóïó H íà ñïðÿæåíó ïiäãðóïó

H1 = diag[δ, 1]−1H(diag[δ, 1]).
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ßêùî H1 ìiñòèòü SL(2, T ), òî H òàêîæ ìiñòèòü SL(2, T ). Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî

t12(1) = diag[δ, 1]−1t12(δ)(diag[δ, 1]) ∈ H.

Íåõàé λ � áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò òiëà T. Òàê ÿê σ(λ) = diag[λ−1, λ] ∈
∈ SL(2, T ), òî t12(λ

2) = σ(λ)−1t21(1)σ(λ) ∈ H. Íåâàæêî òåïåð áà÷èòè, ùî âñi ìàòðèöi
âèãëÿäó

t12(µ) (µ ∈ S(T ))

íàëåæàòü ãðóïi H. Íåõàé òiëî T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 2.3. Òîäi S(T ) = T i, îòæå,
ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t21(λ). Íåõàé òåïåð T � ïîëå õàðàêòåðè-
ñòèêè 2, ùî ìiñòèòü òðàíñöåíäåíòíèé íàä Z2 åëåìåíò %. Íåõàé

D =

(
0 1
1 0

)
, R =

(
0 %

%−1 0

)
.

Î÷åâèäíî, R ∈ SL(2, T ) i ìàòðèöÿ t12(1) = t21(1)Dt21(1) ïîäiáíà ìàòðèöi D. Íåâàæêî
áà÷èòè, ùî [D,R] = diag[%2, %−2],

[t12(λ), [D, R]] = (E+λe12)(E+λ diag[%2, %−2]e12 diag[%−2, %2]) = (E+λe12)(E+λ%4e12) =

=

(
1 λ
0 1

)(
1 λ%4

0 1

)
=

(
1 λ(1 + %4)
0 1

)
= t12(λ(1 + %4)).

Òàê ÿê 1 + %4 6= 0, òî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t12(λ). Íàðåøòi âiä-
ìiòèìî, ùî ìàòðèöÿ t12(λ) ñïðÿæåíà â SL(2, T ) ç ìàòðèöåþ t21(−λ). Öå çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Êîíòðïðèêëàä (äèâ. êîíòðïðèêëàä � 1). Ïiäãðóïà H = 〈a, b〉 â ãðóïi GL(2,Z3)
áóäå íîðìàëüíîþ â öié ãðóïi, àëå âîíà íå ìiñòèòü ãðóïó SL(2,Z3) = 〈a, b, c〉 .

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé n > 1 i ïðè n = 2 òiëî T ìiñòèòü áiëüøå íiæ òðè
åëåìåíòè. ßêùî H � íåöåíòðàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi SL(n, T ), òî H =
= SL(n, T ).

Ôàêòîð-ãðóïó PGL(n, T ) = GL(n, T )/Z(GL(n, T )) ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïà çà ¨¨ öåí-
òðîì íàçèâàþòü ïîâíîþ ïðîåêòèâíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T , à ôàêòîð-ãðóïó
PSL(n, T ) = SL(n, T )/Z(SL(n, T )) ñïåöiàëüíî¨ � ñïåöiàëüíîþ ïðîåêòèâíîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T .

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé n > 1 i ïðè n = 2 òiëî T ìiñòèòü áiëüøå íiæ òðè
åëåìåíòè. Òîäi ãðóïà PSL(n, T ) ¹ ïðîñòîþ ãðóïîþ.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ãðóïè GL(2,Z5). Íåõàé H � íåöåíòðàëüíà ïiä-
ãðóïà ãðóïè GL(2,Z5), ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(2,Z5). Çðîçóìiëî, ùî äåÿêà
ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A =

(
0 α
1 β

)
∈ H,

äå α = ±1,±2. Ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê α = −1. Òîáòî

B(β) =

(
0 −1
1 β

)
∈ H,

äå β = 0,±1,±2. Ïîêàæåìî, ùî ïiäãðóïà H àáî ñïðÿæåíà ç íåþ ïiäãðóïà ìiñòèòü
åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

1. β = 0. Ìàòðèöÿ B(0) ïîäiáíà ìàòðèöi D = diag[2,−2]. Ìîæíà ââàæàòè, ùî
D ∈ H. Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî

[t12(1), D] = (E − e12)(E + diag[−2, 2]e12 diag[2,−2]) = (E − e12)
2 = t12(−1)2 = t12(−2).
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2. β = ±1. Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî

[B(1), D] =

=

(
1 1
−1 0

)( −2 0
0 2

)(
0 −1
1 1

)(
2 0
0 −2

)
=

( −2 2
2 0

)(
0 2
2 −2

)
=

( −1 2
0 −1

)
,

[B(−1), D] =

=

( −1 1
−1 0

)( −2 0
0 2

)(
0 −1
1 −1

)(
2 0
0 −2

)
=

(
2 2
2 0

)(
0 2
2 2

)
=

( −1 −2
0 −1

)
.

Òîìó ìàòðèöi [B(1), D]2 i [B(−1), D]2 ïîäiáíi êëiòöi Æîðäàíà J2(1) = t12(1).
3. β = ±2.

t12(1)B(2)t12(−1) = t12(1)

(
0 −1
1 2

)
t12(−1) =

(
1 0
1 1

)
,

t12(−1)B(−2)t12(1) = t12(−1)

(
0 −1
1 −2

)
t12(1) =

( −1 0
1 −1

)
.

Òîìó ìàòðèöi B(2) i B(−2)2 ïîäiáíi êëiòöi Æîðäàíà J2(1) = t12(1).
Â óñiõ âèïàäêàõ ãðóïà H (àáî ñïðÿæåíà ç íåþ) ìiñòèòü åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.

�3. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i äi¨ íàä ìàòðè÷íèìè ãðóïàìè

Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì T , E(V ) = EndT (V ) � êiëüöå
âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V , GL(V ) � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ E(V ).
Öÿ ãðóïà òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ (ïðîñòîðó V ). Íåõàé

u = (u1, . . . , un) (ui ∈ V ) (1)

� áàçèñ ïðîñòîðó V . Êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðîâi ϕ ∈ E(V ) ïîñòàâèìî ó âiäïî-
âiäíiñòü éîãî ìàòðèöþ Aϕ â áàçèñi u(1) (ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi áóäóòü êîîðäèíàòíèìè
ñòîâïöÿìè îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ). Îäåðæàíå âiäîáðàæåííÿ

τu : E(V ) → M(n, T )

áóäå içîìîðôiçìîì êiëåöü, à éîãî îáìåæåííÿ íà ãðóïó GL(V ) áóäå içîìîðôiçìîì öi¹¨
ãðóïè íà ïîâíó ëiíiéíó ãðóïó GL(n, T ).

Íåõàé νu = τ−1
u . ßêùî

g = (αij) ∈ M(n, T ) (αij ∈ T ),

òî νu(g) ∈ E(V ) i, ÿê ñëiäó¹ iç îçíà÷åíü

νu(g)(uj) =
∑

i

αijui (j = 1, . . . , n). (2)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ g ¹ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñi u (1). Ôîð-
ìóëà (2) äîçâîëÿ¹ áóäü-ÿêó ìàòðè÷íó ïiäãðóïó G ãðóïè GL(n, T ) ïåðåòâîðèòè â ãðóïó
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V , òîáòî ïåðåòâîðèòè ïðîñòið V â ìîäóëü (ëiâèé) íàä
ãðóïîâîþ àëãåáðîþ TG. Äîâiëüíà ãðóïà G, î÷åâèäíî, äi¹ (çëiâà) ó áóäü-ÿêîìó TG-
ìîäóëi, à áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T , â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G, ¹ TG-ìîäóëåì.
TG-ìîäóëü áóäåìî íàçèâàòè ùå G-ïðîñòîðîì íàä ïîëåì T , à éîãî TG-ïiäìîäóëi � G-
ïiäïðîñòîðàìè. Äàëi òåðìií ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) äi¹ â ëiíiéíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì
T áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè äëÿ n-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì
T ç äi¹þ âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (2).
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Ãîìîìîðôiçìè νu, τu çàëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñó u ïðîñòîðó V . Íåõàé â ïðîñòîði
V âèáðàíî ùå îäèí áàçèñ

v = (v1, . . . , vn) (vi ∈ V ). (3)

Íåõàé S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó u (1) äî áàçèñó v (3) i φ � àâòîìîðôiçì
ïðîñòîðó V òàêèé, ùî φ(u) = v, òîáòî φ(ui) = vi (i = 1, . . . , n).

Ëåìà 3.1. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(V ). Òîäi

τv(H) = S−1τu(H)S. (4)

Íåõàé G � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi

νv(G) = φνu(G)φ−1. (5)

Äîâåäåííÿ. (4) ñëiäó¹ iç çâ'ÿçêó ìàòðèöi îäíîãî i òîãî æ ëiíiéíîãî îïåðàòoðà â
ðiçíèõ áàçèñàõ. Íåõàé g ∈ G. Òîäi çãiäíî (2)

φνu(g)φ−1(vj) = φνu(g)(uj) = φ

(∑
j

αijui

)
=

∑
j

αijφ(ui) =
∑

j

αijvi = νv(g)(vj),

çâiäêè ñëiäó¹ (5). Ëåìà äîâåäåíà.
Íàãàäà¹ìî, ïiäãðóïè H1, H2 ãðóïè G íàçèâàþòüñÿ ñïðÿæåíèìè, ÿêùî iñíó¹ åëå-

ìåíò c ∈ G òàêèé, ùî c−1H1c = H2. Â ðîçãëÿíóòié âiäïîâiäíîñòi ìiæ ìàòðè÷íèìè
ãðóïàìè iç GL(n, T ) i ãðóïàìè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V äâi ãðóïè ìàòðèöü,
ùî âiäïîâiäàþòü îäíié ãðóïi îïåðàòîðiâ, áóäóòü ñïðÿæåíèìè â ãðóïi GL(n, T ), à äâi
ãðóïè îïåðàòîðiâ iç GL(V ), ùî âiäïîâiäàþòü îäíié ìàòðè÷íié ãðóïi, áóäóòü ñïðÿæå-
íèìè â ãðóïi GL(V ).

Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ çâiäíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ
ìàòðèöü âèãëÿäó (

g1 ∗
0 g2

)
, (6)

äå gj ∈ Gj ⊆ GL(nj, T )(Gj � ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ), n1 + n2 = n).
Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ), ÿêà íå áóäå çâiäíîþ, íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíîþ ãðóïîþ.
Íåõàé ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) áóäå çâiäíîþ i ñïðÿæåíîþ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi

C ∈ GL(n, T ) ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó (6), äå Gj(1 6 j 6 2) òàêà ãðóïà, ùî äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà gj ∈ Gj çíàéäåòüñÿ ìàòðèöÿ g ∈ G, ùî ñïðÿæåíà çà äîïîìîãîþ
òi¹¨ æ ìàòðèöi C ç ìàòðèöåþ (6). Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G. Òîäi â ïðîñòîði V iñíó¹ òàêèé áàçèñ

u1, . . . , un1 , v1 = un1+1, . . . , vn2 = un, (7)

â ÿêîìó êîæíèé îïåðàòîð g ∈ G ìà¹ ìàòðèöþ (6). Íåõàé

U = Tu1 + · · ·+ Tun1 , V = V/U = Tv1 + · · ·+ Tvn2 (vi = vi + U)

� ïiäïðîñòið â ïðîñòîðîâi V i âiäïîâiäíèé ôàêòîð-ïðîñòið. Òàê ÿê

g(ui) = g1(ui) ∈ U (i 6 n1),

g(vj) = g2(vj) + xj(g) (xj(g) ∈ U),

òî U � G-ïiäïðîñòið. I, îêðiì öüîãî, ôàêòîð-ïðîñòið V ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â G-ïðîñòið

g(v + U) = g2(v) + U. (8)
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G-ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiä-
ïðîñòið U . G-ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíèì, ÿêùî â íüîìó íåìà G-ïiäïðîñòîðiâ,
îêðiì íóëüîâîãî ïiäïðîñòîðó i âñüîãî ïðîñòîðó V . Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið V â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G ¹ çâiäíèì i U � G-ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V (U 6= 0, U 6= V ). Íåõàé (7)
áàçèñ â V , ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç áàçèñ ïiäïðîñòîðó U . Òîäi ìàòðèöi âñiõ îïåðàòîðiâ
iç ãðóïè G â öüîìó áàçèñi áóäóòü ìàòè âèãëÿä (6). Îòæå, ãðóïà G áóäå çâiäíîþ
ãðóïîþ. Ïiäñóìó¹ìî ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3.2. Ãðóïà G ⊆ GL(n, T ) áóäå çâiäíîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
áóäå çâiäíèì ïðîñòið V â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G íàä ïîëåì T .

Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G i

0 = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Ut = V (9)

� êîìïîçèöiéíèé ðÿä TG-ìîäóëÿ V , äå Uj � G-ïiäïðîñòîðè â V i ôàêòîðè Uj/Uj−1 �
íåçâiäíi TG-ìîäóëi (òàêèé ðÿä iñíó¹). Ïðîâåäåìî áàçèñ ïðîñòîðó V ÷åðåç áàçèñè
ïiäïðîñòîðiâ â (9), äîïîâíþþ÷è áàçèñ Uj äî áàçèñó Uj+1. Â òàê âèáðàíîìó áàçèñi
ìàòðèöÿ êîæíîãî îïåðàòîðà áóäå ìàòè âèãëÿä




g1 ∗ . . . ∗
0 g2 . . . ∗
... ... . . . ...
0 0 . . . gt


 , (10)

äå gj � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà g â íåçâiäíîìó G-ìîäóëi Uj/Uj−1 (äèâ. (8)) ïðîáiãà¹ äåÿêó
íåçâiäíó ìàòðè÷íó ãðóïó Gj. Îòæå, âñòàíîâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íî¨ ãðóïè). Áóäü-ÿêà ïiä-
ãðóïà G â ãðóïi GL(n, T ) ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó (10), ÿêó
íàçèâàþòü ¨¨ êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì, äå gj ïðîáiãà¹ äåÿêó íåçâiäíó ïiäãðóïó Gj ãðóïè
GL(nj, T ) (j = 1, . . . , t), nj ≥ 1, n1 + · · ·+ nt = n.

Íåõàé
γj : G → GL(nj, T ) (γj(g) = gj ∈ Gj)

� âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó g ãðóïè G j-èé äià-
ãîíàëüíèé áëîê gj ìàòðèöi (10) â êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi ãðóïè G (j = 1, . . . , t). Òîäi
γj � çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T i γj(G) = Gj.

Ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿæåíà ç ãðó-
ïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

diag[g1, g2] =

(
g1 0
0 g2

)
(gj ∈ GL(nj, T ), n1 + n2 = n). (11)

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) ¹ ðîçêëàäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ëiíiéíèé ïðîñòið V â ÿêîìó
äi¹ ãðóïà G ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó

V = U1 ⊕ U2

íåíóëüîâèõ G-ïiäïðîñòîðiâ U1, U2.
Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì çâiäíîþ, ÿêùî âîíà íåçâiäíà àáî ñïðÿ-

æåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

diag[g1, g2, . . . , gt] =




g1 0 . . . 0
0 g2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . gt


 ,
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äå gj ïðîáiãà¹ íåçâiäíó ïiäãðóïó Gj ãðóïè GL(nj, T ) (n1 + · · · + nt = n). Ãðóïà G ⊂
⊂ GL(n, T ) áóäå öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið V â ÿêîìó äi¹ ãðóïà
G ¹ öiëêîì çâiäíèé, òîáòî ¹ íåçâiäíèì àáî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Ut

íåçâiäíèõ íåíóëüîâèõ G-ïiäïðîñòîðiâ U1, . . . , Ut (t > 1).
Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, 2). Ïðÿìèì äîáóòêîì G1×G2 íàçèâà-

¹òüñÿ ãðóïà diag[G1, G2] óñiõ ìàòðèöü âèãëÿäó diag[g1, g2] (äèâ. (11)).
Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, . . . , t > 2). Çà îçíà÷åííÿì

G1 × · · · ×Gt = (G1 × · · · ×Gt−1)×Gt

íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï Gj(j = 1, . . . , t). Íåõàé γj � ïðîåêöiÿ ïðÿìîãî
äîáóòêó G1 × · · · ×Gt íà j-òó êîìïîíåíòó Gj.

Ïiäãðóïà G ïðÿìîãî äîáóòêó G1×· · ·×Gt íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï
Gj(j = 1, . . . , t), ÿêùî γj(G) = Gj (j = 1, . . . , t).

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) ¹ öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íåçâiäíà àáî
ñïðÿæåíà ç ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä ïîëåì T .

Íåõàé A = (αij), B = (βij) � ìàòðèöi íàä ïîëåì T ïîðÿäêiâ n i m âiäïîâiäíî.
Ìàòðèöÿ

A⊗B =




α11B . . . α1nB
... . . . ...

αn1B . . . αnnB




ïîðÿäêó nm íàçèâà¹òüñÿ êðîíåêåðîâèì äîáóòêîì ìàòðèöü A òà B. Íåâàæêî áà÷èòè,
ùî

det(A⊗B) = (det A)m · (det B)n.

Íåõàé Gj ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj, T ) (j = 1, 2). Ãðóïà

G1 ⊗G2 = { A1 ⊗ A2 | Aj ∈ Gj }
íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðíèì äîáóòêîì ãðóï G1, G2. Î÷åâèäíî, G1⊗G2 ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(nm, T ). ßêùî G1, G2 � ñêií÷åííi ãðóïè, òî |G1 ⊗G2| = |G1||G2|.

Íåõàé K � êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ìàòðèöÿ A ∈ M(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíîþ,
ÿêùî êîæíèé ðÿäîê i êîæíèé ¨¨ ñòîâï÷èê ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà, âiäìií-
íîãî âiä íóëÿ. Ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñïðÿ-
æåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, K) âñi ìàòðèöi ÿêî¨ ìîíîìiàëüíi. Íåõàé σ � ïiäñòà-
íîâêà ñòåïåíÿ n. Ïiäñòàíîâî÷íîþ ìàòðèöåþ σ̃ ∈ GL(n,K), âiäïîâiäíîþ ïiäñòàíîâöi
σ íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìiàëüíà ìàòðèöÿ, ÿêà â j-ñòîâï÷èêó ìiñòèòü îäèíèöþ íà σ(j)-ìó
ìiñöi (j = 1, . . . , n). Êîæíó ìîíîìiàëüíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
äîáóòêó äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi íà ïiäñòàíîâî÷íó ìàòðèöþ. Ìàòðèöÿ B ⊗ A ïîäiáíà
ìàòðèöi A⊗B, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ ïîäiáíîñòi ¹ ïiäñòàíîâî÷íà ìàòðèöÿ.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ), A � ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè St. Ñïëå-
òiííÿì H o A öèõ ãðóï íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïà ãðóïè GL(nt, T ), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ
ãðóïîþ H t = H × · · · × H i óñiìà ïiäñòàíîâî÷íèìè ìàòðèöÿìè σ̃ íàä êiëüöåì K =
= M(n, T ), âiäïîâiäíèì ïiäñòàíîâêàì σ ∈ A. ßêùî H � ñêií÷åííà ãðóïà, òî |H oA| =
= |H|t|A|.

Ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ iìïðèìiòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî
äiëüíèêà d > 1 ÷èñëà n ãðóïà G ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ G1 ìîíîìiàëüíèõ ìàòðèöü íàä
êiëüöåì K = M(s, T ), äå s = n/d. Íåõàé ïðè öüîìó C òàêà ìàòðèöÿ iç ãðóïè GL(n, T ),
ùî C−1GC = G1. ßêùî g ∈ G, òî

C−1gC = diag[a1(g), . . . , ad(g)]σ̃(g), (12)
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äå a1(g), . . . , ad(g) ∈ GL(s, T ), σ̃(g) � ìàòðèöÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ(g) íà d ñèìâîëàõ.
Âiäîáðàæåííÿ σ : G → Sd, ïðè ÿêîìó åëåìåíò g ∈ G ïåðåõîäèòü ó ïiäñòàíîâêó
σ(g) ∈ Sd, áóäå çîáðàæåííÿì iìïðèìiòèâíî¨ ãðóïè G ïiäñòàíîâêàìè (äèâ. (12)). Íåõàé
H � òà ïiäãðóïà ãðóïè GL(s, T ), ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà ìàòðèöÿìè aj(g)(j = 1,
. . . , d; g ∈ G (äèâ. (12)). Òîäi ãðóïà G1 áóäå ïiäãðóïîþ ñïëåòiííÿ H o σ(G). Îòæå,
iìïðèìiòèâíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T � öå ãðóïà, ùî ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ
ñïëåòiííÿ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè i ãðóïè ïiäñòàíîâîê íà d > 1 ñèìâîëàõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäãðóïà A ãðóïè Sd íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ ñèìâîëiâ i òà j (1 6 i, j 6 d) â ïiäãðóïi A çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò a, ùî
a(i) = j.

Ëåìà 3.3. Iìïðèìiòèâíà ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T áóäå íåçâiäíîþ òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè íåçâiäíîþ áóäå ïiäãðóïà H â ãðóïi GL(s, T ) i çîáðàæåííÿ
σ ïiäñòàíîâêàìè áóäå òðàíçèòèâíèì (òîáòî, êîëè ãðóïà ïiäñòàíîâîê σ(G) áóäå
òðàíçèòèâíîþ).

Ëåìà 3.4. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G. Ãðóïà G áóäå iì-
ïðèìiòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið L ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ïðÿìî¨ ñóìè

L = L1 ⊕ · · · ⊕ Ld (d > 1)

òàêèõ ïiäïðîñòîðiâ Lj, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ G i êîæíîãî íîìåðà j iñíó¹ íîìåð t
òàêèé, ùî g(Lj) = Lt.

Íåçâiäíà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíîþ ãðóïîþ, ÿêùî âîíà íå áóäå iìïðèìi-
òèâíîþ. Áóäü-ÿêà íåçâiäíà ãðóïà áóäå ïðèìiòèâíîþ àáî iìïðèìiòèâíîþ.

�4. Öiëêîì çâiäíi ãðóïè

Ëåìà 4.1. Íåõàé V � G-ïðîñòið íàä ïîëåì T . Ïîäàíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíi:
1) êîæíèé âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiäïðîñòið U â V ìà¹ ïðÿìå G-äîïîâíåííÿ U ′,

òîáòî V = U ⊕ U ′, äå U ′ � H-ïiäïðîñòið â V ;
2) ïðîñòið V ¹ ñóìîþ íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ;
3) ïðîñòið V ¹ ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà Äiêñîíà; [2]). Íåõàé G � òàêà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó
n íàä ïîëåì T , ùî ìiñòèòü ïiäãðóïó H ñêií÷åííîãî iíäåêñà s = [G : H], ÿêèé íå
äiëèòüñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó char T ïîëÿ T . Ãðóïà G ¹ öiëêîì çâiäíîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè öiëêîì çâiäíà ïiäãðóïà H.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � öiëêîì çâiäíà ãðóïà. Ïîêàæåìî, ùî ãðóïà G òàêîæ öië-
êîì çâiäíà. Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
ïðîñòið V ¹ ïðÿìà ñóìà íåçâiäíèõ G-ïiäïðîñòîðiâ. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî ùî êîæíèé
âëàñíèé íåíóëüîâèé G-ïiäïðîñòið â V ìà¹ ïðÿìå G-äîïîâíåííÿ i ñêîðèñòà¹ìîñü ëå-
ìîþ 4.1. Íåõàé U � G-ïiäïðîñòið â ïðîñòîði V i U 6= 0, U 6= V . Òàê ÿê H � öiëêîì
çâiäíà ãðóïà, òî H-ïiäïðîñòið U ìà¹ ïðÿìå H-äîïîâíåííÿ. Íåõàé p : V → V ,

p(u + u′) = u (u ∈ U, u′ ∈ U ′)

ïðîåêòîð ïðîñòîðó V íà ïðÿìèé äîäàíîê U . Òîäi

p(V ) = U, p2 = p, h−1ph = p (h ∈ H). (1)

Íåõàé g1, . . . , gs � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ óñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ
H. Ïîêëàäåìî

θ : V → V, θ = s−1

s∑
j=1

g−1
j pgj.
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Òîäi θ(V ) = U . ßêùî u ∈ U, òî gj(u) ∈ U i

θ(u) = s−1
∑

j

g−1
j (p(gj(u))) = s−1

∑
j

g−1
j gj(u) = s−1

∑
j

u = s−1

s∑
j=1

u = u,

òîáòî
θ2 = θ. (2)

Íåõàé g ∈ G. Iñíó¹ ïiäñòàíîâêà ρ íà s ñèìâîëàõ i òàêi åëåìåíòè h1, . . . , hs ãðóïè H,
ùî

gjg = higi, i = ρ(j) (j = 1, . . . , s).

Òàê ÿê g−1
j = gg−1

i h−1
i , òî âðàõóâàâøè (1), áóäåìî ìàòè

θg = s−1
∑

j

g−1
j pgjg = s−1

∑

i=ρ(j)

gg−1
i h−1

i phigi = gθ (3)

äëÿ âñiõ g ∈ G. Iç (2) i (3) ñëiäó¹, ùî (I − θ)(V ) (I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð) áóäå
G-ïiäïðîñòîðîì â ïðîñòîði V i

θ(V )
⋂

(I − θ)(V ) = 0. (4)

Òàê ÿê V ¹ ñóìîþ θ(V )+ (I− θ)(V ), òî â ñèëó (4), öÿ ñóìà ¹ ïðÿìà. Îòæå, ïiäïðîñòið
U ìà¹ G-äîïîâíåííÿ (I − θ)(V ), ùî äîâîäèòü òåîðåìó.

Íàâåäåìî ìàòðè÷íèé âàðiàíò äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåõàé G � çâiäíà ãðóïà. Îòæå,
ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ ãðóïà ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

g =

(
Γ(g) A(g)

0 ∆(g)

)
,

äå Γ, ∆ äåÿêi T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G ñòåïåíiâ n1, n2 (n1 + n2 = n) i A : G → Tn1×n2 �
çâ'ÿçóþ÷à ôóíêöiÿ äëÿ öèõ çîáðàæåíü. Òàê ÿê H � öiëêîì çâiäíà ãðóïà, òî ìîæíà
ââàæàòè, ùî A(h) = 0 äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ h ∈ H. Íåõàé g1, g2, . . . , gs � ñèñòåìà
ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè
iíäåêñiâ i, j(1 6 i, j 6 s) iñíó¹ ¹äèíèé iíäåêñ k(1 6 k 6 s), òàêèé, ùî

gigjg
−1
k ∈ H.

Âiäìiòèìî, ùî êîëè ïðè äàíîìó iíäåêñó j iíäåêñ i ïðîáiãà¹ âñi çíà÷åííÿ âiä 1 äî s, òî
iíäåêñ k òàêîæ ïðîáiãà¹ âñi öi çíà÷åííÿ àëå, ìîæëèâî, â iíøîìó ïîðÿäêó. Iç ðiâíîñòi

A(gigjg
−1
k ) = 0,

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè A(xy) = Γ(x)A(y)+A(x)∆(y) (x, y ∈ G), A(g−1
k ) = −Γ(g−1

k )×
×A(gk)∆(g−1

k ), ìà¹ìî

Γ(gigj)A(g−1
k ) + A(gigj)∆(g−1

k ) = 0,

−Γ(gi)Γ(gj)Γ(g−1
k )A(gk)∆(g−1

k ) + Γ(gi)A(gj)∆(g−1
k ) + A(gi)∆(gj)∆(g−1

k ) = 0,

Γ(gi)
(−Γ(gj)Γ(g−1

k )A(gk) + A(gj) + Γ(g−1
i )A(gi)∆(gj)

)
∆(g−1

k ) = 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

−Γ(gj)Γ(g−1
k )A(gk) + A(gj) + Γ(g−1

i )A(gi)∆(gj) = 0.
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Ïðè äàíîìó j ïðîñóìó¹ìî îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ çà i âiä 1 äî s (ïðè öüîìó k áóäå
òàêîæ çìiíþâàòèñü â ìåæàõ âiä 1 äî s) i âèêîðèñòà¹ìî òó îáñòàâèíó, ùî s−1 ∈ T.
Îäåðæèìî

A(gj) = Γ(gj)B −B∆(gj), (5)
äå

B = s−1

s∑
i=1

Γ(g−1
i )A(gi).

Íåõàé h ∈ H. Äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ ¹äèíèé j (1 6 i, j 6 s) i òàêèé åëåìåíò h′ ∈ H,
ùî gih = h′gj. Âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó, ùî A(h) = A(h′) = 0, îòðèìà¹ìî A(gi)∆(h) =
= Γ(h′)A(gj). Òîäi, âèêîðèñòàâøè öþ ðiâíiñòü i ðiâíiñòü g−1

s h′ = hg−1
j , îòðèìà¹ìî

B∆(h) = s−1
s∑

i=1

Γ(g−1
i )A(gi)∆(h) = s−1

s∑
i=1

Γ(h)Γ(h−1g−1
i )Γ(h′)A(gj) =

= Γ(h)s−1
s∑

i=1

Γ(h−1g−1
i h′)A(gj) = Γ(h)s−1

s∑
j=1

Γ(g−1
j )A(gj) = Γ(h)B.

(6)

Íåõàé
C =

(
En1 B
0 En2

)

(En1 , En2 � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n1 òà n2 âiäïîâiäíî). Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), (6)
íåâàæêî ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî

C−1GC =

{(
Γ(g) 0

0 ∆(g)

)∣∣∣∣ g ∈ G

}
,

òîáòî G � ðîçêëàäíà ãðóïà. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 4.2 (Òåîðåìà Ïëàòîíîâà; [2]). Íåõàé ìàòðè÷íà ãðóïà G íàä ïîëåì T

ìà¹ òàêó íîðìàëüíó ïiäãðóïó H, ùî ôàêòîð-ãðóïà G/H ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííà i ïî-
ðÿäêè ¨¨ åëåìåíòiâ íå äiëÿòüñÿ íà char T . ßêùî ãðóïà H ¹ öiëêîì çâiäíà, òî i ãðóïà
G òàêîæ öiëêîì çâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âðàõó¹ìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ: ìàòðè÷íà ãðóïà ¹ öië-
êîì çâiäíîþ, êîëè öiëêîì çâiäíà ñèñòåìà òâiðíèõ öi¹¨ ãðóïè. Â êiëüöi M(n, T ) áóäü-
ÿêà ëiíiéíî íåçàëåæíà íàä ïîëåì T ìíîæèíà ìàòðèöü ìiñòèòü íå áiëüøå íiæ n2

ìàòðèöü. Íåõàé
g1, . . . , gt (7)

� ìàêñèìàëüíà ëiíiéíî íåçàëåæíà íàä T ñèñòåìà ìàòðèöü iç ãðóïè G i G1 � ïiäãðóïà
â G, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ g1, . . . , gt i ãðóïîþ H. Iç óìîâè òåîðåìè ñëiäó¹, ãðóïà G1/H
¹ ñêií÷åííîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G/H, òîáòî H ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ â ãðóïi G1 i
öåé iíäåêñ íå äiëèòüñÿ íà char T . Iç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî G1 � öiëêîì çâiäíà
ãðóïà. Òîäi öiëêîì çâiäíèìè áóäóòü ìíîæèíà (7) i ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ íàä ïîëåì
T êîìáiíàöié ñèñòåìè (7), ñåðåä ÿêèõ ìiñòèòüñÿ ãðóïà G. Îòæå, ãðóïà G ¹ öiëêîì
çâiäíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 4.1. ßêùî G � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i ïîðÿäêè
¨¨ åëåìåíòiâ íå äiëÿòüñÿ íà char T , òî ãðóïà G � öiëêîì çâiäíà.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ),

[H]T =

{∑

h∈H

λhh|λh ∈ T

}

� ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åíèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié íàä ïîëåì T åëåìåíòiâ ãðóïè H. Öÿ
ìíîæèíà [H]T ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T . Öÿ àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ îáîëîí-
êîþ ãðóïè H íàä ïîëåì T . Ëåãêî áà÷èòè, ùî àëãåáðà [H]T ¹ ãîìîìîðôíèì îáðàçîì
ãðóïîâî¨ àëãåáðè TH.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé H � íåçâiäíà ãðóïà íàä ïîëåì T . Òîäi ãðóïîâà àëãåáðà [H]T ¹
ïðîñòîþ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið â ÿêîìó äi¹ ãðóïà H. Òîäi V � ïðîñòèé
A-ìîäóëü (A = [H]T ). ßêùî x ∈ A, xV = 0, òî x = 0. Îòæå, V � òî÷íèé A-ìîäóëü.
Òîäi Rad A = 0 i, îòæå, A � íàïiâïðîñòå àðòiíîâå êiëüöå. Íåõàé J � äâîñòîðîííié
iäåàë â A. Òîäi J = Ae, äå e � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò i

V = eV + (E − e)V

ïðÿìà ñóìà A-ïiäìîäóëiâ â íåçâiäíîìó A-ìîäóëi V . Òîäi e = 0 àáî E − e = 0, òîáòî
A � ïðîñòå êiëüöå. Ëåìà äîâåäåíà.

Öåíòðàëiçàòîðîì ãðóïè H ⊂ GL(n, T ) íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

ZT (H) = {x ∈ M(n, T )|xh = hx(h ∈ H)}
âñiõ ìàòðèöü x, ùî êîìóòóþòü ç êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè H.

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 4.2. Òîäi ZT (H) � ñêií÷åííî
âèìiðíå òiëî íàä ïîëåì T , à àëãåáðà [H]T içîìîðôíà ïîâíîìó ìàòðè÷íîìó êiëüöþ
íàä òiëîì D, àíòèiçîìîðôíèì òiëó ZT (H). ßêùî [H]T ∼= M(s,D), òî n = s·(D : T ).

Íàñëiäîê 4.3. Íåõàé G � öiëêîì çâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T . Òîäi ¨¨
ëiíiéíà îáîëîíêà [G]T áóäå íàïiâïðîñòîþ ñêií÷åííî âèìiðíîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ãðóïà G ¹ ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ íàä ïîëåì T ìàòðè-
÷íèõ ãðóï G1, . . . , Gs. Íåõàé γj : G → Gj � ïðîåêöiÿ ãðóïè G íà ãðóïó Gj (j = 1, . . . ,
s). Ãîìîìîðôiçì ãðóï γj ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìîìîðôiçìó àëãåáðè [G]T íà íàïiâïðî-
ñòó íàä ïîëåì T àëãåáðó [Gj]T . ßêùî x ∈ [G]T , òî x = diag[γ1(x), . . . , γs(x)]. ßêùî
x ∈ Rad[G]T , òî γj(x) = 0 (j = 1, . . . , s). Îòæå, Rad[G]T = 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íåõàé T ′ � àëãåáðà¨÷íå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ T. Áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì T áóäå
ìàòðèöåþ íàä ðîçøèðåííÿì T ′. Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿêùî G � íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ), òî ÷è áóäå ãðóïà G íåçâiäíîþ â ãðóïi GL(n, T ′)? Âçàãàëi êàæó÷è, âiäïîâiäü
íåãàòèâíà. Íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà G íàä ïîëåì T íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî íåçâi-
äíîþ, ÿêùî âîíà çàëèøà¹òüñÿ íåçâiäíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçøèðåíi T ′ ïîëÿ T . ßêùî
ïîëå T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå, òî áóäü-ÿêà íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä öèì ïîëåì
áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ.

Òåîðåìà 4.3. Íåçâiäíà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç åêâiâàëåíòíèõ óìîâ:
1) C(G) = {λE|λ ∈ T} ∼= T ;
2) [G]T = M(n, T );
3) â ãðóïi G iñíó¹ n2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íàä ïîëåì T ìàòðèöü.

Ïîëå T íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé íåçâiäíèé íàä öèì ïîëåì T
ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìî¨ x íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ (â àëãåáðà¨÷íîìó çàìèêàííi ïîëÿ
T ).

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé ïîëå T � ñåïàðàáåëüíå (çîêðåìà char T = 0). ßêùî G �
íåçâiäíà ìàòðè÷íà ãðóïà íàä ïîëåì T , òî ãðóïà G áóäå öiëêîì çâiäíîþ íàä ïîëåì
T ′.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A = [G]T , A′ = [G]T ′ = T ′ ⊗T A

i K = T (θ) ∼= T [x]/ 〈f(x)〉 � öåíòð àëãåáðè A, äå θ � êîðiíü íåçâiäíîãî íàä ïîëåì T
ìíîãî÷ëåíà f(x). Òàê ÿê öåé ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ, òî öåíòð àëãåáðè A′
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áóäå îðòîãîíàëüíîþ ñóìîþ äåÿêèõ ñêií÷åííèõ ðîçøèðåíü ïîëÿ T ′. Òîäi àëãåáðà A′

ðîçêëàäåòüñÿ â îðòîãîíàëüíó ñóìó s ïîâíèõ ìàòðè÷íèõ êiëåöü íàä äåÿêèìè òiëàìè,
ùî ¹ ñêií÷åííî âèìiðíèìè íàä ïîëåì T ′. Ó âiäïîâiäíîñòi ç öèì ðîçêëàäîì ãðóïà G
áóäå ñïðÿæåíà íàä ïîëåì T ′ ç ïiäïðÿìèì äîáóòêîì íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä
ïîëåì, òîáòî G � öiëêîì çâiäíà íàä ïîëåì T ′ ãðóïà. Íåõàé G � àáñîëþòíî íåçâiäíà
ãðóïà. Òîäi G � íåçâiäíà ãðóïà íàä ïîëåì T ′. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

ZT ′(G) = T ′ ⊗T ZT (G)

ïîëå äëÿ ëþáîãî ïîëÿ T ′ ⊃ T . Öå ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè ZT (H) = T . Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Íåõàé P = Zp(t) � ïîëå äðîáîâî ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âiä çìiííî¨
t íàä ïîëåì iç p åëåìåíòiâ Zp, G � öèêëi÷íà ãðóïà, ùî ïîðîäæåíà òàêîþ ìàòðèöåþ
ïîðÿäêó p

f̃(x) =




0 . . . 0 t
1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . 1 0


 (8)

� ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(x) = xp − t. Ãðóïà
G � íåçâiäíà ïiäãðóïà â GL(p, P ). Íåõàé P ′ = P (θ), äå θ � êîðiíü öüîãî ìíîãî÷ëåíà
f(x). Òîäi íàä ïîëåì P ′ ìàòðèöÿ (8) ïîäiáíà êëiòöi Æîðäàíà

Jp(θ) =




θ 1 . . . 0 0
0 θ . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . θ 1
0 0 . . . 0 θ




.

Îòæå ãðóïà G íå áóäå öiëêîì çâiäíîþ íàä ïîëåì P ′. Âiäìiòèìî, ùî

A ∼= P ′, Rad A′ 6= 0, A′/ Rad A′ ∼= P ′

(äèâ. ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 4.4).
Ïðèêëàä. Íåõàé

K4 =
〈
a, b|a4 = 1, a2 = b2, ab = ba3

〉

� ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 8,

G =

〈
ã =

(
ĩ 0
0 ĩ

)
, b̃ =

(
0 −E
E 0

)〉 (
ĩ =

(
0 −1
1 0

)
, E =

(
1 0
0 1

))

� íåçâiäíà ïiäãðóïà â GL(4,Q), içîìîðôíà ãðóïi K4. Íàä ïîëåì Q′ = Q(i)(i2 = −1)
ãðóïà G áóäå çâiäíîþ i ñïðÿæåíîþ ç ãðóïîþ

〈(
i∆ 0
0 i∆

)
,

(
ĩ 0

0 ĩ

)〉 (
∆ =

(
1 0
0 −1

))
.

Îêðiì òîãî, ZQ(G) i [G]Q � òiëà êâàòåðíiîíiâ.
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�5. Òåîðåìè ïðî ñêií÷åííiñòü

Òåîðåìà 5.1 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà; [2]). Íåõàé G � àáñîëþòíî íåçâiäíà ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, T ) (T � ïîëå) òàêà, ùî ìíîæèíà tr(G) ñëiäiâ âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè G
¹ ñêií÷åíîþ. Òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà i |G| 6 | tr(G)|n2.

Äîâåäåííÿ. Â ãðóïi G ìiñòèòüñÿ n2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ìàòðèöü

A1, . . . , Aj = (α
(j)
ik ), . . . , An2 (1 6 j 6 n2; αik ∈ T ). (1)

Íåõàé X = (xik) � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n2 i

tr(AjX) = βj. (2)

ßêùî X ∈ G, òî βj ∈ tr(G). Ðîçïèñóþ÷è (2), îäåðæèìî
∑

i

∑

k

α
(j)
ik xki = βj (j = 1, . . . , n2). (3)

Íà (3) ìîæíà äèâèòèñü ÿê íà ñèñòåìó n2 ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè xki. Êîåôiöi-
¹íòè j-ãî ðiâíÿííÿ � öå âñi ðÿäêè ìàòðèöi Aj i βj ∈ tr(G). Òàê ÿê ìàòðèöi (1) ëiíiéíî
íåçàëåæíi, òî ðÿäêè ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) òàêîæ ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îòæå,
ïðè âèáðàíîìó íàáîði βj (j = 1, . . . , n2) ñèñòåìà (3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñèñòåì
(3) iñíó¹ | tr(G)|n2 . Ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ ñèñòåì (3) áóäóòü ìàòðèöi iç ãðóïè G. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.1. ßêùî ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ïåðiîäè÷íî¨ àáñîëþòíî íåçâiäíî¨ ïiä-
ãðóïè G ãðóïè GL(n, T ) îáìåæåíi ÷èñëîì m, òî G � ñêií÷åííà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨
íå ïåðåâèùó¹ äåÿêîãî ÷èñëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n i m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ G i Ar = E. Òîäi ñëiä tr A ìàòðèöi A ¹ ñóìîþ n êîðå-
íiâ ñòåïåíÿ r iç îäèíèöi. Òàê ÿê r 6 m, òî ÷èñëî | tr(G)| áóäå ñêií÷åííå i íàñëiäîê
âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 5.1.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé char T = p i G � àáñîëþòíî íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ). Òîäi n = 1 i G � îäèíè÷íà ãðóïà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A ∈ G, òî tr A = n. Îòæå, | tr(G)| = 1 i òîäi äi¹ òåîðåìà 5.1.
Òåîðåìà 5.2 (Êðèòåðié Áåðíñàéäà; [2]). Íåõàé G � ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè

GL(n, T ) (T � äîâiëüíå ïîëå), ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ÿêî¨ íå äiëÿòüñÿ íà char T i îáìå-
æåíi äåÿêèì ÷èñëîì m. Òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ îáìåæåíèé ÷èñëîì,
ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n i m.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T ′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ T . Íàä ïîëåì T ′ ãðóïà G
áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó

g →




g1 ∗ . . . ∗
0 g2 . . . ∗
... ... . . . ...
0 0 . . . gs


 (g ∈ G), (4)

äå gj ïðîáiãà¹ àáñîëþòíî íåçâiäíó ãðóïó Gj íàä ïîëåì T ′(j = 1, . . . , s). Çãiäíî
íàñëiäêó 5.1. Gj � ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé

γ : G → G1 × · · · ×Gs
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ãîìîìîðôiçì òàêèé, ùî γ(g) = diag[g1, . . . , gs] (äèâ. (4)). Òîäi γ(G) � ñêií÷åííà
ãðóïà. ßäðî ãîìîìîðôiçìó γ ñêëàäà¹òüñÿ iç óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü. ßêùî char T = 0,
òî íåîäèíè÷íà óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì T ¹ åëåìåíò íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.
Îòæå, â öüîìó âèïàäêó Ker γ � îäèíè÷íà ãðóïà i òîäi G � ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé
char T = p > 0. Òîäi Ker γ � p-ãðóïà. Àëå â ãðóïi G íåìà åëåìåíòiâ ïîðÿäêiâ p. Îòæå,
i â öüîìó âèïàäêó Ker γ � îäèíè÷íà ãðóïà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 5.1. Àáñîëþòíî íåçâiäíà ïåðiîäè÷íà ìàòðè÷íà ãðóïà G ⊂ GL(n, T ) íàä
ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ñêií÷åííà ìíîæèíà åëåìåíòiâ ãðóïè G i G1 � ãðóïà ïî-
ðîäæåíà ìíîæèíîþ M . Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî G1 � ñêií÷åííà ãðóïà. Ìîæíà ââàæàòè,
ùî M � àáñîëþòíî íåçâiäíà ìíîæèíà (ïðè íåîáõiäíîñòi ìîæíà ïðè¹äíàòè åëåìåíòè
äî M). Íåõàé P � ïðîñòå ïiäïîëå â T i P ′ � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P ç äîïîìîãîþ âñiõ
ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ âñiõ ìàòðèöü iç ìíîæèíè M . Ïîëå P ′ � ñêií÷åííî ïîðîäæåíå
ðîçøèðåííÿ ïðîñòîãî ïîëÿ P i ãðóïà G1 ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(n, P ′). Íåõàé P ′′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ P â ïîëi P ′. Òîäi P ′′ � ñêií÷åííå
ðîçøèðåííÿ ïîëÿ P . Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ α áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi A iç ãðóïè G1 ¹,
ïî-ïåðøå, êîðåíåì iç îäèíèöi à, ïî-äðóãå, ¹ êîðåíåì ñòåïåíÿ n íàä P ′ õàðàêòåðèñ-
òè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A. Ñòåïiíü àëãåáðà¨÷íîñòi åëåìåíòà α íàä ïîëåì P ′′ íå
ïåðåâèùó¹ n. Òîäi ñòåïiíü àëãåáðà¨÷íîñòi öüîãî åëåìåíòà íàä ïîëåì P íå ïåðåâèùó¹
nm, äå m = (P ′′ : P ). Iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî òàêèõ êîðåíiâ α iç îäèíèöi. Îòæå,
ìíîæèíà tr(G1) ¹ ñêií÷åííîþ i ãðóïà G1 òàêîæ ñêií÷åííà. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5.3 (Òåîðåìà Øóðà; [2]). Ïåðiîäè÷íà ìàòðè÷íà ãðóïà G ⊂ GL(n, T )
íàä ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ïîëå T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå. Íåõàé γ �
ãîìîìîðôiçì, ðîçãëÿíóòèé ïðè äîâåäåíi òåîðåìè 5.2. Iç ëåìè 5.1 ñëiäó¹, ùî γ(G) �
ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé char T = 0. Òîäi Ker γ = {E} i γ(G) ∼= G � ëîêàëü-
íî ñêií÷åííà ãðóïà. Íåõàé char T = p. Òîäi Ker γ � ïiäãðóïà ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨
óíiòðèêóòíî¨ ãðóïè UT (n, T ) i, îòæå, Ker γ � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi ãðóïà
G ¹ ðîçøèðåííÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ãðóïè ç äîïîìîãîþ ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ãðóïè
γ(G). Öå çíà÷èòü, ùî ãðóïà G òàêîæ ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.3. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì T áóäå ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Íàñëiäîê 5.4. Íåõàé char T 6= p. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì
T áóäå öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç íàñëiäêó 5.3 i îçíàêè Ïëàòîíîâà öiëêîì çâiäíîñòi ãðóï.
Ïðîáëåìè Áåðíñàéäà.
1. ×è áóäå ñêií÷åííîþ ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïåðiîäè÷íà ãðóïà (íåîáìåæåíà ïðî-

áëåìà Áåðíñàéäà)?
2. Íåõàé äàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà n > 1 i k > 1. ×è áóäå ñêií÷åííîþ ãðóïà åêñïî-

íåíòè n i ç ÷èñëîì òâiðíèõ íå áiëüøå íiæ k (îáìåæåíà ïðîáëåìà Áåðíñàéäà)?
3. Íåõàé B(k, n) = Fk/(Fk)

n � ôàêòîð-ãðóïà âiëüíî¨ ãðóïè Fk ç k òâiðíèìè çà
ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ n-ìè ñòåïåíÿìè âñiõ åëåìåíòiâ ãðóïè Fk. Ïèòàííÿ 2 åêâiâà-
ëåíòíî ïèòàííþ ïðî ñêií÷åííiñòü ãðóïè B(k, n).

Äåÿêi âiäïîâiäi. Ñêií÷åííèìè ¹ ãðóïè:

B(k, 2), B(k, 3), B(k, 4), B(k, 6).

Ï. Ñ. Íîâiêîâ àíîíñóâàâ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà îáìåæåíó ïðîáëåìó, à �. Ñ. Ãîëîä
äîâiâ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà íåîáìåæåíó ïðîáëåìó Áåðíñàéäà.
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Ç ðîáiò Ï. Ñ. Íîâiêîâà, Ñ. I. Àäÿíà, Î. I. Êîñòðèêiíà âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äëÿ
äîñèòü âåëèêèõ ïðîñòèõ p ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïðîñòî¨ p-ãðóïè ïîêà-
çíèêà1 p.

Î. I. Êîñòðèêií äîâiâ iñíóâàííÿ òàêî¨ êîíñòàíòè r(k, p), ùî ïîðÿäîê ëþáî¨ ñêií-
÷åííî¨ p-ãðóïè ïîêàçíèêà p i ç k òâiðíèìè íå ïåðåâèùó¹ öþ êîíñòàíòó.

�6. Òåîðåìà Êëiôôîðäà

Íåõàé G � ãðóïà, H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i

∆ : H → GV (d, T )

çîáðàæåííÿ ãðóïè H íàä ïîëåì T . Íåõàé g ∈ G. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

∆g : H → GV (d, T ), ∆g(h) = ∆(g−1hg) (h ∈ H) (1)

áóäå òàêîæ çîáðàæåííÿì ãðóïè H íàä ïîëåì T . Âîíî íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ∆
çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà g. Íåõàé äàëi G � íåçâiäíà ãðóïà, V � ëiíiéíèé ïðîñòið â
ÿêîìó äi¹ ãðóïà G.

Ëåìà 6.1. Íåõàé M � íåíóëüîâèé íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó V . Òîäi äëÿ êîæíîãî g ∈ G ïiäïðîñòið g(M) ïðîñòîðó V áóäå íåçâiäíèì H-
ïiäïðîñòîðîì i V =

∑
g∈G

g(M) ¹ öiëêîì çâiäíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h ∈ H. Òîäi

h(g(M)) = hg(M) = g(g−1hg)M = g(M),

òàê ÿê h′ = g−1hg ∈ H i h′(M) = M . Îòæå, g(M) � H-ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V .
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öå íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið. Íåõàé V1 =

∑
g∈G

(g(M)). Òîäi

g(V1) = g

(∑
x∈G

(x(M))

)
=

∑
x∈G

(gx(M)) =
∑
y∈G

(y(M)) = V1,

òîáòî V1 � G-ïiäïðîñòið íåçâiäíîãî G-ïðîñòîðó V . Îòæå, V1 = V i H-ïðîñòið V áóäå
öiëêîì çâiäíèìè ÿê ñóìà íåçâiäíèõ H-ïiäïðîñòîðiâ g(M) (g ∈ G). Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà Êëiôôîðäà; [2]). Íîðìàëüíà ïiäãðóïà H íåçâiäíî¨ ìàòðè-
÷íî¨ ãðóïè G ⊂ GV (n, T ) íàä ïîëåì T ¹ öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç ëåìè 6.1.
Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 6.1. Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìíîæèíó St(M) âñiõ åëå-

ìåíòiâ g ãðóïè G òàêèõ, ùî H-ïiäïðîñòið g(M) ¹ içîìîðôíèé H-ïiäïðîñòîðîâi M .
Ìíîæèíà St(M) íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëiçàòîðîì H-ïiäïðîñòîðó M â ãðóïi G. Òàê ÿê
h(M) = M (h ∈ H), òî H ⊆ St(M).

Ëåìà 6.2. Ñòàáiëiçàòîð St(M) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g1, g2 ∈ St(M) i

ϕ1 : M → g1(M), ϕ2 : M → g2(M)

içîìîðôiçìè H-ïðîñòîðiâ. Òîäi ϕ = g1ϕ2g
−1
1 ϕ1 áóäå âiäîáðàæåííÿì M → g1g2(M).

Íåõàé h ∈ H. Òîäi h−1ϕh = h−1g1ϕ2g
−1
1 hϕ1 = h−1g1ϕ2h1g

−1
1 ϕ1 = g1h

−1
1 ϕ2h1g

−1
1 ϕ1 = ϕ.

1Ïîêàçíèê ïåðiîäè÷íî¨ ãðóïè � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîðÿäêiâ ¨¨ åëåìåíòiâ.
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Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ϕ � içîìîðôiçì H-ïðîñòîðó M íà H-ïðîñòið g1g2(M). Îòæå, g1g2 ∈
∈ St(M). Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî ïðîñòið
L =

∑

x∈St(M)

x(M).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî L � St(M)-ïðîñòið i L � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið, ïðè÷îìó

L ∼= M+̇ · · · +̇M.

Íåõàé G/ St � ìíîæèíà âñiõ ïðåäñòàâíèêiâ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ St(M) (áóäåìî ââàæàòè, ùî îäèíèöÿ âõîäèòü â öþ ìíîæèíó) i g ∈ G/ St. Òîäi
g(L) � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið i

g(L) ∼= g(M)+̇ · · · +̇g(M).

Âiäìiòèìî, ùî M ∼= g(M) (ÿê H-ïðîñòîðè) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g ∈ St(M). Iç
ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî êîëè g1, g2 ðiçíi åëåìåíòè iç G/ St, òî ñóìà g1(L)+ g2(L) áóäå
ïðÿìîþ ñóìîþ H-ïðîñòîðiâ. Íåõàé

V2 =
∑

x∈G/St

x(L).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî V2 � G�ïiäïðîñòið â V . Îòæå, V2 = V . Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî
t ¹ íàéáiëüøå òàêå, ùî iñíóþòü åëåìåíòè g1, . . . , gt (g1 = 1) ìíîæèíè G/ St, äëÿ ÿêèõ
ñóìà

V3 = g1(L) + · · ·+ gt(L)

áóäå ïðÿìîþ ñóìîþ H-ïiäïðîñòîðiâ. ßêùî iñíó¹ g ∈ G/ St (g 6= g1, . . . , g 6= gt), òî
íåçâiäíi ïðÿìi äîäàíêè â H-ïiäïðîñòîði g(L) (âîíè içîìîðôíi) íå áóäóòü içîìîðôíi
íåçâiäíèì ïðÿìèì äîäàíêàìè â H-ïiäïðîñòîði V3. Òîäi ñóìà V3 + g(L) áóäå ïðÿìîþ
ñóìîþ H-ïiäïðîñòîðiâ. Öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà t. Îòæå, V3 = V , òîáòî

V = g1(L)⊕ · · · ⊕ gt(L) (2)

� ïðÿìà ñóìà H-ïiäïðîñòîðiâ i, îêðiì öüîãî, G/ St = {g1, . . . , gt} òà t = [G : St(M)].
Íåõàé g ∈ G. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà i ∈ {1, . . . , t} iñíó¹ ¹äèíèé íîìåð j ∈ {1, . . . ,

t} òàêèé, ùî
g−1

j ggi ∈ St(M). (3)
Òîäi

g(giL) = gjL. (4)
Íåõàé LG = TG⊗St(M)L � iíäóêîâàíèé TG-ìîäóëü. Iç (2)�(4) âèïëèâà¹ içîìîðôiçì

G-ïðîñòîðiâ V ∼= LG.
Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, îäåðæó¹ìî äåòàëiçàöiþ òåîðåìè 6.1.
Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Êëiôôîðäà; [2]). Íåõàé G � íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè

GV (n, T ) íàä ïîëåì T , H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, V � ëiíiéíèé ïðîñòið
íàä ïîëåì T , â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G, M � íåíóëüîâèé íåçâiäíèé H-ïiäïðîñòið â ïðî-
ñòîði V , St(M) � ñòàáiëiçàòîð H-ïiäïðîñòîðó M â ãðóïi G i L =

∑
x∈St(M)

x(M). Òîäi
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) V � öiëêîì çâiäíèé H-ïðîñòið;
2) H-ïðîñòið L ¹ îäíîðiäíî öiëêîì çâiäíèé, òî÷íiøå L ∼= M+̇ · · · +̇M ;
3) t = [G : St(M)] < ∞;
4) V ∼= LG;
5) n = (dim M)st, äå s = (dim L)/(dim M) � ÷èñëî ïðÿìèõ äîäàíêiâ M â H-ïðîñòîði

L.
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Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé ∆ � íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ùî âiäïîâiäà¹ ïðî-
ñòîðîâi M , Γ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè St(M), ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîðîâi L. Òîäi

Γ = ∆ + · · ·+ ∆︸ ︷︷ ︸
s

.

Ãðóïà G ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ΓG(G), äå ΓG � iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G.
Ïðè öüîìó ãðóïà H ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü

{diag[Γg1(h), . . . , Γgt(h)]|h ∈ H}.
Íàñëiäîê 6.2. ßêùî t > 1, òî ãðóïà G � iìïðèìiòèâíà.

�7. Òðèêóòíà i óíiòðèêóòíà ãðóïè

Íåõàé F � ïîëå, T (n, F ) � ïiäãðóïà â GL(n, F ) âñiõ âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü
ïîðÿäêó n íàä ïîëåì T, UT (n, F ) � ïiäãðóïà â T (n, F ) âñiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü
(òîáòî òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi). Ãðóïè

T (n, T ), UT (n, F )

íàçèâàþòüñÿòðèêóòíîþ i âiäïîâiäíî óíiòðèêóòíîþ ãðóïàìè ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F .
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ òðèêóòíî¨
ãðóïè T (n, F ) i

T (n, F ) = UT (n, F )D(n, F ),

äå D(n, F ) ïiäãðóïà âñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F . Âiäìiòè-
ìî, ùî óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) ïîðîäæó¹òüñÿ òèìè åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè
tij(λ)(λ ∈ F ), äëÿ ÿêèõ j > i.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ. Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà, A, B � ïiäãðóïè ãðóïè G.
×åðåç [A,B] ïîçíà÷à¹òüñÿ ïiäãðóïà â G, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà êîìóòàòîðàìè [a, b]
(a ∈ A, b ∈ B). Ðÿä

G ⊃ G′ ⊃ · · · ⊃ G(k) (G′ = [G,G], Gk = [G(k−1), G(k−1)], k > 1)

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì êîìóòàíòiâ ãðóïè G, G′ íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàíòîì ãðóïè G. Ãðó-
ïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G(k) � îäèíè÷íà ïiäãðóïà äëÿ
äåÿêîãî k. ßêùî G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà, òî íàéìåíøå k = k(G) ç G(k) = 1 íàçèâà¹-
òüñÿ äîâæèíîþ ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè G. ßêùî G � íåòðèâiàëüíà àáåëåâà ãðóïà, òî
k(G) = 1.

Ðÿä
1 ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Zk−1 ⊂ Zk ⊂ . . . ,

äå Z1 = Z(G), Zk � òàêà ïiäãðóïà â G, ùî

Zk/Zk−1 = Z(G/Zk−1) (k > 1),

íàçèâà¹òüñÿ âåðõíiì öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G. Ãðóïà G áóäå íiëüïîòåíòíîþ ãðó-
ïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ âåðõíié öåíòðàëüíèé ðÿä äîõîäèòü äî ãðóïè G, òîáòî
Zk = G äëÿ äåÿêîãî k, ïðè öüîìó, íàéìåíøå k íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì íiëüïîòåíòíî-
ñòi ãðóïè G. Íiëüïîòåíòíà ãðóïà ñòåïåíÿ k = 1 áóäå àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Ðÿä
G ⊃ Γ1 ⊃ . . . ⊃ Γk−1 ⊃ Γk ⊃ . . . ,

äå
Γ1 = [G,G], Γk = [G, Γk−1] (k > 1),

íàçèâà¹òüñÿ íèæíiì öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G. Ãðóïà G ¹ íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ
ñòåïåíÿ k òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Γk � îäèíè÷íà ãðóïà i ïðè öüîìó k � íàéìåíøå.

26



Òåîðåìà 7.1. Óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) (n > 1) ¹ íiëüïîòåíòíà ãðóïà ñòå-
ïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi n− 1. Äîâæèíà ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè UT (n, F ) ðiâíà d =
= [log2(n − 1)] + 1. Òðèêóòíà ãðóïà T (n, F ) ¹ ðîçâ'ÿçíà ãðóïà ç äîâæèíîþ ðÿäà
êîìóòàíòiâ d + 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bj � j-âó ái÷íó äiàãîíàëü, ïàðàëåëüíó ãîëîâíié
äiàãîíàëi ìàòðèöü iç ãðóïè UT (n, F ) (j = 1, . . . , n− 1). ßêùî A = (αij), òî

b1(A) = (α12, . . . , αn−1n),

bj(A) = (α1j+1, . . . , αn−jn),

bn−1 = (α1n).

Çíàéäåìî âåðõíié öåíòðàëüíèé ðÿä ãðóïè UT (n, F ). Ïðè öüîìó ñêîðèñòà¹ìîñü
òàêîþ âëàñòèâiñòþ: ìàòðèöÿ

t−1
ij (1)Atij(1) = tij(−1)Atij(1)

îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A, ÿêùî äî j-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè i-èé òà âiä i-ãî ðÿäêà âiä-
íÿòè j-èé ðÿäîê. Ïîñòóïîâî óïåâíþ¹ìîñü â òîìó, ùî ó âåðõíüîìó öåíòðàëüíîìó ðÿäi
ãðóïè UT (n, F ) ïåðøèé ÷ëåí Z1 ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ âñi ái÷íi äiàãîíà-
ëi bj ¹ íóëüîâi, îêðiì äiàãîíàëi bn−1; äðóãèé ÷ëåí Z2 ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü, ó ÿêèõ
íóëüîâèìè ¹ âñi ái÷íi äiàãîíàëi, îêðiì äiàãîíàëåé bn−2, bn−1; i ò. ä. (n−2)-èé ÷ëåí Zn−2

ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøà äiàãîíàëü b1 ¹ íóëüîâà; Zn−1 = UT (n, F ).
Çîêðåìà, êîìóòàíò G′ ãðóïè G = UT (n, F ) ñóìiùà¹òüñÿ ç Zn−2 i íèæíié öåíòðàëü-

íèé ðÿä öi¹¨ ãðóïè ñóìiùà¹òüñÿ ç âåðõíiì, çàïèñàíîìó ó çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó. Òàêèì
÷èíîì, ãðóïà UT (n, F ) ¹ íiëüïîòåíòíà ñòåïåíÿ íiëüïîòåíòíîñòi n − 1. Äðóãèé êîìó-
òàíò G′′ ãðóïè UT (n, F ) ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøi 1+2 ái÷íi äiàãîíàëi
¹ íóëüîâi; ãðóïà G′′′ ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ ìàòðèöü, ó ÿêèõ ïåðøi 1+2+4 ái÷íi äiàãîíàëi
¹ íóëüîâi i ò. ä. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 7.1. Íåõàé U = [UT (n, F )]F � ëiíiéíà îáîëîíêà ãðóïè UT (n, F ) i R =
= {A− E|A ∈ UT (n, T )}. Òîäi

R = Rad U, Rn = 0, U/R ∼= F.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà R ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì àëãåáðè U íàä ïîëåì F . Ìàòðè-
÷íi îäèíèöi eij(j > i) óòâîðþþòü áàçèñ öüîãî iäåàëà íàä ïîëåì F . Äîáóòîê eij · · · ets

óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè r öèõ îäèíèöü òiëüêè òîäi ìîæå áóòè âiäìiííèé âiä íóëÿ,
êîëè s− i ≥ r. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî äîáóòîê n áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ iç R ¹ íóëüîâèé. Öå
äîâîäèòü ëåìó.

Íàñëiäîê 7.1. Íåõàé T = [T (n, F )]F � ëiíiéíà îáîëîíêà òðèêóòíî¨ ãðóïè T (n, F ).
Òîäi

Rad T = R, T/R ∼= T ⊕ · · · ⊕ T︸ ︷︷ ︸
n

.

Âiäìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ A ∈ UT (n, F ) áóäå ïîäiáíà íîðìàëüíié ôîðìi
Æîðäàíà:

J(A) = diag[Js(1), . . . , Jt(1)], (1)
äå Jr(1) � êëiòêà Æîðäàíà ïîðÿäêó r ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi.

Ëåìà 7.2.
1) Íåõàé char F = p > 0. Òîäi óíiòðèêóòíà ãðóïà UT (n, F ) áóäå p-ãðóïîþ. Íåõàé

A ∈ UT (n, F ), r � íàéáiëüøèé iç ðîçìiðiâ êëiòîê Æîðäàíà â J(A) (äèâ. (1)). Òîäi
ïîðÿäîê åëåìåíòà A äîðiâíþ¹ pk, äå ïîêàçíèê k íàéìåíøèé òàêèé, ùî pk ≥ r.

2) Íåõàé char F = 0. Òîäi ãðóïà UT (n, F ) áóäå ãðóïîþ áåç êðó÷åííÿ.
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Äîâåäåííÿ. 1) (A − E)r = 0, Apk − E = (A − E)pk
= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

pk ≥ r. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 1). Ó âèïàäêó 2) êëiòêàÆîðäàíà Jr(1) � åëåìåíò
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â ãðóïi UT (n, F ). Çâiäñè âèïëèâà¹ 2). Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðiâíà p > 0. Ðîçãëÿíåìî p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨
ãðóïè GL(n, F ).

Ëåìà 7.3. Íåõàé char F = p > 0. ßêùî H � àáñîëþòíî íåçâiäíà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, F ), òî n = 1, H = 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî A � p-åëåìåíò ãðóïè, òî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A ðiâíi
îäèíèöi. Òîäi tr A = n i, îòæå, | tr(H)| = 1. Iç òåîðåìè 5.1 Áåðíñàéäà ñëiäó¹, ùî H �
îäèíè÷íà ãðóïà i òîäi, â ñèëó íåçâiäíîñòi H, áóäå n = 1. Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé char F = p > 0. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ) ñïðÿ-
æåíà ç äåÿêîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè UT (n, F ). Ãðóïà UT (n, F ) ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GT (n, F ). Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, F ) áóäóòü ñïðÿæåíi ìiæ ñîáîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F ′ � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ F . Íåõàé G � p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n, F ). Iç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íèõ ãðóï i ëåìè 7.3 ñëiäó¹,
ùî ãðóïà G ñïðÿæåíà â ãðóïi GT (n, F ′) ç äåÿêîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè UT (n, F ′). Íåõàé
A = [G]F , B = 〈g − E|g ∈ G〉 � ïiäàëãåáðà â A ç âêàçàíèìè òâiðíèìè åëåìåíòàìè.
Òîäi B ñïðÿæåíà ç ïiäàëãåáðîþ íiëüïîòåíòíî¨ àëãåáðè [UT (n, F ′]F ′ (äèâ. ëåìó 7.1)
i, îòæå, B � íiëüïîòåíòíà àëãåáðà. Îêðiì òîãî, B � äâîñòîðîííié iäåàë â àëãåáði
A i A/B ∼= F . Íåõàé V � ëiíiéíèé ïðîñòið, â ÿêîìó äi¹ ãðóïà G i s � íàéìåíøå
íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî Bs = 0. Ðîçãëÿíåìî ðÿä ïiäïðîñòîðiâ

V ⊃ BV ⊃ · · · ⊃ Bs−1V ⊃ BsV = 0

i ïðîâåäåìî áàçèñ ïðîñòîðó V ÷åðåç áàçèñè öèõ ïiäïðîñòîðiâ. Òàê ÿê

(g − 1)V ⊆ BV, (g − 1)BjV ⊆ Bj+1V (j ≥ 1),

òî ó âèáðàíîìó áàçèñi âñi îïåðàòîðè iç ãðóïè G áóäóòü ìàòè óíiòðèêóòíi ìàòðèöi.
Îòæå, áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà G (â òîìó ÷èñëi i ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà) â ãðóïi GL(n, F )
ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ïiäãðóïîþ â óíiòðèêóòíié ãðóïi UT (n, F ). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèâåäåìî iíøèé âàðiàíò äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.2, çàñíîâàíèé íà òàêîìó ðåçóëüòàòi
â òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï íàä ïîëÿìè: ñêií÷åííà p-ãðóïà ìà¹ òiëüêè îäíå
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p � öå îäèíè÷íå çîáðàæåííÿ.

Íåõàé G � áóäü-ÿêà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(n, T ), äå F � ïîëå õàðà-
êòåðèñòèêè p. Iñíó¹ ñêií÷åííà íåçâiäíà ñèñòåìà ìàòðèöü iç ãðóïè G òàêà, ùî êîæíà
ìàòðèöÿ iç ãðóïè G áóäå ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ íàä ïîëåì F öi¹¨ ñèñòåìè. Òàê ÿê G �
ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà, òî ïiäãðóïà H, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ âèáðàíîþ ñèñòåìîþ ìà-
òðèöü áóäå ñêií÷åííîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, T ). Iç âêàçàíîãî ðåçóëüòàòó
òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï âèïëèâà¹, ùî ãðóïà H � ¹ îäèíè÷íà. Òîäi n = 1 i G � îäèíè-
÷íà ãðóïà. Òåïåð òåîðåìà 7.2 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðè÷íî¨
ãðóïè.
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�8. Ïðèìiòèâíi ðîçâ'ÿçíi ãðóïè

Ëåìà 8.1. Íåõàé ãðóïà A áóäå ðîçøèðåííÿì ñâîãî öåíòðà F = Z(A) çà äîïîìîãîþ
ñêií÷åííî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè i êîìóòàíò A′ = [A,A] ãðóïè A ¹ öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó
m. Òîäi â ãðóïi A iñíóþòü òàêi ïàðè (a1, b1), . . . , (at, , bt) åëåìåíòiâ, ùî âèêîíóþòüñÿ
óìîâè:
1) åëåìåíòè ðiçíèõ ïàð ïåðåñòàíîâî÷íi;
2) ÿêùî mi � ïîðÿäîê êîìóòàòîðà [ai, bi], òî m1 = m, mi+1 äiëèòü mi (i = 1, . . . ,

t− 1), ïðè t > 1;
3) A/F = a1 × b1 × · · · × at × bt, äå a ïîçíà÷à¹ ñóìiæíèé êëàñ aF (a ∈ A);
4) ïîðÿäîê åëåìåíòà ai äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó bi i äîðiâíþ¹ mi (i = 1, . . . , t).

Äîâåäåííÿ. ßêùî a, b, c ∈ A, òî âðàõîâóþ÷è, ùî A/F àáåëåâà [a, c] = [a, c] = 1.
Îòæå, [a, c] ∈ F = Z(A) i [a, c]b = [a, c]. Òîìó

[ab, c] = [a, c]b[b, c] = [a, c][b, c], àíàëîãi÷íî [a, bc] = [a, b][a, c]. (1)

Êîëè b ∈ F , òî [b, c] = [a, b] = 1 i

[ab, c] = [a, bc] = [a, c].

Íåõàé a ∈ A i ϕa : A → A′ òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî

ϕa(x) = [a, x] x ∈ A.

Òîäi iç (1) ñëiäó¹, ùî ϕa � ãîìîìîðôiçì ãðóïè A â êîìóòàíò A′.
Íåõàé a òàêèé åëåìåíò ãðóïè A, ùî a ¹ åëåìåíòîì íàéâèùîãî ïîðÿäêó m1 â ãðóïi

A/F . Âiäìiòèìî, ùî m1 � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîðÿäêiâ âñiõ åëåìåíòiâ ñêií÷åí-
íî¨ àáåëåâî¨ ãðóïè A/F . Iç (1) âèïëèâà¹, ùî [a,A] � ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè A′.
Íåõàé b òàêèé åëåìåíò â A, ùî ε = [a, b] ¹ òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè [a,A]. Òàê ÿê

1 = [am1 , b] = εm1 ,

òî ïîðÿäîê r åëåìåíòà ε äiëèòü m1. Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî x ∈ A, òî [ar, x] = [a, x]r =
= (εt)r = 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ar ∈ F i òîäi m1 äiëèòü r. Îòæå, r = m1. Äàëi,
ïîðÿäîê s åëåìåíòà b â ãðóïi A/F äiëèòü m1. À òàê ÿê 1 = [a, bs] = εs, òî m1 äiëèòü s.
Îòæå, âñi òðè åëåìåíòè a, b, [a, b] ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê m1. Íåõàé x, y � äîâiëüíi
åëåìåíòè ãðóïè A. Òàê ÿê xm1 ∈ F , òî 1 = [x, y]m1 , òîáòî ïîðÿäîê êîìóòàòîðà [x, y]
äiëèòü ïîðÿäîê ïiäãðóïè [a,A] öèêëi÷íî¨ ãðóïè A′. Öå çíà÷èòü, ùî [x, y] ∈ [a,A].
Îòæå, A′ ⊂ [a,A], òîáòî A′ = [a,A] i çíà÷èòü m1 = m. Çà ïåðøó ïàðó (a1, b1) ìîæíà
âçÿòè ïàðó (a, b).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ϕa, ϕb � åïiìîðôiçìè i

A = 〈b, Ker ϕb〉 = 〈a, Ker ϕa〉 = 〈a, b, A1〉 ,

äå A1 = Ker ϕa

⋂
Ker ϕb.

ßêùî äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë r, s âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ar = b
s, òî 1 =

= [bs, b] = [arf, b] = [ar, b] = εr, äå f ∈ F , ùî ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè r äiëèòüñÿ íà
m1. Îòæå, ar = b

s
= 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê 〈a〉 〈b〉 ¹ ïðÿìèé.

Öåíòð Z(A1) ãðóïè A1 ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F . ßêùî A1 6= F , òî êîìóòàíò (A1)
′

ãðóïè A1 áóäå öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, ïîðÿäîê m2 ÿêî¨ äiëèòü m i â öüîìó âèïàäêó ãðóïà
A1 çàäîâîëüíÿ¹ òèì æå óìîâàì, ùî é ãðóïà A. Íåõàé A1 6= F i A1 = A1/F . ßêùî
asb

r ∈ A1, òî asbr ∈ Ker ϕa i òîäi 1 = [a, asbr] = [a, b]r, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî r äiëèòüñÿ
íà m1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî s òàêîæ äiëèòüñÿ íà m1. Òàêèì ÷èíîì, äîáóòîê
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(〈a〉 × 〈
b
〉)

A1 ¹ ïðÿìèé i ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ A. Îêðiì öüîãî, äî ãðóïè A1 ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Öå äîâîäèòü ëåìó.

Íàãàäà¹ìî, ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, êîëè ¨¨ ðÿä

G ⊃ G′ = [G,G] ⊃ · · · ⊃ G(i) ⊃ G(i+1) = [G(i), G(i)] ⊃ · · ·
ïîñëiäîâíèõ êîìóòàíòiâ äîõîäèòü äî îäèíè÷íî¨ ïiäãðóïè ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî ÷ëå-
íiâ ðÿäó. Ãðóïà G ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÿêùî iñíó¹ íîðìàëüíèé ðÿä

1 = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gi−1 ⊂ Gi ⊂ . . . ⊂ Gs = G,

âñi ôàêòîðè Gi/Gi−1 (i = 1, 2, . . . , s) ÿêîãî ¹ àáåëåâi ãðóïè. k-îþ êîìóòàòîðíîþ
äóæêîþ íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

Dk(x1, . . . , xs, y1, . . . , ys)

âiä 2s = 2k åëåìåíòiâ ãðóïè G:

D1(x, y) = [x, y];

D2(x1, x2, y1, y2) = D1(D1(x1, x2), D
1(y1, y2));

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Dk(x1, . . . , xs, y1, . . . , ys) = D1(Dk−1(x1, . . . , xs), D

k−1(y1, . . . , ys)).

Ãðóïà G áóäå ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
äîâiëüíà êîìóòàòîðíà äóæêà Dk òîòîæíî ðiâíà îäèíèöi ãðóïè G.

Íåõàé äàëi G � ðîçâ'ÿçíà ïðèìiòèâíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) íàä ïîëåì T ; F �
ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè G; V = ZG(F ) � öåíòðàëiçàòîð
ïiäãðóïè F â ãðóïi G (öå ñóêóïíiñòü âñiõ òèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G, ÿêi êîìóòóþòü ç
êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè F ); A � òàêà ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi G,
ùî A ìiñòèòüñÿ â ãðóïi V i ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Âiäìiòèìî, ùî ãðóïà V ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Öi 4 ãðóïè óòâîðþþòü
ðÿä

F ⊂ A ⊂ V ⊂ G,

íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G. Öåé ðÿä áóäåìî íàçèâàòè ðÿäîì Ñóïðóíåíêî.
Ëåìà 8.2. Àáî V = F , àáî äëÿ ãðóïè G i ¨¨ ïiäãðóïè F iñíó¹ ðÿä Ñóïðóíåíêà, â

ÿêîìó ãðóïà A íå ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V/F � íåîäèíè÷íà ãðóïà i A1 � òàêà ïiäãðóïà â ãðóïi V , ùî
F ⊂ A1 i ãðóïà A1/F � îñòàíié íåîäèíè÷íèé ÷ëåí ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè V/F . Òîäi
A1/F � àáåëåâà ïiäãðóïà â ãðóïi V/F , ÿêà çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî
àâòîìîðôiçìà ãðóïè V/F , çîêðåìà, A1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Äàëi ãðóïó A
âèáèðà¹ìî òàê, ùîá A1 ⊆ A. Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî ùå äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé ïîëå K � ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ d = (K : T )
ïîëÿ T i {e1, . . . , ed} � äåÿêèé T -áàçèñ ïîëÿ K. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α̃ � ìàòðèöþ
îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà α ∈ K ó âêàçàíîìó áàçèñi (j-èé ñòîâï÷èê ìàòðèöi α̃ öå
êîîðäèíàòíèé ñòîâï÷èê åëåìåíòà αej ïîëÿ K). ×åðåç K̃ áóäåìî äàëi ïîçíà÷àòè ïîëå
{α̃|α ∈ K}. Î÷åâèäíî, ùî K ∼= K̃, çîêðåìà, T ∼= T̃ = {aEd|a ∈ T}.

Âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi ðÿäó Ñóïðóíåíêà, â ÿêîìó A 6= F .
Ëåìà 8.3. Iñíó¹ òàêå òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ∆ : F → GL(d, T ) ãðóïè F ,

ñòåïiíü d ÿêîãî äiëèòü n, ùî
1) ãðóïà F ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü

diag[∆(a), . . . , ∆(a)] (a ∈ F );
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2) ëiíiéíà îáîëîíêà [∆(F )]T ¹ ïîëåì K̃, äå ïîëå K � äåÿêå ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ d
ïîëÿ T ;

3) ãðóïà V ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(r, K̃), äå r = n/d;
4) ãðóïà G/V içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ãðóïè Ãàëóà G(K, T ) ïîëÿ K íàä ïîëåì T .

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî F ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ íåçâiäí¨ ãðóïè G. Iç òåî-
ðåì Êëiôôîðäà âèïëèâà¹, ùî ãðóïà F ¹ îäíîðiäíî öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ, òî÷íiøå,
iñíó¹ òàêå òî÷íå íåçâiäíå T � çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè F , ùî ãðóïà F ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ
ìàòðèöü 



∆(a) 0 . . . 0
0 ∆(a) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . ∆(a)


 (a ∈ F ),

çâiäêè, çîêðåìà, ñëiäó¹, ùî ñòåïiíü d çîáðàæåííÿ ∆ äiëèòü n. Çà íàñëiäêîì 4.2 ëiíiéíà
îáîëîíêà [∆(F )]T ∼= M(s,K), äå K � d/s-âèìiðíå òiëî íàä ïîëåì T . Îñêiëüêè F
àáåëåâà ãðóïà, òî [∆(F )]T áóäå êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ, à, îòæå, s = 1, K � ïîëå,
ùî ¹ d-âèìiðíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ T . Îñêiëüêè [∆(F )]T ∼= K, òî [∆(F )]T = K̃. Ãðóïà
V áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ìàòðèöü íàä öåíòðàëiçàòîðîì ïîëÿ K̃ â êiëüöi M(d, T ).
Çãiäíî òåîðåì Ñêîëåìà-Íüîòåð, öåé öåíòðàëiçàòîð ñóìiùà¹òüñÿ ç ñàìèì ïîëåì K̃.
Îòæå, ãðóïà V ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n/d, K̃). Âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì
Ig−1 : x → gxg−1 ãðóïè G iíäóêó¹ äåÿêèé àâòîìîðôiçì σg ïîëÿ K̃ íàä ïîëåì T .
Âiäïîâiäíiñòü g → σg (g ∈ G) áóäå ãîìîìîðôiçìîì σ : G → G(K̃, T ) ãðóïè G â
ãðóïó Ãàëóà ïîëÿ K̃ íàä ïîëåì T . ßäðî ãîìîìîðôiçìó σ ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ V .
Öå äîâîäèòü ëåìó.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïè F, A, V ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(r, K̃).
Ëåìà 8.4. Öåíòð Z(A) ãðóïè A ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F . Êîìóòàíò A′ ãðóïè

A ¹ öèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ äiëèòü ÷èñëî r = n/d. Öåíòðàëiçàòîð ZV (A) ãðóïè
A â ãðóïi V ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ F .

Äîâåäåííÿ. F ⊆ Z(A). Ãðóïà Z(A) çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî
àâòîìîðôiçìà ãðóïè A. Òîìó Z(A) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G. Ïðèïóùå-
ííÿ F 6= Z(A) âåäå äî ïðîòèði÷÷ÿ ç âèáîðîì ãðóïè F . Îòæå, F = Z(A). Íåõàé [a, b] �
êîìóòàòîð äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè A. Òîäi [a, b] ∈ F i, ÿêùî α = ∆([a, b]), òî
[a, b] = αEr. Ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi

ab = αErba

äî äåòåðìiíàíòiâ íàä ïîëåì K̃, îäåðæèìî αr = 1 â ïîëi K̃. Òàê ÿê A′ ¹ àáåëåâà ãðóïà
(A′ ⊂ F ), òî êîæíèé åëåìåíò ãðóïè A′ ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ xr = 1 íàä ïîëåì K.
Îòæå, ãðóïà A′ ¹ ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó r. Î÷åâèäíî, F ⊆ C = ZV (A)
i C íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Íåõàé F 6= C i C1 � òàêà ïiäãðóïà â ãðóïi V ,
ùî àáåëåâà ãðóïà C1/F ¹ ïåðøèì íåîäèíè÷íèì ÷ëåíîì ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè C/F
(òîáòî C1 6= F ). Òîäi C1 � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i ãðóïà AC1 ¹ òàêîþ íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G, ùî AC1 ⊂ V i (AC1)/F � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi C1 ⊂ A,
â ñèëó âèáîðó ãðóïè A, òîáòî, C1 ⊂ ZV (A)

⋂
A = Z(A) = F , iíàêøå êàæó÷è, C1 = F .

Ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, C = F . Ëåìà äîâåäåíà.
Äàëi äîöiëüíî ââàæàòè, ùî ãðóïè F, A, V ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(r,K) (äîñèòü

çàìiíèòè åëåìåíòè ïîëÿ K̃ íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïîëÿ K). ßêùî f ∈ F, a ∈ A, òî
f = αEr äëÿ äåÿêîãî α ∈ K i fa = αa. Äëÿ a, b ∈ A [b, a] ∈ F i äëÿ äåÿêîãî β ∈ K
ab = b−1ab = a[b, a] = aβ = βa.

Ëåìà 8.5. Ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ i ¨¨ ïîðÿäîê [A : F ] äîðiâíþ¹
ðîçìiðíîñòi dimK [A]K ëiíiéíî¨ îáîëîíêè [A]K ãðóïè A íàä ïîëåì K.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé t = dimK [A]K i

a1, . . . , at (2)

� áàçèñ îáîëîíêè [A]K íàä ïîëåì K, âèáðàíèé iç åëåìåíòiâ ãðóïè A. Òîäi ñóìiæíi
êëàñè ãðóïè A çà ïiäãðóïîþ F

a1F, . . . , atF (3)
¹ ïîïàðíî ðiçíi (ÿêùî aiF = ajF , òî ai = αaj(α ∈ K)). Ïðèïóñòèìî, ùî (3) íå
âè÷åðïó¹ âñi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè A çà ïiäãðóïîþ F . Òîäi iñíó¹ ñóìiæíèé êëàñ B = bF
(b ∈ A) òàêèé, ùî

b = β1a1 + · · ·+ βtat (βi ∈ K). (4)
Íåõàé â (4), íàïðèêëàä, β1 6= 0. Òàê ÿê b−1a1 íå íàëåæèòü F = Z(A), òî iñíó¹ åëåìåíò
a ∈ A, ÿêèé íå ïåðåñòàíîâî÷íèé ç b−1a1. Íåõàé

a−1ba = γb, a−1aja = γjaj (γ, γj ∈ K). (5)

Òîäi â (5) γ 6= γ1 i iç (4) âèïëèâà¹, ùî

b = γ−1(β1γ1a1 + · · ·+ βtγtat). (6)

Iç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäiâ çà áàçèñîì âèïëèâà¹, ùî

β1 = γ−1β1γ1,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi γ 6= γ1. Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñóìiæíîãî êëàñó B,
ÿêèé íå âõîäèâ áè â ñèñòåìó ñóìiæíèõ êëàñiâ (3), íåâiðíå. Ëåìà äîâåäåíà.

Iç ëåì 8.1, 8.4, 8.5 âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8.1. Â ãðóïi A iñíó¹ òàêà ñèñòåìà ïàð

(a1, b1), . . . , (at, bt) (t > 1)

åëåìåíòiâ äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) A/F = a1 × b1 × . . .× at × bt;
2) ïîðÿäêè åëåìåíòiâ ai, bi, [ai, bi] ðiâíi;
3) åëåìåíòè ðiçíèõ ïàð ïåðåñòàíîâî÷íi;
4) m1 äiëèòü r, mi+1 äiëèòü mi (mi � ïîðÿäîê ai).

Ëåìà 8.6. Öåíòðàëiçàòîð ZV/F (A/F ) ãðóïè A/F â ãðóïi V/F ñóìiùà¹òüñÿ ç
ãðóïîþ A/F .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé c òàêèé åëåìåíò ãðóïè V , ùî cF êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì
ãðóïè A/F . Òîäi [c, a] ∈ F (a ∈ A). Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî c ∈ A. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî
òàêi åëåìåíòè c0, . . . , ct ∈ cA, ùî åëåìåíò cj êîìóòó¹ ç åëåìåíòàìè ïàð (ai, bi) äëÿ
âñiõ i 6 j (i = 0, . . . , t; (a0, b0) = (1, 1)). Î÷åâèäíî, c0 = c. Íåõàé i > 1 i äëÿ j < i
åëåìåíò cj óæå âèáðàíî. Çíàéäåìî ci. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî

[ci−1, ai]
mi = [bi, ci−1]

mi = 1,

çâiäêè ñëiäó¹, ùî
[ci−1, ai] = [bi, ai]

s, [bi, ci−1] = [bi, ai]
r

äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ s, r. Òîäi åëåìåíò a−r
i ci−1b

−s
i áóäå çàäîâîëüíÿòè âèìîãàì äëÿ

åëåìåíòà ci. Îñòàííié åëåìåíò ct êîìóòó¹ ç åëåìåíòàìè âñiõ ïàð (ai, bi) (i = 1, . . . , t),
òîáòî íàëåæèòü ZV (A) = F . Îòæå, c ∈ A i ëåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 8.2 (Òåîðåìà Ñóïðóíåíêà; [2]). Â êîæíié ïðèìiòèâíié ðîçâ'ÿçíié ïiä-
ãðóïi ãðóïè GL(n, T ) (T � ïîëå) iñíó¹ àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå
ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè c(n) 6 n · (n2)!.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Ðîçãëÿ-
íåìî ðÿä Ñóïðóíåíêà öi¹¨ ãðóïè. Íåõàé v ∈ V i ϕv : A/F → A/F òàêå âiäîáðàæåííÿ,
ùî

ϕv(aF ) = v(aF )v−1 (a ∈ A).

Òîäi ϕv � àâòîìîðôiçì ãðóïè A/F , à âiäïîâiäíiñòü v → ϕv (v ∈ V ) � áóäå ãîìîìîð-
ôiçìîì ϕ ãðóïè V â ãðóïó Aut(A/F ) àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè A/F . ßäðî ãîìîìîðôiçìó
ϕ ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ A (äèâ. ëåìó 8.6). Òîäi ïîðÿäîê |G : A| íå ïåðåâèùó¹ ïîðÿä-
êó |Aut(A/F )|, ùî â ñâîþ ÷åðãó íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà âñiõ òèõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü ìíîæèíè A/F íà ñåáå, ùî çáåðiãàþòü îäèíè÷íèé êëàñ F . Âðàõîâóþ÷è,
ùî [G : V ] 6 n (äèâ. ëåìó 8.3) i [A : F ] 6 n2 (äèâ. ëåìó 8.5), îòðèìó¹ìî

[G : F ] = [G : V ] · [V : A] · [A : F ] 6 n · (n2 − 1)! · n2 6 n · (n2)!,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.
Òåîðåìà 8.3. Â êîæíié íåçâiäíié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ) iñíó¹ àáåëå-

âà íîðìàëüíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè c1(n), çàëåæíî¨
òiëüêè âiä n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � iìïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Äëÿ äå-
ÿêîãî äiëüíèêà r ÷èñëà n iñíó¹ òàêà ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà H ãðóïè GL(r, T )
i òàêà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà S ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè St (t = n/r), ùî ãðóïà G áóäå ïiäãðó-
ïîþ ñïëåòiííÿ W = H o S. Íåõàé F0 � òàêà àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi H,
ùî [H : F0] 6 c(r). Òîäi F t

0 � àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi W , iíäåêñ ÿêî¨ íå
ïåðåâèùó¹ (c(r))t · t!. Íåõàé F = G

⋂
F t

0. Òîäi F � àáåëåâà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
G i

[G : F ] = [G · F t
0 : F t

0] 6 [W : F t
0].

Îñêiëüêè c(r) 6 c(n), r 6 n, òî

[G : F ] 6 (c(n))n · n!,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó.
Òåîðåìà 8.4 (Òåîðåìà Öàññåíõàóçà; [2]). Ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T )

¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i l(G) � äîâæèíà
ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè G. Âiäìiòèìî, ùî l(G) � ìiíiìóì äîâæèí ðîçâ'ÿçíèõ ðÿäiâ
(íîðìàëüíèõ ðÿäiâ ç àáåëåâèìè ôàêòîðàìè) ãðóïè G. Iç òåîðåìè ïðî êàíîíi÷íèé âè-
ãëÿä ìàòðè÷íî¨ ãðóïè ñëiäó¹, ùî ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ äåÿêî¨ ïiäãðóïè U â UT (n, T )
ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ïiäãðóïè H â ïðÿìîìîìó äîáóòêó G1× . . .×Gt äåÿêèõ íåçâiäíèõ
ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï

Gi ⊂ GL(ni, T ) (i = 1, . . . , t; n1 + · · ·+ nt = n).

Òîäi
l(G) 6 l(U) + l(H) 6 l(UT (n, T )) + l(G1) · · · l(Gt) 6

6 (c1(n1) + 1) · · · (c1(nt) + 1) 6 l(UT (n, T )) + (c1(n) + 1)n = c2(n).

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî c2(n) = r-îâà êîìóòàòîðíà äóæêà Dr ðiâíà òîòîæíî îäèíèöi íà
áóäü-ÿêié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ). Òàê ÿê áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà
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åëåìåíòiâ ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè M ïîðîäæó¹ ðîçâ'ÿçíó ãðóïó, òî êîìóòàòîðíà
äóæêà Dr ðiâíà îäèíèöi íà áóäü-ÿêîìó íàáîði 2r åëåìåíòiâ ãðóïè M ⊂ GL(n, T ).
Îòæå, áóäü-ÿêà ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà M ãðóïè G(n, T ) ¹ ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïiäãðóïó H ãðóïè GL(n, T ) íàçâåìî òðèàíãóëüîâàíîþ, ÿêùî öÿ ïiäãðóïà ñïðÿ-
æåíà ç ïiäãðóïîþ ãðóïè T (n, T ) òðèêóòíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 8.5 (Òåîðåìà Êîë÷èíà, Ìàëüöåâà; [2]). Íåõàé T � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå
ïîëå. Â áóäü-ÿêié ðîçâ'ÿçíié ïiäãðóïi ãðóïè GL(n, T ) iñíó¹ íîðìàëüíà òðèàíãóëüî-
âàíà ïiäãðóïà, iíäåêñ ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ êîíñòàíòè, çàëåæíî¨ òiëüêè âiä
÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(s, T ), òî ìà-
êñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà F ãðóïè G ñêëàäà¹òüñÿ ç ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü
(äèâ. ëåìà 8.3). ßêùî G � íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà, òî â G iñíó¹ íîðìàëüíà ïiä-
ãðóïà F äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü òàêà, ùî (G : F ) 6 c1(s) 6 c2(n) (äèâ. òåîðåìó 8.3
i ¨¨ äîâåäåííÿ). Íåõàé G � äîâiëüíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Ñêîðèñòà¹-
ìîñü òåîðåìîþ ïðî êàíîíi÷íèé âèä. Iñíó¹ ãîìîìîðôiçì γ ãðóïè G â ïðÿìèé äîáóòîê
G1 × · · · ×Gt íåçâiäíèõ ïiäãðóï Gi ⊂ GL(ni, T ) iç ker γ ⊂ UT (n, T ). Íåõàé Fi � íîð-
ìàëüíà ïiäãðóïà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü â ãðóïi Gi i iíäåêñ öi¹¨ ïiäãðóïè âiäïîâiäíî
îáìåæåíèé. Òîäi ãðóïà N = G

⋂
γ−1(F1 × · · · × Ft) ìà¹ îáìåæåíèé iíäåêñ â G i áóäå

òðiàíãóëüîâàíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íà çàêií÷åííÿ öüîãî ïàðàãðàôà íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 8.6. Íåõàé T = R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë i n � íåïàðíå ÷èñëî. Áóäü-ÿêà

íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n,R) ¹ ìîíîìiàëüíà.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ïðè n > 1 â ãðóïi GL(n, R) íå iñíóþòü ïðè-
ìiòèâíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè. Íåõàé öå íå òàê i G � ïðèìiòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà â
GL(n,R), n > 1. Ðîçãëÿíåìî ðÿä Ñóïðóíåíêà ãðóïè G. ßêùî K 6= T , òî (K : T ) = 2,
ùî íåìîæëèâî â ñèëó íåïàðíîñòi ÷èñëà n i óìîâè: (K : T ) äiëèòü n. Îòæå K = T i
G = V . ßêùî V 6= F , òî ãðóïà A/F � ñêií÷åííà íåîäèíè÷íà, ïîðÿäêè åëåìåíòiâ öi¹¨
ãðóïè äiëÿòü n i äiëÿòü ïîðÿäîê êîìóòàíòà A′ � ïiäãðóïè ïîðÿäêó 2 â ãðóïi R∗, ùî
íåìîæëèâî â ñèëó íåïàðíîñòi n. Îòæå, V = F, n = 1 i òåîðåìà äîâåäåíà.

�9. Âïðàâè

Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ íàä êiëüöåì Z ìîæíà ââàæàòè ìàòðèöåþ íàä äîâiëüíèì ïîëåì
F . ßêùî char F = p > 0, òî ïîëå F ìiñòèòü Zp = Z/pZ � ïîëå êëàñiâ ëèøêiâ çà
ïðîñòèì ìîäóëåì p. Òîäi öiëi ÷èñëà � öå ïðåäñòàâíèêè ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ìîäóëåì p,
ïðè÷îìó, ðiçíi öiëi a òà b ìîæóòü ïðåäñòàâëÿòè îäèí êëàñ i òîäi ñëiä ââàæàòè, ùî a =
b. Â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó a = b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ b (mod p). Çîêðåìà,
ÿêùî a íå äiëèòüñÿ íà p, òî iñíó¹ òiëüêè îäèí ñóìiæíèé êëàñ ç ïðåäñòàâíèêîì b,
òàêèé, ùî ab ≡ 1 (mod p), òîáòî a−1 = b â ïîëi F .

Âïðàâà 1. Íåõàé T � ïîëå, GL(n, T ) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì
T , SL(n, T ) � âiäïîâiäíà ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì T .

à) Ïîêàçàòè, ùî òàêi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n

d(λ) = diag[1, . . . , 1, λ] (λ ∈ T ∗)

(T ∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ T ) áóäóòü ïðåäñòàâíèêàìè âñiõ ÿê ëiâèõ òàê i
ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè GK(n, T ) çà ïiäãðóïîþ SL(n, T ).

á) Íåõàé A ∈ GL(n, T ) i α = det A. Ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü òiëüêè ïî îäíié ìàòðèöi
C1, C2 ç ãðóïè SL(n, T ) òàêi, ùî

A = C1d(α) = d(α)C2.
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Çíàéòè öi ìàòðèöi.
â) Íåõàé

A =




1 2 0
2 −1 1
3 1 −1


 .

Ïîêàçàòè, ùî A ∈ GL(3,Q). Çíàéòè ìàòðèöi C1, C2 äëÿ ìàòðèöi A (äèâ. á)). Çíàéòè
õàðàêòåðèñòèêè âñiõ ïîëiâ T , òàêèõ, ùî A ∈ GL(3, T ). Ïîêàçàòè, ùî A ∈ GL(3, 7) =
= GL(3,Z7) i çíàéòè ìàòðèöi C1, C2 äëÿ A.

Âïðàâà 2. Íåõàé T � ïîëå iç q åëåìåíòiâ. Çíàéòè ïîðÿäêè ãðóï

GL(n, q) = GL(n, T ), SL(n, q), PGL(n, q), PSL(n, q).

Âïðàâà 3. Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå,

E− =

(
0 1
1 0

)
i O−(2, F ) = {A ∈ M(2, F )|AT E−A = E−}.

Ïîêàçàòè
à) ùî O−(2, F ) áóäå ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ ñòå-

ïåíÿ 2 òèïó ìiíóñ íàä ïîëåì F ;
á) ÿêùî char F = 2, òî O−(2, F ) = GL(2, F );
â) ÿêùî char F 6= 2, òî

O−(2, F ) =

〈(
α 0
0 α−1

)
(α ∈ F ∗),

(
0 1
1 0

)〉
,

çîêðåìà, ÿêùî F = Zp, òî ãðóïà O−(2,Zp) içîìîðôíà ãðóïi äiåäðà Dp−1 ïîðÿäêó
2(p− 1). Âiäìiòèìî, ùî äëÿ ãðóïè O−(2,Zp) âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ O−(2, p).

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî òàêà ìíîæèíà ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì F :

{A|AT A = E}

áóäå ãðóïîþ. Öÿ ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n òèïó ïëþñ
íàä ïîëåì F i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç O+(n, F ) àáî O+(n, q) ó âèïàäêó |F | = q.

Ïîêàçàòè
à)

O+(2, 2) =

〈(
0 1
1 0

)〉
∼= C2;

á)
O+(2, 3) =

〈(
0 1
−1 0

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D4;

â)
O+(2, 5) =

〈(
0 1
−1 0

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D4;

ã)
O+(2, 7) =

〈
2

(
1 1
−1 1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D8;

ä)
O+(2, 11) =

〈(
3 5
−5 3

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D12;
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å)
O+(2, 13) =

〈(
2 6
−6 2

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= D12;

¹)

O+(2, 4) =

〈(
θ 1 + θ

1 + θ θ

)
,

(
0 1
1 0

)〉
∼= C2 × C2 (θ2 = θ + 1);

æ)
O+(2, 9) =

〈(
i i
−i i

)
(i2 = −1),

(
0 1
1 0

)〉
∼= D8.

Âïðàâà 5. ×è iñíóþòü ïîëÿ ç 64, 100, 169, 625 åëåìåíòiâ? ßêi â íèõ õàðàêòåðè-
ñòèêè?

Âïðàâà 6. Â ãðóïi GL(2, 7) ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ
(

2 3
4 1

)
X =

(
3 1
1 1

)
.

Âïðàâà 7. Â GL(2, 7) çíàéòè ïîðÿäîê êëàñó ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ, ÿêîìó íàëå-
æèòü ìàòðèöÿ

a =

(
0 −4
1 2

)
.

Âïðàâà 8. Çíàéòè êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ â GL(2, 5).

Âêàçiâêà: ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ Nq(n) = 1
n

∑
d|n

µ(d)q
n
d äëÿ ÷èñëà Nq(n) ïðèìi-

òèâíèõ íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì iç q åëåìåíòiâ. (µ � ôóíêöiÿ
Ìüîáióñà, µ(n) = 0, ÿêùî n äiëèòüñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, µ(n) = (−1)s, ÿêùî
n � äîáóòîê s ðiçíèõ ïðîñòèõ ÷èñåë i µ(1) = 1).

Âïðàâà 9. Äîâåñòè, ùî ñêií÷åííà ìàòðè÷íà ãðóïà G ∈ GL(n, T ) íàä ïîëåì T
õàðàêòåðèñòèêè íóëü ¹ íåçâiäíà, ÿêùî ¨¨ öåíòðàëiçàòîð ZT (G) ¹ òiëî (ïîëå).

Âïðàâà 10. Íåõàé Cn = 〈σ̃〉� ãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïiäñòàíîâî÷íîþ ìàòðèöåþ
öèêëà σ = (12 . . . n). Çíàéòè öåíòðàëiçàòîð öi¹¨ ãðóïè íàä ëþáèì ïîëåì.

Âïðàâà 11. Íåõàé G � ãðóïà ïiäñòàíîâî÷íèõ ìàòðèöü. Äîâåñòè, ùî G � çâiäíà
ãðóïà.

Âïðàâà 12. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G � íåçâiäíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,C), òî
n = 1.

Âïðàâà 13. Äîâåñòè, ùî ÿêùî G � íåçâiäíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,R), òî
n 6 2.

Âïðàâà 14. Íåõàé T � ïîëå. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ñêií÷åííà àáåëåâà ïiäãðóïà G
ãðóïè GL(n, T ) ¹ íåçâiäíà, òî ãðóïà G áóäå öèêëi÷íà.

Çàóâàæåííÿ: ÿêùî ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà íåöèêëi÷íà, òî ¨¨ ïîðÿäîê ñòðîãî áiëü-
øèé íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî êðàòíîãî ïîðÿäêiâ âñiõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ãðóïè.

Âïðàâà 15. Äîâåñòè, ùî â ãðóïi GL(n,Q) iñíóþòü íåçâiäíi öèêëi÷íi ïiäãðóïè.
Âïðàâà 16. Íåõàé

G =

〈(
0 −1
1 −1

)〉
.

Äîâåñòè, ùî ãðóïà G ¹ íåçâiäíà íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë i çâiäíà íàä ïîëåì êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë.
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Âïðàâà 17. Äîâåñòè, ùî ãðóïà

G =

〈
a =



−1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , b =




0 0 1
1 0 0
0 1 0




〉
⊂ GL(3,Q)

¹ àáñîëþòíî íåçâiäíà.
Âïðàâà 18. Çíàéòè ïîðÿäêè ãðóï

GL(2, p), SL(2, p), PGL(2, p), PSL(2, p)

äëÿ p = 2, 3, 5, 7.

Âïðàâà 19. Ïîêàçàòè, ùî

GL(2, 3) =

〈
a =

(
1 1
1 −1

)
, b =

(
0 −1
1 0

)
, c =

(
1 1
0 1

)
, d =

( −1 0
0 1

)〉
;

SL(2, 3) = 〈a, b, c〉 ;
ãðóïà H = 〈a, b〉 áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïàõ SL(2, 3) i GL(2, 3).

Âïðàâà 20. Íåõàé i � óÿâíà îäèíèöÿ: i2 = −1 i P = 〈i〉. Çíàéòè ñïëåòiííÿ
G = P oC3. ßêi ïîðÿäêè ãðóï P , G? Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà G áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(3,C).

Âïðàâà 21. Íåõàé

G =

〈
a =

(
0 −1
1 −1

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉
⊂ GL(2, T )

(T � ïîëå). Çíàéòè áàçèñ àëãåáðè [G]T .

Âïðàâà 22. Äîâåñòè, ùî ñïðÿæåíi ìàòðè÷íi ãðóïè G1 i G2 íàä ïîëåì T içîìîðôíi.
Âïðàâà 23. Íåõàé

G1 =

〈
a =

(
0 −1
1 0

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉
, G2 =

〈
a =

(
i 0
0 −i

)
, b =

(
0 1
1 0

)〉

� äâi ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,C). Ïîêàçàòè, ùî âîíè ñïðÿæåíi.
Âïðàâà 24. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà

G =

〈
a =

( −1 −1
1 0

)
, b =

( −1 0
1 1

)〉
⊂ GL(2,R)

ïðèìiòèâíà ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,R), àëå iìïðèìiòèâíà ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,C).

Âïðàâà 25. Çíàéòè ïîðÿäêè åëåìåíòiâ

à)
(

0 −1
2 0

)
∈ GL(2, 7); á)




2 1 0
0 2 1
0 0 2


 ∈ GL(2, 5).

Âïðàâà 26. Ïîêàçàòè ñïðÿæåíiñòü åëåìåíòiâ

à) a =

(
2 −1
3 −1

)
i b =

(
0 −1
1 1

)
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â ãðóïi GL(2,Q);

á) a =

(
1 2
3 1

)
i b =

(
0 −2
1 2

)

â ãðóïi GL(2, 7).

Âïðàâà 27. Íåõàé f(t) � ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì T :

f(t) = tn − αn−1t
n−1 − · · · − α1t− α0 (αj ∈ T ).

Ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ f̃ ìíîãî÷ëåíà f(t) öå ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n âèãëÿäó:

f̃ =




0 0 . . . 0 α0

1 0 . . . 0 α1

0 1 . . . 0 α2
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 αn−1




.

Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà öèêëi÷íà ïiäãðóïà G ãðóïè GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ〈
f̃
〉

, äå f(t) � ìíîãî÷ëåí, âiëüíèé ÷ëåí α0 ÿêîãî âiäìiííèé âiä íóëÿ. Äîâåñòè, ùî
ãðóïà G ¹ íåçâiäíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíî÷ëåí f(t) ¹ íåçâiäíèé íàä ïîëåì T.

Âïðàâà 28. Íåõàé

G1 =

〈
a =




0 0 1
1 0 0
0 1 1




〉
, G2 =

〈
b =




0 0 1
1 0 1
0 1 0




〉

� äâi öèêëi÷íi ïiäãðóïè ãðóïè GL(3, 2). Ïîêàçàòè, ùî âîíè íåçâiäíi i ñïðÿæåíi.
Âïðàâà 29. Ìíîãî÷ëåí

Φn(x) =
∏

d|n
(xd − 1)µ(n

d
)

íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìîì ïîäiëó êðóãà íà n ÷àñòèí. Ñòåïiíü öüîãî ìíîãî÷ëåíà ðiâíà
ϕ(n), äå ϕ � ôóíêöiÿ Åéëåðà. Ìíîãî÷ëåí Φn(x) íåçâiäíèé íàä ïîëåì Q. Êîðåíÿìè
ìíîãî÷ëåíà Φn(x) ¹ ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ n iç îäèíèöi.

à) Çíàéòè

Φpk(x) (p � ïðîñòå ÷èñëî); Φ10(x); Φ15(x); Φ20(x).

á) Çíàéòè âñi ñêií÷åííi íåçâiäíi öèêëi÷íi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Q) äëÿ âñiõ n 6 10.

Âïðàâà 30. Íåõàé G � ñêií÷åííà íåçâiäíà àáåëåâà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Q).
Äîâåñòè, ùî ãðóïà G áóäå ïðèìiòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |G| = p i n = p− 1.
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ÐÎÇÄIË 2. ÑÈËÎÂÑÜÊI ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ
ÍÀÄ ÏÎËÅÌ

�10. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè

Ââåäåìî êîíñòðóêöiþ ñïëåòiííÿ ãðóïè ïiäñòàíîâîê ç ùå îäíi¹þ ãðóïîþ ïiäñòàíî-
âîê. Íåõàé A � ïiäãðóïà ãðóïè Sn ïiäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ {1, 2, . . . , n} i Cp =
= 〈σ = (1, 2, . . . , p)〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ p, ïîðîäæåíà
öèêëîì σ. Âèçíà÷èìî ñïëåòiííÿ A oCp ãðóïè A ç ãðóïîþ Cp. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî,
ùî öå ¹ ïiäãðóïà ãðóïè Spn ïiäñòàíîâîê íà pn ñèìâîëàõ. Íåõàé

Ui = {(i− 1)n + j|j = 1, 2, . . . , n} (i = 1, . . . , p),

U = U1 ∪ · · · ∪ Up = {1, 2, . . . , np}
i ïðÿìèé äîáóòîê Ap = A× · · · ×A äi¹ â ìíîæèíi U, ïåðåñòàâëÿþ÷è ñèìâîëè ëèøå â
ïiäìíîæèíàõ Ui (i = 1, . . . , p), à ñàìå, ÿêùî

a = (a1, . . . , ap), ai ∈ A, u = (i− 1)n + j ∈ Ui, (1)

òî
a(u) = (i− 1)n + ai(j) (i = 1, . . . , p; j = 1, 2, . . . , n). (2)

Òîäi Ap áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè ïiäñòàíîâîê Spn íà ìíîæèíi U iç pn åëåìåíòiâ. Öèêë
σ âèçíà÷à¹ ïiäñòàíîâêó σ̃ íà U, ÿêà ïåðåñòàâëÿ¹ ïiäìíîæèíè U1, . . . , Up :

σ̃((i− 1)n + j) = (σ(i)− 1)n + j (i = 1, . . . , p; j = 1, 2, . . . , n).

Òîäi ñïëåòiííÿ
A o Cp = 〈Ap, σ̃〉

öå ïiäãðóïà â Spn, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ãðóïîþ Ap i ïiäñòàíîâêîþ σ̃. Ïîêàæåìî, ùî Ap

� íîðìàëüíà ïiäãðóïà â A o Cp. Äiéñíî, íåõàé a′ = (a2, . . . , ap, a1) (äèâ. (1)). ßêùî
i < p, òî

aσ̃((i− 1)n + j) = a(σ(i)− 1)n + j) = a(in + j) = in + ai+1(j),

σ̃a′((i− 1)n + j) = σ̃((i− 1)n + ai+1(j)) = (σ(i)− 1)n + ai+1(j) = in + ai+1(j).

Êðiì òîãî,
aσ̃((p− 1)n + j) = a(σ(p)− 1)n + j) = a(j) = a1(j),

σ̃a′((p− 1)n + j) = σ̃((p− 1)n + a1(j)) = (σ(p)− 1)n + a1(j) = a1(j).

Îòæå, aσ̃ = σ̃a′ i σ̃−1aσ̃ = a′. Òîäi Ap � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi A oCp. Âiäìiòèìî,
ùî |A o Cp| = |A|pp i ãðóïà A o Cp ¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ïiäãðóïè 〈σ̃〉 i íîðìàëüíî¨
ïiäãðóïè Ap.

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p âèçíà÷èìî ôóíêöiþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó

M(n) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · · ,

äå [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

M(ps) = 1 + p + · · ·+ ps−1 =
ps − 1

p− 1
.

Ëåìà 10.1. Íåõàé 0 6 r < p, ps > n. Òîäi

M(n + rps) = M(n) + rM(ps).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè n + rps < ps + rps = (r + 1)ps 6 ps+1, òî
[
n + rps

pj

]
=

[
n

pj

]
= 0 ïðè j > s.

Êðiì òîãî, [
n + rps

pj

]
=

[
n

pj

]
+ rps−j ïðè j 6 s.

Ëåìà 10.2. Ïîðÿäîê ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè P ãðóïè Sn äîðiâíþ¹ pM(n).

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî êiëüêiñòü t ìíîæíèêiâ p â ïîðÿäêó n! ãðóïè Sn. Òîäi |P | =
= pt. ßêùî x � êðàòíèé p ìíîæíèê â n!, òî x = pa, äå a 6 [n

p
]. Âèáåðåìî ç êîæíîãî

ìíîæíèêà x ïî îäíîìó p. Â ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî [n
p
] ìíîæíèêiâ p i ÷èñëî [n

p
] óâiéäå

äîäàíêîì â t. Ñåðåä ÷èñåë n
p
ìîæóòü áóòè ÷èñëà êðàòíi p � öå ÷èñëà äëÿ x = p2a,

äå a 6 [ n
p2 ]. Âiäáåðåìî ç êîæíîãî òàêîãî x

p
ïî îäíîìå ìíîæíèêó p. Â ðåçóëüòàòi ìè

îäåðæàëè ùå n
p2 ìíîæíèêiâ p i ÷èñëî n

p2 óâiéäå íàñòóïíèì äîäàíêîì â t. Ñåðåä ÷èñåë
x
p2 øóêà¹ìî ÷èñëà êðàòíi p i ò. ä. Íàðåøòi îäåðæèìî t = M(n).

Ëåìà 10.3. Íåõàé

P0 = C1, P1 = Cp, Pj = Pj−1 o Cp (j > 1).

Ãðóïà Pj áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè Spj (j = 0, 1, . . .).

Äîâåäåííÿ. Ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè Sp áóäå öèêëi÷íîþ ãðóïîþ Cp ïîðÿäêó
p. Äàëi

|Pj−1 o Cp| = p|Pj−1|p = p(p|Pj−2|p)p = p
p2−1
p−1 |Pj−2|p2

= . . . = pM(pj) = |Pj|.

Çâiäñè, à òàêîæ â ñèëó òîãî, ùî Pj−1 oCp � ïiäãðóïà â Spj , âèïëèâà¹, ùî Pj = Pj−1 oCp.
Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s

� p-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (0 6 nj < p, ns 6= 0). Íåõàé P � ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn íà n ñèìâîëàõ. Òîäi

P = P n0
0 × P n1

1 × · · · × P ns
s . (3)

Äîâåäåííÿ. (Âiäìiòèìî, ùî Ar öå ïðÿìèé äîáóòîê r åêçåìïëÿðiâ ãðóïè A). Ïðåä-
ñòàâèìî ìíîæèíó U iç n ñèìâîëiâ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ íåïåðåòèíàþ÷èõ ïiäìíîæèí
iç n0 ñèìâîëiâ, n1 ìíîæèí ïî p ñèìâîëiâ i ò. ä., ns ìíîæèí ïî ps ñèìâîëiâ. Òîäi ïðÿìèé
äîáóòîê Sn0

1 ×Sn1
p ×· · ·×Sns

ps ãðóï ïiäñòàíîâîê íà öèõ ïiäìíîæèíàõ áóäå ïiäãðóïîþ â
ãðóïi Sn. Ïðàâà ÷àñòèíà â (3) ¹ p-ïiäãðóïà â öüîìó äîáóòêó. Iç ëåì 10.1�10.3 âèïëè-
âà¹, ùî ïîðÿäêè ãðóï â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (3) ¹ îäíàêîâi. Öå çàêií÷ó¹
äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íàñëiäîê 10.1. ßêùî ãðóïà Sn ìiñòèòü òðàíçèòèâíó p-ïiäãðóïó, òî n = ps.
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�11. Âiäîìîñòi ç òåîði¨ çîáðàæåíü ãðóï

Íåõàé T � ïîëå, T � àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ ïîëÿ T, G � ñêií÷åííà ãðóïà, H �
ïiäãðóïà ãðóïè G i {g1, . . . , gn} � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Ëiíiéíèì õàðàêòåðîì ãðóïè H íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçì
χ : H → T

∗ ãðóïè H â ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó T
∗ ïîëÿ T . Ëiíiéíèé õàðàêòåð � öå

çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ îäèí. Íåõàé Γ = χG � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî iíäóêó¹òüñÿ
ëiíiéíèì õàðàêòåðîì χ ïiäãðóïè H. Òîäi

Γ(g) = (χ̇(g−1
j ggi)) (g ∈ G)),

äå χ̇ : G → T òàêà ôóíêöiÿ, ùî

χ̇(g) =

{
0, g /∈ H,

χ(g), g ∈ H.

Íåõàé M = Te � TH-ìîäóëü çîáðàæåííÿ χ:

he = χ(h)e (h ∈ H).

Òîäi iíäóêîâàíèé TG-ìîäóëü L = MG çîáðàæåííÿ Γ ìà¹ T -áàçèñ

e1 = g1 ⊗ e, . . . , en = gn ⊗ e

i äëÿ äîâiëüíîãî g ç ãðóïè G
gei = χ(g−1

j ggi)ej,

äå äëÿ êîæíîãî i (1 6 i 6 n) iíäåêñ j (1 6 j 6 n) ¹ ¹äèíèì òàêèì, ùî g−1
j ggi ∈ H.

Òåîðåìà 11.1 (Õóïïåðòà, Áåðìàíà). Íåõàé ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè
G íå äiëèòüñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ T i â ãðóïi G iñíó¹ òàêà íîðìàëüíà ïiäãðóïà
G0, ùî ôàêòîð-ãðóïà G/G0 ¹ íàäðîçâ'ÿçíà i âñi ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ãðóïè G0 ¹ àáåëåâi.
ßêùî Γ � íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T , òî iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà H
ãðóïè G i òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð χ : H → T

∗, ùî çîáðàæåííÿ Γ åêâiâàëåíòíî
iíäóêîâàíîìó çîáðàæåííþ χG.

Îïèøåìî àëãîðèòì Áåðìàíà çíàõîäæåííÿ íåçâiäíèõ çîáðàæåíü ãðóïè G íàä ïî-
ëåì T äëÿ ãðóïè G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 11.1. Öèì àëãîðèòìîì îïèñó-
þòüñÿ ïàðè (χ,H), äå H � òàêà ïiäãðóïà â G i χ � òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð öi¹¨
ïiäãðóïè, ùî iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ χG ãðóïè G ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì T . Ââåäå-
ìî ïîïåðåäíüî ïîíÿòòÿ íîðìàëiçàòîðà â ãðóïi G ëiíiéíîãî õàðàêòåðà χ äîâiëüíî¨
ïiäãðóïè H:

NG(χ) = {g ∈ G | g−1Hg = H, χ(g−1hg) = χ(h) (h ∈ H)}.

Íåõàé
1 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gj ⊂ . . . ⊂ Gs = G

� ãîëîâíèé ðÿä ãðóïè G, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïiäãðóïó G0. Íà ïåðøîìó êðîöi àë-
ãîðèòìó çíàõîäèìî ìíîæèíó M1 âñiõ ïàð (χ,H), äå H = G1, χ ïðîáiãà¹ âñi ëiíiéíi
õàðàêòåðè àáåëåâî¨ ãðóïè G1 (â öüîìó âèïàäêó íîðìàëiçàòîð NG1(χ) = G1 äëÿ ëiíié-
íîãî õàðàêòåðó χ äîâiëüíî¨ ïiäãðóïè H ⊂ G1). Íåõàé íà j-ìó êðîöi çíàéäåíà ìíîæèíà
Mj âñiõ ïàð (χ,H) òàêèõ, ùî H � ïiäãðóïà â ãðóïi Gj, χ � òàêèé ëiíiéíèé õàðàêòåð
ïiäãðóïè H, ùî NGj

(χ) = H. Îïèøåìî (j+1)-èé êðîê. Íåõàé (χ,H) ∈ Mj. Çíàõîäèìî
íîðìàëiçàòîð N = NGj+1(χ) õàðàêòåðà χ â ÷ëåíi Gj+1 ãîëîâíîãî ðÿäó ãðóïè G. ßêùî
N = H, òî ïàðó (χ,H) âiäïðàâëÿ¹ìî â ìíîæèíó Mj+1. Íåõàé (N : H) = m > 1. Òîäi
õàðàêòåð χ ãðóïè H ìà¹ m ðiçíèõ ïðîäîâæåíü χ1, . . . , χm : N → T

∗ äî ëiíiéíèõ
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õàðàêòåðiâ ãðóïè N . Âñi ïàðè (χj, N) (j = 1, . . . , m) âiäïðàâëÿ¹ìî â ìíîæèíó Mj+1.
Ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíî¨ ïàðè (χ,H) ∈ Mj i ò. ä. Íà îñòàíüîìó êðîöi îäåðæèìî
ìíîæèíó Ms âñiõ ïîòðiáíèõ ïàð.

Íåõàé äàëi G � äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T ðiâíà íóëþ i Γ �
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T . Ðîçøèðåííÿ T ′ ïîëÿ T íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì
ðîçêëàäó âiäíîñíî T çîáðàæåííÿ Γ, ÿêùî öå çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíî çîáðàæåííþ
ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì T ′. Çãiäíî òåîðåìè Áðàóåðà [11], ïîëå T (ε) (ε � ïåðâiñíèé
êîðiíü ñòåïåíÿ |G| iç îäèíèöi) ¹ ïîëåì ðîçêëàäó áóäü-ÿêîãî íåçâiäíîãî T -çîáðàæåííÿ
ãðóïè G i ìîæíà äàëi îáìåæèòèñü ïîëÿìè ðîçêëàäó, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T (ε). Ïîëå
T (ε) ¹ íîðìàëüíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ T ç àáåëåâîþ ãðóïîþ Ãàëóà i áóäü-ÿêå ïiäïîëå
â öüîìó ïîëi áóäå òàêîæ íîðìàëüíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ T. Ïîëå T ′ ìiñòèòü ïîëå
T1 = T (χ) õàðàêòåðà χ çîáðàæåííÿ Γ. Íåõàé K � òàêå ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ Γ,
ùî ñòåïiíü (K : T ) ¹ íàéìåíøà. Íåõàé â ïîëi K âèáðàíî ÿêèé-íåáóäü T -áàçèñ i íåõàé

%K/T : K → M(s, T ) (s = (K : T ))

� çîáðàæåííÿ ïîëÿ K, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó α ïîëÿ K
ìàòðèöþ %K/T (α) îïåðàòîðà

α̂ : K → K α̂(x) = αx (x ∈ K)

ìíîæåííÿ íà α ó âèáðàíîìó T -áàçèñi ïîëÿ K. Áóäåìî äàëi ââàæàòè, ùî Γ óæå ¹
çîáðàæåííÿì íàä ïîëåì K. Íåõàé ∆ = %K/T (Γ) � çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T ,
ùî îòðèìó¹òüñÿ iç K-çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ êîæíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà α ∈ K íà
ìàòðèöþ %K/T (α). Íåõàé σ1, . . . , σk � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ
ãðóïè Ãàëóà G(K,T ) ïîëÿ K íàä ïîëåì T çà ¨¨ ïiäãðóïîþ G(K,T1). Âiäìiòèìî, ùî
k = (T1 : T ). Íåõàé σ = σj. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γσçîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì K,
ùî îòðèìó¹òüñÿ iç çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ âñiõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ α íà σ(α).

Òâåðäæåííÿ 11.1. Çîáðàæåííÿ Γσ1 , . . . , Γσk ãðóïè G ¹ íåçâiäíi i ïîïàðíî íåå-
êâiâàëåíòíi íàä ïîëåì K.

Äîâåäåííÿ. Àâòîìîðôiçìè σ1, . . . , σk âèçíà÷àþòü âñi ïîïàðíî ðiçíi àâòîìîðôi-
çìè ïîëÿ T1 íàä ïîëåì T. Òîäi õàðàêòåðè âêàçàíèõ çîáðàæåíü áóäóòü ïîïàðíî ðiçíi
(ÿêùî σ(χ) = χ, òî σ ∈ G(K, T1)). Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 11.2. Çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G ¹ íåçâiäíå íàä ïîëåì T . Ìà¹ ìiñöå
ðîçêëàä

∆ = (K : T1)(Γ
σ1 + · · ·+ Γσk)

T -çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G â ñóìó íåçâiäíèõ çîáðàæåíü öi¹¨ ãðóïè G íàä ïîëåì K.

T ⊂ T1 ⊂ K.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííü îïèðà¹òüñÿ íà äåêiëüêà ëåì. Ââåäåìî â ðîçãëÿä àë-
ãåáðè � ëiíiéíi îáîëîíêè K-çîáðàæåííÿ Γ íàä ïîëÿìè T, T1, K âiäïîâiäíî:

A = [Γ]T = [Γ(G)]T , A1 = [Γ]T1 , A2 = [Γ]K .

Âñi òðè àëãåáðè áóäóòü ïðîñòèìè àëãåáðàìè, à àëãåáðà A2 áóäå içîìîðôíà àëãåáði
M(n,K) (n � ñòåïiíü çîáðàæåííÿ Γ).

Ëåìà 11.1. Öåíòð Z(A) àëãåáðè A ÿê ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì T ïîðîäæó¹-
òüñÿ ìàòðèöÿìè

diag[χ(g), . . . , χ(g)] (g ∈ G).

Îêðiì öüîãî, Z(A) ∼= T1. Àëãåáðà A1 ¹ öåíòðàëüíîþ àëãåáðîþ2 íàä îñíîâíèì ïîëåì
T1. ßêùî îòîòîæíèòè Z(A) = T1, òî êiëüöÿ A i A1 ñóìiñòÿòüñÿ.

2Öåíòðàëüíà àëãåáðà íàä ïîëåì T � àëãåáðà ç îäèíèöåþ íàä ïîëåì T , öåíòð ÿêî¨ ñóìiùà¹òüñÿ
ç îñíîâíèì ïîëåì T .
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Äîâåäåííÿ. Öåíòðè îáîõ àëãåáð ïîðîäæóþòüñÿ âñiìà ìàòðèöÿìè âèãëÿäó Γ(c),
äå c ñóìà åëåìåíòiâ êëàñà C ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè G. Íåõàé ìàòðèöÿ S íàëå-
æèòü öåíòðó àëãåáðè A àáî àëãåáðè A1. Òîäi

SΓ(g) = Γ(g)S (g ∈ G).

Òàê ÿê Γ � àáñîëþòíî íåçâiäíå çîáðàæåííÿ, òî ìàòðèöÿ S áóäå ñêàëÿðíîþ ìàòðèöåþ.
Îòæå, Γ(c) = diag[λ, . . . , λ]. Âçÿâøè ñëiäè ìàòðèöü, îäåðæèìî

λ =
hχ(a)

n
(h = |C|, a ∈ C).

Çâiäñè âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ ëåìè.
Ëåìà 11.2. Íåõàé Γ1 áóäå òå T1-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ìîäóëü ÿêîãî ñóìiùà¹òüñÿ

ç ìiíiìàëüíèì ëiâèì iäåàëîì U àëãåáðè A1. Òîäi

Γ1 = (K : T1)Γ,

òîáòî íàä ïîëåì K çîáðàæåííÿ Γ1 ¹ ñóìà (K : T1) çîáðàæåíü Γ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé D � öåíòðàëüíå òiëî íàä ïîëåì T1 òàêå, ùî

A1 = M(t,D), (D : T1) = r2.

Òîäi ñòåïiíü çîáðàæåííÿ Γ1 äîðiâíþ¹ r2t. Òåíçîðíèé äîáóòîê K ⊗T1 A1 ìîæíà îòîòî-
æíèòè ç àëãåáðîþ A2. Òîäi n2 = r2t2 i ïîëå K ðîçùåïëþ¹ òiëî D. Òîäi, â ñèëó âèáîðó
ïîëÿ K, öå ïîëå áóäå ìàêñèìàëüíèì ïiäïîëåì â òiëi D. Îòæå, r = (K : T1). Òîäi ñòå-
ïiíü çîáðàæåííÿ Γ1 ðiâèé (K : T1)n. Òàê ÿê KG-ìîäóëü K ⊗T1 U ¹ ñóìà ìiíiìàëüíèõ
iäåàëiâ àëãåáðè A2 i ðîçìiðíîñòi íàä K öèõ iäåàëiâ ðiâíi n, òî Γ1 = (K : T1)Γ. Ëåìà
äîâåäåíà.

Íåõàé V � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ìîäóëü ÿêîãî ñóìiùà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíèì ëiâèì
iäåàëîì àëãåáðè A. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

V = %T1/T (Γ1).

Âñi ìàòðèöi %T1/T (α) (α ∈ T1) îäíî÷àñíî ïîäiáíi íàä ïîëåì T1 äiàãîíàëüíèì ìàòðèöÿì

diag[σ1(α), . . . , σk(α)].

Òîäi íàä ïîëåì T1 çîáðàæåííÿ V áóäå ìàòè âèãëÿä

V = Γσ1
1 + · · ·+ Γσk

1 .

Iç ëåìè 10.2 âèïëèâà¹, ùî

V = (K : T1)(Γ
σ1 + · · ·+ Γσk).

Íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ V i T -çîáðàæåííÿ %K/T (Γ) ìàþòü îäíàêîâi ñòåïåíi i ìiñòÿòü Γ
â ðîçêëàäàõ íàä ïîëåì K. Öå çíà÷èòü, ùî öi çîáðàæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíi, ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ 11.2. Äî ðå÷i, íàä ïîëåì K

%K/T (Γ) =
⊕

σ∈G(K,T )

Γσ.
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�12. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ). Çàãàëüíi
âëàñòèâîñòi

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü ðîçãëÿíóòi äåÿêi âëàñòèâîñòi ñèëîâñüêiõ p-ïiäãðóï ãðó-
ïè GL(n, T ) íàä äîâiëüíèì ïîëåì T.

ßêùî char T = p, òî âñi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) ñïðÿæåíi ç óíiòðè-
êóòíîþ ãðóïîþ UT (n, T ) íàä ïîëåì T (òåîðåìà 7.2).

Äàëi â öüîìó ïàðàãðàôi áóäåìî ââàæàòè, ùî char T 6= p.

Ëåìà 12.1. Íåõàé G � p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi
1) G � ëîêàëüíî ñêií÷åííà i ëîêàëüíî íiëüïîòåíòíà ãðóïà;
2) G � öiëêîì çâiäíà ãðóïà;
3) G � ðîçâ'ÿçíà ãðóïà.

Äîâåäåííÿ. 1) âèïëèâà¹ iç òåîðåìè Øóðà, 2) � iç òåîðåìè Ïëàòîíîâà, 3) âèïëè-
âà¹ ç òåîðåìè Öàññåíõàóçà.

Ëåìà 12.2. Íåõàé G � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi àáî
ãðóïà G ïðèìiòèâíà, àáî n = dpr(r > 0) i â ãðóïi GL(d, T ) iñíó¹ òàêà ïðèìiòèâíà
ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà H, ùî ãðóïà G áóäå ñïðÿæåíà çi ñïëåòiííÿì H oPr ìàòðè÷íî¨
ãðóïè H i ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè Pr ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Spr .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � iìïðèìiòèâíà ãðóïà. Òîäi âîíà ñïðÿæåíà ç ïiäãðóïîþ
äåÿêîãî ñïëåòiííÿ H o A ìàòðè÷íî¨ ãðóïè H ⊂ GL(d, T ), äå d äiëèòü n ç äåÿêîþ
ãðóïîþ A ïiäñòàíîâîê íà n

d
ñèìâîëàõ. Òàê ÿê G � p-ãðóïà, òî H i A � p-ãðóïè. Òàê

ÿê G � íåçâiäíà ãðóïà, òî A � òðàíçèòèâíà ãðóïà i òîäi n
d

= pr (äèâ. íàñëiäîê 10.1).
Íàðåøòi, ãðóïè H i A � ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â ñâî¨õ ãðóïàõ (iíàêøå G íå ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà). Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 12.3. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Òîäi ìàþòü ìi-
ñöå òàêi âëàñòèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç ðÿäîì Ñóïðóíåíêà3 ãðóïè G :
1) ãðóïà F ¹ p-ïiäãðóïîþ ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗ ïîëÿ K;
2) ïîëå K îäåðæó¹òüñÿ ïðè¹äíàííÿì äî ïîëÿ T êîðåíÿ ñòåïåíÿ ps iç îäèíèöi äëÿ

äåÿêîãî s ≥ 0;
3) V = F ;
4) ãðóïà G/F äi¹ â ïîëi K àâòîìîðôiçìàìè ïîëÿ K íàä ïîëåì F.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V 6= F . Çà òåîðåìîþ Ñóïðóíåíêà ãðóïà V/F ñêií÷åííà. Òîäi
ñêií÷åííà p-ãðóïà V/F ìà¹ íåîäèíè÷íèé öåíòð Z = Z(V/F ) i íåîäèíè÷íèé íèæíié
øàð N = N(Z) (öå ïiäãðóïà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè ïîðÿäêó p) öüîãî öåíòðó. Ãðóïè
Z, N � çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ïðè äi¨ äîâiëüíîãî àâòîìîðôiçìà ãðóïè G/F , çîêðåìà,
Z, N � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G/F . Êðiì òîãî, ãðóïà G/F äi¹ ñïðÿæåíÿì â
åëåìåíòàðíié àáåëåâié ãðóïi4 N, ÿêó, â ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà ðîçãëÿäóâàòè ÿê ñêií÷åííî
âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì Zp iç p åëåìåíòiâ. Òîäi â ïðîñòîði N iñíó¹
íåíóëüîâèé âåêòîð cF (c � äåÿêèé åëåìåíò iç G) òàêèé, ùî

g−1(cF )g = cF (g ∈ G).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà 〈F, c〉 ¹ àáåëåâîþ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi G i öÿ
ïiäãðóïà ñòðîãî ìiñòèòü F, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ãðóïè F. Îòæå, V = F. Âëàñòèâîñòi
1)�4) òåïåð ñëiäóþòü iç ðåçóëüòàòiâ ïðî ïðèìiòèâíi ðîç'ÿçíi ãðóïè.

3Ðÿä Ñóïðóíåíêà ïðèìiòèâíî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè G : F ⊂ A ⊂ V ⊂ G (F � ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà
àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè G, V = ZG(F ) � öåíòðàëiçàòîð ïiäãðóïè F â ãðóïi G, A � òàêà ìàêñèìàëüíà
íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi G, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãðóïi V i ôàêòîð-ãðóïà A/F ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.)

4Åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà � àáåëåâà ãðóïà, âñi íåîäèíè÷íi åëåìåíòè ÿêî¨ ìàþòü îäèí i òîé
æå ïðîñòèé ïîðÿäîê.
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Ëåìà 12.4. Íåõàé H � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ) i A = 〈σ〉
� ãðóïà ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíà öèêëîì σ = (1, 2, . . . , p). Òîäi ñïëåòiííÿ W (H) =
= H o A ìàéæå çàâæäè áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pn, T ).
Âèêëþ÷åííÿ ñêëàäà¹ ëèøå âèïàäîê, êîëè îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) p = 2,
2) n = 1,
3) |H| = 2,
4) ïîëå T ìiñòèòü

√
2 àáî

√−2.

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà W = W (H) ïîðîäæó¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ A = Hp =
= H × · · · ×H i ìàòðèöåþ b = σ̃ ïiäñòàíîâêè σ (íàä êiëüöåì M(n, T )). Âiäîáðàæåííÿ
∆ : A → GL(n, T ), òàêå, ùî

∆(diag[a1, a2, . . . , ap]) = a1 (ai ∈ H)

¹ çîáðàæåííÿì ãðóïè A íàä ïîëåì T. Òàê ÿê H = ∆(A) � íåçâiäíà ãðóïà, òî çîáðà-
æåííÿ ∆ òàêîæ íåçâiäíå. Âèçíà÷èìî

∆i(a) = ∆(b−iabi) (a ∈ A; i = 0, 1, . . . , p− 1).

Òîäi ∆0 = ∆, ∆1, . . . , ∆p−1 � íåçâiäíi T -çîáðàæåííÿ ãðóïè A, âîíè ïîïàðíî íååêâiâi-
ëåíòíi (â íèõ ðiçíi ÿäðà), àëå ïîïàðíî ñïðÿæåíi âiäíîñíî ãðóïè W, ÿêà òðàíçèòèâíî
¨õ ïåðåñòàâëÿ¹. Iç öèõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹, ùî iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ ∆W ãðóïè
W áóäå íåçâiäíèì, à òàê ÿê W = ∆W (W ), òî W � íåçâiäíà ãðóïà.

Ïîêàæåìî, ùî W áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(np, T ). Íåõàé â öié ãðóïi
iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

X = (xij) (xij ∈ M(n, T )),

ùî
Xp ∈ W, X−1WX = W.

Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî X ∈ W .
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïåðøi äâà ÷ëåíè Z1(W ), Z2(W ) âåðõíüîãî öåíòðàëüíîãî

ðÿäó ãðóïè W (Z1(W ) = Z(W ), Z2(W )/Z1(W ) = Z(W/Z1(W ))). Î÷åâèäíî, ùî

Z1(W ) = {diag[α, . . . , α]|α ∈ Z(H)}.
Ïîêàæåìî, ùî

Z2(W ) =
〈
Z1(W ), diag[1, α, . . . , αp−1]|(α ∈ Z(H), αp = 1)

〉
.

ßêùî α ∈ Z(H) i αp = 1, òî

diag[1, α, . . . , αp−1] ∈ Z2(W ).

Íåõàé
a = diag[α1, α2, . . . , αp] (αi ∈ H)

� åëåìåíò iç Z2(W ). Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ W çíàéäåòüñÿ z ∈ Z1(W ) òàê, ùî x−1ax =
= az. Íåõàé

x = diag[x1, x2, . . . , xp] (xi ∈ H).

Òîäi
x−1

i αixi = αiγ (γ ∈ Z(H)).

Íåõàé äåÿêå αj íå ìiñòèòüñÿ â Z(H) i xj òàêèé åëåìåíò iç H, ùî xjαj 6= αjxj. Âiçüìåìî
xi = 1(i 6= j). Îäåðæèìî γ = 1 i íåìîæëèâå xjαj = αjxj. Îòæå, αi ∈ Z(H) (i = 1, . . . ,
p). Òåïåð iç óìîâè [a, b] ∈ Z1(W ) ëåãêî îäåðæàòè

αi = γi−1α1 (γ ∈ Z(H), γp = 1).
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Ìè âñòàíîâèëè, ÿêi åëåìåíòè ãðóïè A íàëåæàòü ãðóïi Z2(W ). Ïîêàæåìî, ùî iíøèõ
åëåìåíòiâ â Z2(W ) íåìà. Íåõàé öå íå òàê i

diag[β1, β2, . . . , βp]b ∈ Z2(W ) (βi ∈ H).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ xi ∈ H (i = 1, . . . , p) çíàéäåòüñÿ åëåìåíò δ ∈ Z(H)
òàêèé, ùî

diag[x−1
1 β1, . . . , x−1

p βp] diag[xp, x1, . . . , xp−1] = diag[β1δ, . . . , βpδ].

ßêùî H � íåàáåëåâà ãðóïà, òî, âçÿâøè x1 = 1, xp ∈ H \Z(H), îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ
ç ðiâíiñòþ

x−1
1 β1xp = β1δ.

Íåõàé H � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi

xi = xpδ
p−i (i = 1, . . . , p− 1)

i δp = 1. ßêùî p > 2, òî îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ, âçÿâøè xp = xp−1 = 1 i xp−2 6= 1.
Íåõàé p = 2, àëå |H| > 2. Òîäi â ãðóïi H iñíó¹ åëåìåíò γ, ïîðÿäîê ÿêîãî áiëüøèé íiæ
2. ßêùî âçÿòè x2 = 1, x1 = γ, òî îäåðæèòüñÿ ïðîòèði÷÷ÿ ç ðiâíiñòþ x1 = x2δ. Îòæå,
ó âñiõ âèïàäêàõ (çà âèêëþ÷åííÿì: p = 2, |H| = 2) ãðóïà Z2(W ) ìiñòèòüñÿ â A. ßêùî
p = 2 i |H| = 2, òî W � ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó 8 i Z2(W ) = W.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ìàòðèöi X. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî

X−1Zi(W )X = Zi(W ) (i ≥ 1).

Íåõàé α ∈ Z(H) i αp = 1. Òàê ÿê Z(H) � öèêëi÷íà ãðóïà, òî â íié iñíó¹ òiëüêè îäíà
ïiäãðóïà ïîðÿäêó p, öå ãðóïà 〈α〉 . Òîäi â Z1(W ) òàêîæ îäíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó p,
öå ãðóïà 〈αE〉 . Òîäi â ãðóïi Z2(W ) iñíó¹ ëèøå îäíà àáåëåâà òèïó (p, p) ïiäãðóïà, öå
ãðóïà 〈

αE, diag[1, α, . . . , αp−1]
〉
.

Òàê ÿê X � p-åëåìåíò i ãðóïà 〈α〉 íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó ïîðÿäêó p, òî (αE)X = X(αE)
i, îòæå, αxij = xijα. Iñíó¹ β ∈ Z(H), ùî

diag[1, α, . . . , αp−1]X = X diag[β, αtβ, . . . , αt(p−1)β]

äëÿ äåÿêîãî 1 6 t < p. Çâiäñè

αi−1xij = xijα
t(j−1)β (1 6 i, j 6 p).

Äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i (i = 1, . . . , p) iñíó¹ òiëüêè îäèí iíäåêñ j = j′ (1 6 j′ 6 p),
òàêèé, ùî

αi−1 = αt(j′−1)δ

(öå ñëiäó¹ iç òîãî, ùî α, β � åëåìåíòè ïîðÿäêó p â Z(H)). Äëÿ âñiõ iíøèõ j (j = 1,
. . . , p; j 6= j′) áóäåìî ìàòè xij = 0. Îòæå, iñíó¹ ïiäñòàíîâêà ρ íà p ñèìâîëàõ òàêà, ùî

X = diag[x1ρ(1), . . . , xpρ(p)]ρ̃.

Ðîçãëÿíåìî p-ãðóïó W1 = 〈W,X〉 . Öå ìîíîìiàëüíà ãðóïà íàä êiëüöåì M(n, T ). Êî-
æíèé åëåìåíò ãðóïè W1 ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi íà
ìàòðèöþ ïiäñòàíîâêè. Ïîñòàâèâøè ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíòàì ãðóïè W1 öi ïiäñòà-
íîâêè, îäåðæèìî äåÿêèé ãîìîìîðôiçì f : W1 → Sp. p-ïiäãðóïà f(W1) ⊂ Sp ìiñòèòü
ïiäñòàíîâêè σ, ρ, ïðè÷îìó σ � åëåìåíò ïîðÿäêó p. Àëå â ãðóïi Sp iñíó¹ ëèøå îäíà
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p-ïiäãðóïà, ùî ìiñòèòü ïiäñòàíîâêó σ. Îòæå, f(W1) = 〈σ〉 i òîäi ρ = σr äëÿ äåÿêîãî
r. Òàêèì ÷èíîì, ρ̃ ∈ W i ãðóïà W ìiñòèòü

Xρ̃−1 = diag[x1, . . . , xp](xi = xiρ(i)).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî xi � p-åëåìåíò â ãðóïi GL(n, T ) i 〈H, xi〉 � p-ïiäãðóïà â öié ãðóïi.
Àëå H � ñèëîâñüêà ïiäãðóïà â GL(n, T ). Öå çíà÷èòü, ùî xi ∈ H i òîäi X ∈ W, ùî é
òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Äîâåäåííÿ îá ðóíòîâóâàëîñÿ íà áóäîâi ãðóïè Z2(W ). Âèïàäîê
p = 2, |H| = 2 ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè îêðåìî. Â öüîìó âèïàäêó H = {1,−1}, n = 1 i

W =

〈(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
.

Íåõàé ïîëå T ìiñòèòü åëåìåíò γ =
√±2. Òîäi ìàòðèöÿ

V = γ−1

(
1 1
1 −1

)

áóäå 2-åëåìåíòîì â ãðóïi GL(2, T ) i ãðóïà 〈W,V 〉 áóäå 2-ïiäãðóïîþ â GL(2, T ). Ëåìà
äîâåäåíà.

�13. Äåÿêi ëåìè

Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, T � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî âiäìiííà âiä p.
Ëåìà 13.1. Íåõàé G � ñêií÷åííà p-ãðóïà, ùî ìiñòèòü öèêëi÷íó íîðìàëüíó ïiä-

ãðóïó H = 〈a〉 ïîðÿäêó pn, ÿêà ñóìiùà¹òüñÿ çi ñâî¨ì öåíòðàëiçàòîðîì â öié ãðóïi.
Òîäi G îäíà iç ãðóï:

G = H;

Gp =
〈
a, b | apn

= bpk

= 1, b−1ab = a1+pn−k
〉

(p 6= 2, 0 < k < n);

G21 =
〈
a, b | a2n

= b2k

= 1, b−1ab = a1+2n−k
〉

(n > 2, 0 < k < n− 1);

G22 =
〈
a, b | a2n

= b2k

= 1, b−1ab = a−1+2n−k
〉

(n > 2, 1 < k < n− 1);

G23 =
〈
a, b, c | a2n

= b2k

= 1, c2 = aj2n−1

, b−1ab = a1+2n−k

, c−1ac = a−1, bc = cb
〉

(n > 2, j = 0, 1, k < n− 1);

D2n =
〈
a, b | a2n

= b2 = 1, b−1ab = a−1
〉
;

Q2n+1 =
〈
a, b | a2n

= 1, b2 = a2n−1

, b−1ab = a−1
〉

;

QD2n =
〈
a, b | a2n

= b2 = 1, b−1ab = a−1+2n−1
〉

.

Â óñiõ âèïàäêàõ ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ ïiäãðóïè H ç äîïîìîãîþ äåÿêî¨ p-ïiäãðóïè
ãðóïè àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè H.

Áóäåìî äàëi âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ξn äëÿ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi
ïðè p 6= 2 i äëÿ êîðåíÿ ñòåïåíÿ 2n iç ìiíóñ îäèíèöi ïðè p = 2. Öi êîðåíi áóäåìî
âèáèðàòè òàê, ùîá ξp

s+1 = ξs (s ≥ 1).

Ëåìà 13.2 (Ëåìà Áåðìàíà). Àáî äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
T (ξi) = T (ξ1), àáî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n, ùî T (ξn) = T (ξ1) i (T (ξr) : T (ξ1)) = pr−n,
ÿêùî r > n.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = T (ξn)(n ≥ 1) i ξn+1 íå ìiñòèòüñÿ â K. Ïîêàæåìî, ùî òîäi
ξn+2 íå ìiñòèòüñÿ â K(ξn+1). Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê i ξn+2 ∈ K(ξn+1). Íåõàé ϕ �
òàêèé àâòîìîðôiçì ïîëÿ K(ξn+1) íàä ïîëåì K, ùî

ϕ(ξn+1) = εξn+1, (εp = 1, ε 6= 1).

Î÷åâèäíî, ϕp = 1. Òàê ÿê ξn+1 � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà xp2 − ξn íàä ïîëåì K, òî

ϕ(ξn+2) = ζξn+2,

ζ � êîðiíü ñòåïåíÿ p2 iç îäèíèöi. Íåõàé ϕ(ζ) = ζ. Òîäi

εξn+1 = ϕ(ξp
n+2) = ζpξn+1,

ξn+2 = ϕp(ξn+2) = ζpξn+2,

ùî äà¹ ïðîòèði÷÷ÿ. Íåõàé
ϕ(ζ) = εsζ.

Òîäi p 6= 2 i n = 1. Ìà¹ìî

ϕp(ξ3) = εstζpξ3, t =
p− 1

2
p,

òîáòî i â öüîìó âèïàäêó îäåðæèìî ïðîòèði÷÷ÿ. Ìè ïîêàçàëè, ùî ξn+2 íå ìiñòèòüñÿ â
T (ξn+1), ÿêùî ξn+1 íå ìiñòèòüñÿ â T (ξn). Çâiäñè ëåãêî îäåðæàòè äîâåäåííÿ ëåìè.

Íàñëiäîê 13.1. Íåõàé (T (ξn) : T (ξ1)) = ps. Òîäi T (ξ1) = T (ξps

n ).

�14. Ïðèìiòèâíi çîáðàæåííÿ äåÿêèõ p-ãðóï

Íåõàé G � p-ãðóïà, T � ïîëå, char T 6= p i ïðè p = 2 char T = 0. Áóäåìî íàçèâà-
òè äâà òî÷íèõ T -çîáðàæåííÿ Γ1, Γ2 ãðóïè G ñïðÿæåíèìè, ÿêùî ãðóïè Γ1(G), Γ2(G)
ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(m,T ) (m � ñòåïiíü öèõ çîáðàæåíü). Íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ
Γ ãðóïè G íàçâåìî ïðèìiòèâíèì (iìïðèìiòèâíèì), ÿêùî ìàòðè÷íà ãðóïà Γ(G) ¹
ïðèìiòèâíà (iìïðèìiòèâíà). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ïà-
ðàãðàôà.

Ëåìà 14.1.
1) Ãðóïè Gp, G21, G22, G23 íå ìàþòü òî÷íîãî ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì

T.
2) Íåõàé öèêëi÷íà ãðóïà H ìà¹ òî÷íå ïðèìiòèâíå çîáðàæåííÿ ∆ íàä ïîëåì T. Òîäi

T (ξ) = T (ξ1), äå ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi, ξ1 = ξpn−1 ïðè p 6= 2
i ξ1 = i =

√−1 ïðè p = 2. Îêðiì öüîãî, ÿêùî p = 2 i n = 2, òî i ∈ T. Ïîëå T (ξ1)
¹ ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ∆.

Äîâåäåííÿ. 1) Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåçóëüòàòàìè i ïîçíà÷åííÿìè §11. Ðîçãëÿíåìî ñïî-
÷àòêó âèïàäîê G 6= G23. Íåõàé K = T (ξ) i ∆0 � òî÷íå íåçâiäíå K-çîáðàæåííÿ ãðóïè
G. Çîáðàæåííÿ ∆0 ñïðÿæåíî iç çîáðàæåííÿì χG, ùî iíäóêó¹òüñÿ ëiíiéíèì õàðàêòå-
ðîì

χ : H = 〈a〉 → K, χ(a) = ξ,

ïiäãðóïè H ãðóïè G. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ∆0 = χG. Âiäìiòèìî, ùî ∆0 � àáñîëþòíî
íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì K. Íåõàé δ � õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ∆0. Òîäi

δ(g) =





0, g ∈ G \
〈
apk

〉
;

pkχ(g), g ∈
〈
apk

〉
.
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Äîâåäåìî öå. ßêùî t ∈ {0, 1, . . . , pk − 1}, òî âñi çíà÷åííÿ (1 + pn−k)t ïîïàðíî ðiçíi çà
mod pn. ßêùî ïðè öüîìó α(t) � òàêà ôóíêöiÿ, ùî (1 + pn−k)t = 1 + α(t)pn−k, òî öÿ
ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ ïîïàðíî ðiçíi çíà÷åííÿ çà mod pk. Íåõàé

Φ(x) = xpk−1 + · · ·+ x + 1.

Òîäi äëÿ g ∈ 〈a〉

δ(g) =

pk−1∑
t=0

χ(g)(1+pn−k)t

= χ(g)Φ(χ(g)pn−k

),

çâiäêè ñëiäóþòü ôîðìóëè äëÿ õàðàêòåðà δ. Íåõàé η = ξpk
, T1 = T (η), L = T1[x] �

ñòåïåíåâà àëãåáðà íàä ïîëåì T1 òàêà, ùî xpk
= η. Öÿ àëãåáðà áóäå T1G-ìîäóëåì:

a(v) = xv (v ∈ L), b−1(1) = 1,

b−1(xj) = b−1(aj(1)) = b−1ajb(b−1(1) = xjµ (µ = 1 + pn−k).

Íåõàé Γ � T1-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî ìà¹ ìîäóëü L. Ëåãêî áà÷èòè, ùî çîáðàæå-
ííÿ Γ � iìïðèìiòèâíå. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî õàðàêòåð çîáðàæåííÿ Γ òàêèé æå, ÿê
õàðàêòåð δ. Çâiäñè i iç ðiâíîñòi ñòåïåíiâ âèïëèâà¹, ùî çîáðàæåííÿ ∆0 i çîáðàæåííÿ
Γ ¹ åêâiâàëåíòíi íàä ïîëåì K. Òàêèì ÷èíîì, Γ ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì
ãðóïè G íàä ïîëåì T1, ùî ¹ ïîëåì õàðàêòåðà öüîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì T . Òàêèì
÷èíîì, T1 � ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ ∆0. Íåõàé ρ : T1 → M(d, T ) � çîáðàæåííÿ
ïîëÿ T1 ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d = (T1 : T ) íàä ïîëåì T i TΓ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G,
ÿêå îòðèìó¹òüñÿ iç çîáðàæåííÿ Γ çàìiíîþ êîæíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà α ∈ T1 íà
ìàòðèöþ ρ(α). Òîäi TΓ � òî÷íå íåçâiäíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàä ïîëåì T i áóäü-
ÿêå òî÷íå íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi îäåðæó¹òüñÿ îïèñàíèì
ñïîñîáîì. Òàê ÿê çîáðàæåííÿ Γ ¹ iìïðèìiòèâíå, òî çîáðàæåííÿ ρΓ òàêîæ iìïðèìi-
òèâíå. Îòæå, ãðóïà G (G 6= G23) íå ìà¹ òî÷íîãî ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåíÿ íàä ïîëåì
T . Íåõàé òåïåð G = G23. ßê i â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó, òî÷íå àáñîëþòíî íåçâiäíå K-
çîáðàæåííÿ ∆0 iíäóêó¹òüñÿ õàðàêòåðîì χ ïiäãðóïè H. Íåõàé H1 = 〈H, c〉 i δ1 = χH1 .
Òîäi ∆0 = δG

1 i ïîëå ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ δ1 áóäå ïîëåì ðîçêëàäó çîáðàæåííÿ ∆0.
Òîäi ρ(∆0) = (ρ(δ1))

G � òî÷íå íåçâiäíå, àëå iìïðèìiòèâíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G23.
1) äîâåäåíî.

2) Íåõàé ∆ � òî÷íå ïðèìiòèâíå çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè H íàä ïîëåì T ,
àëå r = (T (ξ) : T (ξ1)) > 1. Òîäi r = ps, s > 0 i íåõàé T1 òàêå ïiäïîëå â T (ξ), ùî
(T (ξ) : T1) = p. Òîäi ξp ∈ T1. Ïîëå T (ξ) áóäå ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ∆ : a(v) = ξv
(v ∈ T (ξ)). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî {T1, ξT1, . . . , ξp−1T1} � ñèñòåìà iìïðèìiòèâíîñòi TG-
ìîäóëÿ T (ξ). Öå ñóïåðå÷èòü ïðèìiòèâíîñòi çîáðàæåííÿ ∆. Îòæå, T (ξ) = T (ξ1). ßêùî
p = 2 i s = 2, àëå (T (i) : T ) = 2, òî

∆(a) =

(
0 −1
1 0

)
,

ùî òàêîæ ñóïåðå÷èòü ïðèìiòèâíîñòi ∆. Îòæå, i ∈ T . Ëåìà äîâåäåíà.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä òàêi 2-ãðóïè:

C2n+1 =
〈
an | a2n+1

n = 1
〉

� öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2n+1;

C2∞ =
〈
an (n = 0, 1, . . .) | a2

n = an−1, a2
0 = 1

〉

� ãðóïà òèïó 2∞;
D2n+1 =

〈
C2n+1 , b | b2 = 1, b−1anb = a−1

n

〉

49



� ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó 2n+2;

D2∞ =
〈
C2∞ , b | b2 = 1, b−1ab = a−1 (a ∈ C2∞)

〉
;

Q2n+2 =
〈
C2n+1 , b | b2 = a2n

n , b−1anb = a−1
n

〉

� ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 2n+2 (n ≥ 2);

Q2∞ =
〈
C2∞ , b | b2 = a0, b−1ab = a−1 (a ∈ C2∞)

〉
;

QD2n+1 =
〈
C2n+1 , b | b2 = 1, b−1anb = a−1+2n

n

〉

� êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà ïîðÿäêó 2n+2 (n ≥ 2).
Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, T ′ � éîãî àëãåáðà¨÷íå çàìèêàííÿ, ξn �

ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2n+1 iç îäèíèöi, ξ2
n = ξn−1, ξ1 =

√−1,

αn = ξn + ξ−1
n , βn = ξn − ξ−1

n .

Íåõàé ïîëå T íå ìiñòèòü i =
√−1 (òîáòî β1 = 2i íå ìiñòèòüñÿ â öüîìó ïîëi). Âiä-

ìiòèìî, ùî òîäi ïðè n > 1 ïîëå T íå ìîæå îäíî÷àñíî ìiñòèòè αn i βn. Âèâ÷èìî
T -çîáðàæåííÿ âêàçàíèõ 2-ãðóï.

Ëåìà 14.2.
1) Íåõàé íàòóðàëüíå n íàéáiëüøå òàêå, ùî αn ∈ T . Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆D2n+1 : a → An = 1/2

(
αn iβn

−iβn αn

)
, b →

(
1 0
0 −1

)

áóäå ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi àáñîëþòíî íåçâiäíèì òî÷íèì çîáðà-
æåííÿì ãðóïè D2n+1 íàä ïîëåì T . Çîáðàæåííÿ ∆D2n+1 ¹ iìïðèìiòèâíèì ëèøå
ó âèïàäêó n = 1.
Äàëi íåõàé â ïîëi T iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (γ, δ) ðiâíÿííÿ

x2 + y2 = −1

(ç íåâiäîìèìè x, y). Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆Q2n+2 : a → An = 1/2

(
αn iβn

−iβn αn

)
, b →

(
γ δ
δ −γ

)

áóäå ¹äèíèì ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi àáñîëþòíî íåçâiäíèì òî÷íèì i ïðèìi-
òèâíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè Q2n+2 íàä ïîëåì T . Íåõàé â ïîëi T íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1. Òîäi òî÷íå íåçâiäíå T -çîáðàæåííÿ ãðóïè Q2n+2 ç òî÷íi-
ñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

∆̃Q2n+2 : a →
(

An 0
0 A−1

n

)
, b →

(
0 −E
E 0

)
.

Öå çîáðàæåííÿ, î÷åâèäíî, ¹ iìïðèìiòèâíå.
2) Íåõàé αn ∈ T (n = 1, 2, . . . ). Òîäi ðîçãëÿíóòi â 1) T -çîáðàæåííÿ ∆D2n+1 ,

∆Q2n+2 (∆̃Q2n+2) ãðóï D2n+1 , Q2n+2 îäíîçíà÷íî ïðîäîâæóþòüñÿ äî T -çîáðàæåíü
∆D2∞ , ∆Q2∞ (∆̃Q2∞) ãðóï D2∞ , Q2∞ âiäïîâiäíî. Çîáðàæåííÿ ∆D2∞ , ∆Q2∞ ïðè-
ìiòèâíi, çîáðàæåííÿ ∆̃Q2∞ ¹ iìïðèìiòèâíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = T (i). Òîäi ξn ∈ K. Ïîëå K ìà¹ ¹äèíèé íåîäèíè÷íèé
àâòîìîðôiçì Σ íàä ïîëåì T : Σ(i) = −i, Σ(ξn) = ξ−1

n . Î÷åâèäíî, Σ(iβn) = iβn ∈ T i

ξn = 1/2(αn + i(−iβn))
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¹ ðîçêëàäîì åëåìåíòà ξn çà áàçèñîì 1, i ïîëÿ K íàä ïîëåì T . Îòæå, îïåðàòîð ìíîæå-
ííÿ íà ξn â öüîìó áàçèñi áóäå ìàòè ìàòðèöþ An. Îäåðæàíî T -çîáðàæåííÿ an → An

ãðóïè Cn, ìîäóëåì ÿêîãî ¹ ïîëå K. Ïðîäîâæèìî öå çîáðàæåííÿ íà äiåäðàëüíó i êâà-
òåðíiîííó ãðóïè. Äëÿ öüîãî â ïîëi K âèçíà÷èìî äiþ îïåðàòîðà b. Íåõàé

b(1) = α + iβ,

äå α, β äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ T . Òîäi

b(i) = b(a1(1)) = ba1b
−1(b(1)) = a−1

1 (b(1)) = −ib(1).

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
b(v) = Σ(v)b(1) (v ∈ K).

Åëåìåíò ω = b(1) íå ìîæå áóòè äîâiëüíèì. Òàê ÿê b2 = 1 â äiåäðàëüíié ãðóïi i b2 = a2n

n

â êâàòåðíiîííié ãðóïi, òî
ωΣ(ω) = ±1,

äå ïëþñ áåðåòüñÿ äëÿ ãðóïè D2n+1 , à ìiíóñ äëÿ ãðóïè Q2n+2 (äðóãèé âèïàäîê ìî-
æëèâèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîîðäèíàòè åëåìåíòà ω = γ + iδ áóäóòü ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1). Íåõàé äëÿ ω = b(1) âêàçàíà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Kω îäåðæàíèé ïðè öüîìó TG-ìîäóëü (G = 〈C2n , b〉). Ïîêàæåìî, ùî âñi òàêi
ìîäóëi ¹ ïîïàðíî içîìîðôíi. Íåõàé Kω1 , Kω2 � äâà TG-ìîäóëi. Òîäi N(ω1ω

−1
2 ) = 1 (N

� ôóíêöiÿ íîðìè: N(α + iβ) = α2 + β2). ßê âiäîìî, N(v) = 1 (v ∈ K) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè v = uΣ(u−1) (u ∈ K). Îòæå, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà ρ ∈ K

ρω1 = ω2Σ(ρ).

Òîäi âiäîáðàæåííÿ ε : Kω2 → Kω1 òàêå, ùî ε(v) = ρv (v ∈ K) áóäå içîìîðôiçìîì TG-
ìîäóëiâ. Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi iñíó¹ òiëüêè îäíå ïðîäîâæåííÿ
çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè C2n äî çîáðàæåííÿ ó âèïàäêó äiåäðàëüíî¨ ãðóïè i íå áiëüøå
îäíîãî ïðîäîâæåííÿ äëÿ âèïàäêó êâàòåðíiîííî¨ ãðóïè. Â ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà
âçÿòè b(1) = 1 i òîäi ∆(b) = diag[1,−1], à â äðóãîìó � b(1) = γ + iδ, γ2 + δ2 = −1,
(γ, δ ∈ T ) i òîäi

∆(b) =

(
γ δ
δ −γ

)
.

Â ðåçóëüòàòi ìè îäåðæèìî òi çîáðàæåííÿ, ùî âêàçàíi â ëåìi.
Íåõàé Γ � òî÷íå íåçâiäíå T ′-çîáðàæåííÿ ãðóïè G. Òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé õàðàêòåð

χ : C2n → T ′ òàêèé, ùî Γ = χG, òîáòî öå çîáðàæåííÿ iíäóêó¹òüñÿ öèì õàðàêòåðîì.
Î÷åâèäíî, χ(an) = ξ � îäèí iç êîðåíiâ ñòåïåíÿ 2n iç −1. Çîáðàæåííÿ, ùî çäîáóâà¹òüñÿ
äëÿ iíøîãî çíà÷åííÿ õàðàêòåðà áóäå ñïðÿæåíî iç çîáðàæåííÿì Γ. Íåõàé χ(an) = ξn.
Òîäi õàðàêòåð çîáðàæåííÿ Γ áóäå òàêèì æå, ÿê õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ∆, ÿêå âêàçàíå
â ëåìi. Îòæå, öi çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíi i ëåìà äîâåäåíà äëÿ ãðóï äiåäðà i äîâåäåíà
äëÿ ãðóï êâàòåðíiîíiâ ó âèïàäêó ðîçâ'ÿçíîñòi ïåâíîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
êîëè öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Öåé âèïàäîê ñòîñó¹òüñÿ ãðóïè Q2n+2 . �¨ çîáðàæåííÿ
Γ ìà¹ âèãëÿä:

an → diag[ξn, ξ−1
n ], b →

(
0 −1
1 0

)
.

Öå çîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíî çîáðàæåííþ

an → An, b → i diag[1,−1]

íàä ïîëåì K, à ñóìà äâîõ öèõ çîáðàæåíü áóäå åêâiâàëåíòíà (íàä K) òîìó T -çîáðàæåí-
íþ (ãðóïè Q2n+2), ÿêå íàâåäåíå â ëåìi. (Âiäìiòèìî, ùî ïîëå K ¹ òå íàéìåíøå ðîçøè-
ðåííÿ ïîëÿ T õàðàêòåðà çîáðàæåííÿ Γ, íàä ÿêèì öå çîáðàæåííÿ ìîæíà ðåàëiçóâàòè,
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iíàêøå êàæó÷è, iíäåêñ Øóðà çîáðàæåííÿ Γ âiäíîñíî ïîëÿ T äîðiâíþ¹ (K : T ) = 2).
Ìè îïèñàëè òîé øëÿõ, ç äîïîìîãîþ ÿêîãî çäîáóâàþòüñÿ òî÷íi íåçâiäíi T -çîáðàæåííÿ
ãðóïè Q2n+2 . Ïåðøà ÷àñòèíà ëåìè äîâåäåíà. Äðóãà ÷àñòèíà ¹ íàñëiäêîì ïåðøî¨.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ïîëå T ìiñòèòü åëåìåíòè âèãëÿäó βn (n > 1).
Âiäìiòèìî, ùî ïîëå T íå ìîæå ìiñòèòè äâà òàêèõ ðiçíèõ åëåìåíòè (iíàêøå i ∈ T ).

Ëåìà 14.3. Íåõàé βn ∈ T äëÿ äåÿêîãî n ≥ 2. Òîäi âiäïîâiäíiñòü

∆Q2n+2 : a → A′
n = 1/2

(
βn iαn

−iαn βn

)
, b →

(
1 0
0 −1

)

áóäå ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ¹äèíèì òî÷íèì àáñîëþòíî íåçâiäíèì i ïðèìi-
òèâíèì T -çîáðàæåííÿì ãðóïè Q2n+2.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè àíàëîãi÷íå âèïàäêó ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Âiäìiííiñòü òiëüêè â
iíøié äi¨ àâòîìîðôiçìó Σ : Σ(ξn) = −ξ−1

n . Îêðiì öüîãî, Σ(βn) = βn, Σ(iαn) = iαn i

ξn = 1/2(βn + i(−iαn)).

Íåõàé ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi 1) ëåìè 14.2 àáî óìîâàì ëåìè 14.3, T0 � òàêå
ïiäïîëå â T , ùî T = T0(αn) àáî, âiäïîâiäíî, T = T0(βn), G îäíà iç ãðóï D2n+1 , Q2n+2

àáî, âiäïîâiäíî, G = Q2n i ∆ � T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ùî îïèñàíå â ëåìàõ 14.2,
14.3. Íåõàé d = (T : T0) i ρ : T → M(d, T0) � ìàòðè÷íå íàä ïîëåì T0 çîáðàæåííÿ
ñòåïåíÿ d ïîëÿ T , ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äîâiëüíîìó åëåìåíòó ω ∈ T ìàòðèöþ
ρ(ω) îïåðàòîðà ω̂ ìíîæåííÿ íà öåé åëåìåíò (ω̂(x) = ωx) (x ∈ T ) â ïåâíîìó áàçèñi
ïîëÿ T íàä T0. ßêùî A = (αij) � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s íàä ïîëåì T , òî ÷åðåç ρ(A)
ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ ïîðÿäêó ds íàä ïîëåì T0, ùî îäåðæó¹òüñÿ çàìiíîþ ìàòðè÷íèõ
åëåìåíòiâ αij íà âiäïîâiäíi ìàòðèöi ρ(αij).

Ëåìà 14.4. Âiäïîâiäíiñòü

ρ(∆) : g → ρ(∆(g)) (g ∈ G)

áóäå íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè G íàä ïîëåì T0. Áóäü-ÿêå òî÷íå íåçâiäíå T0-
çîáðàæåííÿ ãðóïè G ñïðÿæåíî ç çîáðàæåííÿì ρ(∆). Íåõàé d > 1. Çîáðàæåííÿ
ρ(∆) áóäå ïðèìiòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

T = T0(αn), G = Q2n+2

i ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó â ïîëi T0(αn−1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Σ1, . . . , Σd � âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ T íàä ïîëåì T0 i

∆j : g → Σj(∆(g)) (g ∈ G)

� T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ñïðÿæåíå àâòîìîðôiçìîì Σj äî çîáðàæåííÿ ∆. Çîáðàæå-
ííÿ ∆1, . . . , ∆d ïîïàðíî íååêâiâàëåíòíi íàä ïîëåì T , à ¨õ ñóìà ∆1 + . . . + ∆d åêâi-
âàëåíòíà íàä ïîëåì T íåçâiäíîìó çîáðàæåííþ ãðóïè G ìàòðèöÿìè íàä ïîëåì T0.
Õàðàêòåð çîáðàæåííÿ ρ(∆) ðiâíèé õàðàêòåðó ñóìè ∆1 + . . . + ∆d i, îòæå, ç òî÷íiñòþ
äî åêâiâàëåíòíîñòi (íàä ïîëåì T )

ρ(∆) = ∆1 + . . . + ∆d.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåçâiäíiñòü T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G. Òàê ÿê âñi òî÷íi íåçâiäíi
T -çîáðàæåííÿ ãðóïè G ïîïàðíî ñïðÿæåíi, òî ïîïàðíî ñïðÿæåíèìè áóäóòü âñi òî÷íi
íåçâiäíi ãðóïè G íàä ïîëåì T0.
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Íåõàé d > 1. Äîñëiäèìî íà ïðèìiòèâíiñòü çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G íàä ïîëåì
T0. Ìîäóëåì öüîãî çîáðàæåííÿ ¹ ïîëå K = T (i) = T0(γn, i), äå γn = αn, àáî γn = βn.
Ãðóïà G äi¹ â öüîìó ìîäóëi òàê, ÿê âêàçàíî ïðè äîâåäåíi ëåì 14.2, 14.3. Òàê ÿê

α2
n = αn−1 + 2, β2

n = αn−1 − 2,

òî αn−1 ∈ T , ïîëå T1 = T0(αn−1) ìiñòèòüñÿ â ïîëi T i (T : T1) = 2. Íåõàé K1 = T1(i).
Òîäi (K : K1) = 2,

K = K1 + K1ξn, ξ2
n ∈ K1.

Íåõàé G � äiåäðàëüíà àáî êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà. Òîäi

an(K1) = K1ξn, an(K1ξn) = K1ξ2
n = K1,

b(K1) = Σ(K1) = K1, b(K1ξn) = K1ξ−1
n = (K1ξ−2

n )ξn = K1ξn.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî T0-ïiäïðîñòîðè K1, K1ξn óòâîðþþòü ñèñòåìó iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè
G, òîáòî çîáðàæåííÿ ρ(∆) áóäå iìïðèìiòèâíèì.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ãðóïè G = Q2n+2 i íåõàé ïðè öüîìó

Kω = K, b(x) = Σ(x)ω (x ∈ K)

� áóäå ìîäóëåì çîáðàæåííÿ ρ(∆). Íåõàé â ïîëi T1 ðiâíÿííÿ x2+y2 = −1 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
(γ1, δ1). ßê ïîêàçàíî ïðè äîâåäåíi ëåìè 14.2, TG-ìîäóëi

Kω, Kω1 (ω1 = γ1 + iδ1 ∈ T1)

áóäóòü içîìîðôíi. Îòæå ìîæíà ââàæàòè, ùî T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) ïîáóäîâàíî äëÿ
ìîäóëÿ K = Kω1 . Òàê ÿê, ïðè öüîìó, b(K1) = K1, òî {K1, K1ξn} � ñèñòåìà iìïðè-
ìiòèâíîñòi ãðóïè G, òîáòî T0-çîáðàæåííÿ ρ(∆) áóäå iìïðèìiòèâíèì. Íàâïàêè, íåõàé
çîáðàæåííÿ ρ(∆) ãðóïè G = Q2n+2 ¹ iìïðèìiòèâíèì i Kω (ω ∈ T ) ¹ ìîäóëåì öüîãî
çîáðàæåííÿ. Òàê ÿê öåé ìîäóëü iìïðèìiòèâíèé, òî

Kω = L1 ⊕ L2

� ïðÿìà ñóìà T0-ïiäïðîñòîðiâ òàêèõ, ùî

an(L1) = L2, an(L2) = L1, b(Lj) = Lj.

Öå ìîæëèâî òiëüêè ó âèïàäêó êîëè L1 = K1, L2 = K1ξn. Öå çíà÷èòü, ùî K1 ¹ ìîäóëåì
äëÿ ãðóïè Q2n+1 . Òîäi b(1) ∈ K1, òîáòî

b(1) = γ1 + iδ1 (γ1, δ1 ∈ T1, γ2
1 + δ2

1 = −1).

Ëåìà äîâåäåíà.

�15. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (p > 2 àáî
p = 2 i

√−1 ∈ T )

ßê i ðàíiøå, T � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî âiäìiííà âiä p. Òàê ñàìî áóäåìî
âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ ξn äëÿ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi ïðè p 6= 2 i äëÿ
êîðåíÿ ñòåïåíÿ 2n iç −1. Íåõàé d = (T (ξ1) : T ) i ρ : T (ξ1) → M(d, T ) � çîáðàæåííÿ
ïîëÿ T (ξ1) ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d íàä ïîëåì T . ×åðåç Pq(K) (q � ïðîñòå) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñèëîâñüêó q-ïiäãðóïó â ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi ïîëÿ K.

Òåîðåìà 15.1. Íåõàé p > 2 àáî ïðè p = 2 ïîëå T ìiñòèòü êîðiíü
√−1. Â ãðóïi

GL(n, T ) òîäi i òiëüêè òîäi iñíó¹ íåîäèíè÷íà ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïè,
êîëè n = d = (T (ξ1) : T ). ßêùî U � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi
GL(d, T ), òî ãðóïà U ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ ρ(Pp(T (ξ1)).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ). Âèêîðèñòà¹ìî
ëåìó 12.3, çãiäíî ÿêî¨ ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿ äåÿêî¨ p-ïiäãðóïè F â ìóëüòèïëiêàòèâíié
ãðóïi K∗ ïîëÿ K = T (ξ) (ξps

= 1) ç äîïîìîãîþ p-ïiäãðóïè G/F ãðóïè Ãàëóà ïîëÿ K
íàä ïîëåì T .

Íåõàé G � íåñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi F ∼= Cp∞ = 〈an (n = 0, 1, . . .) | ap
n = an−1,

ap
0 = 1〉 � ãðóïà òèïó p∞,

T (ξ1) = T (ξm) (m = 1, 2, . . .), K = T (ξ1)

(äèâ. ëåìó 13.2). Ïðè p > 2 ãðóïà òèïó p∞ íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó ïîðÿäêó p, òîáòî
G = F i n = (T (ξ1) : T ). Ïðè p = 2 ãðóïà òèïó 2∞ ìà¹ àâòîìîðôiçì ïîðÿäêó 2, ÿêèé
êîæíèé åëåìåíò x öi¹¨ ãðóïè ïåðåâîäèòü â îáåðíåíèé x−1. Íåõàé äëÿ öüîãî àâòîìîð-
ôiçìà iñíó¹ àâòîìîðôiçì σ ïîëÿ K íàä ïîëåì T . Òîäi σ(ξ) = ξ−1, àëå íåìîæëèâî
σ(i) = −i (ïîëå T ìiñòèòü i =

√−1). Îòæå, ïîëå K òàêîãî àâòîìîðôiçìó íå ìà¹.
Òàêèì ÷èíîì, i ïðè p = 2 ìà¹ìî G = F i òîäi n = 1 = (T (ξ) : T ). Îòæå, â îáîõ
âèïàäêàõ G = F = ρ(Pp(T (ξ1))) i n = (T (ξ) : T ) = (T (ξ1) : T ).

Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà. Âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 13.1. Ïðè p > 2 ìà¹ìî G = Gp,
à ïðè p = 2 ãðóïà G ìîæå áóòè ëèøå ãðóïîþ G21 (ëèøå äëÿ öi¹¨ ãðóïè âiäïîâiäíi
àâòîìîðôiçìè ïîëÿ K çáåðiãàþòü åëåìåíò i ∈ T ). Ç ëåìè 14.1 âèïëèâà¹, ùî G �
öèêëi÷íà ãðóïà i ïîëå K ¹ TG-ìîäóëåì. Îòæå, G = ρ(Pp(T (ξ1)), n = d = (T (ξ1) : T ).
Ç äðóãîãî áîêó, ÿêùî ïîëå T (ξ1) ¹ ìîäóëåì T -çîáðàæåííÿ äëÿ äåÿêî¨ p-ãðóïè G, òî
â ñèëó îáìåæåííÿ 0 6 d < p, öåé ìîäóëü íå ìîæå áóòè iìïðèìiòèâíèì. Îòæå, ãðóïà
ρ(Pp(T (ξ1)) � ïðèìiòèâíà. Öå äîâîäèòü òåîðåìó.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 15.1, U = ρ(Pp(T (ξ1)) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(d, T ) (d = (T (ξ1) : T ), ξp

1 = 1 (p 6= 2), χ2 = −1 (p = 2)). Ââåäåìî äåÿêi
ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Cp � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíà öèêëîì
σ = (12 . . . p),

W0 = U, W1 = W0 o Cp, . . . , Wj = Wj−1 o Cp

� ñïëåòiííÿ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè Wj−1 i ãðóïè ïiäñòàíîâîê Cp (j = 1, 2, . . .). Ç ëåìè 12.4
âèïëèâà¹, ùî ãðóïà Wj áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dpj, T ).
Íåõàé m � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,

m = m0 + dn (0 6 m0 < d),

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s (0 6 ni < p, ns 6= 0)

� p-i÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Íåõàé
Um = 〈1〉m0 ×W n1

1 × · · · ×W ns
s

� ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï, âçÿòèé ïî âñiõ òèõ j, äëÿ ÿêèõ nj 6= 0 (〈1〉m0 � îäèíè÷íà
ãðóïà äëÿ âèïàäêó m0 6= 0).

Òåîðåìà 15.2. Ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ãðóïà Wj ¹ ¹äèíîþ íåçâiäíîþ ñèëîâ-
ñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dpj, T ), à ãðóïà Um � ¹äèíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
â ãðóïi GL(m,T ).

Íàñëiäîê 15.1. Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T âiäìiííà âiä p i ïðè p = 2 öå
ïîëå ìiñòèòü

√−1. Òîäi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,T ) ïîïàðíî ñïðÿæåíi â
öié ãðóïi.

Íàñëiäîê 15.2. Íåõàé õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ T âiäìiíà âiä p. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà
H ãðóïè GL(n, T ) ¹ ãðóïîþ ×åðíiêîâà5, çîêðåìà, öÿ ïiäãðóïà çàäîâîëüíÿ¹ íîðìàëiçà-
òîðíié óìîâi6.

5p-ãðóïà ×åðíiêîâà � ðîçøèðåííÿ ïðÿìîãî äîáóòêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà ãðóï òèïó p∞ çà äîïîìî-
ãîþ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè.

6Ãðóïà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íîðìàëiçàòîðíié óìîâi � ãðóïà H âñÿêà âëàñíà ïiäãðóïà ÿêî¨ âiäìiííà
âiä ñâîãî íîðìàëiçàòîðà â ãðóïi H.
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�16. Ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (char T = q > 2)

Íåõàé ξs � êîðiíü ñòåïåíÿ 2s iç ìiíóñ îäèíèöi i ξ2
s = ξs−1, s ≥ 1, ξ0 = −1. ×åðåç

P2(K) áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèëîâñüêó 2-ïiäãðóïó ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè K∗ ïîëÿ K.
Áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ:

αs = ξs + ξ−1
s , βs = ξs − ξ−1

s (s ≥ 1).

Âiäìiòèìî, ùî
α1 = 0, β1 = 2ξ1, α2 =

√
2, β2 =

√−2.

Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè q > 2 i Zq � ïðîñòå ïiäïîëå iç q åëåìåíòiâ.
Ëåìà 16.1. Íåõàé q ≡ 1 (mod 4) àáî ïîëå T ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîëå ïàðíîãî

ñòåïåíÿ íàä ïîëåì Zq. ßêùî H � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, T ),
òî n = 1 i H = P2(T ).

Äîâåäåííÿ. ξ1 =
√−1 ∈ T i ëåìà âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòiâ §14.

Íåõàé q ≡ −1 (mod 4) i áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ïiäïîëå â T ìà¹ íåïàðíó ñòåïiíü íàä
ïîëåì Zq. Òîäi P2(T ) = {1,−1}. Òàê ÿê ïîëå T ìiñòèòü

√
2 àáî

√−2, òî ñïëåòiííÿ
W2(P2(T )) = P2(T ) o S2 íå áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2, T ).

Ëåìà 16.2. Íåõàé q ≡ −1 (mod 4). Â ãðóïi GL(m,T ) (m > 1) òîäi i òiëüêè òîäi
ìiñòèòüñÿ ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà, êîëè m = 2. Íåõàé s � íàéáiëüøèé
ïîêàçíèê òàêèé, ùî 2s äiëèòü q + 1. Òîäi s ≥ 2, βs ∈ T i êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà
(ïîðÿäêó 2s+2)

QD2s+1 =

〈
a =

1

2

(
βs iαs

−iαs βs

)
, b =

(
1 0
0 −1

)〉
(a2s+1

= b2 = 1, b−1ab = −a−1)

áóäå ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(2, T ) (äèâ. òàêîæ ëåìó 14.3).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ïðèìiòèâíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) i F �
ìàêñèìàëüíà íîðìàëüíà àáåëåâà ïiäãðóïà â G. Òîäi F ∼= P2(T (ξ)), äå ξ2n

= 1 äëÿ
äåÿêîãî n, à ãðóïà G/F içîìîðôíà ñèëîâñüêié 2-ïiäãðóïi ãðóïè Ãàëóà G(K,T ) ïîëÿ
K = T (ξ) íàä ïîëåì T . Öÿ ãðóïà ïîðîäæó¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì Ôðîáåíióñà: σ(v) = vq

(v ∈ K), ïîðÿäîê ÿêîãî äîðiâíþ¹ (K : T ) = 2k äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k. Òàê ÿê
ãðóïà òèïó 2∞ íå ìà¹ àâòîìîðôiçìó òèïó σ, òî ãðóïà F áóäå ñêií÷åííîþ i òîäi ãðóïà
G ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ G22 àáî ç ãðóïîþ QD2n ç ëåìè 13.1. Ãðóïà G22 íå ìà¹ òî÷íîãî
ïðèìiòèâíîãî çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì T , à â ñèëó ëåì 14.3�14.4, ñòåïiíü ïðèìiòèâíîãî
çîáðàæåííÿ ãðóïè QD2n ðiâíà 2. Îòæå, m = 2. Ãðóïà GL(2, T ) ìiñòèòü öèêëi÷íó
2-ïiäãðóïó íàéâèùîãî ïîðÿäêó 2s+1. Îòæå, n = s + 1, ξ = ξs, ξq = −ξ−1, σ(βs) = βs

i βs ∈ T . Òîäi ãðóïà QD2s+1 ìiñòèòüñÿ â ãðóïi GL(2, T ) i ¹ ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ
2-ïiäãðóïîþ â öié ãðóïi. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé
n = n0 + n12 + · · ·+ nt2

t (0 6 nj < 2, nt 6= 0)

� 2-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Òåîðåìà 16.1. Íåõàé q ≡ 1 (mod 4) àáî ïîëå T ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîëå

ïàðíîãî ñòåïåíÿ íàä ïðîñòèì ïiäïîëåì. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ

(W0)
n0 × (W1)

n1 × · · · × (Wt)
nt

(W0 = P2(T ), Wj = Wj−1 o C2 (j = 1, 2, . . .)).
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Òåîðåìà 16.2. Íåõàé q ≡ −1 (mod 4) i áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ïiäïîëå ïîëÿ T ìà¹
íåïàðíó ðîçìiðíiñòü íàä ïðîñòèì ïiäïîëåì. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðó-
ïè GL(n, T ) ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ

(〈−1〉)n0 × (W0)
n1 × · · · × (Wt−1)

nt

(Wj = Wj−1 o C2 (j = 1, 2, . . .), W0 = QD2s+1 � ãðóïà, ùî âêàçàíà â ëåìi 16.2).

�17. Ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n, T ) (char T = 0)

Íåõàé T � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü i i =
√−1 íå ìiñòèòüñÿ â öüîìó ïîëi. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïðî ïðèìiòèâíi çîáðàæåííÿ 2-ãðóï (äèâ. §14) äàìî îïèñàííÿ
ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè GL(m,T ) (m > 1). Íàãàäà¹ìî ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé ξs �
ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2s+1 iç 1,

αs = ξs + ξ−1
s , βs = ξs − ξ−1

s (s = 1, 2, . . .).

Íàïðèêëàä, α1 = 0, β1 = 2
√−1, α2 =

√
2, β2 =

√−2 i ò. ä. ßêùî ïîëå T ìiñòèòü αs

àáî βs, òî ëþáîìó âèïàäêó αs−1 ∈ T (s > 1). Ïîëå T íå ìîæå ìiñòèòè îäíî÷àñíî αs,
βs (s > 1) i íå ìîæå ìiñòèòè îäíî÷àñíî äâîõ ðiçíèõ βs, βk. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

ξs =
1

2
(αs − i(iβs)) =

1

2
(βs − i(iαs)),

ùî äà¹ ðîçêëàä çà áàçèñîì 1, i. Îêðiì öüîãî, ξs ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíiâ

x2 − αsx + 1, x2 − βsx− 1.

Íåõàé K = T (i), P2 = P2(T ) i P2(K) � ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè â T ∗ i K∗ âiäïîâiäíî.
Î÷åâèäíî, P2 = 〈−1〉 = {1, −1}, i ∈ P2(K).

Ââåäåìî â ðîçãëÿä íîðìåíå âiäîáðàæåííÿ N : K → T, ïîêëàâøè

N(a + bi) = a2 + b2 (a, b ∈ T ).

ßêùî a ∈ T, òî N(a) = a2. ßêùî w ∈ T (i), w 6∈ T, òî íîðìà N(w) ðiâíà âiëüíîìó
÷ëåíó êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà íàä T , êîðåíåì ÿêîãî ¹ w.

Íåõàé σ � àâòîìîðôiçì ïîëÿ T (i) òàêèé, ùî σ(i) = −i. Òîäi σ(ξs) = ξ−1
s . ßêùî

αs ∈ T, òî iβs ∈ T i ÿêùî βs ∈ T, òî iαs ∈ T. Äàëi

N(w) = wσ(w), w ∈ T (i).

ßêùî ω ∈ P2(K), òî N(ω) = ±1. Îòæå, ìîæëèâi äâà âèïàäêè:
1) N(P2(K)) = {1};
2) N(P2(K)) = {1,−1}.

Â çàëåæíîñòi âiä öèõ âèïàäêiâ ïðîâåäåìî îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè
GL(m,T ). Íåõàé âñþäè äàëi

m = m0 + m12 + · · ·+ ms2
s

� 2-i÷íèé ðîçêëàä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè GL(d, T ). ×åðåç
W (H) = H oC2 áóäåìî ïîçíà÷àòè ñïëåòiííÿ ãðóïè H i öèêëi÷íî¨ ãðóïè C2 ïiäñòàíîâîê
ñòåïåíÿ 2. Íåõàé

W0(H) = H, Wj(H) = Wj−1(H) o C2 (j = 1, 2, . . .).

Ãðóïà Wj(H) � ïiäãðóïà â ãðóïi GL(2jd, T ).
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê íåñêií÷åííèõ ìàòðè÷íèõ 2-ãðóï.
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Òåîðåìà 17.1. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) âñi åëåìåíòè αs (s = 1, 2, . . .) íàëåæàòü ïîëþ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ íàä ïîëåì T .

Òîäi ãðóïà

D∞ =

〈
b =

(
1 0
0 −1

)
, as =

1

2

(
αs iβs

−iβs αs

)
(s = 1, 2, . . .)

〉

áóäå ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2, T ). Íåõàé W0(D∞) =
= D∞,WJ(D∞) = Wj−1(D∞)oC2. Òîäi ãðóïà Wj(D∞) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-
ïiäãðóðîþ ãðóïè GL(2j+1, T ). Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) ñïðÿ-
æåíà â öié ãðóïi ç ïðÿìèì äîáóòêîì

Pm0
2 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = D∞.

Òåîðåìà 17.2. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) âñi åëåìåíòè αs (s = 1, 2, . . .) íàëåæàòü ïîëþ T ;
2) â ïîëi T iñíóþòü òàêi åëåìåíòè γ, δ, ùî γ2 + δ2 = −1.

Òîäi ãðóïà D∞ i ãðóïà

Q∞ =

〈
c =

(
γ δ
δ −γ

)
, as (s = 1, 2, · · · )

〉

áóäóòü íåiçîìîðôíèìè ïðèìiòèâíèìè ñèëîâñüêèìè 2-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(2, T ),
à ãðóïè Wj(D∞) i Wj(Q∞) áóäóòü íåiçîìîðôíèìè íåçâiäíèìè ñèëîâñüêèìè 2-
ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(2j+1, T ).
Íåõàé m−m0 = 2(u + v) i

u = u0 + u12 + · · ·+ uk2
k, v = v0 + v12 + · · ·+ vr2

r

� 2-i÷íi ðîçêëàäè. Òîäi ïðÿìèé äîáóòîê

Pm0
2 × (W0(D∞))u0 × · · · × (Wk−1(D∞))uk × (W0(Q∞))v0 × · · · × (Wr−1(Q∞))vr

áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,T ). Ðiçíi ïàðè (u, v) âèçíà÷àþòü íåi-
çîìîðôíi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïì ãðóïè GL(m,T ). Ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi (i
içîìîðôiçìó) â ãðóïi GL(m,T ) iñíó¹ [m

2
] + 1 ñèëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäêè ñêií÷åííèõ ìàòðè÷íèõ 2-ãðóï.
Òåîðåìà 17.3. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

1) íå âñi αs ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T i íåõàé n íàéáiëüøå òàêå, ùî αn ∈ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó íàä ïîëåì T (α1, α2, . . .).

Òîäi äiåäðàëüíà ãðóïà
D2n+1 = 〈an, b = diag[1,−1]〉

ïîðÿäêó 2n+2 áóäå íåçâiäíîþ i ïðèìiòèâíîþ ïðè n > 1 ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(2, T ). Ãðóïà Wj(D2n+1) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(2j+1, T ). Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) áóäå ñïðÿæåíà ç ïðÿ-
ìèì äîáóòêîì

Pm0
2 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = D2n+1 ïðè n > 1 i H = P2 o C2 ïðè n = 1.
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Òåîðåìà 17.4. Íåõàé N(P2(K)) � îäèíè÷íà ãðóïà i ïîëå T çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
1) íå âñi αs ìiñòÿòüñÿ â ïîëi T i íåõàé n íàéáiëüøå òàêå ùî αn ∈ T ;
2) ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè íàä äåÿêèìè ïîëÿìè T (αs) i íåõàé r (r ≥ n)

íàéìåíøå òàêå, ùî âêàçàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê (γ, δ) íàä ïîëåì T (αr).
Òîäi êâàòåðíiîííà ãðóïà

Q2r+2 =

〈
ãr =

(
ρ(αr) ρ(iβr)
−ρ(iβr) ρ(αr)

)
, b̃ =

(
ρ(γ) ρ(δ)
ρ(δ) −ρ(γ)

)〉

ïîðÿäêó 2r+2 áóäå ïðìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2d, T ) (òóò ρ
� çîáðàæåííÿ ïîëÿ T (αr) ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó d = (T (αr) : T ).) Ãðóïà Wj(Q2r+2)
áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2j+1d, T ). Îêðiì öüîãî, â ãðóïi
GL(2j+1d, T ) ¹ ùå îäíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà � Wj+l(D2n+1) (l = log2 d), ùî íå-
içîìîðôíà ãðóïi Wj(Q2r+2). Íåõàé m = d0 + 2dm′, äå 0 6 d0 < 2d i, ÿêùî m ≥ 2d,
òî

m′ = 2d(u + v), u = u0 + u12 + · · ·+ ut2
t, v = v0 + v12 + · · ·+ vk2

k

� 2-i÷íi ðîçêëàäè. Òîäi ïðÿìèé äîáóòîê

H0 × (W0(H1))
u0 × · · · × (Wt−1(H1))

ut × (W0(H2))
v0 × · · · × (Wk−1(H2))

vk ,

äå H0 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d0, T ) (âîíà îïèñó¹òüñÿ ïîïåðåäíüîþ
òåîðåìîþ), H1 = Wl(D2n+1), H2 = Q2r+2 . ×èñëî âñiõ ïîïàðíî íåñïðÿæåíèõ ñè-
ëîâñüêèõ 2-ïiäãðóï ãðóïè GL(m,T ) äîðiâíþ¹ [ m

2d
] + 1.

Òåîðåìà 17.5. Íåõàé N(P2(K)) = {1,−1}. Òîäi iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò βn ∈
∈ T (n ≥ 2). �äèíîþ (âiäìiííîþ âiä ãðóïè 〈−1〉) ïðèìiòèâíîþ ñèëîâñüêîþ 2-ïiä-
ãðóïîþ ìàòðèöü íàä ïîëåì T ¹ êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó 2:

Q2n+2 =

〈
a′n =

(
βn iαn

iαn βn

)
, b = diag[1,−1]

〉

ïîðÿäêó 2n+2.
Áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,T ) áóäå ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ïðÿ-

ìèì äîáóòêîì
(〈−1〉)m0 × (W0(H))m1 × · · · × (Ws−1(H))ms ,

äå H = Q2n+2 .

Òåîðåìà 17.6. Ïðè áóäü-ÿêîìó m ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,T ) ñïðÿæåíi
â öié ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) N(P2(K)) = 〈−1〉 (K = T (i));
2) N(P2(K)) = 1 i ðiâíÿííÿ x2 + y2 = −1 íåðîçâ'ÿçíå íàä ïîëÿìè T (αs), s = 1, 2, . . .

Äîâåäåííÿ òåîðåì 17.1�17.6 âèïëèâà¹ ç îïèñàííÿ ïðèìiòèâíèõ çîáðàæåíü 2-ãðóï
íàä ïîëåì T (äèâ. §14) i çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòðè÷íèõ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï (äèâ.
§12).

ßê ïiäñóìîê îäåðæó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï â
ìàòðè÷íèõ ãðóïàõ.

Íàñëiäîê 17.1. Íåõàé F � ïîëå. Äëÿ âñiõ m ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(m,F )
ñïðÿæåíi â öié ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ:
1) p > 2 àáî p = 2 i

√−1 ∈ F ;
2) char F > 0;
3) p = 2, char F = 0,

√−1 6∈ F, N(P2(F (i))) = 〈−1〉 àáî N(P2(F (i))) = 1 i ðiâíÿííÿ
x2 + y2 = −1 íåðîçâ'ÿçíå íàä ïîëÿìè F (αs), s = 1, 2, . . .
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ÐÎÇÄIË 3. ËIÍIÉÍI ÃÐÓÏÈ ÍÀÄ ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÌ ÊIËÜÖÅÌ

�18. Ãðóïè GL(n,Z), SL(n,Z)

Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ 1, GL(n,K) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K i En � îäèíèöÿ öi¹¨ ãðóïè. Ãðóïà GL(n,K) ñó-
ìiùà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K, äåòåðìiíàíòè ÿêèõ
íàëåæàòü ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi K∗ êiëüöÿ K. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêi ïî-
çíà÷åííÿ ðîçäiëó 1:

eij (1 6 i, j 6 n)

� ìàòðè÷íi îäèíèöi,
tij(λ) = En + λeij (i 6= j)

� åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ ç íåäiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì λ ∈ K. Íåõàé
SL(n,K) = 〈tij(λ)|i 6= j, λ ∈ K〉

� ïiäãðóïà â GL(n,K), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè. Ãðóïà
SL(n,K) íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ëiíiéíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K.

Íàãàäà¹ìî, äëÿ òîãî, ùîá ïîìíîæèòè ìàòðèöþ A çëiâà (ñïðàâà) íà åëåìåíòàð-
íó ìàòðèöþ tij(λ) ïîòðiáíî äî i-ãî ðÿäêà (j-ãî ñòîâï÷èêà) äîäàòè j-èé ðÿäîê (i-èé
ñòîâï÷èê), äîìíîæåííèé íà λ. Öi ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè. Ïîìíî-
æèòè ìàòðèöþ A çëiâà íà ìàòðèöþ ç ãðóïè SL(n,K) � çíà÷èòü âèêîíàòè â ìàòðèöi
äåêiëüêà åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàä ðÿäêàìè.

Íåõàé K = Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. ßêùî A ∈ GL(n,Z), òî det A =
= ±1.

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé A ∈ GL(n,Z). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ìàòðèöÿ C â ãðóïi SL(n,Z)
òàêà, ùî A = C diag[1, . . . , 1,±1].

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà. Íåõàé n > 1. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè íàä ðÿäêàìè (âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè â êiíöi öüîãî ïàðàãðàôà) ç ìàòðèöi A
íåâàæêî îäåðæàòè ìàòðèöþ, â ÿêèé ïåðøèé ñòîâ÷èê áóäå ñêëàäàòèñü iç íóëiâ, îêðiì
ïåðøîãî åëåìåíòà, ðiâíîãî îäèíèöi. Çàñòîñóâàâøè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ îäåðæè-
ìî âåðõíüîòðèêóòíó ìàòðèöþ, â ÿêié íóëüîâèìè áóäóòü åëåìåíòè âèùå äiàãîíàëi, çà
âèêëþ÷åííÿì åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà. Äîäàâøè äî 1-ãî ðÿäêà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
iíøèõ ðÿäêiâ, îäåðæèìî äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ, âêàçàíó â òåîðåìi. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 18.1. Ãðóïà SL(n,Z) ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü, äåòåðìiíàíò ÿêèõ äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi.

Íàñëiäîê 18.2. Ãðóïà SL(n,Z) áóäå íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z).
Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi [GL(n,Z) : SL(n,Z)] = 2.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî d = diag[±1, . . . , ±1], äå êiëüêiñòü (−1) ïàðíà, òî
d ∈ SL(n, K).

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî σ ∈ Sn i σ � ïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî ïiäñòàíîâî÷íà
ìàòðèöÿ σ̃ ìiñòèòüñÿ â SL(n,K). Äîáóòîê σ̃A îäåðæó¹òüñÿ, ÿêùî â ìàòðèöi A çðîáèòè
ïåðåñòàíîâêó ðÿäêiâ: σ(i)-èé ðÿäîê çàìiíèòè i-èì ðÿäêîì (i = 1, . . . , n).

Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî σ � íåïàðíà ïiäñòàíîâêà, òî
diag[1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1] · σ̃ ∈ SL(n,K).

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî


−1 0 0
0 0 1
0 1 0


 ∈ SL(3, K).
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Âïðàâà 5. Íåõàé α ∈ K∗. Ïîêàçàòè, ùî òîäi
(

α 0
0 α−1

)
∈ SL(2, K).

�19. Ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî

Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî áiëüøå 1. Ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì
µm : Z→ Zm

êiëüöÿ Z â êiëüöå Zm = Z/mZ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãîìî-
ìîðôiçìó

µm : GL(n,Z) → GL(n,Zm)

ãðóï. Öåé ãîìîìîðôiçì íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì Ìiíêîâñüêîãî. Ââåäåìî ïîçíà÷å-
ííÿ

C(n,Z,m) = Ker µm, S(n,Z,m) = SL(n,Z) ∩ C(n,Z,m).

Ãðóïà C(n,Z,m) íàçèâà¹òüñÿ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z), à ãðóïà S(n,Z,
m) � ñïåöiàëüíîþ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Z). Âiäìiòèìî, ùî

C(n,Z, m) = S(n,Z,m), (m > 2),

[C(n,Z, 2) : S(n,Z, 2)] = 2.

(Ïðè m = 2 âñi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi íàëåæàòü 2-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi, àëå ìàòðèöÿ
d(−1) íå íàëåæèòü ñïåöiàëüíié 2-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi).

Íåõàé E(n,Z,m) � íîðìàëüíà ïiäãðóïà â ãðóïi SL(n,Z), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè

tij(λ), äå λ ∈ mZ.

Êîíãðóåíö-ïiäãðóïè áóäóòü ðîçãëÿíóòi â ïàðàãðàôi 20.
Òåîðåìà 19.1 (Ìiíêîâñüêîãî). Íåõàé m > 2. Òîäi â m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïi C(n,Z,

m) íåìà åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (îêðiì îäèíè÷íîãî).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê i â ãðóïi C(n,Z,m) iñíóþòü íåîäèíè÷íi åëåìåíòè
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Íåõàé ñåðåä òàêèõ åëåìåíòiâ a � åëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêó p :
ap = En. Ìàòðèöþ a ÿê åëåìåíò ãðóïè C(n,Z, m) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

a = En + m1b,

äå
1) m1 ≡ 0 (mod m),
2) ÍÑÄ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi b äîðiâíþ¹ 1.

Íåõàé p = 2. Òîäi
En = a2 = En + 2m1b + m2

1b
2,

çâiäêè
2b + m1b

2 = 0.

×èñëî 2 íå ìîæå äiëèòè m1, áî m1

2
(áiëüøå 1) íå äiëèòü b, òèì áiëüøå, m1 íå äiëèòü

b. Îòæå, âèïàäîê p = 2 íåìîæëèâèé.
Íåõàé p > 2. Çà áiíîìîì Íüþòîíà äëÿ êîìóòóþ÷èõ ìàòðèöü îòðèìà¹ìî

pm1b +
p(p− 1)

2
m2

1b
2 + · · ·+ pmp−1

1 bp−1 + mp
1b

p = 0,

çâiäêè, ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà m1, îäåðæèìî, ùî p äiëèòü m1. Òîäi âñi ÷ëåíè ñóìè çëiâà
äiëÿòüñÿ íà p2, îêðiì ïåðøîãî äîäàíêà, ÿêèé äiëèòüñÿ ëèøå íà p. Öå íåìîæëèâî.
Îäåðæàíi ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçóþòü, ùî â ãðóïi C(n,Z,m) íåìà åëåìåíòiâ ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 19.2. Áóäü-ÿêà ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííà.
Òåîðåìà 19.3. Áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) içîìîðôíà äåÿêié ïiä-

ãðóïi ñêií÷åííî¨ ãðóïè GL(n,Zm) (m > 2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà â GL(n,Z) i m > 2. Òîäi ïåðåòèí
H ∩ C(n,Z,m) áóäå îäèíè÷íîþ ãðóïîþ. Ìà¹ìî içîìîðôiçìè

µm(H) ∼= (H · C(n,Z,m))/C(n,Z,m) ∼= H/H ∩ C(n,Z,m) = H,

ùî äîâîäèòü îáèäâi òåîðåìè.

�20. Íîðìàëüíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)

Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü ïîçíà÷åííÿìè �19 äëÿ m-êîíãðóåíö-ïiäãðóï C(n,Z,m),
S(n,Z,m) i ïiäãðóïè E(n,Z,m) (m > 1) ãðóïè GL(n,Z). Äëÿ m = 1 ïîêëàäåìî

C(n,Z, 1) = GL(n,Z), S(n,Z, 1) = E(n,Z, 1) = SL(n,Z).

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü ðîçãëÿíóòi òàêi ðåçóëüòàòè.
Òåîðåìà 20.1 ([7]). Íåõàé n > 2, H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà

íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(n,Z). Òîäi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m ãðóïà H ìiñòèòü
ñïåöiàëüíó m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïó S(n,Z,m).

Íàñòóïíi äâi òåîðåìè ¹ íàñëiäêàìè òåîðåìè 20.1
Òåîðåìà 20.2. Íåõàé n > 2 i H � íåöåíòðàëüíà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè

GL(n,Z) àáî ãðóïè SL(n,Z). Òîäi H � ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñà.
Òåîðåìà 20.3. Íåõàé n > 2 i H � ïiäãðóïà ãðóïè SL(n,Z) ñêií÷åííîãî iíäå-

êñà. Òîäi äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m ãðóïà H ìiñòèòü ñïåöiàëüíó m-êîíãðóåíö-
ïiäãðóïó S(n,Z,m).

Äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì çàñíîâàíî íà ðÿäi ëåì, ÿêi âçÿòi ç [1] ç äåÿêèìè çìiíàìè.
Çîêðåìà áóäóòü âèêîðèñòàíi ëåìà Áàññà äëÿ öiëèõ ÷èñåë λ, µ (äèâ. ðîçäië 1) i òàêà
òåîðåìà Äåäåêiíäà ïðî àðèôìåòè÷íi ïðîãðåñi¨.

Òåîðåìà 20.4 (Òåîðåìà Äåäåêiíäà). Íåõàé a i d âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà. Òîäi
â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨

at = a + d(t− 1) (t = 1, 2, . . . , )

iñíó¹ ñêiëüêè çàâãîäíî ïðîñòèõ ÷èñåë.
Àâòîðè íàïîëåãëèâî ðåêîìåíäóþòü çàöiêàâëåíèì ÷èòà÷àì ñïî÷àòêó îçíàéîìèòèñü

ç âïðàâàìè 1�5.
Ëåìà 20.1. Íåõàé n > 2 i H � íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà íîðìàëi-

çó¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ ãðóïîþ SL(n,Z). Òîäi ãðóïà H ìiñòèòü ãðóïó E(n,Z,m) äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî m.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè 1�5, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî â ãðóïi H ìi-
ñòèòüñÿ äåÿêà åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ

trs(α) (α ∈ Z, α 6= 0).

Ç ëåìè Áàñà âèïëèâà¹, ùî
tij(λα) ∈ H

äëÿ áóäü-ÿêèõ i 6= j i λ ∈ Z. ßêùî åëåìåíòàðíi ìàòðèöi t1 = tij(α), t2 = tij(β) íàëå-
æàòü H, òî åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ tk1t

s
2 = tij(kα + sβ) (k, s ∈ Z) òàêîæ íàëåæèòü ãðóïi
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H. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî âñi öiëi ÷èñëà α òàêi, ùî ãðóïà H ìiñòèòü âñi åëåìåíòàðíi ìàòðèöi
ç íåäiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì α, óòâîðþþòü äåÿêèé iäåàë mZ, ïîðîäæåíèé íàòóðàëü-
íèì ÷èñëîì m. Îòæå, ãðóïà H ìiñòèòü ïiäãðóïó E1(n,Z,m), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè, íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêèõ äiëÿòüñÿ íà m. Òàê ÿê H
íîðìàëiçó¹òüñÿ SL(n,Z), òî ãðóïà H ìicòèòü ãðóïó E(n,Z,m). Ëåìà äîâåäåíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 20.1 äîñèòü äîâåñòè ðiâíiñòü

E(n,Z,m) = S(n,Z,m) (n > 2). (1)

Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî î÷åâèäíå: ìàòðèöÿ a ∈ GL(n,Z) íàëåæèòü ãðóïi S(n,Z,m)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
1) âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi a äiëÿòüñÿ íà m;
2) âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè â a ïîðiâíÿíi ç îäèíèöåþ çà ìîäóëåì m;
3) det a = 1.

Â ãðóïi S(n,Z,m) âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi R, ââàæàþ÷è aRb, ÿêùî
ìàòðèöÿ b îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi a â ðåçóëüòàòi ðÿäó òàêèõ ïåðåòâîðåíü:
1) äîäàâàííÿ äî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà) iíøîãî ðÿäêà (ñòîâï÷èêà), äîìíîæåíîãî íà ÷èñëî

ç iäåàëà mZ;
2) ñïðÿæåíÿ ìàòðèöÿìè ç ãðóïè SL(n,Z) (äèâ. âïðàâà 1 ã)).

Ëåìà 20.2. Íåõàé n > 2. Äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi

a = (αij) ∈ S(n,Z,m)

iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ
b = diag[c, 1], c ∈ S(n− 1,Z,m),

ùî aRb.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíî ââàæàòè, ùî â ìàòðèöi a âñi åëåìåíòè ¨¨ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà,
ïî÷èíàþ÷è ç 3-ãî, ðiâíi íóëþ, åëåìåíòè α21, α11 âçà¹ìíî ïðîñòi i α23 6= 0. Áóäåìî
äîäàâàòè äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, äîìíîæåííèé íà tm (t = 1, 2, . . .). Òîäi â ïîçèöi¨
(2,1) áóäå

α′21 = α21 + tmα11 = (tα11 + α21m
−1)m,

äå â äóæêàõ ÷ëåíè àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ç âçà¹ìíî ïðîñòèìè ðiçíèöåþ i ïåðøèì
÷ëåíîì. Â ñèëó òåîðåìè Äåäåêiíäà â öié ïðîãðåñi¨ iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî, âçà¹ìíî ïðîñòå
ç α32. Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ÍÑÄ(α21, α32 = m) i íåõàé u, v � òàêi öiëi ÷èñëà,
ùî

uα21 + vα32 = m.

Ïðèïóñòèìî, ùî α22 = 1 + rm i íåõàé c = t12(ru)t23(−rv). Òîäi â ìàòðèöi c−1ac
áóäå 1 íà ïîçèöi¨ (2, 2). Âiäíiìåìî âiä âñiõ ðÿäêiâ 2-èé, äîìíîæåíèé íà âiäïîâiäíi
åëåìåíòè 2-ãî ñòîâ÷èêà. Â ðåçóëüòàòi â 2-ìó ñòîâï÷èêó âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè
áóäóòü íóëüîâèìè. Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ çðîáèìî ç ñòîâï÷èêàìè. Ïåðåñòàâèâøè
ðÿäêi i âiäïîâiäíi ñòîâï÷èêè, îäåðæèìî ìàòðèöþ b. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 20.1. Íåõàé n > 3. ßêùî S(n−1,Z,m) = E(n−1,Z,m), òî S(n,Z,m) =
= E(n,Z,m).

Ëåìà 20.3. Íåõàé

ν : SL(3,Z) → SL(3,Z)/E(3,Z,m)

� ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì. Òîäi ãðóïà ν(C(3,Z,m)) íàëåæèòü öåíòðó Z(Im ν) ãðóïè
Im ν.
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Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê

t12(1) = [t13(1), t32(1)], t21(1) = [t23(1), t31(1)],

òî ãðóïà SL(3,Z) ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè tij, äå i àáî j ðiâíî 3. ßêùî a, b ∈ SL(3,Z)
i aRb, òî ν(a) ∈ Z(Im ν) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ν(b) ∈ Z(Im ν). Íåõàé ìàòðèöÿ

a =




α β 0
γ δ 0
0 0 1


 (αδ − γβ = 1)

íàëåæèòü ãðóïi S(3,Z,m). Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî âñi êîìóòàòîðè

[a, tij], i = 3 àáî j = 3,

íàëåæàòü ãðóïi E(3,Z,m), ùî äîâîäèòü ëåìó.
Äëÿ ìàòðèöi a (äèâ. ëåìà 20.3) ââåäåìî ïîñëiäîâíiñòü

ak =




α βk 0
(−1)k+1γk δk 0

0 0 1


 (k = 1, 2, . . .),

äå δk îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè det ak = 1. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ak ∈ S(3,Z,m).

Ëåìà 20.4. ν(ak) = (ν(a))k.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 20.3 i âïðàâè 7.
Ëåìà 20.5. Íåõàé βk ≡ ε (mod α), äå ε = ±1 Òîäi

ak ∈ E(3,Z,m).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ = (βk− ε)α−1 + ε. Òàê ÿê β äiëèòüñÿ íà m i ÍÑÄ(α, m) = 1,
òî λ äiëèòüñÿ íà m. Òîäi

a′ = akt12(−λ) =




α −ε(α− 1) 0
γ′ δ′ 0
0 0 1


 .

Ïîêëàäåìî

a′′ = t21(−ε)a′t21(ε) =




1 ε(α− 1) 0
γ′′ δ′′ 0
0 0 1


 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî a′′ = t21(γ
′′)t12(ε(α − 1)) ∈ E(3,Z,m). Çíà÷èòü ak ∈ E(3,Z,m). À

òàê ÿê ν(ak) = ν(ak), òî ak ∈ E(3,Z,m). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 20.6. S(3,Z,m) = E(3,Z,m).

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ëåìè 20.2 äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ a (äèâ. ëåìó
20.3 i äàëi) ç ãðóïè S(3,Z,m) íàëåæèòü ãðóïi E(3,Z,m). Íåõàé äëÿ ns ∈ Z

bs = t−1
21 (ns)at21(ns) =




α + nsβ β 0
γ′ δ′ 0
0 0 1


 .

ßêùî αs = α + nsβ i ks � òàêå öiëå ÷èñëî, ùî βks ≡ ±1 (mod αs), òî çãiäíî ëåìè
20.5 bks

s ∈ E(3,Z,m). Àëå bks
s = t−1

21 (ns)a
kst21(ns). Îòæå, aks ∈ E(3,Z,m). Äîñèòü

äîâåñòè iñíóâàííÿ òàêèõ α1, α2, ùî âiäïîâiäíi k1, k2 áóäóòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Íåõàé
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3 < α1 = p � òàêå ïðîñòå ÷èñëî, ùî p ≡ −1 (mod 4) i p àáî −p íàëåæèòü ïðîãðåñi¨
α+nβ (n ∈ Z) (äèâ. âïðàâó 8). Íåõàé k � ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü β çà ìîäóëåì p.
Â ñèëó îáìåæåíü p−1 = 2qr1

1 · · · qru
u . Ïîêàçíèê k äiëèòü p−1. Ïîêëàäåìî k1 = k, ÿêùî

k � íåïàðíå i k1 = k
2
, ÿêùî k � ïàðíå. Òîäi βk1 ≡ ±1 (mod p). Íåõàé v = βq1 · · · qu

i q, q′ � òàêi ïðîñòi ÷èñëà, ùî q ≡ −1 (mod v), q′ ≡ −p (mod v) i k2 � ïîêàçíèê,
ÿêîìó íàëåæèòü β çà ìîäóëåì qq′. Òîäi k2 äiëèòü ÷èñëî (q−1)(q′−1). Æîäíå ç ïðîñòèõ
÷èñåë qj íå äiëèòü öå ÷èñëî. Îòæå, ïîêàçíèêè k1, k2 � âçà¹ìíî ïðîñòi i ïî îäíîìó iç
÷èñåë ±p òà ±qq′ ëåæàòü ó ïðîãðåñi¨ α + nβ (n ∈ Z). Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 20.1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 20.1, íàñëiäêó 20.1 i ëåìè 20.6. Òåîðåìà 20.2 âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåìè 20.1 i ñêií÷åííîñòi ãðóïè Gm = GL(n,Zm), (G1 = 1). Òåîðåìà 20.3
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 20.2 i âïðàâè 9.

Òåîðåìè 20.1�20.3 íåâiðíi äëÿ n = 2. Â ãðóïi GL(2,Z) iñíóþòü ïiäãðóïè ñêií-
÷åííîãî iíäåêñà, ÿêi íå ìiñòÿòü æîäíî¨ ñïåöiàëüíî¨ êîíãðóåíö-ïiäãðóïè. Íàâåäåìî
ðóçóëüòàò Ðàéíåðà, ùî öå ïiäòâåðäæó¹.

Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî i
Γ(p) = S(2,Z, p)

� ñïåöiàëüíà p-êîíãðóåíö-ïiäãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó 2, Γ′(p) � êîìóòàíò ãðóïè Γ(p).
Íåõàé s � âçà¹ìíî ïðîñòå ç p íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå çà îäèíèöþ i Ω(s, p) � ïiä-
ãðóïà â Γ(p), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ êîìóòàíòîì Γ′(p) i s-ñòåïåíÿìè Xs äëÿ âñiõ ìàòðèöü
X ∈ Γ(p).

Òåîðåìà 20.5 (Ðàéíåðà [12]). Ãðóïà Ω(s, p) ¹ òi¹þ íîðìàëüíîþ ñêií÷åííîãî ií-
äåêñà ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2,Z), ÿêà íå ìiñòèòü æîäíî¨ íåòðèâiàëüíî¨ ñïåöiàëüíî¨
êîíãðóåíö-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,Z).

Íåõàé â âïðàâàõ 1�5 H áóäå íåöåíòðàëüíà ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà íîðìàëiçó¹òüñÿ
ãðóïîþ SL(n,Z) i n > 2. Âiäìiòèìî, ÿêùî t � åëåìåíòàðíà ìàòðèöÿ i a ∈ H, òî
êîìóòàòîð [t, a] òàêîæ íàëåæèòü H.

Âïðàâà 1.
à) Íåõàé g ∈ GL(n,Z). Ãðóïà Hg = g−1Hg òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîé SL(n,Z);
á) Âiäîáðàæåííÿ h → (h−1)T (h ∈ H) ¹ içîìîðôiçì ãðóïè H íà ãðóïó HT òðàíñïî-

íîâàíèõ ìàòðèöü, ÿêà òàêîæ íîðìàëiçó¹òüñÿ ãðóïîþ SL(n,Z). Â äåÿêèõ äîâåäåííÿõ
ãðóïó H ìîæíà çàìiíèòè íà Hg àáî HT .

â) ßêùî â ìàòðèöi h ∈ H ïîìiíÿòè ìiñöÿìè i-èé òà j-èé ðÿäêè i i-èé òà j-èé ñòîâ-
ï÷èêè, òî îäåðæàíà ìàòðèöÿ GL(n,Z)-ñïðÿæåíà ç h, à ÿêùî äîäàòêîâî k-èé ðÿäîê
àáî ñòîâ÷èê äîìíîæèòè íà (−1), òî îäåðæèòüñÿ ìàòðèöÿ SL(n,Z)-ñïðÿæåíà ç h.

ã) Íåõàé t = tij(λ), h ∈ H. Ìàòðèöÿ t−1ht îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi h, ÿêùî âiä i-ãî
ðÿäêà âiäíÿòè, äîìíîæåíèé íà λ, j-èé ðÿäîê i ïîòiì äî j-ãî ñòîâï÷èêà äîäàòè i-èé,
äîìíîæåíèé íà λ.

Âïðàâà 2. Íåõàé ãðóïà H ìiñòèòü ìàòðèöþ

a =

(
Er b
0 En−r

)
,

äå b � íåíóëüîâà ìàòðèöÿ. Òîäi H ìiñòèòü äåÿêó åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.
Âïðàâà 3. Íåõàé ãðóïà H ìiñòèòü òàêó ìàòðèöþ a = (αij), ùî

α31 = . . . = αn1 = 0, α12 6= 0.

Òîäi H ìiñòèòü åëåìåíòàðíó ìàòðèöþ.
Âïðàâà 4. Ãðóïà H íå áóäå ìîíîìiàëüíîþ.
Âïðàâà 5.Íåõàé b òàêà ìàòðèöÿ iç H, ùî íå âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ¨¨ ïåðøîãî

ñòîâï÷èêà ðiâíi íóëþ i íåõàé α � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ åëåìåíòiâ. Òîäi
ìàòðèöÿ b ñïðÿæåíà ç ìàòðèöåþ a (äèâ. âïðàâó 3).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé α ¹ ÍÑÄ(α21, α31) i x, y òàêi öiëi ÷èñëà, ùî xα21 + yα31 = 1.
Íåõàé

c =
(

x y
−α31

α
α21
α

)
.

Òîäi c íàëåæèòü SL(2,Z) i c(α21, α31)T = (α, 0). Äàëi ïðîâåñòè iíäóêöiþ çà n − 1 i
ðîçãëÿíóòè ñïðÿæåíÿ ç äîïîìîãîþ ìàòðèöi diag[1, cn−1].

Âïðàâà 6. Íåõàé p � ïðîñòå íåïàðíå ÷èñëî, n > 2. Ðîçãëÿíåìî p-êîíãðóåíö-
ïiäãðóïè â GL(n,Z). Íåõàé E1(n, p) � ïiäãðóïà â SL(n,Z), ÿêà ïîðäæó¹òüñÿ âñiìà
åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè tij(λ), ç íåäiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè λ ∈ Zp. Íåõàé

a = t21(1)t12(p)(t21(1))−1 =




1− p p 0
−p 1 + p 0
0 0 En−2


 .

Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ a íå íàëåæèòü ãðóïi E1(n, p). Îòæå, ãðóïà E1(n, p) íå áóäå
íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè SL(n,Z).

Âïðàâà 7. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìàòðèöi ak, ÿêi ââåäåíi ïiñëÿ ëåìè 20.3.
Ïîêàçàòè, ùî

ak+1 = c−1
2 t21(γ

′)t31(−β)t13(−γ)akc
−1
1 ac1t12(−βk)c2,

äå c2 = diag[−1, 1, 1](̃1 3), γ′ = (−1)kδ, c1 = (̃1 2 3).

Âïðàâà 8. Íåõàé α, β � âçà¹ìíî ïðîñòi öiëi ÷èñëà i α + nβ (n ∈ Z) � âiäïîâiäíà
àðèôìåòè÷íà ïðîãðåñiÿ. Äîâåñòè iñíóâàííÿ ïðîñòèõ ÷èñåë p ≡ −1 (mod 4) òàêèõ, ùî
p àáî −p íàëåæèòü öié ïðîãðåñi¨.

Âïðàâà 9. Äîâåñòè, ùî ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñà ìiñòèòü íîðìàëüíó ïiäãðóïó
òàêîæ ñêií÷åííîãî iíäåêñà.

Âêàçiâêà. Íåõàé A,B � ïiäãðóïè ñêií÷åííîãî iíäåêñà â ãðóïi G. Iíäåêñ (B : A∩B)
äîðiâíþ¹ ÷èñëó òèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ çà ïiäãðóïîþ A, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ïîäâiéíîìó
ñóìiæíîìó êëàñi AB. Íåõàé a1, . . . , as � ïîâíà ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ A. Ðîçãëÿíóòè ïiäãðóïó Aa1 ∩ · · · ∩Aas .

�21. Ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäóòü äîâåäåíi òàêi òåîðåìè.
Òåîðåìà 21.1 ([8]). Ñèëîâüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) (n > 1) cïðÿæåíi â öié

ãðóïi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) p > 2, n 6 p − 1 i, ÿêùî n = p − 1, òî êiëüöå Z[ε] (εp = 1, ε 6= 1) áóäå êiëüöåì

ãîëîâíèõ iäåàëiâ;
2) p = 2, n = 2.

Òåîðåìà 21.2 ([9]). Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) (n > 1) ïîïàðíî içî-
ìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:
1) p > 2, n < 3 (p− 1);
2) p = 2, n 6 3.

Íàãàäà¹ìî îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Q) íàä ïîëåì ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë Q. Íåõàé ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi,

K = Z[ε], (K = Z ïðè p = 2).

Íåõàé
Pp(K) = 〈ε〉 (Pp = {1,−1} ïðè p = 2)
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� ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ K;

W0(P ) = P = Pp(K), Wj(P ) = Wj−1(P ) o Cp (j = 1, 2, . . .).

Ãðóïà Wj(P ) áóäå ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðó-
ïè GL(pj, F ), äå F = Q(ε) � ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ K. Îêðiì öüîãî, ãðóïà Wj(P )
íåçâiäíà íàä ïîëåì F i ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pj, K). Íåõàé

n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s, (0 6 nj < p, ns 6= 0 ïðè s > 0)

� p-i÷íèé ðîçêëàä ÷èñëà n. Íåõàé

G(P, n) = W0(P )n0 ×W1(P )n1 × · · · ×Ws(P )ns .

Òîäi G(P, n) � ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,
F ). Ãðóïà G(P, n) ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, K).

Íåõàé ρ : F → M(p − 1,Q) � çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ F ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó
p − 1 íàä ïîëåì Q (ÿêùî α ∈ Q, òî ρ(α) = αEp−1, ρ(ε) = ε̃ i ò. ä.). Áóäåìî ââàæàòè,
ùî öå çîáðàæåííÿ ïðîäîâæåíî íà ìàòðèöi íàä ïîëåì F.

Ãðóïà
ρ(G(P, n)) = ρ(W0(P )m0)× ρ(W1(P )n1)× · · · × ρ(Ws(P )ns)

� ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL((p − 1)n,Q).
Ãðóïà ρ(G(P, n)) ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL((p− 1)n,Z.)

Íåõàé
m = m0 + (p− 1)n, 0 6 m0 < p− 1.

Òîäi ãðóïà
G = 〈1〉m0 × ρ(G(P, n))

¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,Q.) Ãðó-
ïà G ¹ òàêîæ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(m,Z).

Âiäìiòèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä êiëüöåì Z. Ñêií÷åííà ïiäãðóïà
G â ãðóïi GL(n,Z) ¹ íåçâiäíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G ¹ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(n,Q). ßêùî G � ñêií÷åííà ïiäãðóïà â GL(n,Z), òî ãðóïà G ¹ öiëêîì çâiäíîþ
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Q), òîáòî ãðóïà G ñïðÿæåíà â ãðóïi GL(n,Q) ç ïiäïðÿìèì
äîáóòêîì äåÿêèõ íåçâiäíèõ ïiäãðóï Gj ⊂ GL(nj,Q), (n1+. . .+nt = n, t ≥ 1). Ãðóïè Gj

âèçíà÷àþòüñÿ ãðóïîþ G îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi íàä ïîëåì Q. Íàçâåìî
ãðóïè Gj íåçâiäíèìè êîìïîíåíòàìè ãðóïè G. Ç îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè
GL(n,Q) âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ.

Ëåìà 21.1. Íåõàé H ¹ íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d,Z). Òîäi ñïëå-
òiííÿ W (H) = H o Cp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp,Z).

Â ðîçäiëi 2 ¹ ïîäiáíà ëåìà 12.4, äîâåäåííÿ ëåìè 21.1 àíàëîãi÷íå.
Ëåìà 21.2. Â óìîâàõ ëåìè 21.1 ãðóïà Hr (1 6 r < p) áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ

ãðóïè GL(dr,Z).

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê H � íåçâiäíà p-ãðóïà, òî öåíòð Z(H) öi¹¨ ãðóïè öèêëi÷íèé,
à öåíòð Z(Hr) ïðÿìîãî äîáóòêó Hr áóäå ïðÿìèì äîáóòêîì Z(H)r. Íèæíié øàð7 N
ãðóïè Z(H)r áóäå åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó pr. Íåõàé a � åëåìåíò
ïîðÿäêó p â Z(H) i dj = diag[Ed, . . . , a, . . . , Ed] (j = 1, . . . , r) � áàçèñ ãðóïè N , äå Ed �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó d. Ïðèïóñòèìî, ùî â ãðóïi GL(dr,Z) iñíó¹ p-åëåìåíò A,
ùî íîðìàëiçó¹ ãðóïó Hr. Òîäi A−1NA = N. Âñi ìàòðèöi dj ìàþòü îäíàêîâèé ñïåêòð8,

7Íèæíié øàð àáåëåâî¨ p-ãðóïè � ïiäãðóïà ¨¨ åëåìåíòiâ g, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó gp = e.
8Ñïåêòð êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi � ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi âõî-

äæåííÿ ¨¨ åëåìåíòiâ.
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ùî âiäìiííèé âiä ñïåêòðiâ iíøèõ ìàòðèöü ç ãðóïè N. Öå çíà÷èòü, ùî äiÿ A iíäóêó¹
ïiäñòàíîâêó íà ìàòðèöÿõ dj, à òàê ÿê A � p-åëåìåíò, òî öÿ ïiäñòàíîâêà òðèâiàëüíà,
òîáòî ìàòðèöÿ A êîìóòó¹ ç ìàòðèöÿìè dj. Öå ìîæëèâî ëèøå êîëè A ∈ (GL(d,Z))r,
à òàê ÿê H � ñèëîâñüêà ãðóïà, òî A ∈ Hr. Îòæå p-íîðìàëiçàòîð9 ãðóïè Hr â ãðóïi
GL(dr,Z) ñóìiùà¹òüñÿ ç Hr. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 21.3. Íåõàé G i H áóäóòü ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ãðóï GL(n,Z) i
GL(m,Z) âiäïîâiäíî. ßêùî æîäíà íåçâiäíà êîìïîíåíòà ãðóïè G íå ñïðÿæåíà ç
íåçâiäíîþ êîìïîíåíòîþ ãðóïè H, òî ïðÿìèé äîáóòîê G × H áóäå ñèëîâñüêîþ p-
ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n + m,Z).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêi äâà Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè G×H :

Γ(diag[g, h]) = g; ∆(diag[g, h]) = h,

äå diag[g, h] ∈ G×H (g ∈ G, h ∈ H). Î÷åâèäíî, ùî Im Γ = G, Im ∆ = H. Äàëi, íåõàé
äåÿêèé p-åëåìåíò

C =

(
A X
Y B

)
∈ GL(n + m,Z)

íîðìàëiçó¹ ãðóïó G×H (A,B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n, m âiäïîâiäíî). Íåõàé
ϕ � àâòîìîðôiçì ãðóïè G×H òàêèé, ùî

C−1UC = ϕ(U) (U ∈ G×H).

Òîäi
Γ(U)X = X(∆ϕ)(U).

Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäè Q-çîáðàæåíü Γ, ∆ϕ â ñóìè íåçâiäíèõ çîáðàæåíü. Ç óìîâè ëåìè
ñëiäó¹, ùî æîäíå iç íåçâiäíèõ çîáðàæåíü â ðîçêëàäi Γ íååêâiâàëåíòíî ÿêîìóñü íåçâi-
äíîìó çîáðàæåííþ â ðîçêëàäi ∆ϕ. Ç ëåìè Øóðà âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ X ¹ íóëüîâà.
Àíàëîãi÷íî, ìàòðèöÿ Y ¹ òàêîæ íóëüîâîþ. Òîäi C ∈ G×H. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 21.1 i n = n0 + n1p + · · ·+ nsp
s � p-i÷íèé ðîçêëàä

íàòóðàëüðîãî ÷èñëà n. Ïîêëàäåìî

W0(H) = H, Wj(H) = Wj−1(H) o Cp (j = 1, . . .),

G(H,n) =
s∏

j=0

(Wj(H))n0 .

Òâåðäæåííÿ 21.1. Ãðóïà Wj(H) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(dpj,Z). Ãðóïà G(H,n) áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dn,Z). Íåõàé 0 <
< d0 < d i H0 � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(d0,Z). Òîäi ãðóïà H0 ×G(H,n) áóäå
ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(d0 + dn,Z).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåì 21.1�21.3.
Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

dp =





p, ÿêùî p > 3;
9, ÿêùî p = 3;
8, ÿêùî p = 2;

Vp =





W1(Pp(K)) = Pp(K) o Cp, ÿêùî p > 3;
W2(P3(K)) = (P3(K) o C3) o C3, ÿêùî p = 3;
W3(P2) = ((P2 o C2) o C2) o C2, ÿêùî p = 2.

9p-íîðìàëiçàòîð p-ïiäãðóïè H â ãðóïi G � ìàêñèìàëüíà p-ïiäãðóïà ãðóïè NG(H), ùî ìiñòèòü
H.
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Ãðóïà Vp ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ â ãðóïàõ GL(dp, F ) i GL(dp, K).
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ïiäãðóïó ãðóïè Vp :

Up =

{
Vp ∩ SL(dp, K), ÿêùî p > 3;
ïiäãðóïà iíäåêñà 2 â V2, ÿêùî p = 2

i, ïðè öüîìó, V2 = 〈U2, diag[−1, 1, . . . , 1]〉 .
Î÷åâèäíî, |Vp| = p|Up|.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïà Vp äi¹ ó âiëüíîìó ðàíãó dp K-ìîäóëi L i âñi ìàòðèöi ç

ãðóïè Vp áóäóòü ìàòðèöÿìè âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ â áàçèñi

e1, . . . , en (n = dp)

öüîãî ìîäóëÿ.
Íåõàé M � K-ïiäìîäóëü â L ç áàçèñîì:

f1 = ω2e1, f2 = ω(e2 − e1), . . . , fn−1 = ω(en−1 − en−2),
fn = e1 + e2 + · · ·+ en,

äå
ω = ε− 1

� íåîáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ K = Z[ε]. Âiäìiòèìî, ùî

ωp−1p−1 ∈ K∗,
εs − 1 ≡ sω (mod ω2) (m ∈ Z)

â êiëüöi K.

Ëåìà 21.4. K-ìîäóëü M ¹ Up-ìîäóëü, àëå íå áóäå Vp-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, âiäìiòèìî, ùî ω2L ⊂ M , àëå ωL íå ìiñòèòüñÿ â M.
Íåõàé

L0 =

{∑
j

αjej|(αj ∈ K),
∑

j

αj ≡ 0 (mod ω)

}
.

Òîäi M = ωL0 + Kfn. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî K-ìîäóëü L0 ¹ Vp-ïðîñòîðîì. ßêùî b �
ïiäñòàíîâî÷íà ìàòðèöÿ ç Vp, òî bfn = fn. Íåõàé

a = diag[εt1 , . . . , εtn ] (tj ∈ Z).

Òîäi
afn = εt1e1 + · · ·+ εtnen ≡ fn + ω(t1 + · · ·+ tn)e1 (mod L0)

i afn ∈ M òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñóìà t1 + · · ·+ tn öiëèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà ω, òîáòî
êîëè öÿ ñóìà äiëèòüñÿ íà p, iíàêøå êàæó÷è, êîëè a ∈ Up. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 21.1. Íåõàé T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä K-áàçèñà {ej} ìîäóëÿ L äî
K-áàçèñà {fj} ìîäóëÿ M i

Ûp = T−1UpT.

Òîäi Ûp ∈ GL(dp, K), àëå ãðóïà T−1VpT íå ìiñòèòüñÿ â GL(dp, K).

Ëåìà 21.5. Ãðóïà Ûp áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(dp, K).

Ãðóïà ρ(Ûp) áóäå íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL((p− 1)dp,Z).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ∈ GL(dp, K) òàêà ìàòðèöÿ, ùî

Xp ∈ Ûp, X−1ÛpX = Ûp.

Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî X ∈ Ûp. Íåõàé Y = TXT−1. Òîäi

Y p ∈ Up, Y −1UpY = Up, Y −1Z2(Up)Y = Z2(Up).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âïðàâè 1�4 ïàðàãðàôà 20, íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî ìàòðè-
öÿ Y ïîâèííà íàëåæàòè ãðóïi Vp. ßêùî öå òàê, òî ìàòðèöÿ X íàëåæèòü ãðóïi
(T−1VpT ) ∩ GL(dp, K) = Ûp (äèâ. íàñëiäîê 21.1). Îòæå, Ûp � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(dp, K). Íåõàé G � òà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â GL((p− 1)dp,Z), ÿêà ìiñòèòü
ãðóïó ρ(Ûp). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî Z(G) = Z(ρ(Ûp)). Çâiäñè ñëiäó¹, ùî G = ρ(H), äå
H äåÿêà p-ïiäãðóïà â GL(dp, K), ÿêà ìiñòèòü Ûp, ùî ìîæëèâî ëèøå ïðè H = Ûp.

Îòæå, G = ρ(Ûp), òîáòî, ρ(Ûp) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL((p− 1)dp,Z). Ëåìà
äîâåäåíà.

Òâåðäæåííÿ 21.2. Ïîêëàäåìî â òâåðäæåííi 21.1 âiäïîâiäíî

d = (p− 1)dp, H = ρ(Vp) àáî H = ρ(Ûp), 0 6 d0 < d.

Òîäi ãðóïè
H0 ×G(dn, ρ(Vp)) i H0 ×G(dn, ρ(Ûp)

áóäóòü ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ðiçíèõ ïîðÿäêiâ â ãðóïi GL(d0 +dn,Z) (ÿêùî d0 =
= 0, òî ìíîæíèê H0 âiäñóòíié).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî içîìîðôiçì ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â GL(n,Z) çâîäèòüñÿ
äî âèïàäêiâ: 1) n < (p− 1)p, p > 3; 2) p = 3, n < 18; 3) p = 2, n < 8.

Ëåìà 21.6. Íåõàé p > 3, n = n0 + (p − 1)t i 2 < t < p. Òîäi â ãðóïi GL(n,Z)
iñíóþòü ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè, ÿêi ¹ åëåìåíòàðíèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè ïîðÿäêiâ p2

i pt âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà, ÿêà ¹ åëåìåíòàðíîþ
àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó pt. Ïîáóäó¹ìî â ãðóïi GL(n,Z) ñèëîâñüêó p-ïiäãðóïó, ÿêà
áóäå åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó p2. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ãðóïà
Pp(K)t ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóï GL(t, F ), GL(t,K). Íåõàé i1, . . . , it � ïîïàðíî
ðiçíi çà ìîäóëåì p öiëi ÷èñëà i Λs � p-ïiäãðóïà â GL(s,K), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðè-
öÿìè

As = diag[ε, . . . , ε], Bs =




εi1 1 0

εi2 . . .
. . . 1

0 εis


 .

Iíäóêöi¹þ çà s ïîêàæåìî, ùî ãðóïà Λs ¹ ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(s,K). Íåõàé
Cs � òàêèé åëåìåíò ïîðÿäêó p â GL(t,K), ùî CsBs = BsCs. Î÷åâèäíî, C2 ∈ Λ2.
Íåõàé 2 6 s < t i Cs ∈ Λs. Òîäi iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà k i r, ùî

Cs+1A
k
s+1B

r
s+1 =

(
Es X
0 εj

)
,

äå XT = (x1, . . . , xs) (xi ∈ K). Ç óìîâè Cs+1Bs+1 = Bs+1Cs+1 îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ xi:

(εir − εis+1)xr + xr+1 = 0 (r = 1, . . . , s− 1), (εis − εis+1)xs = 1− εj.
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ßêùî j íå äîðiâíþ¹ íóëþ çà ìîäóëåì p, òî xs � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ K. Àëå
òîäi xs−1 íå íàëåæèòü êiëüöþ K. Îòæå, Cs+1 ∈ Λs+1. Öå çíà÷èòü, ùî Λs � ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà â GL(s,K). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ρ(Λt) � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ïîðÿäêó p2

â ãðóïi GL((p− 1)t,Z). Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 21.7. Íåõàé p > 2 i n = n0+2(p−1), 0 6 n0 < p−1. Òîäi áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà

p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ àáåëåâà ãðóïà òèïó (p, p).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p ãðóïà i Γ íå öiëêîì çâiäíå Z-
çîáðàæåííÿ öi¹¨ ãðóïè, ñòåïiíü ÿêîãî ðiâíà 2(p− 1). ßê âiäîìî [11], ìîäóëü M öüîãî
çîáðàæåííÿ ¹ ïðÿìà ñóìà M = I⊕V Z-ìîäóëiâ, äå I � äåÿêèé iäåàë â êiëüöi K = Z[ε]
i V � âiëüíèé Z-ìîäóëü ç áàçèñîì v1, . . . , vp−1. Îïåðàòîð a äi¹ â M çà ïðàâèëîì:

a(α) = εα (α ∈ I); a(vj) = vj + ω (j = 1, . . . , p− 1),

äå ω äåÿêèé åëåìåíò iäåàëà I. Âèçíà÷èìî íîâèé îïåðàòîð b â M :

b(α) = α (α ∈ I); b(vj) = vj+1 (j = 1, . . . , p− 2),

b(vp−1) = −v1 − · · · − vp−1 + p(ε− 1)−1ω.

Âiäìiòèìî, ùî p(ε−1)−1 ∈ K. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî bp = 1 i ab = ba. Öå çíà÷èòü,
ùî â ãðóïi GL(2(p− 1,Z)) íåìà öèêëi÷íèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 21.8. Íåõàé H � òàêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z), ùî ker µ2|H =
= {En,−En} (µ2 � ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî). Òîäi ãðóïà W = H o C2 áóäå ñèëîâ-
ñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2n,Z). Íåõàé n > 1, 1 6 m < n i H1 � ñèëîâñüêà
2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(m,Z). Òîäi ãðóïà V = H × H1 áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(n + m,Z).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî,

A = ker µ2|W = 〈d1 = diag[−En, En], d2 = diag[En,−En]〉 .

Íåõàé C � ìàòðèöÿ ç 2-íîðìàëiçàòîðà ãðóïè W â ãðóïi GL(2n,Z). Òîäi C−1AC = A,
C−1d1C = d1 àáî d2. Íåõàé b � ìàòðèöÿ öèêëà (1 2), ÿêà ìiñòèòüñÿ â ãðóïi W. Ìàòðèöÿ
C àáî bC êîìóòó¹ ç d1. Ìîæíà ââàæàòè, ùî d1 = d1C. Òîäi C = diag[C1, C2], äå Cj �
ìàòðèöÿ ç 2-íîðìàëiçàòîðà ãðóïè H â ãðóïi GL(n,Z, ) ÿêèé ñóìiùà¹òüñÿ ç ãðóïîþ
H (íàãàäà¹ìî, ùî H � ñèëîâñüêà). Öå çíà÷èòü, ùî C ∈ W. Îòæå, W � ñèëîâñüêà
ïiäãðóïà.

Íåõàé B = ker µ2|V. Òîäi

B = {diag[±En, h]|h ∈ ker µ2|H1} i a = diag[−En, Em] ∈ B.

Íåõàé X íàëåæèòü 2-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè V â ãðóïi GL(n + m,Z) i X−1aX = a′ =
= diag[±En, h], äå h ∈ ker µ2|H1. Òîäi

−n + m = ±n + tr h.

Òàê ÿê n > m, òî tr h = m i òîäi h = e, a′ = a, çâiäêè ñëiäó¹, ùî X ∈ V. Öå çàêií÷ó¹
äîâåäåííÿ ëåìè.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä 2-ïiäãðóïó â GL(3,Z):

Γ3 =

〈

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 ,



−1 0 1
0 −1 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 0 1
0 1 0




〉
.
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Ãðóïà Γ3 ñïðÿæåíà â GL(3,Q) ç ãðóïîþ P2 × (P2 o C2) � ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ
ãðóïè GL(3,Q).

Ïîêëàäåìî â ëåìi 21.8 H = Γ3. Îäåðæèìî:
1) Γ4 = P2 × Γ3 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(4,Z);
2) Γ5 = W (P2)× Γ3 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(5,Z);
3) Γ6 = W (Γ3) = Γ3 o C2 � ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(6,Z).

Îêðiì öüîãî, ãðóïà Γ7 = P2×Γ6 áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(7,Z). Äié-
ñíî, â ãðóïi Γ7 iñíó¹ òiëüêè îäíà ìàòðèöÿ a, òàêà, ùî tr a = 5. Öå a = diag[−1, E]. Òîäi
áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ C, íîðìàëiçóþ÷à ãðóïó Γ7, êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ a. Çâiäñè íåâàæêî
îäåðæàòè, ùî ãðóïà Γ7 ñóìiùà¹òüñÿ ç ñâî¨ì 2-íîðìàëiçàòîðîì â ãðóïi GL(7,Z).

Ëåìà 21.9. Íåõàé 4 6 n 6 7. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ïàðà H1(n), H2(n) ñèëîâñüêèõ
2-ïiäãðóï ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Öi ïàðè íàâåäåíi â òàáëèöi.

GL(n,Z) H1(n) H2(n) |H1(n)| |H2(n)|
GL(4,Z) Γ4 W2(P2) = (P2 o C2) o C2 25 27

GL(5,Z) Γ5 P2 ×W2(P2) 27 28

GL(6,Z) Γ6 W (P2)×W2(P2) 29 210

GL(7,Z) Γ7 P2 ×W (P2)×W2(P2) 210 211

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü âiäìiòèòè, ùî ãðóïà H2(n) ¹ ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n,Q).

Ãðóïà P̃p = ρ(Pp(K)) ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ρ(ε) = ε̃, εp = 1, ε 6= 1.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ãðóïó

∆p =

〈
a =

(
ε̃ 0
0 ε̃

)
, b =

(
ε̃ Ep−1

0 Ep−1

)〉
.

Ãðóïà ∆p � íåðîçêëàäíà p-ïiäãðóïà â GL(2(p−1),Z) i ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðó-
ïîþ (P̃p)

2 óòâîðþþòü ïàðó íåñïðÿæåíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(2(p− 1),Z).
Ëåìà 21.10.

1) Ãðóïà ∆3 ×∆3 ¹ ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà ãðóïè GL(8,Z);
2) Ãðóïà ∆3 ×∆3 × P̃3 áóäå ñèëîâñüêîþ 3-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(10,Z);
3) Ãðóïà ∆3 × P̃3 ¹ ñèëîâñüêà 3-ïiäãðóïà ãðóïè GL(6,Z).

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé
a1 = diag[a,E4], a2 = diag[E4, a], a3 = diag[b, E4], a4 = [E4, b].

Ãðóïè
A1 = 〈a1, a2〉 , A2 = 〈a1a3, a2〉 , A3 = 〈a1, a2a2a4〉 , A4 = 〈a1a3, a2a4〉

óòâîðþþòü ïîâíèé ñïèñîê ìàêñèìàëüíèõ öiëêîì çâiäíèõ ïiäãðóï â ãðóïi G = ∆3×∆3.
Íåõàé X ∈ N(G) � 3-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè G â ãðóïi GL(8,Z) i τ(g) = X−1gXg ∈ G.
Òîäi

τ({A1, A2, A3, A4}) = {A1, A2, A3, A4}.
Òàê ÿê τ � 3-åëåìåíò, òî iñíó¹ ãðóïà A ∈ {A1, A2, A3, A4} òàêà, ùî τ(A) = A. Îêðiì
öüîãî, τ çáåðiãà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöü. Öå âñå ìîæëèâî òiëüêè â òîìó âèïàäêó,
êîëè τ � îäèíè÷íèé àâòîìîðôiçì ãðóïè A. Ïðè öié óìîâi íåâàæêî âïåâíèòèñü â
òîìó, ùî X = diag[X1, X2], äå Xj íàëåæèòü 3-íîðìàëiçàòîðó ãðóïè ∆3, òîáòî X ∈ G.

2) Ìàòðèöÿ C = diag[E8, ε̃] ïîðîäæó¹ â G× P̃3 ¹äèíó öiëêîì çâiäíó ïiäãðóïó, ùî
ìà¹ òiëüêè îäíó íåòðèâiàëüíó íåçâiäíó êîìïîíåíòó P̃3. Âèêîðèñòàâøè öþ âëàñòèâiñòü
íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ãðóïà G × P̃3 ñóìiùà¹òüñÿ çi ñâî¨ì 3-íîðìàëiçàòîðîì â ãðóïi
GL(10,Z).

Äîâåäåííÿ 3) àíàëîãi÷íî 2). Ñëiä ëèøå ðîçãëÿíóòè ìàòðèöþ C1 = diag[E4, ε̃].
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Ëåìà 21.11. Íåõàé 6 6 n < 18. Â ãðóïi GL(n,Z) iñíó¹ ïàðà G1(n), G(n) ñèëîâ-
ñüêèõ 3-ïiäãðóï ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Öi ïàðè íàâåäåíi â òàáëèöi.

GL(n,Z) G1(n) G2(n) |G1(n)| |G2(n)|
GL(6,Z) ∆3 × P̃3 W (P̃3) 33 34

GL(8,Z) ∆3 ×∆3 P̃3 ×W (P̃3) 34 35

GL(10,Z) ∆3 ×∆3 × P̃3 (P̃3)
2 ×W (P̃3) 35 36

GL(k + 1,Z) G1(k)× 〈1〉 G2 × 〈1〉
(k = 6, 8, 10)

GL(k + 6,Z) G1(k)× P̃3 G2(k)× P̃3

(6 6 k 6 11)

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 21.11, ëåìè 21.3 òà îïèñàííÿ ñèëîâñüêèõ 3-ïiäãðóï â
ãðóïi GL(Q). Âiäìiòèìî, ùî ãðóïè G2(n) áóäóòü ñèëîâñüêèìè íàä ïîëåì Q.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.2 âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 21.2, ëåì 21.6, 21.7, 21.9, 21.11.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.1. Â ñèëó òåîðåìè 21.2, äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó

ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(n,Z) (n > 1) â íàñòóïíèõ 4-õ âèïàäêàõ:
1) p > 2, 2(p− 1) 6 n < 3(p− 1);
2) p > 2, p− 1 < n < 2(p− 1);
3) p > 2, n = p− 1;
4) p = 2, n = 2 àáî n = 3.

Âiäìiòèìî, ùî â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p i íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z) íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi.

1) ßê óæå âiäìi÷àëîñü, ãðóïà ∆p ¹ çâiäíîþ, àëå íåðîçêëàäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(2(p−1),Z). Ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ P̃p

2
= P̃p×P̃p ãðóïà ∆p ñêëàäàþòü ïàðó

ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(2(p−1),Z), ÿêi íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi. Äîìíîæóþ÷è
öi ïiäãðóïè íà 〈1〉k (1 6 k < p− 1), îäåðæèìî ïàðó ∆p × 〈1〉k i P̃p

2 × 〈1〉k ñèëîâñüêèõ
ïiäãðóï â ãðóïi GL(k + 2(p− 1),Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi.

2) Íåõàé
a =

(
ε̃ A
0 1

)
, AT = (1, 0, . . . , 0).

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ãðóïà 〈a〉 ¹ çâiäíîþ i íåðîçêëàäíîþ ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó p â
ãðóïi GL(p,Z). Ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ P̃p × 〈1〉 ãðóïà 〈a〉 ñêëàäàþòü ïàðó
ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(p,Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi. Äîìíîæóþ÷è öi
ïiäãðóïè íà 〈1〉k (1 6 k < p−1), îäåðæèìî ïàðó ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(k+
+ p,Z), íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi.

3) Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(p−
− 1,Z) içîìîðôíà ãðóïi H. Êiëüöå K i áóäü-ÿêèé iäåàë U öüîãî êiëüöÿ áóäå ZH-
ìîäóëåì, ÿêùî äiþ îïåðàòîðà a âèçíà÷èòè òàê:

a(α) = εα (α ∈ K).

Íåõàé ΓU � Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ìîäóëü ÿêîãî ¹ iäåàë U. Òîäi áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà
â GL(p−1,Z) áóäå ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ 〈ΓU(a)〉 äëÿ äåÿêîãî iäåàëà U ⊆ K. Çîáðàæåííÿ
ΓU , ΓV (V � iäåàë) åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iäåàëè U, V ëåæàòü â îäíîìó
êëàñi iäåàëiâ (òîáòî V = Uω äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà ω ∈ K.) Îòæå, ÿêùî K � êiëüöå
ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî âñi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p− 1,Z) ñïðÿæåíi â öié ãðóïi.

Íåõàé êiëüöå K ìiñòèòü íåãîëîâíèé iäåàë U , àëå ãðóïè 〈ΓK(a)〉 i 〈ΓU(a)〉 ñïðÿæåíi
â ãðóïi GL(p− 1,Z), òîáòî

C−1ΓU(a)C = ΓK(σ(a))
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äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(p− 1,Z) i äåÿêîãî àâòîìîðôiçìà σ ãðóïè H. Çîáðàæåííÿ
ΓK i ΓKσ åêâiâàëåíòíi íàä êiëüöåì Z (äèâ. âïðàâó 6). Òîäi iäåàëè U òà K ëåæàòü
â îäíîìó êëàñi: U = Kω, ùî ïðîòèði÷èòü âèáîðó iäåàëà U. Îòæå, ãðóïè 〈ΓK(a)〉 i
〈ΓU(a)〉 íå ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(p− 1,Z).

4) Íåõàé p = 2. Âèïàäîê n = 2 ðîçãëÿòóòî â âïðàâi 5. Íåõàé n = 3. Òîäi íåðîçêëà-
äíà ãðóïà Γ3 ðàçîì ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ W (P2)×P2 óòâîðþþòü ïàðó ñèëîâñüêèõ
2-ïiäãðóï ãðóïè GL(3,Z, ) íå ñïðÿæåíèõ â öié ãðóïi. Òåîðåìà 21.1 äîâåäåíà.

Äàìî àâòîðñüêå äîâåäåííÿ òåîðåìè 21.1 (öÿ òåðåìà äîâåäåíà çíà÷íî ðàíiøå òå-
îðåìè 21.2), çàñíîâàíå íà òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï. Âiäìiòè-
ìî, ùî áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z) ¹ ñêií÷åííà i ñêií÷åííà ïiäãðóïà ãðóïè
GL(n,Z) áóäå íåçâiäíà â GL(n,Z) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ïiäãðóïà ¹ íåçâiäíà â
ãðóïi GL(n,Q). Íåõàé ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà G â ãðóïi GL(n,Z) áóäå ñèëîâñüêîþ i
â ãðóïi GL(n,Q). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê çâiäíî¨ ãðóïè G. Â öüîìó âèïàäêó
ãðóïà G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì

G = G1 ×G2 ×G3,

äå G1, G2 � íåçâiäíi ãðóïè i õî÷à áè îäíà ç íèõ íåîäèíè÷íà, G3 � ïðÿìèé äîáóòîê
íåçâiäíèõ ãðóï àáî ãðóïà G3 âiäñóòíÿ. Íåõàé

g = diag[g1, g2, g3] (gj ∈ Gj)

äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè G. Ðîçãëÿíåìî äâà âiäîáðàæåííÿ ∆j (j = 1, 2) òàêi, ùî

∆j(g) = gj (g ∈ G).

Òîäi ∆j (j = 1, 2) äâà íåçâiäíèõ Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè G, íååêâiâàëåíòíèõ íàä ïîëåì
Q. Ç òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ çîáðàæåíü âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Z-çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè G,
ÿêå ìà¹ âèãëÿä

∆ : g = diag[g1, g2, g3] →
(

∆(g) ∗
0 ∆2(g)

)
(g ∈ G)

i ÿêå ¹ íåðîçêëàäíèì íàâiòü íàä êiëüöåì öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Òîäi ïiäãðóïà G =
= ∆(G)×G3 ãðóïè GL(n,Z)) íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìèé äîáóòîê íåçâiäíèõ ïiäãðóï
öi¹¨ ãðóïè, àëå â ãðóïi GL(n,Q) öÿ ïiäãðóïà ñïðÿæåíà ç öiëêîì çâiäíîþ ãðóïîþ G.
Îòæå, ãðóïè G i G áóäóòü íåñïðÿæåíèìè ñèëîâñüêèìè p-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n,Z).

Íåõàé òåïåð G � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z). Òîäi n = (p−1)pr.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè r > 0 (p > 2) i r > 1 (p = 2). Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìàìè 15.2
(äëÿ p > 2) i 17.3 (äëÿ p = 2). Òîäi

G = Wr(ρ(Pp)) = ρ(Wr(Pp)),

äå Pp � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â K∗ (K = Q(ε)), εp = 1). Íåõàé äàëi H � ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà â GL(n,Z), ÿêà ìiñòèòü â ñâî¹ìó öåíòði ìàòðèöþ a = ρ(diag[ε, . . . , ε]).
Òîäi H = %(H1), äå H1 � p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(pr, K). ßêùî ãðóïè G i H ñïðÿæåíi
íàä êiëüöåì Z, òî ãðóïè Wr(Pp) i H1 áóäóòü ñïðÿæåíi íàä êiëüöåì K. Ðîçãëÿíåìî
ãîìîìîðôiçì Ìiíêîâñüêîãî

µ : GL(n, K) → GL(n, K/Kω), ω = ε− 1.

Òîäi ãðóïà Wr = µ(Wr(PP )) cêëàäà¹òüñÿ iç ìàòðèöü ïiäñòàíîâîê, êîæíà ç ÿêèõ ¹
äîáóòêîì öèêëiâ äîâæèíè ps (0 6 s 6 r). Íîðìàëüíi ôîðìè òàêèõ ìàòðèöü ¹ ñóìè
êëiòîê Æîðäàíà Jps(1). Íåõàé p > 2 i

a =

(
ε 1
0 1

)
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àáî p = 2 i

b =




0 −1 1
1 0 0
0 0 1


 .

Î÷åâèäíî, µ(a) = J2(1), à ìàòðèöÿ µ(b)ïîäiáíà J3(1). Îòæå, ìàòðèöÿ diag[a, 1, . . . , 1]
(àáî diag[b, 1, . . . , 1]) íå ïîäiáíà æîäíié ìàòðèöi â ãðóïi Wr, òîáòî ãðóïè Wr i µ(H1)
íå áóäóòü ñïðÿæåíèìè íàä ïîëåì K/Kω. Òàêèì ÷èíîì, â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó
ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â GL(n,Z) íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi. Iíøi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ
òàê ÿê â ïåðøîìó äîâåäåííi. Ï. Ì. Ãóäèâîê i Î. À. Êèðèëþê [13�14] äîñëiäæóâàëè
ïèòàííÿ ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä äèñêðåòíî
íîðìîâàíèìè êiëüöÿìè.

Íåõàé R � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ õàðàêòåðèñòèêè íóëü i ïðîñòå ÷èñëî p íåî-
áîðîòíå â R. Ï. Ì. Ãóäèâîê, Â. Ï. Ðóäüêî i Í. Â. Þð÷åíêî [15] çíàéøëè êðèòåði¨
içîìîðôiçìó i ñïðÿæåíîñòi ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,R). Âiäìiòèìî, ùî áóäü-
ÿêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(n,R) ¹ ñêií÷åííà.

Êðiì òîãî, áóâ îäåðæàíèé òàêèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 21.3 ([16]). Íåõàé S � êiëüöå âñiõ öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Òîäi â ãðóïi

GL(n, S) (n > 1) äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî p iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íåiçîìîðôíèõ
ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï.

Íåõàé Z(G) � öåíòð ãðóïè G (ïåðøèé öåíòð). Äðóãèé öåíòð Z2(G) � öå òàêà
ïiäãðóïà â G, ùî

Z2(G)/Z(G) = Z(G/Z(G)).

Âïðàâà 1. Íåõàé

P2 = {1,−1}, C2 = 〈(12)〉 , W1(P2) = P2 o C2,

W2(P2) = W1(P2) o C2 i H = SL(4,Z) ∩W2(P2).

Ïîêàçàèòè, ùî Z2(H) � åëåìåíòàðíà àáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 8.
Âïðàâà 2. Íåõàé

W3(P2) = W2(P2) o C2 i U = SL(8,Z) ∩W3(P2).

Ïîêàçàòè, ùî
Z2(U) = 〈−E8, diag[−E4, E4]〉 .

Âïðàâà 3. Íåõàé

K = Z[ε], ε3 = 1, ε 6= 1, P3 = 〈ε〉 , C3 = 〈(123)〉 , W1(P3) = P3 o C3.

a) Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî H = SL(3, K) ∩W1(P3), òî H ∼= UT (3, 3) i Z2(H) = H.
á) Ïîêàçàòè, ùî íåçâiäíi ñèëîâñüêi 3-ïiäãðóïè ãðóïè GL(3, K) ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿ-

æåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ òðüîìà ãðóïàìè

T−1
j W1(P3)Tj(j = 0, 1, 2),

äå T0 = E3,

T1 =




ω −1 0
0 1 −1
0 0 1


 , T2 =




ω 0 1
0 ω 1
0 0 1


 (ω = ε− 1).

â) Íåõàé
W2(P3) = W1(P3) o C3 i H = SL(9, K) ∩W3(P3).
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Ïîêàçàòè, ùî
Z2(H) =

〈
εE9, diag[E3, εE3, ε

2E3]
〉
.

Âïðàâà 4. Íåõàé
p > 3, Pp = {ε}, εp = 1, ε 6= 1,

W (Pp) = Pp o Cp, Cp = 〈 (12 . . . p)〉 i H = SL(p,K) ∩W (Pp).

Ïîêàçàòè, ùî
Z2(H) =

〈
εEp, diag[1, ε, . . . , εp−1]

〉
.

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,Z) ñïðÿæåíà
â öié ãðóïi ç ãðóïîþ P2 o C2 (äiåäðà ïîðÿäêó 8).

Âïðàâà 6. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n, ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü
ñòåïåíÿ n iç îäèíèöi i K = Z[ξ]. Êiëüöå K áóäå ZH-ìîäóëåì ç òàêîþ äi¹þ :

a(α) = ξα (α ∈ K).

Íåõàé Γ Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ìîäóëü ÿêîãî ¹ êiëüöå K. Äîâåñòè, ùî ÿêùî σ �
àâòîìîðôiçì ãðóïè H, òî çîáðàæåííÿ Γ i Γσ åêâiâàëåíòíi íàä êiëüöåì Z.

�22. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä
êîìóòàòèâíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè ps

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âëàñòèâîñòi óíiòðèêóòíî¨ ïiäãðóïè UT (n,K) ïîâíî¨ ëiíiéíî¨
ãðóïè GL(n,K) íàä äîâiëüíèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì K ç îäèíèöåþ õàðàêòåðèñòèêè
ps (s ∈ N), òîáòî ïiäãðóïà âñiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi. Áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç A ◦B ïðè¹äíàíèé äîáóòîê A + B + AB êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B
îäíàêîâèõ ïîðÿäêiâ, T0(n,K) � ìíîæèíó âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä
êiëüöåì K ç íóëÿìè íà äiàãîíàëi.

Ëåìà 22.1. Íåõàé A � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n > 1 íàä êiëüöåì K.
ßêùî det(A ◦B) = 0 äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi B iç T0(n,K), òî det(A+B) = 0 äëÿ âñÿêî¨
ìàòðèöi B iç T0(n,K).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç T0(n,K). Òîäi En − B ∈ UT (n,K).
Îòæå, ìàòðèöÿ En − B îáîðîòíà i (En − B)−1 ∈ UT (n,K). Çâiäñè îäåðæèìî, ùî
B′ = (En −B)−1 − En ∈ T0(n,K). Îñêiëüêè det(A ◦B′) = 0, òî

det(A + B) = det (A + En − (En −B)) =

= det
((

A(En −B)−1 + (En −B)−1 − En

)
(En −B)

)
=

= det ((A(En + B′) + B′) (En −B)) =

= det ((A + B′ + AB′)(En −B)) = det(A ◦B′) det(En −B) = 0.

Ëåìà äîâåäåíà.
Íåâàæêî äîâåñòè òàêi äâi ëåìè.
Ëåìà 22.2. Íåõàé A = (aij) � äåÿêà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n > 1 íàä êiëüöåì K.

ßêùî det(A ◦B) = 0 äëÿ âñÿêî¨ ìàòðèöi B iç T0(n, K), òî an1 = 0.
Ëåìà 22.3. Íåõàé P � äåÿêà ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) (n ∈ N, n > 1). ßêùî ó

âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P åëåìåíò ó äåÿêié ôiêñîâàíié ïîçèöi¨ (i, j) (i 6= j) ðiâíèé
íóëþ, òî ðiâíèé íóëþ i åëåìåíò ìàòðèöi Ar ó ïîçèöi¨ (i, j) äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà r i êîæíî¨ ìàòðèöi A ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K òàêî¨, ùî En+A ∈ P .
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Äàëi ÷åðåç K∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ K, rad K � ïåð-
âiñíèé ðàäèêàë êiëüöÿ K, ÿêèé ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íiëüïî-
òåíòèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K.

Òåîðåìà 22.1 ([10]). Íåõàé K ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè p,
rad K = {0}, n ∈ N. Ãðóïà UT (n,K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K).

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî UT (n, K) ¹ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Ïðèïó-
ñòèìî, P � äåÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, K), ùî ìiñòèòü ãðóïó UT (n,K) i ïîêàæåìî,
ùî P = UT (n,K). Íåõàé n > 1. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P
åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (n, 1) ðiâíèé íóëþ. Äiéñíî, íåõàé A′ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç ãðóïè P ,
A = A′−En, B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(n,K). Òîäi En + A ∈ P , En + B ∈ UT (n, K).
Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ En + (A ◦B) = En + A + B + AB = (En + A)(En + B) ∈ P ¹
p-åëåìåíòîì ãðóïè GL(n,K). Òîäi ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà i det(A ◦B) ∈ rad K.
Òîìó det(A ◦B) = 0. Çà ëåìîþ 22.2 åëåìåíò ìàòðèöi A, à, îòæå, i A′ = En + A ó
ïîçèöi¨ (n, 1) ðiâíèé íóëþ.

Íåõàé k � íàòóðàëüíå ÷èñëî (1 < k < n) i ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè P åëåìåíò ó
ïîçèöi¨ (i, 1) ðiâíèé íóëþ (i = k + 1, . . . , n). Ïîêàæåìî, ùî ó âñiõ ìàòðèöü ç ãðóïè
P åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (k, 1) òàêîæ ðiâíèé íóëþ. Äiéñíî, íåõàé çíîâó A′ � äîâiëüíà
ìàòðèöÿ ç ãðóïè P , A = A′−En, B � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(n,K). Òîäi En + A ∈ P ,
En+B ∈ UT (n,K). Çâiäñè îäåðæèìî, ùî En+A ◦B ∈ P , ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà.
Çà ëåìîþ 22.3 åëåìåíò ìàòðèöi (B ◦A)r ó ïîçèöi¨ (i, 1) ðiâíèé íóëþ (i = k + 1, . . . , n;
r ∈ N).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(C) ìàòðèöþ, óòâîðåíó ç êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi C ïîðÿäêó n
íàä êiëüöåì K âiäêèäàííÿì îñòàííiõ n− k ðÿäêiâ i îñòàííiõ n− k ñòîâïöiâ. Î÷åâè-
äíî, ó ìàòðèöü M ((A ◦B)m) i (M(A ◦B))m îäíàêîâi ïåðøi ñòîâïöi ïðè áóäü-ÿêîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ◦B íiëüïîòåíòíà, òî äëÿ äîñèòü âåëèêîãî m ïåðøèé ñòîâïåöü
ìàòðèöi (M(A ◦B))m, ðiâíèé íóëþ. Çâiäñè (det M(A ◦B))m = det (M(A ◦B))m = 0.
Òîìó det(M(A ◦B)) ∈ rad K. Îòæå, det M(A ◦B) = 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî M(A + B +
+AB) = M(A)+M(B)+M(AB). Òàê ÿê B ∈ T0(n,K), òî M(AB) = M(A)M(B). Îò-
æå, det(M(A) ◦M(B)) = det(M(A) + M(B) + M(A)M(B)) = det M(A + B + AB) =
= det M(A ◦B) = 0.

Íåõàé B′ � äîâiëüíà ìàòðèöÿ ç T0(k, K). Î÷åâèäíî, çíàéäåòüñÿ òàêà ìàòðèöÿ
B1 ∈ T0(n,K), ùî B′ = M(B1). Òîäi det (M(A) ◦B′) = det (M(A) ◦M(B1)) = 0. Çà
ëåìîþ 22.2 åëåìåíò ìàòðèöi M(A) ó ïîçèöi¨ (k, 1) ðiâíèé íóëþ, òîìó ðiâíèé íóëþ i
åëåìåíò ìàòðèöi A i A′ = En + A ó ïîçèöi¨ (k, 1). Îòæå, ó áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè
P åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (k, 1) ðiâíèé íóëþ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë k (1 < k ≤ n).
Åëåìåíò ó ïîçèöi¨ (1, 1) áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè P áóäå, â òàêîìó ðàçi, p-åëåìåíòîì
êiëüöÿ K i ÷åðåç öå âií ðiâíèé 1.

Íåñêëàäíîþ iíäóêöi¹þ ïî n ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi ìàòðèöi ç P ìiñòÿòüñÿ â
UT (n,K). Òîìó UT (n,K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Òåîðåìà äîâå-
äåíà.

Äàëi ÷åðåç z̃ = z + rad K áóäåìî ïîçíà÷àòè åëåìåíò ôàêòîð�êiëüöÿ K/ rad K

êiëüöÿ K, äå z ∈ K, T̃ = ‖tij + rad K‖ � ìàòðèöþ íàä ôàêòîð�êiëüöåì K/ rad K
êiëüöÿ K, äå T = ‖tij‖ � äåÿêà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì K. Íåâàæêî âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê
ìiæ p-ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n,K) òà � ãðóïè GL(n,K/ rad K)

Òåîðåìà 22.2 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.
ϕ: X → X̃ ¹ ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè GL(n,K) íà ãðóïó GL(n,K/ rad K).
Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííi ïîâíèé ïðîîáðàç áóäü-ÿêî¨ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè ãðóïè
GL(n,K/ rad K) ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K) i, íàâïàêè, áóäü-ÿêà ñè-
ëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,K) ¹ ïîâíèì ïðîîáðàçîì äåÿêî¨ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè
ãðóïè GL(n,K/ rad K). Äâi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ñïðÿæåíi òîäi i
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òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè ïðè ãîìîìîðôiçìi ϕ ¹ ñïðÿæåíèìè ñèëîâñüêèìè p-
ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(n, K/ rad K).

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 22.1. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.

Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K/ rad K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi.

Òåîðåìà 22.3 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps, n ∈ N.
Ìíîæèíà

H = {X ∈ GL(n,K)|X̃ ∈ UT (n,K/ rad K)}
¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 22.1 i 22.2.
Îáëàñòü öiëiñíîñòi ç îäèíèöåþ íàçèâàòèìåìî êiëüöåì Áåçó, ÿêùî êîæåí ¨¨ ñêií-

÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì.
Òåîðåìà 22.4 ([10]). Íåõàé K � îáëàñòü Áåçó õàðàêòåðèñòèêè p. Áóäü-ÿêà ñè-

ëîâñüêà p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ñïðÿæåíà â GL(n,K) ç UT (n,K).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � ïîëå âiäíîøåíü êiëüöÿ K, P � ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà
ãðóïè GL(n,K). Î÷åâèäíî, P ¹ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,K). Ç òåîðåìè 7.2 âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(n,K) C−1PC ⊂ UT (n,K). Îòæå, ïåðøèé ñòîâïåöü
ìàòðèöi C−1AC ÿê i AC ðiâíèé íóëþ, äå En + A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç ãðóïè P .
Íåõàé

X =




x1

x2
...

xn




� ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi C (xi ∈ F , i = 1, . . . , n). Íåõàé xi = αx
(0)
i , äå α ∈ F

(x′i ∈ K, i = 1, . . . , n). Òîäi X = αX(0), äå

X(0) =




x
(0)
1

x
(0)
2...

x
(0)
n


 .

Î÷åâèäíî, X(0) 6= 0, α 6= 0 i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi En + A ∈ P AX(0) = 0.
Ïðèïóñòèìî,

X(k) =




x
(k)
1

x
(k)
2...

x
(k)
n




ìiñòèòü õî÷à á k íóëiâ (0 6 k < n − 1). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi D ∈
∈ GL(n,K) DX(k) ìiñòèòü õî÷à á k + 1 íóëiâ. ßêùî X(k) íå ìiñòèòü k + 1 íóëiâ, òî
õî÷à á äâi éîãî êîìïîíåíòè âiäìiííi âiä íóëÿ. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî
ââàæàòè, ùî x

(k)
1 6= 0, x

(k)
2 6= 0. Íåõàé x

(k)
1 K + x

(k)
2 K = xK (x ∈ K). Íåõàé äàëi α, β,

γ, δ � åëåìåíòè êiëüöÿ K, òàêi, ùî αx
(k)
1 + βx

(k)
2 = x, x

(k)
1 = γx, x

(k)
2 = δx. Î÷åâèäíî,

x(αγ + βδ) = x, x(γx
(k)
2 − δx

(k)
1 ) = 0. Çâiäñè αγ + βδ = 1, γx

(k)
2 − δx

(k)
1 = 0. Òîäi

M =

(
α β
−δ γ

)
∈ GL(2, K),
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M

(
x

(k)
1

x
(k)
2

)
=

(
α β
−δ γ

) (
x

(k)
1

x
(k)
2

)
=

(
x
0

)
.

Òîäi

X(k+1) =




M 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1


 X(k)

ìiñòèòü õî÷à á k + 1 íóëiâ.
Ïðîâåäåíà iíäóêöiÿ ïîêàçó¹, ùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi D′ ∈ GL(n,K)

D′X(0) =




α
0
...
0




(α ∈ K). Î÷åâèäíî, α 6= 0 i X(0) = αY , äå Y � ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi S = D′−1.
Òîäi AY = 0 i ïåðøèé ñòîâï÷èê ìàòðèöü AS ÿê i S−1AS ðiâíèé íóëþ äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìàòðèöi En +A ∈ P , äå A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì K. Îòæå, âñi
ìàòðèöi iç ãðóïè S−1PS ìàþòü âèãëÿä




1 α12 . . . α1n

0 α22 . . . α2n
... ... . . . ...
0 αn2 . . . αnn




(αij ∈ K, i = 1, , . . . n, j = 2, , . . . n).
Íåñêëàäíîþ iíäóêöi¹þ ïî n ìîæíà ïîêàçàòè, ùî P ñïðÿæåíà iç UT (n,K). Òåîðåìà

äîâåäåíà.
Äëÿ ëîêàëüíèõ êiëåöü áóëî äîâåäåíî òåîðåìó.
Òåîðåìà 22.5 ([10]). Íåõàé K � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè

ps (s ∈ N), n ∈ N i n > 1. Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) ïîïàðíî ñïðÿæåíi
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè K/ rad K � êiëüöå Áåçó.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 22.6 ([10]). Íåõàé n ∈ N, K � êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðà-

êòåðèñòèêè ps (s ∈ N). ßêùî K/ rad K � êiëüöå Áåçó, òî âñi, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿ-
æåíîñòi, ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K) âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïîþ H = {X ∈
∈ GL(n,K)|X̃ ∈ UT (n,K/ rad K)}.
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Ïîçíà÷åííÿ
Z � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ ÷èñåë,
Q � ìíîæèíà âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
R � ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë,
C � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
Zm � êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì m,
d|n � d äiëèòü n,

ÍÑÄ(α1, . . . , αn) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ α1, . . . , αn,
A ∪B � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B,
A ∩B � ïåðåðiç ìíîæèí A i B,
A\B � ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B,

f : M1 → M2 � âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè M1 â ìíîæèíó M2,
GL(n,K) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K,
SL(n,K) � ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K,

T (n, F ) � òðèêóòíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F ,
UT (n,K) � óíiòðèêóòíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä êiëüöåì K,

PGL(n, T ) � ïîâíà ïðîåêòèâíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T ,
PSL(n, T ) � ñïåöiàëüíà ïðîåêòèâíà ãðóïà ñòåïåíÿ n íàä òiëîì T ,

D(n, F ) � ãðóïà âñiõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ñòåïåíÿ n íàä ïîëåì F ,
C(n,Z,m) � m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z),
S(n,Z,m) � ñïåöiàëüíà m-êîíãðóåíö-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,Z),

Sn � ñèìåòðè÷íà ãðóïà ñòåïåíÿ n,
Cn � àáñòðàêòíà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n,

Cp∞ � ãðóïà òèïó p∞,
D2n � ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó 2n+1,
Q2n � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 2n,

QD2n � êâàçiäiåäðàëüíà ãðóïà ïîðÿäêó 2n+1,
a ≡ b (mod m) � a êîíãðóåíòíå b çà ìîäóëåì m,

diag[a1, . . . , an] � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ç äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè a1, . . . ,
an,

|A|, det A � äåòåðìiíàíò Ä'¹äîííå êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A,
tr A � ñëiä êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A,

tr(G) � ìíîæèíà ñëiäiâ âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðè÷íî¨ ãðóïè G,
A ◦B � ïðè¹äíàíèé äîáóòîê êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B,
|G| � ïîðÿäîê ãðóïè G,

[G : H] � iíäåêñ ïiäãðóïè H â ãðóïi G,
ab � åëåìåíò ñïðÿæåíèé ç åëåìåíòîì a çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà b äåÿêî¨

ãðóïè,
∆g � çîáðàæåííÿ ïiäãðóïè ñïðÿæåíå äî çîáðàæåííÿ ∆ çà äîïîìîãîþ åëå-

ìåíòà g äåÿêî¨ ãðóïè,
LG � iíäóêîâàíèé TG-ìîäóëü äëÿ äåÿêîãî ïîëÿ T , TH-ìîäóëÿ L òà ïiä-

ãðóïè H ãðóïè G,
[a, b] � êîìóòàòîð åëåìåíòiâ a, b äåÿêî¨ ãðóïè,

[A,B] � âçà¹ìíèì êîìóòàíòîì ïiäãðóï A òà B äåÿêî¨ ãðóïè,
V/U � ôàêòîð-ãðóïà (-ïðîñòið, -êiëüöå) V çà U ,

G′ � êîìóòàíò ãðóïè G,
Z(G) � öåíòð ãðóïè G,

Z2(G) � äðóãèé öåíòð ãðóïè G,
G1 ×G2 � ïðÿìèé äîáóòîê ãðóï G1, G2,
〈X|Y 〉 � ãðóïà ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ X iç âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

Y ,
Ker f � ÿäðî ãîìîìîðôiçìà f : M1 → M2,
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Im f , f(M1) � îáðàç ãîìîìîðôiçìà f : M1 → M2,
Aut G � ãðóïà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G,

ZH(M) � öåíòðàëiçàòîð ìíîæèíè M â ïiäãðóïi H,
NH(M) � íîðìàëiçàòîð ìíîæèíè M â ïiäãðóïi H,
NG(χ) � íîðìàëiçàòîð ëiíiéíîãî õàðàêòåðà χ ïiäãðóïè â ãðóïi G,
St(M) � ñòàáiëiçàòîð ïiäïðîñòîðó M ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, â ÿêîìó äi¹ äåÿêà

ãðóïà,
[H]T � ëiíiéíà îáîëîíêà ãðóïè H íàä ïîëåì T ,

A⊗B � êðîíåêåðîâèé äîáóòîê ìàòðèöü A òà B,
G1 ⊗G2 � òåíçîðíèì äîáóòêîì ãðóï G1 òà G2,

H o A � ñïëåòåííÿ ãðóïè H òà ïiäãðóïà A ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè,
U1 ⊕ U2 � ïðÿìà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ U1, U2,
char K � õàðàêòåðèñòèêà êiëüöÿ K,
Rad K � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ K,
rad K � ïåðâiñíèé ðàäèêàë êiëüöÿ K,

EndT (V ) � êiëüöå âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ïðîñòîðó V íàä òiëîì T ,
(F : T ) � ñòåïiíü ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ T .
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