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Ïåðåäìîâà

Ó íàâ÷àëüíîìó ïîñiáíèêó âèêëàäåíî îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷ êóðñó øêiëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Éîãî ìåòà äîïîìîãòè ñòóäåíòàì
ðîçâèíóòè ìàòåìàòè÷íå ìèñëåííÿ, íàáóòè ïðàêòè÷íèõ íàâè÷îê. Ìà-
òåðiàë íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà íå âèõîäèòü çà ìåæi ïðîãðàìè ç ìàòå-
ìàòèêè äëÿ øêië ç ïîãëèáëåíèì ¨¨ âèâ÷åííÿì.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç âîñüìè ïàðàãðàôiâ. Ó áiëüøîñòi ç íèõ ¹
êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, à òàêîæ ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ òèïîâèõ
çàäà÷.

Äî êîæíî¨ òåìè äîäàíî âïðàâè äëÿ çàêðiïëåííÿ i ãëèáøîãî ¨¨
çàñâî¹ííÿ; äî áiëüøîñòi ïðèêëàäiâ íàâîäÿòüñÿ âiäïîâiäi.



5

�1. Îçíà÷åííÿ é îñíîâíi âëàñòèâîñòi
ïîäiëüíîñòi. Äiëåííÿ iç çàëèøêîì.

Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ ÷èñåë i
àëãîðèòì Åâêëiäà

Òåîðåìà 1. Äëÿ êîæíèõ äâîõ öiëèõ ÷èñåë a i b, ïåðøå ç ÿêèõ âiä-
ìiííå âiä íóëÿ, ìîæíà ¹äèíèì ñïîñîáîì ïiäiáðàòè òàêîæ öiëi ÷èñëà
n i r, ùîá âèêîíóâàëèñÿ äâi óìîâè:

1) b = na+ r; 2) 0≤ r ≤ |a|−1.

Êîðîòêî êàæóòü ùå òàê: êîæíå öiëå ÷èñëî b ìîæíà ïîäiëèòè íà
êîæíå âiäìiííå âiä íóëÿ öiëå ÷èñëî a iç çàëèøêîì. Ïðè öüîìó ÷èñëî
n íàçèâàþòü (íåïîâíîþ) ÷àñòêîþ âiä òàêîãî äiëåííÿ, à r � çàëèøêîì.

ßêùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ b íà a äîðiâíþ¹ íóëþ, òî êàæóòü, ùî b
äiëèòüñÿ íà a. ×èñëî a íàçèâàþòü ó öüîìó âèïàäêó äiëüíèêîì ÷èñëà
b. Íàïðèêëàä, ÷èñëà 1, 2, 3, 6, à òàêîæ ïðîòèëåæíi ¨ì −1,−2,−3,−6
¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà 6, îñêiëüêè 6 = 1 · 6, 6 = 2 · 3, 6 = (−1) · (−6) i
6 = (−2) · (−3). Çàïèñ a/b îçíà÷à¹, ùî a � äiëüíèê b.

Òåîðåìà 2 (ïðî âëàñòèâîñòi ïîäiëüíîñòi).

1) ßêùî a/b, òî a/(−b), (−a)/b, (−a)/(−b).
2) ßêùî a/b i a/c, òî a/(b+c).
3) ßêùî a/b i m∈ Z, òî a/(bm).
4) ßêùî a/b i b/c, òî a/c.

5) ßêùî a/b i b/a, òî |a|= |b|.

Äîâåäåííÿ. 1) ßêùî b = na, òî −b = (−n)a, b = (−n)(−a).
2) ßêùî b = n1a i c = n2a, òî b+c = (n1 +n2)a.
3) ßêùî b = na, òî bm= (mn)a.
4) ßêùî b = nu i c = mb, òî c = (mn)a.
5) Ç ðiâíîñòi b = na i a = mb âèïëèâà¹, ùî a = (mn)a.

Îñêiëüêè a 6= 0, òî äiñòàíåìî ma= 1, à öå ìîæëèâî ëèøå â äâîõ âèïàä-
êàõ, à ñàìå: m= n = 1 i m= n =−1. Îòæå, àáî b =−a, òîáòî |b|= |a|.

Áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà a i b ìàþòü ñïiëüíi äiëüíèêè, íàïðèêëàä 1 i
(−1). Íåõàé õî÷à á îäíå ç ÷èñåë a i b âiäìiííå âiä íóëÿ. Âèÿâëÿ¹-
òüñÿ, ùî â öüîìó âèïàäêó ÷èñëà a i b ìàþòü òàêèé äîäàòíié ñïiëüíèé
äiëüíèê, ÿêèé äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ÷èñåë. Éî-
ãî íàçèâàþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a i b. Äîâåñòè
iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ìîæíà òàêèì ÷èíîì. Ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíó M(a,b) óñiõ òèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó
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âèãëÿäi ax+by ç öiëèìè x i y. Öié ìíîæèíi íàëåæàòü, çîêðåìà, âñi ÷è-
ñëà ax (¨õ äiñòàþòü ïðè y= 0) ÷èñëà by, a+b, 2a−3b i ò. ä. Ó ìíîæèíi
M(a,b) îáîâ'ÿçêîâî ¹ ïåâíi äîäàòíi ÷èñëà. Ñïðàâäi, ÿêùî, íàïðèêëàä,
a 6= 0, òî òàêèìè áóäóòü óñi äîäàòíi ÷èñëà âèäó ax. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç d íàéìåíøå ñåðåä äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â M(a,b). Òîäi
d = aubv, äå u i v � äåÿêi öiëi ÷èñëà. ßê âèÿâëÿ¹òüñÿ, ìíîæèíà M(a,b)
çáiãà¹òüñÿ ïðîñòî ç ìíîæèíîþ ÷èñåë, êðàòíèõ d. Ñïðàâäi, áóäü-ÿêå
÷èñëî dn ç öiëèìè n ìà¹ âèãëÿä dn= (au+bv)n = a(un)+b(vn), à òî-
ìó ìiñòèòüñÿ â M(a,b) çãiäíî ç îçíà÷åííÿì öi¹¨ ìíîæèíè. Íàâïàêè,
íåõàé c∈M(a,b). Òîäi c = ap+bq, äå p i q � öiëi ÷èñëà. Ïîäiëèìî c
íà d iç çàëèøêîì: c = md+ r, 0≤ r < d. Ìà¹ìî:

r = c−md= (ap+bq)−m(au+bv) = a(p−mu)+b(q−mv).

×èñëà p−mu i q−mv öiëi, à òîìó r ∈M(a,b). Öå îçíà÷à¹, ùî r = 0,
îñêiëüêè â ïðîòèâíîìó ðàçi ìíîæèíà M(a,b) ìiñòèëà á äîäàòíå ÷èñëî
r < d, à öå ñóïåðå÷èëî á ïî÷àòêîâîìó ïðèïóùåííþ ïðî ÷èñëî d. Àëå
ðiâíiñòü r = 0 îçíà÷à¹, ùî d/c.

Äîâåäåìî, òåïåð, ùî ñàìå ÷èñëî d ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëü-
íèêîì ÷èñåë a i b.

1) d � ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b, îñêiëüêè a i b ìiñòÿòüñÿ â
M(a,b), à êîæíå ÷èñëî öi¹¨ ìíîæèíè äiëèòüñÿ íà d.

2) ßêùî s � áóäü-ÿêèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b, òîáòî s/a i
s/b, òà s/d, îñêiëüêè d = au+bv (äèâ. 2), 3) ç òåîðåìè 2).

3) ×èñëî d äîäàòíå çà ïîáóäîâîþ. Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ÷èñëà
a i b ìàþòü òiëüêè îäèí íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê. Ñïðàâäi, ïðè-
ïóñòèìî, ùî d i d1 � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê a i b. Òîäi d/d1

(áî d1 � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê a i b, à d � ñïiëüíèé äiëüíèê
öèõ ÷èñåë), à òàêîæ d/d1. Âçÿâøè äî óâàãè, ùî d i d1 äîäàòíi, ìîæíà
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî d = d1 (äèâ. 5) ç òåîðåìè 2).

Îñêiëüêè ïðîòèëåæíi ÷èñëà ìàþòü îäíàêîâi äiëüíèêè (äèâ. òåî-
ðåìó 2), òî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà
äîñòàòíüî âìiòè ðîçâ'ÿçóâàòè äëÿ äîäàòíèõ ÷èñåë. Ùå äàâíüîãðå-
öüêi ìàòåìàòèêè çíàëè, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ ÷èñåë
ìîæíà çíàéòè, âèêîíàâøè êiëüêà ðàçiâ äiëåííÿ iç çàëèøêîì. Ïiçíi-
øå öåé ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà ïî÷àëè
íàçèâàòè àëãîðèòìîì Åâêëiäà. Âií áàçó¹òüñÿ íà äâîõ ëåìàõ.

Ëåìà 1. ßêùî a > 0, òî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i 0
äîðiâíþ¹ a.

Äîâåäåííÿ. 1) a/a i a/a, îñêiëüêè a = 1·a i 0 = 0·a.
2) ßêùî s � ñïiëüíèé äiëüíèê a i 0, òî s/a.
3) ×èñëî a äîäàòíå çà óìîâîþ.
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Ëåìà 2. ßêùî öiëi ÷èñëà a,b i c ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ a= bk+c, äå k �
òàêîæ öiëå ÷èñëî, òî d(a,b) = d(b,c). (Ñèìâîëîì d(x,y) äëÿ çðó÷íîñòi
ïîçíà÷èìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë x i y).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d(a,b) = d1, d(b,c) = d+2. Îñêiëüêè d1/b i d1/b,
à c = a−bk, òî d1/c. Âçÿâøè äî óâàãè, ùî d1/b i d1/c, ðîáèìî âèñíî-
âîê, ùî d1/d2. Ç äðóãîãî áîêó, îñêiëüêè d2/b, d2/c i a= bk+c, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî d2/a, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî d2/d1. ßê ìè âæå çíà¹ìî, âçà-
¹ìíà ïîäiëüíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë îçíà÷à¹ ¨õíþ ðiâíiñòü. Îòæå,
d1 = d2.

Íåõàé òåïåð çàäàíî íàòóðàëüíi ÷èñëà a i b (a≥ b) i òðåáà çíàéòè
¨õíié íàéáiëüøèé äiëüíèê. Ïîáóäó¹ìî ëàíöþã ÷èñåë çà òàêèì ïðàâè-
ëîì:

ïåðøå ÷èñëî � a,
äðóãå � b,
òðåò¹ � îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b (ïîçíà÷èìî ¨¨ r1),
÷åòâåðòå � îñòà÷à âiä äiëåííÿ b íà r1 (ïîçíà÷èìî ¨¨ r2),
ï'ÿòå � îñòà÷à âiä äiëåííÿ r1 íà r2, i ò. ä.

Ïîêè çàëèøêè r1, r2, . . . áóäóòü äîäàòíèìè, ÷èñëà íàøîãî ëàíöþãà
ñïàäàòèìóòü. Àëå ñïàäíèé ëàíöþã íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå ìîæå áó-
òè íåñêií÷åííèì, àäæå ¹ ëèøå b− 1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìåíøèõ
âiä b. Îòæå, íà äåÿêîìó êðîöi â çàëèøêó äiñòàíåìî íóëü. Íà öüî-
ìó çàêií÷èìî ïîáóäîâó ëàíöþãà, ÿêèé, îòæå, ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:
a,b, r1, r2, . . . , rn,0.

Çàñòîñóâàâøè äî ïîáóäîâàíîãî ëàíöþãà ÷èñåë ëåìó 2, äiñòàíåìî

d(a,b) = d(b, r1) = d(r1, r2) = . . . = d(rn−1, rn) = d(rn,0).

Àëå îñòàíí¹ ÷èñëî, çãiäíî ç ëåìîþ 1, äîðiâíþ¹ rn. Òîìó d(a,b) = rn.

Ï ð è ê ë à ä. Íåõàé òðåáà çíàéòè d(4171,18527).
Áóäåìî äiÿòè çãiäíî ç àëãîðèòìîì Åâêëiäà.
Ïåðøèé êðîê. Äiëèìî 18527 íà 4171 iç çàëèøêîì. Â çàëèøêó äi-

ñòàíåìî 1843.
Äðóãèé êðîê. Äiëèìî 4171 íà 1843 iç çàëèøêîì. Â çàëèøêó 485.
Òðåòié êðîê. Äiëèìî iç çàëèøêîì 1843 íà 485. Â çàëèøêó 388.
×åòâåðòèé êðîê. Äiëèìî iç çàëèøêîì 485 íà 388. Â çàëèøêó 97.
Ï'ÿòèé êðîê. Äiëèìî iç çàëèøêîì 388 íà 97. Â çàëèøêó 0. Öå

� ñèãíàë äî çàêií÷åííÿ îá÷èñëåíü. Øóêàíèé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê äîðiâíþ¹ 97 (òå ÷èñëî, íà ÿêå äiëèëè îñòàííié ðàç).

ßêùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b äîðiâíþ¹ 1, òî ¨õ
íàçèâàþòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Òåîðåìà 3 (êðèòåðié âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè äâîõ öiëèõ ÷èñåë). ×èñëà
a i b âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà
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u i v, ùî au+bv= 1.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî d(a,b) = 1, òî ïîòðiáíi ÷èñëà u i
v çíàéäóòüñÿ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî d(a,b) ∈M(a,b) (äèâ. âèùå).

Äîñòàòíiñòü. ßêùî au+bv= 1 äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë u i v, òî 1
íàëåæèòü ìíîæèíi M(a,b), ïðè÷îìó âîíà ¹ òèì íàéìåíøèì äîäàòíiì
÷èñëîì, îñêiëüêè ìåíøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âçàãàëi íåìà¹. Çãiäíî ç
ïîïåðåäíiì öå îçíà÷à¹, ùî 1 = d(a,b).

Òåîðåìà 4. ßêùî êîæíå ç ÷èñåë a i b âçà¹ìíî ïðîñòå ç ÷èñëîì c,
òî äîáóòîê ab òàêîæ âçà¹ìíî ïðîñòèé ç c.

Äîâåäåííÿ. ßêùî d(a,c) = 1 i d(b,c) = 1, òî çà ïîïåðåäíüîþ òåîðå-
ìîþ ax+cy= 1, bu+cv= 1 ïðè äåÿêèõ öiëèõ x,y,u,v. Ïåðåìíîæèâøè
ïî÷ëåííî öi äâi ðiâíîñòi, äiñòàíåìî:

ab·xu+c(axv+buy+yv) = 1.

Çãiäíî ç öi¹þ æ òåîðåìîþ 3 çíàéäåíà ðiâíiñòü ñâiä÷èòü, ùî ÷èñëà ab
i c âçà¹ìíî ïðîñòi.

Íàñëiäîê. Çàñòîñóâàâøè êiëüêà ðàçiâ ïîñëiäîâíî òåîðåìó 4, äi-
ñòàíåìî òàêå óçàãàëüíåííÿ ¨¨: ÿêùî êîæíå ç ÷èñåë a1,a2, ·,ak âçà¹ìíî
ïðîñòå ç c, òî ¨õ äîáóòîê a1,a2, ·,ak òàêîæ âçà¹ìíî ïðîñòèé ç c.

Òåîðåìà 5. ßêùî äîáóòîê ab äiëèòüñÿ íà c i ïðè öüîìó a âçà¹ìíî
ïðîñòå ç c, òî òîäi íà c îáîâ'ÿçêîâî äiëèòüñÿ ÷èñëî b..

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè d(a,c) = 1, òî ax+cy= 1, äå x,y � äåÿêi öiëi
÷èñëà. Ïîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà b, äiñòàíåìî

b = (ab)x+c· (by).

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî c/b, îñêiëüêè éîãî ïðàâà ÷àñòèíà äiëè-
òüñÿ íà c.

Ðîçãëÿíåìî òiëüêè íàòóðàëüíi ÷èñëà 1,2,3,4, . . . Íàòóðàëüíå ÷è-
ñëî p íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî âîíî ìà¹ ðiâíî äâà íàòóðàëüíèõ
äiëüíèêè. ßêùî ïðîñòi ÷èñëà âèïèñóâàòè â ëàíöþã çà çðîñòàííÿì,
òî éîãî ïî÷àòîê áóäå òàêèé:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, . . .

Äàëi äîâåäåìî, ùî öåé ëàíöþã íiêîëè íå îáðèâà¹òüñÿ, òîáòî ùî ïðî-
ñòèõ ÷èñåë áåçëi÷.

Ëåìà 3. ßêùî p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, òî âîíè âçà¹ìíî ïðîñòi.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòi ÷èñëà p i q íå âçà¹ìíî ïðîñòi.

Íåõàé d > 1 � ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê. Òîäi d/p. Àëå íå
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ìà¹ íiÿêèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ, êðiì 1 i p. Òîìó d = p. Òàê ñàìî
âïåâíþ¹ìîñÿ â òîìó, ùî d = q. Îòæå, p = q.

Òåîðåìà 6 (îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè). Áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå
÷èñëî a 6= 1 ìîæíà ðîçêëàñòè íà ïðîñòi ìíîæíèêè, òîáòî çàïèñàòè ó
âèãëÿäi: a = p1p2 · · · pn, äå êîæíå pk � ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî ïðè öüîìó
ìíîæíèêè pk â äîáóòêó p1p2 · · · pn ðîçìiñòèòè â íåñïàäíîìó ïîðÿäêó
(p1≤ p2≤ ·· · ≤ pn), òî òàêèé ðîçêëàä ÷èñëà a îäíîçíà÷íèé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàéðiçíîìàíiòíiøi ðîçêëàäè äàíîãî ÷è-
ñëà a 6= 1 íà ìíîæíèêè (íå îáîâ'ÿçêîâî ïðîñòi), ñåðåä ÿêèõ íåìà¹
îäèíèöi. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ÷èñëà 360 ¹: 360 = 360
(ëèøå îäèí ñïiâìíîæíèê), 360= 180· 2, 360= 4 · 10· 9, 360= 8 · 45,
360= 2 · 4 · 9 · 5 i ò. ä. Íàçâåìî äîâæèíîþ ðîçêëàäó ÷èñëî ñïiâìíî-
æíèêiâ ó íüîìó. Ðiçíi ðîçêëàäè ÷èñëà a íå ìîæóòü ìiñòèòè ÿêèõ
çàâãîäíî äîâãèõ. Ñïðàâäi, âèáåðåìî òàêå âåëèêå ÷èñëî n, ùîá âèêî-
íóâàëàñÿ íåðiâíiñòü a < 2n+1. Òîäi æîäíèé ðîçêëàä ÷èñëà íå ìîæå
ìàòè äîâæèíè, ÿêà ïåðåâèùóâàëà á n. Ñïðàâäi, íåõàé a = R1R2 ·R3.
Îñêiëüêè êîæíèé ñïiâìíîæíèê Ri áiëüøèé àáî äîðiâíþ¹ äâîì, òî
a = R1R2 ·Rs≥ 2·2· · ·2 = 2s. Òåïåð ç íåðiâíîñòi 2s < 2n+1 âèïëèâà¹, ùî
s≤ n.

Íåõàé a = p1p2 · · · pm � íàéäîâøèé ðîçêëàä a (àáî îäèí ç òàêèõ
ðîçêëàäiâ, ÿêùî ¨õ êiëüêà). Òîäi âñi ñïiâìíîæíèêè pk � ïðîñòi ÷èñëà.
Ñïðàâäi, ÿêáè äåÿêå pr íå áóëî ïðîñòèì, òî, ðîçêëàâøè éîãî íà ñïiâ-
ìíîæíèêè, ìè äiñòàëè á ðîçêëàä a äîâæèíîþ m+1, ùî íåìîæëèâî.
Îòæå, ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè äîâåäåíî.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî a = p1p2 · · · pm i a = q1q2 · · ·qn � äâà ðîçêëà-
äè ÷èñëà a íà ïðîñòi ìíîæíèêè, ïðè÷îìó â êîæíîìó ç íèõ ñïiâìíî-
æíèêè ðîçìiùåíi â íåñïàäíîìó ïîðÿäêó. Ââàæàòèìåìî, ùî q1 ≤ p1.
Ðiâíiñòü

p1p2 · · · pm = q1(q2 · · ·qn) (1)

ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ëiâà ¨¨ ÷àñòèíà äiëèòüñÿ íà q1. Îòæå, îäíå ç
÷èñåë pk çáiãà¹òüñÿ ç q1, áî â ïðîòèâíîìó ðàçi âñi pk, à îòæå, i ¨õ
äîáóòîê, áóëè á âçà¹ìíî ïðîñòèìè ç q1 (ëåìà 3 i òåîðåìà 4). Îñêiëüêè
q1≤ p1≤ p2≤ . . .≤ pm, òî p1 = q1. Ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (1) íà q1,
ïîâòîðþ¹ìî âñi íàøi ìiðêóâàííÿ äî ðiâíîñòi p2p3 · · · pm = q2q3 · · ·qn.
Ñïðàâà çàêií÷èòüñÿ òèì, ùî â îäíié ÷àñòèíi ðiâíîñòi âè÷åðïàþòüñÿ
âñi ïðîñòi ìíîæíèêè, i íà ¨õíüîìó ìiñöi äiñòàíåìî îäèíèöþ. Àëå â öåé
ìîìåíò ó äðóãié ÷àñòèíi ðiâíîñòi íåìèíó÷å òàêîæ çíèêíóòü óñi ïðîñòi
ìíîæíèêè, áî ÷èñëî 1 íå äiëèòüñÿ íà æîäíå ïðîñòå ÷èñëî. Îòæå,
m = n, p1 = q1, p2 = q2, . . ., pm = qn i îñíîâíó òåîðåìó àðèôìåòèêè
ïîâíiñòþ äîâåäåíî.



10

Òåîðåìà 7. Iñíó¹ áåçëi÷ ïðîñòèõ ÷èñåë.
Öþ òåîðåìà ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ùå òàê: ñåðåä ïðîñòèõ ÷èñåë

íåìà¹ íàéáiëüøîãî.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî p � íàéáiëüøå ïðîñòå ÷èñëî. Ðîç-

ãëÿíåìî ÷èñëî a, ÿêå íà 1 áiëüøå âiä äîáóòêó âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë
a = 2 · 3 · 5 · 7 · . . . · p+ 1. Ïðè äiëåííi íà êîæíå ç ïðîñòèõ ÷èñåë âî-
íî äà¹ â çàëèøêó 1. Öå îçíà÷à¹, ùî æîäíå ïðîñòå ÷èñëî íå ¹ éîãî
äiëüíèêîì. Ïðîòå öå ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíié òåîðåìi. Ñóïåðå÷íiñòü
ñïðîñòîâó¹ âèõiäíå ïðèïóùåííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè ïðîñòèõ
÷èñåë.

Äîâåäåíà òåîðåìà � îäíà ç íàéáiëüø âiäîìèõ i öiêàâèõ â iñòîði¨
ìàòåìàòèêè. �¨ âïåðøå äîâåëè äàâíüîãðåöüêi ìàòåìàòèêè ïîíàä äâà
òèñÿ÷îði÷÷ÿ òîìó. Íàâåäåíå íàìè äîâåäåííÿ çà ñâî¨ì çìiñòîì çáiãà-
¹òüñÿ ç äîâåäåííÿì ñòàðîäàâíiõ ó÷åíèõ. Íàéàâòîðèòåòíiøi iñòîðèêè
ìàòåìàòèêè ââàæàþòü, ùî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âçàãàëi ¹ ïåðøèì
çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó âiä ñóïðîòèâíîãî, ÿêèé áàãàòî â ÷îìó âèçíà-
÷èâ ïiçíiøå ðîçâèòîê âñi¹¨ ìàòåìàòèêè.

Ðîçãëÿíåìî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå. Íåõàé p1, p2, . . . , pn � ïîâ-
íèé íàáið ïðîñòèõ äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, âïîðÿäêîâàíèõ
çà çðîñòàííÿì. Ç òåîðåìè 6 òîäi âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî a ìîæíà îäíî-
çíà÷íî çîáðàçèòè ó âèãëÿäi a = pk1

1 . . . pkn
n , äå êîæíå ki � íàòóðàëü-

íå ÷èñëî. Öå çîáðàæåííÿ íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì ðîçêëàäîì ÷èñëà a
íà ïðîñòi ìíîæíèêè. Ìàþ÷è öåé ðîçêëàä, íåâàæêî îïèñàòè âñi íà-
òóðàëüíi äiëüíèêè ÷èñëà a i ïîðàõóâàòè ¨õ. Ñïðàâäi, íåõàé b/a. Öå
îçíà÷à¹, ùî a = b · c, ïðè÷îìó c � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ðîçêëàâøè b i
c íà ïðîñòi ìíîæíèêè, äiñòàíåìî îäíî÷àñíî ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíî-
æíèêè ÷èñëà a. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî b = pt1

1 , pt2
2 , . . . , ptn

n , äå 0≤ t1≤ k1,
0≤ t2≤ k2, . . . ,0≤ tn≤ kn. Ç äðóãîãî áîêó, áóäü-ÿêå ÷èñëî b òàêîãî âè-
äó áóäå äiëüíèêîì ÷èñëà a, áî c= pk1−t1

1 , pk2−t2
2 , . . . , pkn−tn

n � íàòóðàëüíå
÷èñëî, ïðè÷îìó a = bc.

Îñêiëüêè ïîêàçíèêè ti ó âèðàçi äëÿ äiëüíèêà b ìîæóòü íàáóâàòè
ñâî¨õ çíà÷åíü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî, òî ÷èñëî a = pk1

1 , pk2
2 , . . . pkn

n
ìà¹ âñiõ (k1+1)(k2+1) · · ·(kn+1) íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ. Íàïðèêëàä,
÷èñëî 12−22 ·3 ìà¹ (2+1) · (1+1) = 6 äiëüíèêiâ, à ñàìå:

20 ·30 = 1, 21 ·30 = 2, 22 ·30 = 4, 20 ·31 = 3, 21 ·31 = 6, 22 ·31 = 12.

ßêùî q1,q2, . . . ,qs � óñi ïðîñòi ìíîæíèêè â ðîçêëàäàõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë a i b, òî a= qm1

1 qm2
2 . . .qms

s , b= ql1
1 ql2

2 . . .qls
s , ïðè÷îìó äåÿêi ïîêàçíè-

êè mi i l i ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ, i îáèäâà çîáðàæåííÿ îäíîçíà÷íi.
Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b, ÿê öå âèïëèâà¹ ç ïîïåðå-
äíüîãî, ìîæíà çàïèñàòè â öüîìó ðàçi ôîðìóëîþ d(a,b) = qα1

1 qα2
2 . . .qαs

s ,
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äå αi = min{mi , l i}; i = 1,2, . . . ,s (min{x,y} � ìåíøå ç ÷èñåë x,y àáî áóäü-
ÿêå ç íèõ, ÿêùî x = y).

Íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a i b íàçèâàþòü
íàòóðàëüíå ÷èñëî m ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

à) a/m,b/m (m � ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b).
á) ßêùî a/l i b/l , òî m/l (m � äiëüíèê áóäü-ÿêîãî ñïiëüíîãî êðà-

òíîãî ÷èñåë a i b).
Íåõàé, ÿê i âèùå,

a = qm1
1 qm2

2 . . .qms
s i b = ql1

1 ql2
2 . . .qls

s .

Íåâàæêî âïåâíèòèñÿ, ùî

m(a,b) = qβ1
1 qβ2

2 . . .qβs
s , äå βi = max{mi , l i}, i = 1,2, . . . ,s

(max{x,y} � áiëüøå ç ÷èñåë x,y àáî áóäü-ÿêå ç íèõ, ÿêùî x = y).
Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, a= 1400, b= 294. Ìà¹ìî a= 23 ·30 ·52 ·7,

b = 2·3·50 ·72. Òîìó

d(a,b) = 2·30 ·50 ·7 = 14; m(a,b) = 23 ·3·52 ·72 = 29400.

Îñêiëüêè min{x,y}+max{x,y} = x+y, òî d(a,b) ·m(a,b) = a ·b, çâiäêè
m(a,b) = ab

d(a,b) . Öÿ ôîðìóëà äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè íàéìåíøå ñïiëüíå
êðàòíå äâîõ ÷èñåë áåç ðîçêëàäó ¨õ íà ïðîñòi ìíîæíèêè: äîñòàòíüî
îá÷èñëèòè d(a,b), ñêîðèñòàâøèñü àëãîðèòìîì Åâêëiäà.

Ëåìà 4. Çàëèøêè âiä äiëåííÿ ÷èñåë a i b çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè n/(a−b).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a = nq1 + r1, b = nq2 + r2, 0≤ r1 < n, 0≤ r2 < n.
ßêùî r1 = r2, òî a−b= n(q1−q2), òîáòî n/(a−b). Ïðèïóñòèìî òåïåð,
ùî r1 6= r2. Äëÿ ïåâíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî r1 > r2. Ó öüîìó âèïàäêó
a−b= n(q1−q2)+(r1− r2), ïðè÷îìó 0< r1− r2 < n, òîáòî çàëèøîê âiä
äiëåííÿ a−b íà n äîðiâíþ¹ r1− r2 6= 0.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî r1 < r2, òî â äðóãié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ äîñòà-
òíüî çàìiñòü a−b ðîçãëÿíóòè b−a, à ïîòiì âðàõóâàòè, ùî ÷èñëà a−b
i b−a îäíî÷àñíî äiëÿòüñÿ àáî íå äiëÿòüñÿ íà n (äèâ. òåîðåìó 2).

ßêùî ÷èñëà a i b ïðè äiëåííi íà n äàþòü îäíàêîâi çàëèøêè, òî
íàçâåìî ¨õ ïîðiâíÿííèìè çà ìîäóëåì n i óìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè öå òàê:
a

n≡ b.

Òåîðåìà 8. Íåõàé a = nq1 + r1, b = nq2 + r2. Òîäi
1) a+b

n≡ r1 + r2;

2) a−b
n≡ r1− r2;
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3) ab
n≡ r1r2.

Äîâåäåííÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà ëåìi 4:

1) ÷èñëî (a+b)− (r1 + r2) = n(q1 +q2) äiëèòüñÿ íà n, à öå, çãiäíî ç
ëåìîþ, îçíà÷à¹ øóêàíå;

2) ÷èñëî (a−b)− (r1− r2) = n(q1−q2) äiëèòüñÿ íà n;

3) ÷èñëî ab− r1r2 = n(nq1q2 +q1r2 + r1q2) äiëèòüñÿ íà n.

Íàñëiäîê 1. ßêùî a1
n≡ a2 i b1

n≡ b2, òî:

1) a1 +b1
n≡ a1 +b2;

2) a2−b1
n≡ a1−b2;

3) a1b1
n≡ a2b2.

Íàñëiäîê 2. ßêùî òðåáà çíàéòè çàëèøîê âiä äiëåííÿ äåÿêîãî àðè-
ôìåòè÷íîãî âèðàçó (ÿêèé ìiñòèòü ëèøå äi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ é
ìíîæåííÿ) íà ÷èñëî n, òî â ïðîöåñi îá÷èñëåíü áóäü-ÿêèé ïðîìiæíèé
ðåçóëüòàò ìîæíà çàìiíþâàòè éîãî çàëèøêîì âiä äiëåííÿ íà n (àáî
áóäü-ÿêèì iíøèì ÷èñëîì, ïîðiâíþâàíèì ç íèì çà ìîäóëåì n).

Ï ð è ê ë à ä. Íåõàé òðåáà çíàéòè çàëèøîê âiä äiëåííÿ ÷èñëà
a = 975−95 íà 7.

Îñêiëüêè 9
7≡ 2 i 95

7≡ 4, òî a
7≡ 275−4. Äàëi ìà¹ìî:

23 = 8
7≡ 1; 275 = (23)25≡ 1; a

7≡ 1−4 =−3≡ 4.

Îòæå, îñòà÷à âiä äiëåííÿ ÷èñëà a íà 7 äîðiâíþ¹ 4.

Âiäîìi îçíàêè ïîäiëüíîñòi ÷èñåë ãðóíòóþòüñÿ íà òåîðåìi 8 i íà-
ñëiäêàõ ç íå¨.

Îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà 3 i 9. ×èñëî αnαn−1 . . .α2α1α0 (αn, αn−1, . . .,
α2, α1, α0 � äåñÿòêîâi öèôðè ÷èñëà) äiëèòüñÿ íà 3 (íà 9) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ñóìà éîãî öèôð äiëèòüñÿ íà 3 (íà 9).

Ñïðàâäi, îñêiëüêè 10
3≡ 1 (10

9≡ 1), à îòæå, 10k 3≡ 1 (10k 9≡ 1) ïðè
áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó k, òî

a = 10nαn +10n−1αn−1 + · · ·+102α2 +10α1 +α0
3≡

3≡ αn +αn−1 + · · ·+α2 +α1 +α0

(i àíàëîãi÷íî äëÿ ìîäóëÿ 9). Öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëà a i αn + αn−1 +
· · ·+ α2 + α1 + α0 äàþòü îäíàêîâèé çàëèøîê âiä äiëåííÿ íà 3 (íà 9),
çîêðåìà, àáî îäíî÷àñíî äiëÿòüñÿ íà 3 (íà 9), àáî íi.

Îçíàêà ïîäiëüíîñòi íà 2 (à òàêîæ íà 5 i íà 10). ×èñëî äiëèòüñÿ íà
2 (âiäïîâiäíî íà 5 àáî 10) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îñòàííÿ öèôðà äi-
ëèòüñÿ íà 2 (5 àáî 10).
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Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî 10
2≡ 0 (i àíàëîãi÷íî äëÿ ìîäóëiâ 5 i 10).

Îçíàêà ïîäiëüíîñòi íà 4. 10k ≡ 0, ÿêùî k > 1, òîìó

αnαn−1 . . .α2α1α0
4≡ α1α0.

Îçíàêà ïîäiëüíîñòi íà 8. 10k 8≡ 0, ÿêùî k > 2, òîìó

αnαn−1 . . .α3α2α1α0
8≡ α2α1α0.

Îçíàêà ïîäiëüíîñòi íà 11. ×èñëî αnαn−1 . . .α2α1α0 äiëèòüñÿ íà 11
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α0−α1 + α2−α3 + . . .+(−1)nαn äiëèòüñÿ íà
11.

Ñïðàâäi, 10
11≡−1, 102 11≡ 1 i ò. ä., à òîìó

10nαn +10n−1αn−1 + · · ·+102α2 +10α1 +α0
11≡

11≡ α0−α1 +α2−α3 + · · ·+(−1)nαn.

Îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà ÷èñëà òèïó 6, 15, 12 äà¹ òàêà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9. ßêùî d(n,m) = 1 (òîáòî ÷èñëà n i m âçà¹ìíî ïðîñòi),
n/a i m/a, òî nm/a.

Äîâåäåííÿ. ßêùî n/a, òî a = nq. Îñêiëüêè d(n,m) = 1 i m/nq, òî
m/q (äèâ. òåîðåìó 5), òîáòî q = ms. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî: a = nq= nms,
òîáòî nm/a.

Ðîçãëÿíåìî ïîçèöiéíi ñèñòåìè çàïèñó ÷èñåë. Âiçüìåìî áóäü-ÿêå
âiäìiííå âiä îäèíèöi íàòóðàëüíå ÷èñëî s. Áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî
a ìîæíà ïîäiëèòè íà s iç çàëèøêîì:

a = q0s+ r0 (0≤ r0 < s). (2)

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè öüîìó q0 < a, îñêiëüêè s≥ 2 çà óìîâîþ. ßêùî
q0 > 0, òî äiëèìî éîãî iç çàëèøêîì íà s

q0 = q1s+ r1 (0≤ r1 < s). (3)

Íà öüîìó êðîöi äîäàòêîâî áóäå âèêîíàíî óìîâó: q1 < q0. Ïiäñòàâèâøè
çíà÷åííÿ äëÿ q0 ç (3) â (2), äiñòàíåìî

a = q1s2 + r1s+ r0. (4)

ßêùî q1 > 0, òî ðîáèìî ùå îäèí àíàëîãi÷íèé êðîê � äiëèìî q1 íà s
iç çàëèøêîì:

q1 = q2s+ r2 (0≤ r2 < s). (5)

Ïiäñòàâèâøè âèðàç (5) äëÿ q1 â (4), ìàòèìåìî:
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a = q2s3 + r2s2 + r1s+ r0.

Îñêiëüêè a > q0 > q1 > q2 > .. . i âñi qi íàòóðàëüíi, òî ÷åðåç ñêií÷åííó
êiëüêiñòü êðîêiâ äiñòàíåìî ðiâíiñòü qn = qn−1s+ rn (0 < rn < s), â ÿêié
qn+1 = 0. Â ïiäñóìêó ìàòèìåìî òàêå çîáðàæåííÿ ÷èñëà a:

a = rnsn + rn−1sn−1 + · · ·+ r2s2 + r1s+ r0. (6)

Éîãî íàçèâàþòü ðîçêëàäîì ÷èñëà a çà ñòåïåíÿìè ÷èñëà s.
Óñi êîåôiöi¹íòè öüîãî ðîçêëàäó (÷èñëà rk) íå ïåðåâèùóþòü ÷èñëà

s−1, ïðè÷îìó rn 6= 0. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ðîçêëàä (6) âèçíà÷à-
¹òüñÿ ÷èñëîì a îäíîçíà÷íî. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè äiëåííi iç
çàëèøêîì íåïîâíà ÷àñòêà i çàëèøîê âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî. Çà-
ìiñòü ñóìè, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (6), ìîæíà âèïèñàòè
òiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ:

a = rnrn−1 . . . r2r1r0. (7)

ßêùî ÷èñëî s çàçäàëåãiäü çàôiêñîâàíå, òî çà ñêîðî÷åíèì çàïèñîì (7)
ëåãêî âiäíîâèòè ïîâíèé çàïèñ (6). Ùîá çàïèñàòè ÷èñëî ó ôîðìi (7),
äîñòàòíüî ìàòè s çíàêiâ (öèôð) äëÿ ïîçíà÷åííÿ ÷èñåë 1,2, . . . ,s−1,
áî ÷èñëà rk iíøèìè áóòè íå ìîæóòü. Öåé çàïèñ ÷èñëà íàçèâàþòü
ïîçèöiéíèì: ðîëü êîæíî¨ öèôðè rk âèçíà÷à¹òüñÿ íå òiëüêè òèì, ÿêå
÷èñëî âîíà ïîçíà÷à¹, à é ìiñöåì, ÿêå âîíà çàéìà¹ â ïîñëiäîâíîñòi.
×èñëî síàçèâàþòü ïðè öüîìó îñíîâîþ ïîçèöiéíîãî çàïèñó. Iíîäi, ùîá
óíèêíóòè íåïîðîçóìiíü, îñíîâó síàçèâàþòü äîäàòêîâîþ. Íàïðèêëàä,
ïèøóòü òàê: a = rnrn−1 . . . r2r1r0(s) .

Ìè çâèêëè äî ïîçèöiéíîãî çàïèñóâàííÿ ÷èñåë ç îñíîâîþ 10. Ïðî-
òå, ÿê áà÷èìî, îñíîâîþ ïîçèöiéíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè áóäü-ÿêå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî, âiäìiííå âiä 1.

Ï ð è ê ë à ä è

1) ßêùî n � íåïàðíå ÷èñëî, òî n2−1 äiëèòüñÿ íà 8. Äîâåñòè öå.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî N = (n−1)(n+1). Îñêiëüêè n �

íåïàðíå ÷èñëî, òî n−1 i n+1 � ïàðíi ÷èñëà. Ñåðåä òðüîõ ïîñëiäîâíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë õî÷à á îäíå äiëèòüñÿ íà 3. Ñåðåä ÷èñåë (n−1) i
(n+1) îäíå äiëèòüñÿ íà 2, à iíøå � íà 4. Òîìó äîáóòîê (n−1)(n+1) =
= n2−1 äiëèòüñÿ íà 8.

2) ßêùî n íå äiëèòüñÿ íà 3, òî n2−1 äiëèòüñÿ íà 3. Äîâåñòè öå.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî n íå äiëèòüñÿ íà 3, òî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi n = 3k±1. Òîäi

n2−1 = (3k±1)2−1 = 9k2±6k+1−1 = 9k2±6k = 3(3k2±2k).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî n2−1 äiëèòüñÿ íà 3.
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3) ßêùî p i q � ïðîñòi ÷èñëà, ùî ïåðåâèùóþòü 3, òî p2−q2 äiëè-
òüñÿ íà 24. Äîâåñòè öå.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Î÷åâèäíî p2−q2 = (p2−1)−(q2−1). Ç ïðèêëàäó 2
âèïëèâà¹, ùî ïðè p> 3 p2−1 äiëèòüñÿ íà 3, ïðè q> 3 q2−1 äiëèòüñÿ
íà 3. Ç ïðèêëàäó 1 îäåðæó¹ìî, ùî ïðè íåïàðíîìó p p2−1 äiëèòüñÿ íà
8, q2−1 äiëèòüñÿ íà 8 ïðè íåïàðíîìó q. Îòæå, p2−1 i q2−1 äiëÿòüñÿ
íà 3 · 8 = 24. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïðîñòèõ p i q, ùî ïåðåâèùóþòü 3,
p2−q2 äiëèòüñÿ íà 24.

4) Äîâåñòè, ùî ÷èñëà n i n3 äàþòü îäíàêîâèé çàëèøîê ïðè äiëåííi
íà 6.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî ÷èñëà n i n3 äàþòü
îäíàêîâèé çàëèøîê ïðè äiëåííi íà 6, äîñèòü äîâåñòè, ùî ðiçíèöÿ
n3−n äiëèòüñÿ íà 6. n3−n = (n−1)n(n+1). Ñåðåä òðüîõ ïîñëiäîâíèõ
öiëèõ ÷èñåë õî÷à á îäíå äiëèòüñÿ íà 3, õî÷à á îäíå äiëèòüñÿ íà 2,
òîìó äîáóòîê (n−1)n(n+1) äiëèòüñÿ íà 6.

Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1. Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Åâêëiäà, îá÷èñëèòè íàéáiëüøèé ñïiëü-
íèé äiëüíèê d i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå m òàêèõ ïàð ÷èñåë:

1) 2173 i 2747; 2) 6499 i 2077; 3) 12769 i 7571; 4) 3503 i 2231.

(Âiäïîâiäü: 1) d = 41, m= 145591; 2) d = 67, m= 201469;
3) d = 113, m= 855523; 4) d = 1, m= 4815193.)

2. Çíàéòè çàëèøîê âiä äiëåííÿ íà 7 òàêèõ ÷èñåë:
1) 2135; 2) 19791980; 3) 14333−16·2420; 4) 1314−1813.

(Âiäïîâiäü: 1) 1; 2) 1; 3) 2; 4) 4.)

3. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó öiëîìó m ÷èñëî m3 +3m2 +2m äi-
ëèòüñÿ íà 6.

4. Äîâåñòè, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó öiëîìó n ÷èñëî n5−5n3 +4n äiëè-
òüñÿ íà 120.

5. ßêùî n öiëå, òî ÷èñëî n3

6 −
n2

2 + n
3 òàêîæ öiëå. Äîâåñòè öå.

6. ßêùî n � íåïàðíå ÷èñëî, òî n2−1 äiëèòüñÿ íà 8. Äîâåñòè öå.

7. ßêùî n íå äiëèòüñÿ íà 3, òî n2−1 äiëèòüñÿ íà 3. Äîâåñòè öå.

8. ßêùî p i q � ïðîñòi ÷èñëà, ùî ïåðåâèùóþòü 3, òî p2−q2 äiëè-
òüñÿ íà 24. Äîâåñòè öå.

9. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Ñêiëüêè ìîæå áóòè íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü pn i âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç íèì (n � íàòóðàëüíå
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÷èñëî)?

(Âiäïîâiäü: pn− pn−1.)

10. ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, âiäìiííå âiä 2 i 3, òî ïðèíàéìíi îäíå
ç ÷èñåë p+10 àáî p+14 íå ¹ ïðîñòèì. Äîâåñòè öå.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. p+10= (p+1)+9, p+14= (p−1)+15. Äàëi âè-
êîðèñòàòè çàäà÷ó 7.
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�2. Áiíîìiàëüíà ôîðìóëà Íüþòîíà. Âëàñòèâîñòi
áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ

Äëÿ óçàãàëüíåííÿ âiäîìèõ ôîðìóë

(a+b)2 = a2 +2ab+b2,

(a+b)3 = a3 +3a2b+3ab2 +b2,

ïiäíåñåííÿ áiíîìà (äâî÷ëåíà) a+ b äî êâàäðàòà é êóáà òà âiäïîâiäi
íà çàïèòàííÿ, ÷è iñíó¹ ïðîñòå çàãàëüíå ïðàâèëî ïiäíåñåííÿ áiíîìà
a+ b äî äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n, ñëiä êîðèñòóâàòèñÿ òà-
êèìè çàãàëüíîâæèâàíèìè îçíà÷åííÿìè: n! = 1 ·2 ·3 · . . . ·n; 0! = 1 (çà
îçíà÷åííÿì); Ck

n = n!
k!(n−k)! äëÿ êîæíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî n i öiëîãî

k∈ [0;n]. Çîêðåìà

C0
0 =

0!
0!0!

= 1, C0
n =

n!
0!n!

= 1, C1
n =

n!
1!(n−1)!

= n;

C2
n =

n!
2!(n−2)!

=
n(n−1)

2
, . . . ,Cn

n =
n!

n!0!
= 1.

×èñëà Ck
n íàçèâàþòü áiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âîíè âiäiãðà-

þòü äóæå âàæëèâó ðîëü ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè, îñîáëèâî â
òàê çâàíié êîìáiíàòîðíié ìàòåìàòèöi. Ñèìâîë Ck

n ÷èòàþòü òàê: "öå ç
n ïî k" àáî "÷èñëî ñïîëó÷åíü ç n ïî k".

Çóïèíèìîñü íà äâîõ âëàñòèâîñòÿõ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ:

1. Ck
n = Cn−k

n . Ñïðàâäi,

Cn−k
n =

n!
(n−k)!(n− (n−k))!

=
n!

(n−k)!k!
= Ck

n.

2. ßêùî n > 1 i 0 < k < n, òî Ck
n = Ck

n−1+Ck−1
n−1 (îñíîâíà ðåêóðåíòíà

ôîðìóëà äëÿ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ).

Äîâåäåííÿ. Ck
n−1 +Ck−1

n−1 = (n−1)!
k!(n−1−k)! + (n−1)!

(k−1)!(n−k)! =

= (n−1)!
(n−1−k)!(k−1)!

(
1
k + 1

n−k

)
=

= (n−1)!
(n−1−k)!(k−1)! ·

n
k(n−k) = n!

k!(n−k)! = Ck
n.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âiðíîþ áóäå
ôîðìóëà

(a+b)n = C0
nan +C1

nan−1b+C2
nan−2b2 + · · ·+

+Ck
nan−kbk + · · ·+Cn−1

n abn−1 +Cn
nbn. (1)



18

�¨ íàçèâàþòü áiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ Íüþòîíà. Äîâåäåìî ¨¨, çàñòî-
ñóâàâøè ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü n ôîðìóëà ïðàâèëüíà. Íàïðèêëàä,

(a+b)1 = C0
1a+C1

1b, îñêiëüêè C0
1 = C1

1 = 1.

Òàê ñàìî

(a+b)2 = C0
2a2 +C1

2ab+C2
2b2, îñêiëüêè C0

2 = 1, C1
2 = 2, C2

2 = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî áiíîìiàëüíà ôîðìóëà ïðàâèëüíà äëÿ ïîêàçíèêà
n−1, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(a+b)n−1 = C0
n−1an−1 +C1

n−1an−2b+C2
n−1an−3b2 + · · ·+

+ Ck−1
n−1an−kbk−1 +Ck

n−1an−k−1bk + · · ·+Cn−1
n−1bn−1.

Òîäi äëÿ ïîêàçíèêà n ìàòèìåìî:

(a+b)n=(a+b)n−1(a+b)=(C0
n−1an−1 +C1

n−1an−2b+C2
n−1an−3b2 + · · ·+

+Ck−1
n−1an−kbk−1 +Ck

n−1an−k−1bk + · · ·+Cn−1
n−1bn−1)(a+b) =

= C0
n−1an +(C1

n−1 +C0
n−1)a

n−1b+(C2
n−1 +C1

n−1an−2b2 + · · ·+

+(Ck
n−1 +Ck−1

n−1)a
n−kbk + · · ·+(Cn−1

n−1 +Cn−2
n−1)abn−1 +Cn−1

n−1bn.

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî

C1
n−1 +C0

n−1 = C1
n, C2

n−1 +C1
n−1 = C2

n, . . . ,

Ck
n−1 +Ck−1

n−1 = Ck
n, . . . ,C

n−1
n−1 +Cn−2

n−1 = Cn−1
n

i, êðiì òîãî, C0
n−1 = C0

n, Cn−1
n−1 = Cn

n (îñêiëüêè âñi öi ÷îòèðè ÷èñëà äî-
ðiâíþþòü 1), äiñòàíåìî ôîðìóëó (1).

Çîêðåìà, ïiäñòàâèâøè çàìiñòü b ÷èñëî −b, äiñòàíåìî ôîðìóëó
ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ ðiçíèöi

(a−b)n = C0
nan−C1

nan−1b+ · · ·+(−1)kCk
nan−kbk + · · ·+

+(−1)n−1Cn−1
n abn−1 +(−1)nCn

nbn. (2)

Ç ôîðìóë (1) i (2) ïðè a = b = 1 ìîæíà âèâåñòè òàêi öiêàâi é
êîðèñíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ:

C0
n +C1

n +C2
n + · · ·+Cn−1

n +Cn
n = 2n, (3)

C0
n−C1

n +C2
n · · ·+(−1)n−1Cn−1

n +(−1)nCn
n = 0. (4)
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Êðiì òîãî, ç ôîðìóëè (1) âèïëèâà¹, ùî âñi áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹í-
òè � öiëi ÷èñëà, áî ïðè ìíîæåííi áiíîìà a+b íà ñåáå ñêiëüêè çàâãîäíî
ðàçiâ íå ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ äðîáîâi êîåôiöi¹íòè.

Ï ð è ê ë à ä è.

I. ×îìó äîðiâíþ¹ n, ÿêùî Cn−1
n+1 = 10?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà ôîðìóëîþ Ck
n = n!

k!(n−k)! çíàõîäèìî:

Cn−1
n+1 =

(n+1)!
(n−1)! ((n+1)− (n−1))!

=
(n+1)!

(n−1)!2!
=

n(n+1)
2

.

Òàêèì ÷èíîì, n(n+1)
2 = 10 àáî n2 + n−20= 0. Êîðåíÿìè îäåðæàíîãî

ðiâíÿííÿ áóäóòü ÷èñëà n1 = −5, n2 = 4. Î÷åâèäíî, n1 = −5 íå çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ. Îòæå, n = 4.

II. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

1) C4
x+2 = x2−1; 2) Cx−3

x +Cx−2
x = 15(x−1);

3) 1
Cx

4
− 1

Cx
5

= 1
Cx

6
; 4) Cx−1

x+1 +Cx−2
x = 9x+10.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Î÷åâèäíî,

C4
x+2 =

(x+2)!
4!(x+2−4)!

=
(x+2)!

4!(x−2)!
=

=
(x−1)x(x+1)(x+2)

24
=

(x2−1)x(x+2)
24

.

Îòæå,

(x2−1)x(x+2)
24

= x2−1 àáî (x2−1)
(

x(x+2)
24

−1

)
= 0.

Êîðåíÿìè îäåðæàíèõ ðiâíÿíü áóäóòü âiäïîâiäíî x1,2 = ±1 i x3 = ±4,
x4 =−6. Òiëüêè x = 4 ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ 1).

2) Îñêiëüêè

Cx−3
x =

x!
(x−3)!(x− (x−3))!

=
x!

(x−3)!3!
=

(x−2)(x−1)x
6

,

Cx−2
x =

x!
(x−2)!(x− (x−2))!

=
x!

(x−2)!3!
=

(x−1)x
2

, òî

(x−2)(x−1)x
6

+
(x−1)x

2
= 15(x−1).
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x− 1 íå ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ 2), òîìó ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ îäåðæàíîãî
ðiâíÿííÿ íà x−1 îäåðæó¹ìî

(x−2)x
6

+
x
2

= 15 àáî
(x−2)x+3x

6
= 15.

Ç x2 +x−90= 0 îäåðæó¹ìî x1 =−10, x2 = 9.
Âiäïîâiäü: x = 9.
3) Âiäïîâiäü: x = 3.
4) Âiäïîâiäü: x = 4.

III. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìè ðiâíÿíü:

1)
{

Cy
x = Cy+2

x ,
C2

x = 153;
2)

{
Cy

x−1 = 10,
Cy+1

x = 5
2x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Çàïèøåìî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ó âèãëÿäi

x!
2!(x−2)!

= 153 àáî
(x−1)x

2
= 153.

Îòæå, x2−x−306= 0. Òîìó x1 =−17, x2 = 18. Òàêèì ÷èíîì,

Cy
18 = Cy+2

18 àáî
18!

y!(18−y)!
=

18!
(y+2)!(18−y−2)!

.

Çàïèøåìî îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

18!
y!(18−y)!

=
18!

y!(y+1)(y+2)(16−y)!
,

ÿêå ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ñêîðî÷åíü ìàòèìå âèãëÿä

1
(17−y)(18−y)

=
1

(y+1)(y+2)
.

Îòæå,

(y+1)(y+2) = (17−y)(18−y) àáî y2 +3y+2 = y2−35y+306.

Òàêèì ÷èíîì, y = 8.
Âiäïîâiäü: x = 18, y = 8.

2) Î÷åâèäíî,

Cy
x−1 =

(x−1)!
y!(x−1−y)!

, Cy+1
x =

x!
(y+1)!(x−y−1)!

.
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Òîìó
(x−1)!

y!(x−1−y)!
= 10,

x!
(y+1)!(x−y−1)!

=
5
2

x.

Ïîäiëèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà äðóãå: (y+1)!
y! · (x−1)!

x! = 4
x . Ïiñëÿ âiäïî-

âiäíèõ ñêîðî÷åíü îäåðæèìî ðiâíÿííÿ y+1 = 4 àáî y = 3. Ïiäñòàâèìî
îäåðæàíå çíà÷åííÿ y = 3 â ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè: C3

x−1 = 10. Òîäi

(x−1)!
3!(x−1−3)!

= 10 àáî
(x−1)!
6(x−4)!

= 10.

Òàêèì ÷èíîì, (x−3)(x−2)(x−1) = 60. Îòæå, x3−6x2 + 11x−66= 0.
Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(x3 +11x)− (6x2 +66) = 0 àáî (x2 +11)(x−6) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, x = 6.
Âiäïîâiäü: x = 6, y = 3.

IV. Çíàéòè ðàöiîíàëüíi ÷ëåíè â ðîçêëàäàõ áiíîìiâ:

1) ( 3
√

3+
√

2)5; 2) ( 5
√

3+ 7
√

2)24; 3) ( 3
√

2− 4
√

8)15.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1)( 3
√

3+
√

2)5 = C0
5(

3
√

3)5 +C1
5(

3
√

3)4(
√

2)+C2
5(

3
√

3)3(
√

2)2+

+C3
5(

3
√

3)2(
√

2)3 +C4
5(

3
√

3)(
√

2)4 +C5
5(
√

2)5.

Î÷åâèäíî, òiëüêèC2
5(

3
√

3)3(
√

2)2 = 60â ïðàâié ÷àñòèíi áóäå ðàöiîíàëü-
íèì ÷èñëîì.

2)( 5
√

3+ 7
√

2)24 = C0
24(

5
√

3)24+C1
24(

5
√

3)23( 7
√

2)+ · · ·+Ck
24(

5
√

3)24−k( 7
√

2)k+

+ · · ·+C23
24(

5
√

3)( 7
√

2)23+C24
24(

7
√

2)23+C24
24(

7
√

2)24.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ k, ïðè ÿêèõ (k+1)-èé ÷ëåí ðîçêëàäó

Tk+1 = Ck
24(

5
√

3)24−k( 7
√

2)k

áóäå ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Îñêiëüêè

Tk+1 = Ck
243

24−k
5 ·2

k
7 ,

òî Tk+1 áóäå ðàöiîíàëüíèì ÿêùî k = 14. Çíàéäåìî

T14+1 = T15 = C14
24 ·32 ·22 = C14

24 ·36.
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3)( 3
√

2− 4
√

8)15=C0
15(

3
√

2)15−C1
15(

3
√

2)14( 4
√

8)+ · · ·+

+(−1)kCk
15(

3
√

2)15−k( 4
√

8)k + · · ·+C14
15(

3
√

2)( 4
√

8)14−C15
15(

4
√

8)15.

Ðîçãëÿíåìî (k+1)-èé ÷ëåí ðîçêëàäó

Tk+1 = Ck
15(

3
√

2)15−k( 4
√

8)k.

Îñêiëüêè,
Tk+1 = (−1)kCk

152
15−k

3 ·8
k
4 ,

òî Tk+1 áóäå ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, ÿêùî k = 0, k = 12. Ïðè k = 0
ìà¹ìî T1 = C0

15 ·32·1 = 32; ïðè k = 12

T13 = C12
152·83 = C3

15 ·210.

V. Îáìåæèâøèñü äâîìà ÷ëåíàìè â áiíîìiàëüíîìó ðîçêëàäi, íà-
áëèæåíî îá÷èñëèòè:

1) (0,997)8; 2) (2,003)10; 3) (0,999)8.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1)(0,997)8 = (1−0,003)8 = C0
8 ·18−C1

8 ·17 ·0,003+ · · ·+

+(−1)kC8−k
8 ·18−k ·0,003k + · · ·−C7

8 ·1·0,003+C8
8(0,003)8≈

≈ 1−8·0,003= 0,976.

2)(2,003)10 = (2+0,003)10≈C0
10 ·210+C1

10 ·29 · (0,003) =

= 29(2+0,003) = 512·2 < 006= 1039,36.

3)(0,999)8 = (1−0,001)8≈C0
8 ·18−C1

8 ·17 · (0,001) =

= 1−0,008= 0,992.

VI. Ó áiíîìiàëüíîìó ðîçêëàäi
(

a
3
2 + 1

a4

)n
êîåôiöi¹íò òðåòüîãî ÷ëå-

íà íà 44 áiëüøèé âiä êîåôiöi¹íòà äðóãîãî ÷ëåíà. Çíàéòè ÷ëåí ðîç-
êëàäó, ÿêèé íå ìiñòèòü a.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ

C2
n

(
a

3
2

)n−2
(

1
a4

)2

−C1
n

(
a

3
2

)n−1
(

1
a4

)
= 44.

Îòæå,
n(n−1)

2
−n = 44 àáî n2−3n−88= 0.
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Òîìó, n1 = −8, n2 = 11. Îòæå, n = 11. Çàïèøåìî (k+1)-èé ÷ëåí ðîç-
êëàäó

Tk+1 = Ck
11

(
a

3
2

)11−k
(

1
a4

)k

= Ck
11a

3(11−k)
2 ·a−4k =

= Ck
11a

3(11−k)
2 −4k = Ck

11a
33−11k

2 .

Tk+1 íå áóäå ìiñòèòè a, ÿêùî 33−11k
2 , òîáòî k = 3. Øóêàíèé êîåôiöi¹íò

C3
11 = 165.
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�3. Êîìáiíàòîðèêà

Íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. ßêùî äëÿ âèáîðó ïåðøîãî
÷ëåíà n-÷ëåííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñèìâîëiâ

a1,a2,a3, . . . ,an (1)

¹ k1 ìîæëèâîñòåé, äëÿ âèáîðó ¨¨ äðóãîãî ÷ëåíà k2 ìîæëèâîñòåé i
ò. ä., íàðåøòi, äëÿ âèáîðó n-ãî ÷ëåíà kn ìîæëèâîñòåé, ïðè÷îìó ÷è-
ñëî ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ äëÿ ÷ëåíà ai (i = 2,3, . . . ,n) íå çàëåæèòü âiä
êîíêðåòíî¨ ðåàëiçàöi¨ ìîæëèâîñòåé äëÿ âèáîðó ÷ëåíiâ a1, . . . ,ai−1, òî
çàãàëüíå ÷èñëî ïîñëiäîâíîñòåé (1) äîðiâíþ¹ k1 ·k2 · . . . ·kn.

Çàñòîñóâàâøè êîìáiíàòîðíå ïðàâèëî ìíîæåííÿ, ðîçâ'ÿæåìî êiëü-
êà êëþ÷îâèõ êîìáiíàòîðíèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Íåõàé M � ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ:
M = {C1,C2, . . . ,Cn}. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ëiíiéíî óïîðÿäêó-
âàòè öþ ìíîæèíó, òîáòî ðîçìiñòèòè ¨¨ åëåìåíòè îäèí çà îäíèì, óòâî-
ðèòè ç íèõ n-÷ëåííó ïîñëiäîâíiñòü, â ÿêié æîäíèé åëåìåíò ç M íå
ïîâòîðþ¹òüñÿ?

Äëÿ âèáîðó ïåðøîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ìî n ìîæëèâîñòåé
(áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç M). Íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿêèé åëåìåíò ç M
âçÿòî ÿê ïåðøèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi, äëÿ âèáîðó ¨¨ äðóãîãî ÷ëåíà
â íàøîìó ðîçïîðÿäæåííi áóäå (n−1) ìîæëèâîñòåé (áóäü-ÿêèé åëå-
ìåíò ç M, êðiì âèêîðèñòàíîãî íà ïåðøîìó êðîöi). Âçàãàëi, ÿêùî ïåð-
øi s ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi âæå âèáðàíî, òî äëÿ âèáîðó ¨¨ (s+ 1)-ãî
÷ëåíà áóäå n− s ìîæëèâîñòåé. Òîìó çãiäíî ç êîìáiíàòîðíèì ïðà-
âèëîì ìíîæåííÿ ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè M âñüîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè
n· (n−1) · (n−2) · . . . ·2·1 ðiçíèõ n-÷ëåííèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Öåé äîáó-
òîê êîðîòêî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç n!.

Ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíi ñêií÷åííi ìíîæèíè íàçèâàþòü ïåðåñòàíîâ-
êàìè. Òîìó îñòàííié ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ç n åëåìåí-
òiâ ìîæíà óòâîðèòè n! ðiçíèõ ïåðåñòàíîâîê. ×èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê
n åëåìåíòiâ ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì Pn. Îòæå, Pn = n!.

Çàäà÷à 2. Íåõàé M = {C1,C2, . . . ,Cn}. Ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíi k-åëåìåíòíi
ïiäìíîæèíè (0≤ k≤ n) ìíîæèíè M íàçèâàþòü k-ðîçìiùåííÿìè åëå-
ìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. ×èñëî âñiõ òàêèõ ðîçìiùåíü äëÿ ôiêñîâàíîãî k
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Ak

n (÷èòà¹òüñÿ: "÷èñëî ðîçìiùåíü ç n ïî k". ×îìó
äîðiâíþ¹ öå ÷èñëî?

Íàïðèêëàä, A2
3 = 6, îñêiëüêè (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2)

� ïîâíèé ñïèñîê óñiõ 2-ðîçìiùåíü ìíîæèíè 1, 2, 3. Ùîá âèâåñòè çà-
ãàëüíó ôîðìóëó, ìiðêó¹ìî òàê. Áóäü-ÿêå ðîçìiùåííÿ (α1,α2, . . . ,αk)
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ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïðîöåäóðè: ñïî÷à-
òêó âèáèðà¹ìî ç ìíîæèíè M ïåðøèé åëåìåíò k-ðîçìiùåííÿ α1 (öå
ìîæíà çðîáèòè n ðiçíèìè ñïîñîáàìè), ïîòiì âèáèðà¹ìî åëåìåíò α2

(n−1 ìîæëèâîñòåé), ïîòiì � α3 (n−2 ìîæëèâîñòåé), i, íàðåøòi, åëå-
ìåíò αk (n− (k−1) ìîæëèâîñòåé. Çãiäíî ç êîìáiíàòîðíèì ïðàâèëîì
ìíîæåííÿ â ïiäñóìêó äiñòà¹ìî:

Ak
n = n· (n−1) · . . . · (n− (k−1)) =

n!
(n−k)!

.

Ùîá öÿ ôîðìóëà áóëà âiðíîþ òàêîæ äëÿ k = n, ââàæà¹ìî, ùî
0! = 1. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè k= n k-ðîçìiùåííÿ ñòàþòü ïåðåñòàíîâêàìè
ìíîæèíè M. Çîêðåìà, An

n = Pn.

Çàäà÷à 3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ck
n êiëüêiñòü (íåâïîðÿäêîâàíèõ) k-åëå-

ìåíòíèõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè (0≤ k ≤ n). Ñèìâîë Ck
n

ñëiä ÷èòàòè òàê: "÷èñëî ñïîëó÷åíü ç n ïî k". ßê îá÷èñëþâàòè Ck
n?

Îñêiëüêè êîæíó k-åëåìåíòíó ìíîæèíó ìîæíà âïîðÿäêóâàòè k!
ñïîñîáàìè (çàäà÷à 1), òî Ak

n = Ck
n ·k!, çâiäêè

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!
k!(n−k)!

.

Îòæå, Ck
n � öå é ¹ òi áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè, ïðî ÿêi éøëîñÿ â

ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi.

Çàäà÷à 4. Ãðóíòóþ÷èñü ëèøå íà êîìáiíàòîðíîìó ïðàâèëi ìíîæå-
ííÿ, çíàéòè êiëüêiñòü óñiõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè M =
= {C1,C2, . . . ,Cn}.

Ùîá âèäiëèòè äåÿêó ïiäìíîæèíó AìíîæèíèM, òðåáà ïðî êîæíèé
åëåìåíò Ci ∈M ñêàçàòè, íàëåæèòü âií ìíîæèíi A ÷è íi. Îñêiëüêè äëÿ
êîæíîãî åëåìåíòà ç M ìîæëèâi ïðè öüîìó äâà âèñíîâêè, ïðè÷îìó öi
âèñíîâêè äëÿ ðiçíèõ åëåìåíòiâ íiÿê ìiæ ñîáîþ íå çâ'ÿçàíi, òî ïiä-
ìíîæèíó A ìîæíà ïîáóäóâàòè 2n ñïîñîáàìè. Îòæå, ìíîæèíà M ìà¹
2n ïiäìíîæèí (âêëþ÷àþ÷è ñàìó ìíîæèíó M, à òàêîæ ïîðîæíþ ìíî-
æèíó).

Ðåçóëüòàòè çàäà÷ 3 i 4 çìiñòîâíî ïîÿñíþþòü ðiâíiñòü

C0
n +C1

n +C2
n + · · ·+Cn

n = 2n,

òèì ñàìèì äîâîäÿ÷è ¨¨ (îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi îçíà÷àþòü ÷èñëî
âñiõ ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè). Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi
öþ ðiâíiñòü áóëî äîâåäåíî ôîðìàëüíî-àðèôìåòè÷íî.
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Ï ð è ê ë à ä è.

I. Ñêiëüêè ¹ òðèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâîìó çà-
ïèñó ÿêèõ íåìà¹ ïàðíèõ öèôð? Çíàéòè ñóìó âñiõ òàêèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà êîæíié ç òðüîõ ïîçèöié ìîæå ñòîÿòè îäíà ç
öèôð 1, 3, 5, 7 àáî 9; iíàêøå êàæó÷è, äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ ìiñöü ¹
ï'ÿòü ìîæëèâîñòåé, ïðè÷îìó ðåàëiçóþòüñÿ âîíè íåçàëåæíî. Îòæå,
âñüîãî ÷èñåë 5 · 5 · 5 = 125. ßêùî ðîçãëÿäàòè âñi ÷èñëà ðàçîì, òî â
êîæíîìó ðîçðÿäi êîæíà ç ï'ÿòè öèôð ìiñòèòèìåòüñÿ îäíàêîâå ÷èñëî
ðàç, à ñàìå: 25. Òîìó ñóìà âñiõ ÷èñåë äîðiâíþ¹

(1+3+5+7+9)·25+(1+3+5+7+9)·25·10+(1+3+5+7+9)·25·102 =

= 252 +252 ·10+252 ·100= 69375.

II. Ñêiëüêè ¹ òðèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâîìó çà-
ïèñó ÿêèõ íåìà¹ íåïàðíèõ öèôð? Çíàéòè ñóìó s óñiõ òàêèõ ÷èñåë.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âñüîãî òàêèõ ÷èñåë 4·5·5= 100. ßê i â ïîïåðåäíié
çàäà÷i ñóìà âñiõ âêàçàíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹

s= (2+4+6+8) ·20+(2+4+6+8) ·20·10+(2+4+6+8) ·25·100=

= 202 +202 ·10+20·25·100= 54500.

III. Ñêiëüêè ¹ ï'ÿòèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äåñÿòêîâèé çà-
ïèñ ÿêèõ ìiñòèòü öèôðó?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé α1α2α3α4α5 � äîâiëüíå ï'ÿòèöèôðîâå ÷è-
ñëî. Íà ìiñöi öèôðè α1 ìîæå ñòîÿòè îäíà ç öèôð 1,2,3, . . . ,9. Íà ìiñöi
öèôð αi (i = 2,3,4,5) ìîæå ñòîÿòè îäíà ç öèôð 0,1,2,3, . . . ,9. Çãiäíî ç
êîìáiíàòîðíèì ïðàâèëîì ìíîæåííÿ îäåðæó¹ìî, ùî ÷èñëî âñiõ ï'ÿòè-
çíà÷íèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 9·104. ×èñëî âñiõ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ÿêi íå
ìiñòÿòü öèôððó 0 äîðiâíþ¹ 95 (äëÿ êîæíî¨ öèôðè αi (i = 1,2,3,4,5)
¹ 9 ìîæëèâîñòåé). Îòæå, ÷èñëî âñiõ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë ç âêàçàíîþ
âëàñòèâiñòþ äîðiâíþ¹ 9·104−95 = 30951.

IV. Ñêiëüêè ¹ ï'ÿòèöèôðîâèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ó äåñÿòêîâî-
ìó çàïèñó ÿêèõ íåìà¹ äâîõ àáî áiëüøå îäíàêîâèõ öèôð, ÿêi ñòîÿòü
ïîðÿä?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà ïåðøîìó ìiñöi (â íàéâèùîìó ðîçðÿäi ìîæå
ñòîÿòè áóäü-ÿêà öèôðà, âiäìiííà âiä íóëÿ; íà êîæíîìó íàñòóïíîìó
ìiñöi � áóäü-ÿêà ç äåñÿòè öèôð, êðiì òi¹¨, ÿêà ñòî¨òü íà ïîïåðåäíüîìó
ìiñöi. Ó ïiäñóìêó äëÿ êîæíî¨ ïîçèöi¨ ìà¹ìî äåâ'ÿòü ìîæëèâîñòåé.
Òîìó ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿòü óìîâi çàäà÷i, ¹ 95 = 59049.
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�4. Òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ âèðàçiâ

Òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòüñÿ âèêîíóâàòè ïiä
÷àñ äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨, ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü i íåðiâíîñòåé òà â ií-
øèõ âèïàäêàõ. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ìàéæå êîæíó ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó, ìè
çàâæäè ïðàãíåìî çíàéòè íå òiëüêè ïðàâèëüíó âiäïîâiäü, à é íàäàòè ¨é
ïî ìîæëèâîñòi ïðèâàáëèâî¨, ïðîñòî¨ ôîðìè. Òàê, ÿêùî ó âiäïîâiäi ìè
äiñòàíåìî äåÿêèé ìàòåìàòè÷íèé âèðàç, òî, çðîáèâøè ïåâíi òîòîæíi
ïåðåòâîðåííÿ éîãî, çíàéäåìî íàéáiëüø ïðèéíÿòíèé âàðiàíò âiäïî-
âiäi. Çâè÷àéíî, â ìåæàõ îäíi¹¨ çàäà÷i âàæêî ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié
íàéêðàùî¨ ôîðìè âiäïîâiäi. Áàãàòî ÷îãî çàëåæèòü âiä âèêîðèñòàí-
íÿ ðåçóëüòàòó â ìàéáóòíüîìó, à òàêîæ âiä äîñâiäó é ñìàêó àâòîðà
ðîçâ'ÿçàííÿ.

Òîòîæíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî âèðàçó � öå ïîñëiäîâíèé çà-
ïèñ îêðåìèõ éîãî ÷àñòèí òîòîæíî ðiâíèìè ¨ì âèðàçàì. Òîìó ìèñòå-
öòâî òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü ïî÷èíà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿ òîòîæíîñòi àáî
òîòîæíî¨ ðiâíîñòi.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé P � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë R. Ðiâ-
íiñòü f (x) = g(x), ÿêà ìiñòèòü áóêâó (çìiííó) x, íàçèâàþòü òîòîæíîþ
íà ìíîæèíi P, ÿêùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü x ç öi¹¨ ìíîæèíè âîíà ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â ïðàâèëüíó ÷èñëîâó ðiâíiñòü.

Íàïðèêëàä, ðiâíîñòi

sin2x+cos2x = 1,
√

x2 = |x|,
sin2x = 2sinxcosx, 1+cosx = 2cos2 x

2

òîòîæíi íà R (à îòæå, i íà êîæíié ïiäìíîæèíi R), òîäi ÿê ðiâíiñòü
lgx2 = 2lgx òîòîæíà ëèøå íà ìíîæèíi äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, à
ðiâíiñòü

sinx =
2tg x

2

1+ tg2 x
2

� íà ìíîæèíi âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë áåç òî÷êè π+2kπ (k∈ Z).
ßêùî âèðàçè f (x) i g(x) ìàþòü îäíàêîâó îáëàñòü îçíà÷åííÿ D i

çáiãàþòüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü x ç öi¹¨ îáëàñòi, òî éäå ìîâà ïðî òîòî-
æíiñòü f (x) = g(x), íå âèçíà÷àþ÷è îáëàñòi D. Íàçèâàòèìåìî òàêi òî-
òîæíîñòi áåçóìîâíèìè. Òîòîæíiñòü f (x) = g(x) ó öüîìó ðàçi îçíà÷à¹,
ïðîñòî êàæó÷è, ùî ôîðìóëè f (x) i g(x) çàäàþòü òó ñàìó ÷èñëîâó ôóí-
êöiþ. Ñàìå òàêèé çìiñò ìàþòü, íàïðèêëàä, òîòîæíîñòi lgx2 = 2lg|x|,
1− cosx = 2sin2 x

2, lg10x = x, sin(arccosx) =
√

1−x2, àëå íå 10lgx = x,

tgx ·ctgx = 1 àáî sinx ·ctgx = cosx. Îñòàííi òðè ðiâíîñòi íå ìîæíà íà-
çâàòè òîòîæíîñòÿìè, íå âèçíà÷èâøè âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè P. Iãíîðó-
âàííÿ öi¹¨ îáñòàâèíè � äæåðåëî ïîìèëîê ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷,
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ÿêi ïîòðåáóþòü òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü. Çà áóäü-ÿêèõ îáñòàâèí, â óìî-
âàõ áóäü-ÿêî¨ çàäà÷i ìîæíà, íàïðèêëàä, âèðàç sin(arccosx) çàìiíèòè
íà
√

1−x2 i íàâïàêè, ïðîòå ôóíêöiþ cosx ìîæíà çàìiíèòè ôóíêöi¹þ

1− tg2 x
2

1+ tg2 x
2

áåç íåïðè¹ìíèõ íàñëiäêiâ ëèøå òîäi, êîëè ç êîíòåêñòó çàäà÷i âèïëè-
âà¹, ùî x íå ìîæå íàáóâàòè æîäíîãî iç çíà÷åíü (2k+1)π (k∈ Z).

Ï ð è ê ë à ä è.

I. Äëÿ êîæíî¨ ç ïîäàíèõ íèæ÷å ðiâíîñòåé íàçâàòè ìàêñèìàëüíó
ìíîæèíó P, íà ÿêié ðiâíiñòü òîòîæíà. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ðiâíîñòi ¹ áåç-
óìîâíèìè òîòîæíîñòÿìè.

1)1+ tg2x = 1
cos2 x

;
3)10lgx = x;

5) sinx ·ctgx = cosx;

7) cos4x−sin4x = cos2x;

9)(
√

x)2 = x;

11) cosx =
√

1−sin2x;

13) sin(arcsinx) = x;

15) tg(arctgx) = x;

17) cos(arccosx) = x;

2) lg(x2−2x) = lgx+ lg(x−2);
4) tgx ·ctgx = 1;

6) |x|x =−1;

8) logx y· logyx = 1;

10)
√

x2 =−x;

12) sinx = 1√
1−ctg2 x

;

14) arcsin(sinx) = x;

16) arctg(tgx) = x;

18) arccosx(cosx) = x.

Âiäïîâiäü: 1) R áåç òî÷îê π
2 +kπ (k∈ Z); áåçóìîâíà òîòîæíiñòü;

2) (2;+∞); 3) (0;+∞); 4) R áåç òî÷îê kπ
2 (k∈ Z);

5) R áåç òî÷îê kπ (k∈ Z); 6) (−∞;0);

7) R; áåçóìîâíà òîòîæíiñòü;

8) ìíîæèíà âñiõ ïàð ÷èñåë (x;y) ç äîäàòíèìè êîîðäè-
íàòàìè, âiäìiííèìè âiä 1; 9) [0;+∞); 10) (−∞;0];

11) îá'¹äíàííÿ âiäðiçêiâ
[
−π

2 +3kπ; π
2 +2kπ

]
ïî âñiõ öiëèõ R;

12) îá'¹äíàííÿ ïðîìiæêiâ (2kπ;π+2kπ) ïî âñiõ öiëèõ R;

13) [−1;1]; 14)
[
−π

2 ; π
2

]
; 15) R; áåçóìîâíà òîòîæíiñòü

16)
(
−π

2 ; π
2

)
; 17) [−1;1]; 18) [0;π].

II. Äîâåñòè, ùî ñóìà äðîáiâ

a−b
1+ab

,
b−c
1+bc

,
c−a
1+ca
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äîðiâíþ¹ ¨õ äîáóòêó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

a−b
1+ab

+
b−c
1+bc

+
c−a
1+ca

=

=
(a−b)(1+bc)(1+ca)+(b−c)(1+ab)(1+ca)+(c−a)(1+ab)(1+bc)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
=

=
(1+ca)(a+ 6 a6 b6 c− 6 b−b2c+ 6 b+ab2−c− 6 a6 b6 c)(1+ab)(1+bc)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
=

=
(1+ca)

(
(a−c)+b2(a−c)

)
− (a−c)(1+bc+ab+ab2c)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
=

=
(a−c)(6 1+b2 +ca+ 6 a6 b26 c− 6 1−bc−ab− 6 a6 b26 c)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
=

=
(a−c)

(
(b2−bc)+(ca−ab)

)
(1+ab)(1+bc)(1+ca)

=
(a−c)(b−c)(b−a)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
=

=
(a−b)(b−c)(c−a)

(1+ab)(1+bc)(1+ca)
.

Äàíà ðiâíiñòü ¹ òîòîæíiñòþ íà ìíîæèíi âñiõ òèõ òðiéîê (a;b;c), â
ÿêèõ ab 6=−1, bc 6=−1, ca 6=−1.

III. Ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè:

1)x3−3x2 +3x−2;
3)x4 +x2 +1;

2)(x2−x−1)2−6(x2−x)+11;
4)x(y2−z2)+y(z2−x2)+z(x2−y2);

5)(x−y)(x+y)2 +(y−z)(y+z)2 +(z−x)(z+x)2;
6)x2−y2 +4x−6y−5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
1)x3−3x2 +3x−2 = (x3−8)− (3x2−3x−6) =

=(x−2)(x2 +2x+4)−3(x+1)(x−2)=(x−2)(x2−x+1);

2)(x2−x−1)2−6(x2−x)+11=
= (x2−x−1)2−6(x2−x−1)+5=(x2−x−2)(x2−x−6), îñêiëü-

êè 1 i 5 � êîðåíi òðè÷ëåíà z2−6z+5= 0. Îñòàòî÷íî äiñòàíåìî ðîçêëàä
(x+1)(x−2)(x+2)(x−3);

3)x4 +x2 +1 = (x4 +2x2 +1)−x2 =
= (x2 +1)2−x2 = (x2−x+1)(x2 +x+1);

4) ßêùî x = y, òî âèðàç
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N = (x−y)(x+y)2 +(y−z)(y+z)2 +(z−x)(z+x)2 = 0,

òîìó N äiëèòüñÿ íà (x− y). Àíàëîãi÷íî ïðè x = z N = 0, òîìó N äi-
ëèòüñÿ íà x− z. Ïðè y = z òåæ îäåðæó¹ìî N = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî N
äiëèòüñÿ íà y−z. Îòæå, N = a(x−y)(x−z)(y−z). Ïiäñòàâèâøè â îäåð-
æàíó ðiâíiñòü x= 3, y= 2, z= 6, îäåðæèìî 2= 2a. Îòæå, a= 1. Òàêèì
÷èíîì,

(x−y)(x+y)2 +(y−z)(y+z)2 +(z−x)(z+x)2 = (x−y)(x−z)(y−z).

5)(x−y)(x+y)2 +(y−z)(y+z)2 +(z−x)(z+x)2 =
= (x−y)(x−z)(y−z);

6)x2−y2 +4x−6y−5 = (x+2)2− (y+3)2 =
= (x+2−y−3)(x+2+y+3) = (x−y−1)(x+y+5).

IV. Äîâåñòè òîòîæíîñòi:

1)(a2 +b2)(x2 +y2) = (ax+by)2 +(ay−bx)2;
2)(a−b)3 +(b−c)3 +(c−a)3 = 3(a−b)(b−c)(c−a);

3)an−bn=(a−b)(an−1+an−2b+ · · ·+abn−2+bn−1), n∈ N;

4)a2k+1 +b2k+1 = (a+b)(a2k−a2k−1b+ · · ·+

+a2b2k−2−ab2k−1 +b2k), k∈ N.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1)(a2 +b2)(x2 +y2) = a2x2 +a2y2 +b2x2 +b2y2 =
= (a2x2 +2axby+b2y2)+(a2y2−2aybx+b2x2) =
= (ax+by)2 +(ay−bx)2.

2) Ïðè a = b N = (ab)3 + (b− c)3 + (c− a)3 äîðiâíþ¹ íóëþ.
Àíàëîãi÷íî, ïðè a = c N = 0 i ïðè b = c N = 0. Òîìó

N = k(a−b)(a−c)(b−c).

Ïðè a= 2, b= 1, c= 0 îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü 1+1+(−2)3 = k·2·1. Îòæå,
k =−3. Òîìó

N =−3(a−b)(a−c)(b−c) = 3(a−b)(b−c)(c−a).

3) Äîâåäåìî òîòîæíiñòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè
n= 2 ìà¹ìî a2−b2 = (a−b)(a+b), òîáòî ðiâíiñòü âiðíà. Ïðèïóñòèìî,
ùî ðiâíiñòü âiðíà ïðè n− k (k ≤ 2) i äîâåäåìî, ùî âîíà âiðíà ïðè
n = k+1. Ìà¹ìî

ak+1−bk−1= a·ak−b·bk= a·ak−a·bk+a·bk−b·bk= a(ak−bk)+bk(a−b)=
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= a(a−b)(ak−1 +ak−2b+ · · ·+abk−2 +bk−1)+bk(a−b)=

= (a−b)(ak +ak−1b+ · · ·+a2bk−2 +abk−1 +bk).

4) Äîâîäèìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè n = 1 ìà-
¹ìî

a3 +b3 = (a+b)(a2−ab+b2).

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü âiðíà ïðè äåÿêîìó n = k (k≤ 1) i äîâåäåìî,
ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = k+1. Ìà¹ìî

a2k+3+b2k+3= a2 ·a2k+1+b2b2k+1= a2 ·a2k+1+a2b2k+1+b2k+3−a2b2k+1=

= a2(a+b)(a2k−a2k−1b+· · ·+a2b2k−2−ab2k−1+b2k)+b2k+1(b−a)(b+a)=

= (a+b)(a2k+2−a2k−1b+ · · ·+a4b2k−2−a3b2k−1+a2b2k−ab2k+1+b2k+2),

òîáòî ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = k+1. Öå îçíà÷à¹, ùî âîíà âèêî-
íó¹òüñÿ ïðè äîâiëüíîìó k∈ N.

V. Ãiïåðáîëi÷íèì ñèíóñîì (ïîçíà÷à¹òüñÿ shx) íàçèâàþòü ôóí-êöiþ
ex−e−x

2 , à ãiïåðáîëi÷íèì êîñèíóñîì (chx) � ôóíêöiþ ex+e−x

2 . Óïåâíè-
òèñü, ùî äëÿ âñiõ äiéñíèõ x i y âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

1) ch(x+y)−ch(x−y) = 2shx ·shy;

2) ch(x+y)+ch(x−y) = 2chx ·chy;

3) sh(x+y)−sh(x−y) = 2chx ·shy;

4) sh(x+y)+sh(x−y) = 2shx ·chy;

5) ch2x−sh2x = 1;

6) ch2x = 1+2sh2x;

7) sh2x = 2shx ·chx.

Äîâåäåííÿ.

1) ch(x+y)−ch(x−y) =
ex+y +e−(x+y)

2
− ex−y +e−(x−y)

2
=

= 2· ex−e−x

2
· ey−e−y

2
= 2shx ·shy;

2) ch(x+y)+ch(x−y) =
ex+y +e−(x+y)

2
+

ex−y +e−(x−y)

2
=

= 2· ex−e−x

2
· ey−e−y

2
= 2chx ·chy;

3) sh(x+y)−sh(x−y) =
ex+y−e−(x−y)

2
− ex−y +e−(x−y)

2
=
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= 2· ex +e−x

2
· ey−e−y

2
= 2chx ·shy;

4) sh(x+y)+sh(x−y) =
ex+y−e−(x+y)

2
+

ex−y +e−(x−y)

2
=

= 2· ex−e−x

2
· ey +e−y

2
= 2shx ·chy;

5) ch2x−sh2x =
(

ex +e−

2

)2

−
(

ex−e−x

2

)2

=

=
e2x +2+e−2x

4
− e2x−2+e−xy

4
=

4
4

= 1;

6) ch2x =
e2x +e−2x

2
= 1+2

(
ex−e−x

2

)2

= 1+2sh2x;

7) sh2x =
e2x−e−2x

2
= 2

ex−e−x

2
· ex +e−x

2
= 2shx ·chx.

VI. Îá÷èñëèòè:

1) logb
a

a, ÿêùî logba =−2;

2) logab+ loga2 b+ loga3 b, ÿêùî logba = 6;

3) log√b
a

a, ÿêùî logab = 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1) logb
a

a =
logba

logbb− logba
=

−2
1+2

=
−2
3

;

2) logab+ loga2 b+ loga3 b =
1

logba
+

1
2logba

+
1

3logba
=

=
1
6

+
1
12

+
1
18

=
11
36

;

3) log√b
a

a =
logaa

loga

√
b− logaa

=
1

1
2 logab−1

=
1

1
2 ·3−1

=
2
±1

= 2.
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�5. Ôóíêöi¨ òà ¨õ ãðàôiêè

Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Íåõàé D � äåÿêà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, òîá-
òî D⊂R, à f � ïåâíå ïðàâèëî, çãiäíî ç ÿêèì êîæíîìó ÷èñëó x∈D ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ÿêåñü äiéñíå ÷èñëî y. Ïðàâèëî âiäïîâiäíîñòi f
íàçèâàþòü äiéñíîþ ôóíêöi¹þ, à ìíîæèíó D � ¨¨ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ.
Çàìiñòü D ÷àñòî ïèøóòü D f , ïiäêðåñëþþ÷è òèì ñàìèì, ùî éäåòüñÿ
ïðî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñàìå ôóíêöi¨ f . Ôóíêöiþ ìîæíà óÿâëÿòè
ÿê äåÿêèé ïåðåòâîðþâà÷ äiéñíèõ ÷èñåë iç çàäàíî¨ ìíîæèíè D f , ùî
êîæíå ÷èñëî öi¹¨ ìíîæèíè ïåðåòâîðþ¹ â íîâå ÷èñëî (ïðè öüîìó íå
âèêëþ÷à¹òüñÿ ìîæëèâiñòü, ùî äåÿêi ÷èñëà ç D f ïåðåòâîðþþòüñÿ ñàìi
â ñåáå).

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà x∈D f ÷åðåç f (x) ïîçíà÷àþòü ïåðåòâîðåíå ÷è-
ñëî çãiäíî ç ïðàâèëîì f . Éîãî íàçèâàþòü çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f â òî÷öi
x. ßêùî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè D f ,
òî äiñòàíåìî äåÿêó ìíîæèíó ÷èñåë Ef , ÿêó íàçèâàþòü îáëàñòþ çíà-
÷åíü ôóíêöi¨ f . Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà Ef îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
ìíîæèíîþ D f i çàêîíîì âiäïîâiäíîñòi (ôóíêöi¹þ) f .

Ï ð è ê ë à ä è.

1. D f = R; çàêîí âiäïîâiäíîñòi f òàêèé: êîæíîìó ÷èñëó x ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ñàìå öå ÷èñëî. Öþ ôóíêöiþ íàçèâàþòü òîòîæíîþ.
Çðîçóìiëî, ùî Ef = R.

2. D f = R; êîæíîìó ÷èñëó x ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü òå ñàìå ÷è-
ñëî c. Òàêèõ ôóíêöié ¹ áåçëi÷ (äëÿ êîæíîãî c∈R ñâîÿ ôóíêöiÿ). Óñiõ
¨õ íàçèâàþòü ñòàëèìè ôóíêöiÿìè. Ó êîæíî¨ ç íèõ îáëàñòü çíà÷åíü
ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äèíîãî ÷èñëà c.

3. D f = R; êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó x ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
éîãî öiëà ÷àñòèíà, ÿêó ïîçíà÷àþòü [x] (öiëîþ ÷àñòèíîþ [x] íàçèâàþòü
íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ [x]). Íàïðèêëàä:

[0,7] = 0,

[
35
4

]
= 8, [−0,7] =−1, [−3] =−3.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ Ef = Z.
4. D f = R; ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨ òàêå:

ÿêùî ÷èñëî ðàöiîíàëüíå, òî f (x) = 1;
ÿêùî ÷èñëî x iððàöiîíàëüíå, òî f (x) = 0.

Íàïðèêëàä,

f (5) = 1, f (
√

2) = 0, f

(
− 7

13

)
= 1, f (π) = 0, f (3,14) = 1.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ Ef ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷èñåë:
0 i 1.
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5. D f = (0;1); êîæíîìó ÷èñëó x= 0,α1α2α3α4α5α6 . . . (çàïèñàíîìó ó
âèãëÿäi íåñêií÷åííîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
÷èñëî f (x) = 0,α2α1α4α3α6α5 . . . (êîæíi äâi ñóñiäíi öèôðè ïiñëÿ êî-
ìè α2k−1 i α2k ìiíÿ¹òüñÿ ìiñöÿìè). Îáëàñòü çíà÷åíü Ef öi¹¨ ôóíêöi¨
çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ.

Ó ïðèíöèïi íå ìîæíà êëàñèôiêóâàòè âñi çàñîáè, çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ ìîæíà çàäàâàòè ÷èñëîâi ôóíêöi¨. ßêùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D f

ôóíêöi¨ f ñêií÷åííà, òî ôóíêöiþ f ìîæíà çàäàòè òàáëèöåþ âèãëÿäó(
a1 a2 a3 . . . an

b1 b2 b3 . . . bn

)
.

Òóò ó ïåðøîìó ðÿäêó âèïèñàíî âñi ÷èñëà ìíîæèíè D f , à äðóãèé
ðÿäîê óòâîðåíî çà ïðàâèëîì: bk = f (ak).

Ïåðøî÷åðãîâå çíà÷åííÿ ìà¹ òàê çâàíèé
àíàëiòè÷íèé ñïîñiá çàäàííÿ ôóíêöi¨.

Íåõàé f (x) � ôîðìóëà, ÿêà ìiñòèòü áóêâó x, äiéñíi ÷èñëà i ñèì-
âîëè (çíàêè) ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàöié, ÿêi âèêîíóþòüñÿ îäíîçíà÷íî
(íàïðèêëàä, àðèôìåòè÷íèõ äié, äîáóâàííÿ êîðåíÿ, îá÷èñëåííÿ ëîãà-
ðèôìà çà äàíîþ îñíîâîþ òîùî). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà
x ç äåÿêî¨ ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë D âèðàç f (x) ìîæíà îá÷èñëèòè.
Òîäi f (x) ìîæíà ïîçíà÷èòè ÿê ïåðåòâîðþâà÷ ìíîæèíè D, òîáòî ÿê
ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà öié ìíîæèíi.

Ïðèêëàä. Íåõàé f (x) = x2−
√

x
x2+x

, à D = [1,4].

Âèðàç x2−
√

x
x2+x

ìîæíà îäíîçíà÷íî îá÷èñëèòè äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

âiäðiçêà [1,4], à òîìó ìîæå áóòè ïðàâèëîì, çà ÿêèì êîæíié òî÷öi

x∈ [1,4] ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî x2−
√

x
x2+x

. Iíàêøå êàæó÷è, ôîð-

ìóëà f (x) = x2−
√

x
x2+x

çàäà¹ íà D = [1,4] öiëêîì ïåâíó äiéñíó ôóíêöiþ. �¨
çíà÷åííÿ â êiëüêîõ òî÷êàõ äîðiâíþþòü:

f (1) = 0, f (2) =
4−

√
2

6
, f (

√
2) =

2− 4
√

2

2+
√

2
, f (4) =

7
10

.

Ï ð è ê ë à ä è.

I. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ y =
∣∣x2−4|x|+3

∣∣−1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàéïðîñòiøå ãðàôiê ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïî-
ìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ãðàôiêà êâàäðàòíî¨ ôóíêöi¨ (ïàðà-
áîëè) y = x2−4x+3. Ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü (âîíà îäíîçíà÷íî íå
âèçíà÷åíà) ìîæå áóòè òàêîþ:
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y = x2−4x+3 (âèõiäíèé ãðàôiê)
7−→ y=x2−4|x|+3

8−→ y=
∣∣x2−4|x|+3

∣∣ 1−→ y=
∣∣x2−4|x|+3

∣∣−1

(øóêàíèé ãðàôiê).

II. Ïðîâåñòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ é ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨
y = x3

x2−1
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ x∈ R−1;1.
2. Ôóíêöiÿ íåïàðíà é íåïåðiîäè÷íà. Êðèâà ïðî-

õîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

3. y′ =
3x2(x2−1)−2x ·x3

(x2−1)2 =
x2(x2−3)
(x2−1)2 =

x4

(x2−1)2 =
3x2

(x2−1)2 .

Òî÷êè x1 = 0, x2 =−
√

3, x3 =
√

3 � ñòàöiîíàðíi.
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4. y′′=
4x3(x2−1)2−x4·2(x2−1)·2x

(x2−1)4 − 3·2x(x2−1)2−2(x2−1)·2x·3x2

(x2−1)4 =

=
(x2−1)2(4x2−6x)− (x2−1)(4x5−12x3)

(x2−1)4 =

=
(x2−1)(2x2−3)2x−4x3(x2−3)

(x2−1)3 =

=
2x

(
(x2−1)(2x2−3)−2x2(x2−3)

)
(x2−1)3 =

=
2x(2x4−3x2−2x2 +3−2x4 +6x2)

(x2−1)3 =
2x(x2 +3)
(x2−1)3 .

y′′ = 0⇐⇒ x = 0.

5. x = 1 i x =−1 � âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè;
y = ax+b � ïîõèëà àñèìïòîòà;

a = lim
x→∞

x3

(x2−1) = 1;

b = lim
x→∞

(
x3

x2−1
−x

)
= lim

x→∞
x

x2−1
= 0;

y = x � ïîõèëà àñìïòîòà.

6. Îòðèìàíi ÷èñëîâi äàíi çàíîñèìî äî òàáëèöi.

x (−∞;−
√

3) −
√

3 (−
√

3;−1) −1 (−1;0)
y′ + 0 − ò. ð. −
y′′ − − − ò. ð. +
y ↗ max ↘ ò. ð. ↘

x 0 (0;1) 1 (1;
√

3
√

3 (
√

3;+∞)
y′ 0 − ò. ð. − 0 +
y′′ 0 − ò. ð. + + +
y ò. ð. ↘ ò. ð. ↘ min ↗

Ïðè ïîáóäîâi ãðàôiêà:
à) îáèðà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèì ñïîñîáîì ìàñøòàá;
á) ïðîâîäÿòü àñèìïòîòè;
â) îá÷èñëþþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó ñòàöiîíàðíèõ òî÷êàõ;
ã) îá÷èñëþþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó ïðîìiæíèõ òî÷êàõ;
ä) ïëàâíî ç'¹äíóþòüñÿ äiëÿíêè êðèâî¨.
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Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

I. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié:

1) a) y = |3−2x|;
2) a) y = x2−5x+4;

3) a) y = x
2−x;

4) a) y =
√

9−x;

5) a) y = log2(2−x);

6) a) y = 2sin|x|;

á) y = 3−2|x|;
á) y = x2−5|x|+4;

á) y = |x|
2−|x| ;

á) y =
√

9−|x|;

á) y = log2(2−|x|);

á) y = |sin2x|;

â) y = |3−2|x|| ;
â) y =

∣∣x2−5|x|+4
∣∣ ;

â) y =
√
|2−x|;

â) y =
√
|9−x|;

â) y = log2 |2−x|;
â) y = sin |x|2 ;

7) a) y = arcsin(sinx); á) y = arccos(cosx);
â) y = arctg(tgx); ã) y = arcctg(ctgx);

8) a) y = sin(arcsinx); á) y = cos(arccosx);
â) y = tg(arctgx); ã) y = ctg(arcctgx).
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�6. Iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ. Ðiâíÿííÿ ç ìîäóëÿìè

Ðiâíÿííÿ, ó ÿêèõ íåâiäîìå ìiñòèòüñÿ ïiä çíàêîì êîðåíÿ, íàçèâà-
þòü iððàöiîíàëüíèìè.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, íàìàãàþòüñÿ ïðèâåñòè ¨õ äî
âèãëÿäó:

n
√

A(x) = B(x), àáî n
√

A(x) = n
√

B(x),

à ïîòiì ïiäíåñòè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ äî n-ãî ñòåïåíÿ. Àëå ÿêùî
ïiäíåñòè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ äî ïàðíîãî ñòåïåíÿ, ìîæóòü ç'ÿâè-
òèñÿ ñòîðîííi êîðåíi. Íàïðèêëàä:

√
x = x−2, ÎÄÇ: x≥ 0;

x = x2−4x+4,
x2−5x+4 = 0,
x1 = 4−2, 2 = 2 � âiðíî.

Àëå ÿêùî x = 1, ìà¹ìî
√

1 = 1−2, 1 6=−1, òîáòî x = 1 � ñòîðîííié
êîðiíü.

Äîöiëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ îäíèì iç äâîõ íà-
âåäåíèõ íèæ÷å ñïîñîáiâ.

I ñïîñiá

Âèêîíóâàòè ïåðåòâîðåííÿ, íå çâàæàþ÷è íà ¨õ ðiâíîñèëüíiñòü. Óñi
îäåðæàíi êîðåíi ïåðåâiðèòè. Çâåðíiòü óâàãó: äëÿ ïåðåâiðêè êîðiíü
òðåáà ïiäñòàâëÿòè òiëüêè â óìîâó, êîëè ðiâíÿííÿ ùå íå çàçíàëî íi-
ÿêèõ ïåðåòâîðåíü.

Ïðè öüîìó ñïîñîái ðîçâ'ÿçàííÿ äîöiëüíî çàïèñàòè, ïðè ÿêèõ çíà-
÷åííÿõ íåâiäîìîãî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ìàþòü çìiñò. Iíîäi â ïðî-
öåñi ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìóþòü ñòîðîííi êîðåíi, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü
ÎÄÇ. Àëå ïåðåâiðêè êîðåíiâ çà óìîâàìè ÎÄÇ íå ¹ äîñòàòíüîþ. Ó íà-
âåäåíîìó âèùå ïðèêëàäi ñòîðîííié êîðiíü 1 çàäîâîëüíÿ¹ ÎÄÇ (1≥ 0).

II ñïîñiá

Ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëü-
êè ðiâíîñèëüíi ïåðåõîäè. Çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ òàêèìè òâåðäæåííÿ-
ìè:

1) 2k
√

A(x) = B(x)⇐⇒
{

A(x) = B2k(x),
B(x)≥ 0.

2) 2k
√

A(x) = 2k
√

B(x)⇐⇒
{

A(x) = B(x),
B(x)≥ 0.
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Ï ð è ê ë à ä è.

1)
√

x2 +2x+10= 2x−1⇐⇒
{

x2 +2x+10= 4x2−4x+1,
2x−1≥ 0;

⇐⇒

⇐⇒
{

3x2−6x−9 = 0,
x≥ 1

2;
⇐⇒

{
x2−2x−3 = 0,
x≥ 1

2;
⇐⇒

⇐⇒


[

x = 3,
x =−1,
x≥ 1

2;
⇐⇒ x = 3.

2)
√
−9x2+3x−6 =

√
−6x−24⇐⇒

{
−9x2+3x−6 =−6x−24,
−6x−24≥ 0;

⇐⇒

⇐⇒
{

x2−x−2 = 0,
x≤−4;

⇐⇒


[

x = 2,
x =−1,
x≤−4

⇐⇒ x∈ �.

Ðîçãëÿíåìî ùå äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ iððàöiîíàëüíèõ
ðiâíÿíü.

1. Âiäîêðåìëåííÿ êîðåíÿ.

√
x+3+

√
3x−2 = 7 ⇐⇒


x≥−3,
x≥ 2

3,√
3x−2 = 7−

√
x+3;

⇐⇒

⇐⇒


x≥ 2

3,√
x+3≤ 7,

3x−2 = 49−14
√

x+3+x+3;
⇐⇒

 x≥ 2
3,

x≤ 46,
14
√

x+3 = 54−2x;
⇐⇒

⇐⇒
{ 2

3 ≤ x≤ 46,
7
√

x+3 = 27−x;
⇐⇒

{
2
3 ≤ x≤ 46,
49(x+3) = x2−54x+729;

⇐⇒

⇐⇒
{

2
3 ≤ x≤ 46,
x2−103x+582= 0;

⇐⇒

 x≥ 2
3 ≤ x≤ 46,[

x = 97,
x = 6;

⇐⇒ x = 6.

2. Iððàöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî çâîäÿòüñÿ äî êâàäðàòíèõ. ßêùî ðiâ-

íÿííÿ ìiñòèòü âèðàçè 2k
√

A(x) i k
√

A(x), òî ìîæíà âèêîðèñòàòè, ùî
( 2k

√
A(x))2 = k

√
A(x) äëÿ òèõ çíà÷åíü x, ïðè ÿêèõ A(x)≥ 0.

Îòæå, ââåäåìî íîâó çìiííó 2k
√

A(x)=y, y≥ 0. Äiñòàíåìî k
√

A(x)=y2.
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Ïðèêëàä.
√

x+3−3 4
√

x+3−4 = 0, ÎÄÇ: x≥−3.

Íåõàé 4
√

x+3 = y, y≥ 0.
y2−3y−4 = 0,
y1 = 4, y2 =−1 íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó y≥ 0.
4
√

x+3 = 4, x+3 = 256; x = 253.

Âiäïîâiäü: 253.

3. Çàìiíà çìiííî¨.

Ïðèêëàä. 3x2 +15x+2
√

x2 +5x+1 = 2, ÎÄÇ: x2 +5x+1≥ 0.

Íåõàé
√

x2 +5x+1 = y, y≥ 0. Òîäi 3x2 +15x = 3y2−3. Îòæå,
3y2−3+2y = 2,
3y2 +2y−5 = 0,
y1,2 = −2±

√
64

6 , y1 = 1, y2≤ 0 íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó y≥ 0.√
x2 +5x+1 = 1, x2 +5x+1 = 1, x2 +5x = 0 =⇒

[
x = 0,
x =−5.

Âiäïîâiäü: 0;−5.

4. Ðiâíÿííÿ âèäó 3
√

A(x)± 3
√

B(x) = 0.

Ñêîðèñòà¹ìîñü òîòîæíiñòþ (a±b)3 = a3±b3±3ab(a±b).
Ïðèêëàä. 3

√
45+x− 3

√
x−16= 1.

Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ äî òðåòüîãî ñòåïåíÿ:

45+x− (x−16)−3 3
√

(45+x)(x−16)
(

3
√

45+x− 3
√

x−16
)

= 1.

Òðåáà çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ 3
√

45+x− 3
√

x−16= 1.
Îòæå, ìà¹ìî:

61−3 3
√

(45+x)(x−16) = 1,
3
√

(45+x)(x−16) = 20,

(45+x)(x−16) = 8000,

x2 +29x−720−8000= 0,

x2 +29x−8720= 0,[
x = 80,
x =−109.

Öåé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðåáó¹ ïåðåâiðêè.
Ïåðåâiðêà.

x = 80
3
√

45+80− 3
√

80−16= 1, 5−4 = 1− âiðíî ;
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x =−109

3
√

45−109− 3
√
−109−16= 1, −4+5 = 1− âiðíî .

Âiäïîâiäü: 80;−109.

5. Iððàöiîíàëüíi íåðiâíîñòi.

2k
√

A(x) < B(x)⇐⇒


A(x)≥ 0,
B(x) > 0,
A(x) < B2k(x).

2k
√

A(x) > B(x)⇐⇒


{

B(x)≥ 0,
A(x) > B2k(x);{
A(x)≥ 0,
B(x) < 0.

Ï ð è ê ë à ä è.

1)
√

5−2x<6x−1⇐⇒


5−2x≥ 0,
6x−1>0,
5−2x<(6x−1)2;

⇐⇒

{
1
6 <x≤ 21

2,

36x2−10x−4>0;
⇐⇒

⇐⇒

{
1
6 < x≤ 21

2,

18x2−5x−2 > 0;
⇐⇒


1
6 < x≤ 21

2,[
x > 1

2,
x <−2

9.

Âiäïîâiäü:
(

1
2;21

2

]
.

2)
√

x2 +4x−5 > x−3⇐⇒


{

x≥ 3,
x2 +4x−5 > x2−6x+9;{
x2 +4x−5≥ 0,
x < 3;

⇐⇒
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⇐⇒


{

x≥ 3,
10x > 14;
[

x≤−5,
x≥ 1;

x < 3;

⇐⇒

 x≥ 3,
x≤−5,
1≤ x < 3.

Âiäïîâiäü: (−∞;−5]∪ [1;+∞).

Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

I. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

1) |sin2x|= sinx;

3) |sinx|= cos2x;

5) 2| tgx|= 1− tgx;

7) | lgx−1|= 1− lgx;

2) |x−3|= x2−6x+7;

4) |sinx|= cosx;

6) |ctgx|= 4+ctgx;

8) |x2−4x|= 4x−x2.

Âiäïîâiäi: 1) x = πn, x = π
3 +3πn, x = 2π

3 +2πn, n∈ Z.
2) x = 1, x = 5.

3) x =±arcsin
√

5−1
2 +πn, n∈ Z.

4) x =±π
4 +2πn, n∈ Z.

5) x =−π
4 +πn; x = arctg1

3 +πn, n∈ Z.
6) x = arcctg(−2)+πn, n∈ Z.
7) x∈ (0;10]. 8) x∈ [0;4].

II. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

1) x2+4x+ |x+2|−16=0;

3) x2−4x+ |x2−5|−1=0;

5) a2x+1 = |x|+a;

7) |x2−4|+ |x2−5|= 1;

9) |x2−3x|+x−2 = 0;

2) x2−3x−5|x+1|−5|x−4|+25=0;

4) |1−x|− |x+2|= x+3;

6) |x−1|+ |x−a2 +a−1|= 0;

8) |x2−2|− |x2−9|= 7;

10) x|x|+ |2x−3|= 4.

Âiäïîâiäi: 1) x =−6, x = 2. 2) −5;−2;0;3;5;8. 3) 1;3. 4) −4
3;−6.

5) ßêùî a≤−1, òî ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x=
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a−1
a2+1

; ÿêùî −1< a< 1, ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: x= a−1
a2+1

i x= 1
a+1;

ÿêùî a= 1, òî ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü óñi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà; íàðåøòi,
ÿêùî a > 1, òî ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x = 1

a+1.

6) ßêùî a= 0 àáî a= 1, òî ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê x = 1. Ïðè iíøèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå
ìà¹.

7) x∈ [−
√

5;−2]∪ [2;
√

5]. 8) x∈ (−∞;−3]∪ [3;+∞).
9) 1−

√
3;2−

√
2. 10) −1;

√
8−1.

III. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
√

x2−6x+9+
√

x2 +8x+16= 7.

Âiäïîâiäü: x∈ [−4;3].
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�7. Ïîêàçíèêîâi òà ëîãàðèôìi÷íi
ðiâíÿííÿ

Ïîêàçíèêîâèìè ðiâíÿííÿìè íàçèâàþòü òàêi ðiâíÿííÿ, ó ÿêèõ íå-
âiäîìå âõîäèòü ëèøå äî ïîêàçíèêiâ ñòåïåíiâ ïðè ñòàëèõ îñíîâàõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ ïîêàçíèêîâèõ ðiâíÿíü.

1. Ðîçâ'ÿçàííÿ çâåäåííÿì äî ñïiëüíî¨ îñíîâè.(
2x−3

)x+4 = 0,5x ·4x−4,

2x2+x−12 = 2−x ·22x−8,

2x2+x−12 = 2x−8,

x2 +x−12= x−8, x2 = 4, x =±2.

Âiäïîâiäü: x1 = 2; x2 =−2.

2. Ïîêàçíèêîâi ðiâíÿííÿ, ùî ìàþòü ïîêàçíèêè ç îäíàêîâîþ
áóêâåííîþ ÷àñòèíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî af (x)+C = aC ·af (x), äå C � const, a > 0.

1) 2·7x+1−6·7x−1−7x = 85.

Âèíåñåìî çà äóæêè ñïiëüíèé ìíîæíèê ëiâî¨ ÷àñòèíè 7x−1:

7x−1(2·72−6−7) = 85,

7x−1 = 1, x−1 = 0, x = 1.

Âiäïîâiäü: 1.

2) 2·16x−3·24x−1 +7·42x−2 = 120.

Çâåäåìî âñi ñòåïåíi äî ñïiëüíî¨ îñíîâè 2.
2·24x−3·24x−1 +7·24x−4 = 120,

24x−4(2·24−3·23 +7) = 120,

24x−4 ·150= 120,

24x−4 = 8, 4x−4 = 3, 4x = 7, x = 1,75.

Âiäïîâiäü: 1,75.

3. Ïîêàçíèêîâi ðiâíÿííÿ, ùî çâîäÿòüñÿ äî êâàäðàòíèõ.

3·81x−10·9x +3 = 0, 3·92x−10·9x +3 = 0.

Íåõàé 9x = y, y > 0. Òîäi:

3y2−10y+3 = 0, y1 = 3, y2 = 1
3;

9x = 3, x = 1
2, 9x = 1

3, x =−1
2.

Âiäïîâiäü: 1
2;−1

2.
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4. Îäíîðiäíi ïîêàçíèêîâi ðiâíÿííÿ.

6·25x−5·10x−4x = 0, 6·52x−5·2x ·5x−22x = 0.

Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà 22x 6= 0:

6·
(

5
2

)2x−5·
(

5
2

)x−1 = 0.

Íåõàé
(

5
2

)x
= y, y > 0. Òîäi

6y2−5y−1 = 0, y1 = 1, y2 =−1
6 � íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó y > 0.

Îòæå,
(

5
2

)x
= 1, x = 0.

Âiäïîâiäü: 0.

5. Ðiâíÿííÿ, ÿêi îäíî÷àñíî ìiñòÿòü ax i a−x.

2x +22−x = 5.

Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà 2x 6= 0: 22x+22 = 5·2x. Íåõàé
2x = y, y > 0. Òîäi:

y2−5y+4 = 0, y1 = 4, y2 = 1;

2x = 4, x = 2; 2x = 1, x = 0.

Âiäïîâiäü: 2;0.

6. Ïîêàçíèêîâi ðiâíÿííÿ, ÿêi ìiñòÿòü îáåðíåíi âèðàçè.(√
5+2

√
6

)x

+
(√

5−2
√

6

)x

= 10.

Íåõàé
(√

5+2
√

6
)x

= y, y > 0. Òîäi:

y+ 1
y = 10, y2−10y+1 = 0,

y1,22 = 5+
√

24, y1 = 5+2
√

6, y1 = 5−2
√

6.

1)
(√

5+2
√

6
)x

= 5+2
√

6, x = 2.

2)
(√

5+2
√

6
)x

=5−2
√

6,
(√

5+2
√

6
) x

2 =
(

5−2
√

6
)−1

, x=−2.

Âiäïîâiäü: 2;−2.

7. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ðiâíÿíü çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè
ìîíîòîííiñòü ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨.

1) 2x = 3−x.

Î÷åâèäíî, ùî x= 1 ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ. Ôóíêöiÿ y= 2x ¹ çðîñòàþ÷îþ,
à ôóíêöiÿ y = 3− x � ñïàäíà. Îòæå, ðiâíÿííÿ íå ìîæå ìàòè áiëüøå
íiæ îäèí êîðiíü.
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Âiäïîâiäü: 1.

2) 3x +4x = 5x,
(

3
5

)x +
(

3
5

)x = 1.

Ôóíêöiÿ
(

3
5

)x +
(

3
5

)x
¹ ñóìîþ äâîõ ñïàäíèõ ôóíêöié, òîáòî ¹ ñïà-

äíîþ íà R. Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ 1 � ñòàëà âåëè÷èíà. Îòæå, ðiâíÿ-
ííÿ íå ìîæå ìàòè áiëüøå íiæ îäèí êîðiíü. x = 2 ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ.

Âiäïîâiäü: 2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ ïîêàçíèêîâî-ñòåïåíåâèõ ðiâíÿíü.

Ïîêàçíèêîâî-ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä y = u(x)v(x).
�¨ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ çíàõîäèìî, ðîçãëÿäàþ÷è òðè âèïàäêè:

1) u(x) > 0; v(x) � áóäü-ÿêå ÷èñëî;
2) u(x) < 0; v(x) � öiëå ÷èñëî;
3) u(x) = 0; v(x) � öiëå äîäàòíå ÷èñëî;

Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

à) (x+5)x2−x−1 = x+5.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè:

1) x+5 = 1, x1 =−4.

2) x+5 =−1, x2 = 6.

3) x+5 = 0, x3 =−5.

4) x2−x−1 = 1, x4 = 2, x5 =−1.

Ïåðåâiðêîþ âïåâíþ¹ìîñÿ, ùî âñi çíàéäåíi êîðåíi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ.

Âiäïîâiäü: −4;−6;−5;2;−1.

á) (x+8)x2+9x+8 = 1.

1) x+8 = 1, x1 =−7.

2) x+8 =−1, x2 =−9.

3) x2 +9x+8 = 0, x3 =−1, x4 =−8.

Ïåðåâiðêà.

1) x =−7, 1−6 = 1.

2) x =−9, 18 = 1.

3) x =−1, x0 = 1.

4) x =−8, 00 íå ìà¹ çìiñòó.

Âiäïîâiäü: −7;−9;−1.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ ëîãàðèôìi÷íèõ ðiâíÿíü.

Ëîãàðèôìi÷íèìè ðiâíÿííÿìè íàçèâàþòü òàêi ðiâíÿííÿ, ÿêi ìi-
ñòÿòü çìiííó ïiä çíàêîì ëîãàðèôìà.

Íàéïðîñòiøèì ëîãàðèôìi÷íèì ðiâíÿííÿì ¹ logax = b, äå a > 0,
a 6= 1. Êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ ab.

Ðiâíÿííÿ loga f (x) = logag(x), äå a > 0, a 6= 1, ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi: f (x) = g(x),
f (x) > 0,
g(x) > 0.

Çâåðíiòü óâàãó: ó öié ñèñòåìi ìîæíà âiäêèíóòè îäíó ç íåðiâíîñòåé.
Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ loga f (x) = logag(x),
äå a > 0, a 6= 1, òðåáà:

ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ f (x) = g(x);
çi çíàéäåíèõ êîðåíiâ âiäiáðàòè òi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

f (x) > 0 àáî g(x) > 0 (çàçâè÷àé îáèðàþòü ïðîñòiøó ç íåðiâíîñòåé).

Ï ð è ê ë à ä è.

1) log3(3x−1)+ log3(x+1) = 1+ log3(x+3).

ÎÄÇ:

 3x−1 > 0,
x+1 > 0,
x + 3 > 0;

x > 1
3.

log3(3x−1)(x+1) = log33(x+3),
(3x−1)(x+1) = 3(x+3), 3x2−x−10= 0,

x1,2 = 1±
√

121
6 , x1 = 2, x2 =−5

3 íå çàäîâîëüíÿ¹ ÎÄÇ.

Âiäïîâiäü: 2.

2) log2
5x+3log5x−4 = 0; ÎÄÇ: x > 0.

log5x = y, y2 +3y−4 = 0, y1 =−4, y2 = 1;

log5x =−4, x1 = 1
605; log5x = 1, x2 = 5.

Âiäïîâiäü: 5; 1
625.

3) x1+lgx = 100; ÎÄÇ: x > 0.

lg
(
x1+lgx

)
= lg100, (1+ lgx) lgx = 2, lg2x+ lgx−2 = 0;

lgx = y, y2 +y−2 = 0; y1 =−2, y2 = 1;

lgx =−2, x1 = 0,01, lgx = 1, x2 = 10.

Âiäïîâiäü: 0,01;10.
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4) log4(x2+x−2)−1
log4(x−1) = 0.

ÎÄÇ:

 x2 +x−2 > 0,
x−1 > 0,
x−1 6= 0;

⇐⇒
{

x > 1,
x 6= 2;

log4(x
2 +x−2) = 1, x2 +x−2 = 4, x2 +x−6 = 0,

x1 =−3 � íå çàäîâîëüíÿ¹ ÎÄÇ;
x2 = 2 � íå çàäîâîëüíÿ¹ ÎÄÇ.

Âiäïîâiäü: êîðåíiâ íåìà¹.



49

�8. Òðèãîíîìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ òà
íåðiâíîñòi

1. Ðiâíÿííÿ, ùî çâîäÿòüñÿ äî êâàäðàòíèõ.

Ðîçâ'ÿæåìî, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ:

6cos2x+5sinx−7 = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òðèãîíîìåòðè÷íó òîòîæíiñòü, ìîæíà ëåãêî
âèðàçèòè cos2x ÷åðåç sin2x:

cos2x+sin2x = 1; cos2x = 1−sin2x.

Îòæå,
6(1−sin2x)+5sinx−7 = 0;

6sin2x−5sinx+1 = 0.

Íåõàé sinx = y, |y| ≤ 1. Òîäi 6y2−5y+1 = 0; y1 = 1
2; y2 = 1

3.

a) sinx = 1
2; x = (−1)k π

6 +πk, k∈ Z.
á) sinx = 1

3; x = (−1)k arcsin1
3 +πk, k∈ Z.

Âiäïîâiäü: (−1)k π
6 +πk; (−1)k arcsin1

3 +πk; k∈ Z.

2. Ñïîñiá ðîçêëàäàííÿ íà ìíîæíèêè.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ: 1−cos8x = sin4x.

2sin24x = sin4x; sin4x(2sin4x−1) = 0;[
sin4x = 0;
sin4x = 1

2;

[
4x = πn, n∈ Z;
4x = (−1)k π

6 +πk, k∈ Z;

[
x = πn

4 ,n∈ Z;
4x = (−1)k π

24 + πk
4 , k∈ Z;

Âiäïîâiäü: x = πn
4 ; x = (−1)k π

24 + πk
4 ; k∈ Z.

3. Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îäíîðiäíå òðèãîíîìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹
âèãëÿä:

a0sinnx+a1sinn−2xcosx+a2sinn−2xcos2x+ . . .+ancos4x = 0,

äå a0 6= 0.
Çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêèõ cosx = 0, íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ.
Äiéñíî, ÿêùî cosx = 0, ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó a0sinnx = 0, çâiä-

êè sinx= 0. Àëå sinx i cosx íå ìîæóòü ïåðåòâîðèòèñÿ íà 0 îäíî÷àñíî.
Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè äiëåííi îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ íà cosnn íå
ìîæå âiäáóòèñÿ âòðàòà êîðåíiâ. Îòðèìó¹ìî:

a0 tgnx+a1 tgn−1x+ . . .+an = 0.
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Ââåäåìî íîâó çìiííó tgx = y i äiñòàíåìî àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ:

a0yn +a1yn−1 + . . .+an = 0.

Çâåðíiòü óâàãó: ÿêùî cosk x ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìîæíà âèíåñòè
çà äóæêè, òî äiëåííÿ íà cosk x âåäå äî âòðàòè êîðå-
íiâ.

Ï ð è ê ë à ä è.

1) 5sin2x+3sinxcosx+4cos2x = 3.

5sin2x+3sinxcosx+4cos2x−3(sin2x+cos2x) = 0;

2sin2x+3sinxcosx+cos2x; 2tg2x+3tgx+1 = 0.

Íåõàé tgx = y. Òîäi 2y2 +3y+1 = 0; y1 =−1; y2 =−1
2.

à) tgx =−1; x =−π
4 +πn, n∈ Z;

á) tgx =−1
2; x =−arctg1

2 +πn, n∈ Z.

Âiäïîâiäü: −π
4 +πn; −arctg1

2 +πn; n∈ Z.

2) sin2x−sin2x = 0.
sin2x−2sinxcosx = 0; sinx(sinx−2cosx) = 0.[

sinx = 0;
sinx−2cosx = 0;

[
x = πn, n∈ Z;
tgx = 2;

[
x = πn,n∈ Z;
4x = arctg2+πn, k∈ Z.

Âiäïîâiäü: x = πn; x = arctg2+πn; n∈ Z.

4. Ñïîñiá ââåäåííÿ äîïîìiæíîãî àðãóìåíòó.

Öåé ñïîñiá çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü âèäó

asinx+bcosx = c.

Ðîçäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà
√

a2 +b2. Äiñòàíåìî:

a√
a2 +b2

sinx+
b√

a2 +b2
cosx =

c√
a2 +b2

.

Î÷åâèäíî:∣∣∣∣ a√
a2 +b2

∣∣∣∣≤ 1,

∣∣∣∣ b√
a2 +b2

∣∣∣∣≤ 1,

(
a√

a2 +b2

)2

+
(

b√
a2 +b2

)2

= 1.

Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ââåñòè äî ðîçãëÿäó êóò ϕ = arctgb
a.

Òîäi
a√

a2 +b2
= cosϕ;

b√
a2 +b2

= sinϕ

i ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó:
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cosϕsinx+sinϕcosx =
c√

a2 +b2
,

àáî
sin(x+ϕ) =

c√
a2 +b2

.

Ìîæíà ïðèéíÿòè:
a√

a2 +b2
= sinϕ,

b√
a2 +b2

= cosϕ.

Òîäi äiñòàíåìî cos(x−ϕ) = c√
a2+b2

.

Ðiâíÿííÿ âèäó asinx+ bcosx = c ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè i â iíøèé
ñïîñiá:

2asin
x
2

cos
x
2

+b
(

2cos2
x
2
−1

)
= c.

Âèêîðèñòàâøè òîòîæíiñòü cos2 x
2 +sin2 x

2 = 1, äiñòàíåìî îäíîðiäíå
ðiâíÿííÿ.

5. Ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòÿòü òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ ó çíàìåííèêó.
Âiäáið êîðåíiâ.

Öi ðiâíÿííÿ çâîäÿòü äî âèãëÿäó f (x)
ϕ(x) = 0, à ïîòiì ðîçâ'ÿçóþòü ñè-

ñòåìó
{

f (x) = 0,
ϕ(x) 6= 0.

Ï ð è ê ë à ä.

1+cos2x
1+sinx = 0⇐⇒

{
cos2x =−1;
sinx 6=−1.

[
x = π

2 +πn,n∈ Z;
x 6=−π

2 +2πk, k∈ Z.

Âiäáið êîðåíiâ çðó÷íî âèêîíóâàòè, ñêîðèñòàâøèñü òðèãîíîìåòðè-
÷íèì êîëîì. Ïîçíà÷èìî íà êîëi òî÷êè, ùî âiäïîâiäàþòü êóòàì âèäó
π
2 +2πn, n∈ Z. Ïîòiì âiäêèíåìî òi ç íèõ, ÿêi ìàþòü âèãëÿä −π

2 +2πk,
k∈ Z (äèâ ðèñóíîê íèæ÷å).

Âiäïîâiäü: π
2 +2πn, n∈ Z.
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6. Âèïàäîê, êîëè òðåáà çíàéòè òiëüêè ïåâíi ðîçâ'ÿçêè.

Ï ð è ê ë à ä. Ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

sin23x+sin25x = 1

íàëåæàòü ïðîìiæêó
[
0; π

2

]
?

sin23x+sin25x = 1; 1−cos6x
2 + 1−cos10x

2 = 1;

1−cos6x+1−cos10x = 2; cos6x+cos10x = 0;

2cos8xcos2x = 0;[
cos8x = 0;
cos2x = 0;

[
8x = π

2 +πn, n∈ Z;
2x = π

2 +πk; n∈ Z.

[
x = x = π

16 + πn
8 ,n∈ Z;

x = π
4 + πn

2 , n∈ Z.

Òðåáà âiäïîâiñòè íà çàïèòàííÿ, ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ íàëåæèòü ïðî-
ìiæêó

[
0; π

2

]
.

I ñïîñiá. Ðîçãëÿíåìî íåðiâíîñòi:

1) 0≤ π
16 + πn

8 ≤
π
2 ;

0≤ 1+2n≤ 8;

−0,5≤ n≤ 3,5;

n = 0;1;2;3,

îñêiëüêè n∈ Z.

2) 0≤ π
4 + πn

2 ≤
π
2 ;

0≤ 1+2n≤ 2;

−0,5≤ n≤ 0,5;

n = 0,

îñêiëüêè n∈ Z.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîìiæêó
[
0; π

2

]
íàëåæàòü ï'ÿòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü.

II ñïîñiá. Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèì êîëîì, ÿêùî
ïîçíà÷èòè íà íüîìó âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêàì ðiâíÿííÿ òî÷êè é âiäiáðàòè
òi, ùî ìiñòÿòüñÿ â ïåðøié ÷âåðòi.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàéïðîñòiøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íåðiâíîñòåé

Íàéçðó÷íiøèì ¹ ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íåðiâ-
íîñòåé çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íîãî êîëà.

Ï ð è ê ë à ä è.

1) cosx≥ 1
2.

Ïîáóäó¹ìî îäèíè÷íå êîëî (äèâ. ðèñóíîê íèæ÷å). Ïðîâåäåìî ïðÿ-

ìó x= 1
2. Âîíà ïåðåòèíà¹ êîëî ó äâîõ òî÷êàõ. Îäíàê ç íèõ âiäïîâiäà¹

êóòó arccos1
2 àáî π

3 , äðóãà � êóòó arccos1
2 àáî −π

3 . Öi äâi òî÷êè ðîç-

áèâàþòü êîëî íà äâi äóãè. Òî÷êè îäíi¹¨ äóãè ìàþòü àáñöèñó, áiëüøó

çà 1
2, äðóãî¨ äóãè � ìåíøó.

Ùîá îïèñàòè âñi òî÷êè ïîòðiáíî¨ äóãè, "ïðîéäåìî" ïî íié ó äî-
äàòíîìó íàïðÿìêó, òîáòî ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Âðàõîâóþ÷è
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ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöi¨ y = cosx, äiñòàíåìî âiäïîâiäü:

x∈
[
−π

3
+2πn;

π
3

+2πn
]
, n∈ Z.

2) sinx < 1
2.

Äiþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî ðèñóíîê, íà ÿêîìó çîáðàæåíà ïðÿ-
ìà y= 1

2: Óìîâó çàäà÷i çàäîâîëüíÿþòü òî÷êè, ùî ðîçòàøîâàíi íà êîëi

íèæ÷å ïðÿìî¨ y = 1
2. Àëå ùîá çàïèñàòè ïðîìiæîê, òðåáà òî÷êó π

6 çà-

ïèñàòè â äðóãîìó âèãëÿäi. Äëÿ öüîãî äîäàìî 2π äî π
6 :

π
6 + 2π = 13π

6 .

Âðàõîâóþ÷è ïåðiîä, äiñòàíåìî âiäïîâiäü:

sinx <
1
2
ïðè x∈

(
5π
6

+2πn;
13π
6

+2πn

)
, n∈ Z.

3) tgx≥ 2.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ y= tgx ¹ çðîñòàþ÷îþ íà êîæíîìó ç ïðî-
ìiæêiâ âèäó

(
−π

2 +πn; π
2 +πn

)
, n∈ Z, îòðèìó¹ìî:

arctg2+πn≤ πn <
π
2

+πn, n∈ Z;
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tgx <
1
2
,−π

2
+πn < x≤ arctg

1
2

+πn, n∈ Z.

Çàâäàííÿ äëÿ àóäèòîðíèõ çàíÿòü òà ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:

1) sinx−cos2x = 0;

2) cos2x−sinx−1 = 0;

3) (1+ tgx)cosx = 0;

4) 2lgx+3ctgx = 5;

5) sinxcosx−sin2x−cosx+sinx=0;

6) 4sin3x−8sin2x−sinx−2=0;

7) tg3x− tg2x+ tgx = 1;

8) 2sin5x = 3sin3x−sinx;

9) sin2x+
√

3−2cosx−
√

3sinx=0;

10) sin2x−8sinxcosx+7cos2x=0.

Âiäïîâiäi: 1) (−1)k π
6 +kπ, −π

2 +2kπ, k∈ Z;

2) kπ, −π
2 +2kπ, k∈ Z;

3) −π
4 , k∈ Z;

4) π
4 +kπ, arctg3

2 +kπ, k∈ Z;

5) π
4 +kπ, k∈ Z;

6) ±π
6 +kπ, k∈ Z; 7) π

4 +kπ, k∈ Z;

8) kπ, π
2 +kπ, π

4 + kπ
2 , k∈ Z;

9) π
2 +2kπ, ±π

6 +2kπ, k∈ Z;

10) π
4 +kπ, arctg7+kπ, k∈ Z.
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