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ÍÅÇÂIÄÍI ÑÊIÍ×ÅÍÍI ÍIËÜÏÎÒÅÍÒÍI ÏIÄÃÐÓÏÈ
ÃÐÓÏÈ GL(pq,Z)

All irreducible finite nilpotent subgroups of the group GL(pq,Z) are described up to conjugation
(Z is the ring of rational integers, p, q are the prime, p 6= q).

Êëàñèôiêóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âñi íåçâiäíi ñêií÷åííi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïè ãðóïè
GL(pq,Z), äå Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, p, q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà.

Êëàñèôiêàöiÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Z) ¹
àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ ëiíiéíèõ ãðóï i ïîâ'ÿçàíà ç n-âèìiðíîþ
êðèñòàëîãðàôi¹þ. Ùå â êiíöi ÕIÕ ñòîëiòòÿ �. Ñ. Ôåäîðîâ i Øüîíôëiñ ãåîìå-
òðè÷íèìè ìåòîäàìè îïèñàëè 3-âèìiðíi êðèñòàëîãðàôi÷íi ãðóïè, çâiäêè âèïëè-
âàâ îïèñ íåñïðÿæåíèõ ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(3,Z). Âñi íåñïðÿæåíi ñêií-
÷åííi ïiäãðóïè ãðóïè GL(4,Z) áóëè îïèñàíi ëèøå â 1972 ð. [1]. Êëàñèôiêàöiÿ
âñiõ íåñïðÿæåíèõ ñêií÷åííèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Z) äëÿ äîâiëüíîãî n ¹ äè-
êîþ çàäà÷åþ [2]. Òîìó Äåéä [3] çàïðîïîíóâàâ îïèñóâàòè ñïî÷àòêó ìàêñèìàëüíi
ñêií÷åííi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z), à âñi iíøi ïiäãðóïè îòðèìóâàòè ÿê ïiäãðó-
ïè ìàêñèìàëüíèõ. Ñ. Ñ. Ðèøêîâ [4] êëàñèôiêóâàâ âñi íåñïðÿæåíi ìàêñèìàëüíi
ñêií÷åííi ïiäãðóïè ãðóïè GL(5,Z). Â ñåði¨ ðîáiò Ïëåñêåí i Ïîñò çíàéøëè âñi
íåñïðÿæåíi ìàêñèìàëüíi àáñîëþòíî íåçâiäíi ñêií÷åííi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)
ïðè 5≤n≤9 (äèâ. [5,6]). Â [7,8] îïèñàíi íåñïðÿæåíi ñêií÷åííi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi
ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,Z) ó âèïàäêàõ, êîëè 2 � ïåðâiñíèé àáî íàïiâïåðâiñíèé
êîðiíü çà ìîäóëåì p (p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî). Â [9] ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî
ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,Z).

Â äàíié ðîáîòi îïèñóþòüñÿ íåñïðÿæåíi íåçâiäíi ñêií÷åííi íiëüïîòåíòíi ïiä-
ãðóïè ãðóïè GL(pq,Z), äå p, q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñêií÷åííi íåçâiäíi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(pq,Q)
(Q � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë). ßê âèïëèâà¹ ç [10], ïðè íåïàðíîìó n â ãðóïi
GL(n,Q) íåìà¹ ñêií÷åííèõ íåçâiäíèõ íiëüïîòåíòíèõ ïiäãðóï. Òîìó íàäàëi áó-
äåìî ââàæàòè, ùî p = 2.

Ëåìà 1. Â ãðóïi GL(2q,Q) òîäi i òiëüêè òîäi iñíóþòü íåçâiäíi íåàáåëåâi
p-ïiäãðóïè, êîëè p = q = 3.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó p = 2. Òîäi, çãiäíî [11],

2q = a0 + a12 + · · ·+ ar2
r (ai = 0, 1; i = 0, r)

i ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà GL(2q,Q) ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ãðóïîþ G = diag[G20 ,
. . . , G2r ], äå G2i � íåçâiäíà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(2i,Q) (i ≥ 1), G20 =
= ±1 i r > 1. Î÷åâèäíî, ÿêùî G ¹ íåçâiäíîþ, òî öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
Îòæå, p ≥ 3.

Íåõàé ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ p ç îäèíèöi i m = (Q(ε) : Q). Î÷åâè-
äíî, m = p − 1. Òîäi ÷èñëî 2q ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi 2q = c + m · n0

(0 ≤ c ≤ p− 1) i n0 = b0 + b1p + · · · + bsp
s (b1 6= 0, 0 ≤ bj ≤ p − 1; j = 0, s).
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Çãiäíî [11], ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(2q,Q) ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ

G = diag[1, . . . , 1, Gmp0 , . . . , Gmpr , . . .],

äå 1 ïîâòîðþ¹òüñÿ c ðàçiâ,Gmpr�íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(mpr,Q),
ÿêà ïîâòîðþ¹òüñÿ br ðàçiâ (r=0, s). ßêùî G ¹ íåçâiäíîþ, òî c=0 i 2q=(p−1)n0,
òîáòî q = p−1

2
. Òàê ÿê p i q � ïðîñòi, òî ìîæëèâi âèïàäêè: à) p = 3, q = n0;

á) n0 = 1, p− 1 = 2q.
ßêùî p=3, q = n0, òî ðîçêëàäåìî ÷èñëî n0 çà ñòåïåíÿìè ÷èñëà 3:

q = n0 = b0 + b13 + · · ·+ bk3
k (0 ≤ bj ≤ 2; bk 6= 0, k > 1). (1)

Â ñèëó [11] i íåçâiäíîñòi ãðóïè G â ðîçêëàäi (1) ìîæå áóòè íå áiëüøå îäíîãî
äîäàíêà, òîáòî q = bi3

i, çâiäêè i = 1, b1 = 1. ßêùî æ p − 1 = 2q i n0 = 1 â (1),
òî n0 = b0 = 1 i ãðóïà G ìà¹ âèãëÿä G = P ′

p oNp = P ′
p o 〈E〉 � íåçâiäíà ïiäãðóïà

ãðóïè GL(p−1,Q), ùî ¹ ñïëåòiííÿì öèêëi÷íî¨ ãðóïè P ′
p ïîðÿäêó p ç îäèíè÷íîþ

ãðóïîþ i òîìó G � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p. Òàêèì ÷èíîì, ïðè p − 1 = 2q â
ãðóïi GL(2q,Q) iñíóþòü ëèøå íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ïîðÿäêó p. Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(6,Q) ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôi-
çìó âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè

G1 = 〈a1, a2, b, c〉 | a3
1 = a3

2 = b3 = c3 = 1, a1a2 = a2a1, a1b = ba1, a1c = ca1,

b−1a2b = a2
1a2, a2c = ca2, c−1bc = a2

1a
2
2b〉;

G2 = 〈a1, a2, b | a3
1 = a3

2 = b3 = 1, a1a2 = a2a1, ba1 = a1b, b
−1a2b = a2

1a2〉,
G3 = 〈a, b | a9 = b3 = 1, b−1ab = a4〉, G4 = 〈a | a7 = 1〉, G5 = 〈a | a9 = 1〉.

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç [11], ãðóïà G1
∼= P3 o N3, ùî ¹ ñïëåòiííÿì öè-

êëi÷íî¨ ãðóïè P3 ïîðÿäêó 3 i ñèëîâñüêî¨ 3-ïiäãðóïè N3 ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3 i
¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó ñèëîâñüêîþ 3-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(6,Q).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ãðóïà G1 ìiñòèòü ëèøå äâi íåàáåëåâi ïiäãðóïè G2 i G3. Ðîç-
ãëÿíåìî ãðóïîâó àëãåáðó QGi (i = 2, 3). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî êiëüöå [Q(ε)] (ε �
ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 3 ç 1) ¹ ìiíiìàëüíèì ëiâèì iäåàëîì àëãåáðè QGi, çâiä-
êè âèïëèâà¹, ùî ãðóïè Gi (i = 2, 3) ìàþòü ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi
òî÷íå Q-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 6.

Öèêëi÷íi ãðóïè C9 i C7 òåæ ìàþòü ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi òî÷íå
Q-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 6, îñêiëüêè ïîëiíîìè äiëåííÿ êðóãà Φ9(x) i Φ7(x) ìàþòü
ñòåïiíü 6 i ¹ íåçâiäíèìè íàä ïîëåì Q. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2. Íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2q,Q) (p 6= 3) iñíóþòü òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè p− 1 = 2q i ¹ öèêëi÷íèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó p.

Íåõàé òåïåð Γ � Z-çîáðàæåííÿ ãðóïè Gi (i = 1, 2, 3). Î÷åâèäíî, Γ ðåàëiçó¹-
òüñÿ â êiëüöi Z[ε̃], äå

ε̃ =

(
0 −1
1 −1

)
.

Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : Z[ε̃] → Z[ε] (ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 3 ç 1),
ïîêëàâøè äëÿ åëåìåíòà x = α0E +α1ε̃∈Z[ε̃] ϕ(x) = α0 +α1ε (αi ∈ Z, i = 0, 1, 2).
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ϕ � içîìîðôiçì êiëåöü Z[ε̃] òà Z[ε] i, çíà÷èòü, iñíó¹ âçà¹ì-
íîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ Z[ε]-çîáðàæåííÿìè ñòåïåíÿ 3 ãðóïè Gi òà ¨¨
Z-çîáðàæåííÿìè ñòåïåíÿ 6.

Âiäîìî, ùî ãðóïà G2 ìà¹ 4 òî÷íi íååêâiâàëåíòíi Z-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 3:

Γ0 : a1 → εE, a2 →



1 0
ε

0 ε2


 = A0, b →




0 0 1
1 0 0
0 1 0


 = B0;

Γ1 : a1 → εE, a2 →



1 −1 t
0 ε −2εt
0 0 ε2


 = A1, b →




1 0 0
t 1 −3
0 1 −2


 = B1;

Γ2 : a1 → εE, a2 →



1 −t t
0 ε −2ε
0 0 ε2


 = A2, b →




1 0 0
1 1 ε2t
0 t −2


 = B2;

Γ3 : a1 → εE, a2 →



1 −1 1
0 ε −2ε
0 0 ε2


 = A3, b →




1 0 0
t 1 ε2t
0 t −2


 = B3

(t = 1 − ε � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ Z[ε]), ïðè÷îìó çîáðàæåííÿ Γi (i = 1, 2, 3)
Q(ε)-åêâiâàëåíòíi çîáðàæåííþ Γ0. Íåõàé P = 〈t〉 � ïðîñòèé iäåàë êiëüöÿ Z[ε],
Z[ε] = Z[ε]/P , α = α+P (α ∈ Z[ε]). Çâîäÿ÷è çîáðàæåííÿ Γi (i = 0, 3) çà ìîäóëåì
iäåàëà P , îäåðæèìî

Γ0 : a1 → E, a2 → E, a3 → B0;

Γ1 : a1 → E, a2 →



1 −1 0
0 1 0
0 0 1


 = A1, b →




1 0 0
0 1 0
0 1 1


 = B1;

Γ2 : a1 → E, a2 →



1 0 0
0 1 1
0 0 1


 = A2, b →




1 0 0
1 1 0
0 0 1


 = B2;

Γ3 : a1 → E, a2 →



1 −1 1
0 1 1
0 0 1


 = A3, b → E.

ßê âiäîìî (äèâ. [12]), ÿêùî ãðóïè ImΓi òà ImΓj ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(3,Z[ε]),
ImΓi = Γi(G2), òî ãðóïè ImΓi òà ImΓj ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(3,Z[ε]). Îñêiëüêè
ImΓ0 òà ImΓ3 � öèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó 3, à ImΓ1 òà ImΓ2 � ïðÿìèé äîáóòîê
äâîõ öèêëi÷íèõ ãðóï ïîðÿäêó 3, òî ñïðÿæåíèìè ìîæóòü áóòè ëèøå ãðóïè ImΓ0

òà ImΓ3 òà ImΓ1 òà ImΓ2.
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ImΓ1 i ImΓ2 íå ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(3,Z[ε]), çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî ImΓ1 òà ImΓ2 íå ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(3,Z[ε]). ßêùî ïîêëàñòè

C = ε ·



1 −1 0
0 −t −ε
0 ε 1


 ,
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òî îäåðæèìî, ùî C1B3C = ε2A0, C1A3C = B2
0 , çâiäêè âèïëèâà¹ ñïðÿæåíiñòü

ãðóï ImΓ0 òà ImΓ3 â ãðóïi GL(3,Z[ε]). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ãðóïà GL(3,Z[ε]) ìiñòèòü ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi
òðè ïiäãðóïè Vi = ImΓi (i = 0, 1, 2), içîìîðôíi ãðóïi G2.

Òàê ÿê ãðóïà G1 ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè G2, òî äëÿ îïèñó ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿ-
æåíîñòi ïiäãðóï ãðóïè GL(3,Z[ε]), içîìîðôíèõ G1, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òî÷íi
Z[ε]-çîáðàæåííÿ ∆i ãðóïè G1, òàêi ùî îáìåæåííÿ ∆i|G2 = Γi (i = 0, 1, 2).

1. Íåõàé ∆i|G2 = Γ0. Òîäi ∆0 ìà¹ âèãëÿä:

∆0 : a1 → εE, a2 = A0, b → B0, c → C (C ∈ GL(3,Z[ε]).

Ç âèçíà÷àþ÷èõ âiäíîøåíü ãðóïè G1 íåâàæêî îäåðæàòè, ùî C ìà¹ âèãëÿä
Ci = εi ·diag[ε, 1, 1] (i = 0, 1, 2). Òàêèì ÷èíîì, çîáðàæåííÿ Γ0 ìà¹ òðè ïðîäîâæå-
ííÿ äî òî÷íîãî Z[ε]-çîáðàæåííÿ ãðóïè G1. Ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïè Ui = 〈ImΓ0, Ci〉
(i = 0, 1, 2) ãðóïè GL(3,Z[ε]). Îñêiëüêè εE ∈ ImΓ0, òî Ci = (εE)idiag[ε, 1, 1],
çâiäêè U0 = U1 = U2, òîáòî U0 = 〈ImΓ0, C0〉 � ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi
ïiäãðóïà ãðóïè GL(3,Z[ε]), ùî içîìîðôíà ãðóïi G1 â öüîìó âèïàäêó.

2. Íåõàé ∆1|G2 = Γ1. Òîäi ∆1 ìàòèìå âèãëÿä:

∆1 : a1 → εE, a2 = A1, b → B1, c → C (C ∈ GL(3,Z[ε]).

Ç âèçíà÷àþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü G1 B1C = ε2CA1, CA1 = A1C âèïëèâà¹, ùî
ìàòðèöÿ C ìà¹ âèãëÿä

C = α ·



ε 1 −1
0 1 0
0 0 1


 = αC1,

à ç ñïiââiäíîøåííÿ C3 = E âèïëèâà¹, ùî α = εi (i = 0, 1, 2). Àíàëîãi÷íî ï. 1
äîâîäèòüñÿ, ùî äîñèòü ïîêëàñòè α = 1.

3. ∆2|G2 = Γ2. Òîäi ∆2 ìà¹ âèãëÿä:

∆2 : a1 → εE, a2 = A2, b → B1, c → C (C ∈ GL(3,Z[ε]).

Iç ñïiââiäíîøåííÿ CA2 = A2C i B2C = ε2CA2
2B2 îäåðæèìî, ùî

C = α ·



ε t −1
0 1 0
0 0 1


 = αC2.

Óìîâà C3 = E äà¹ α3 = 1 i, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, ìîæíà ââàæàòè, ùî
α = 1. Òèì ñàìèì äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Ãðóïà GL(3,Z[ε]) ìiñòèòü ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi 3
ñèëîâñüêi 3-ïiäãðóïè, ùî içîìîðôíi G1:

U0 = 〈ImΓ0, diag[ε, 1, 1]〉 ,

U1 =

〈
ImΓ1,




ε 1 −1
0 1 0
0 0 1




〉
, U3 =

〈
ImΓ2,




ε t −2
0 1 0
0 0 1




〉
.
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Ðîçãëÿíåìî äàëi ãðóïó G3 = 〈a, b|a9 = b3 = 1, b−1ab = a4〉. Òàê ÿê ïîëiíîì
äiëåííÿ êðóãà Φ9(x) ìà¹ ñòåïiíü 6 i ¹ íåçâiäíèì íàä êiëüöåì Z, òî ãðóïà C9 = 〈a〉
ìà¹ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî Z-åêâiâàëåíòíîñòi òî÷íå Z-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 6, àáî,
ùî òåæ ñàìå, ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî Z[ε]-åêâiâàëåíòíîñòi Z[ε]-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ
3. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî

a →



0 0 ε
1 0 0
0 1 0


 = C0B0 = A, b → B.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ AB = BA4 îäåðæèìî, ùî B ìà¹ âèãëÿä

B =




x1 x2 x3

εx3 ε2x1 ε2x2

x2 x3 εx1


 (xi ∈ Z[ε], i = 1, 2, 3),

à ç ñïiââiäíîøåííÿ B3 = E âèïëèâà¹, ùî B ñïiâïàäà¹ ç îäíi¹þ ç ìàòðèöü εiA2
0

(i = 0, 1, 2). Íåõàé V
(i)
0 = 〈εiA2

0, C0B0〉. Ãðóïè V
(i)
0 ¹ ïîïàðíî ñïðÿæåíèìè, îñêiëü-

êè (C0B0)
−1V

(0)
0 C0B0 = V

(1)
0 i (C0B0)

−1V
(0)
0 C0B0 = V

(2)
0 . Òàêèì ÷èíîì, ãðóïà U0

ìiñòèòü ¹äèíó ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóïó W0 = 〈C0B0, A
2
0〉, ùî içîìîð-

ôíà ãðóïi G3. Îñêiëüêè ãðóïè Ui (i = 0, 1, 2) ñïðÿæåíi íàä ïîëåì Q(ε), òî Ui

ìiñòèòü ¹äèíó ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ïiäãðóïó Wi, ùî içîìîðôíà ãðóïi G3

(i = 1, 2). Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

W1 =

〈


ε 0 −1
t 1 −3
0 1 −2


,




1 ε2 ε2t
0 ε2 2εt
0 0 ε




〉
,

W2 =

〈


1 0 −1
1 1 ε2t
0 t −2


 ,




1 tε2 ε2t
0 ε2 2ε
0 0 ε




〉
.

Çâîäÿ÷è ãðóïè Wi (i = 0, 1, 2) çà ìîäóëåì iäåàëà P = 〈t〉, îäåðæèìî ãðóïè

W0 =

〈


0 0 1
1 0 0
0 1 0




〉
, W1 =

〈


1 0 −1
0 1 0
0 1 1


 ,




1 1 0
0 1 0
0 0 1




〉
,

W2 =

〈


1 0 0
0 1 2
0 0 1


 ,




1 0 −1
1 1 0
0 0 1




〉
.

Òàê ÿê W0 � öèêëi÷íà ãðóïà, W1 � àáåëåâà, à W2 � íåàáåëåâà ãðóïè, òî
ãðóïè Wi (i = 0, 1, 2) ¹ ïîïàðíî íå ñïðÿæåíèìè íàä Z[ε] i, âiäïîâiäíî, ãðóïè Wi

(i = 0, 1, 2) òåæ ïîïàðíî íå ñïðÿæåíi íàä êiëüöåì Z[ε].
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 3. Ãðóïà GL(3,Z[ε]) ìiñòèòü ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi 3

ïiäãðóïè Wi (i = 0, 1, 2), içîìîðôíi ãðóïi G3.
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Òåîðåìà 1. Íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2q,Z), ÿêi iñíóþòü òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè p = 3, 7 ïðè q = 3 i p = 2q+1 ïðè q > 3, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi
âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè:

I. Ïðè q = 3 : 1) 〈A1〉 ∼= C7; 2) 〈A2〉 ∼= C9, äå

A1 =




0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 1 −1




, A2 =




0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0




;

3) U0 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


 ,




E 0
ε̃

0 ε̃2


 ,




0 0 E
E 0 0
0 E 0


 ,




ε̃ 0
E

0 E




〉
;

4) U1 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


,




E −E t̃

0 ε̃ −2ε̃t̃
0 0 ε̃2


,




E 0 0

t̃ E −3E
0 E −2E


,




ε̃ E −E
0 E 0
0 0 E




〉
;

5) U2 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


,




E −t̃ t̃
0 ε̃ −2ε̃
0 0 ε̃2


,




E 0 0

E E ε̃2t̃

0 t̃ −2ε̃2


,




ε̃ −t̃ −E
0 E 0
0 0 E




〉

(Ui
∼= G1; i = 0, 1, 2);

6) V0 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


 ,




E 0
ε̃

0 ε̃2


 ,




0 0 E
E 0 0
0 E 0




〉
;

7) V1 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


 ,




E −E t̃

0 ε̃ −2ε̃t̃
0 0 ε̃2


 ,




E 0 0

t̃ E ε̃2t̃

0 t̃ −2E




〉
;

8) V2 =

〈


ε̃ 0
ε̃

0 ε̃


 ,




E −E E
0 ε̃ −2ε̃
0 0 ε̃2


 ,




E 0 0

t̃ E ε̃2t̃

0 t̃ −2E




〉

(Vi
∼= G2; i = 0, 1, 2);

9) W0 =

〈


E 0
ε̃2

0 ε̃


 ,




0 0 ε̃
E 0 0
0 E 0




〉
;

10) W1 =

〈


ε̃ 0 −E

t̃ E −3E
0 E −2E


 ,




E ε̃2 ε̃2t̃

0 ε̃2 2ε̃t̃
0 0 ε̃




〉
;
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11) W2 =

〈


E 0 −E

E E ε̃2t̃

0 t̃ −2E


 ,




E ε̃2t̃ ε̃t̃
0 ε̃2 2ε̃
0 0 ε̃




〉

(Wi
∼= G3; i = 0, 1, 2), äå ε̃ =

(
0 −1
1 −1

)
, E =

(
1 0
0 1

)
, t̃ = E − ε̃.

II. Ïðè q > 3, p = 2q + 1 : Ti = 〈Bi〉 ∼= Cp (i = 1, s), äå

B1 =




0 0 · · · 0 −1
1 0 · · · 0 −1
0 1 · · · 0 −1
... . . . ... ...
0 0 1 −1




,

s � ÷èñëî êëàñiâ iäåàëiâ ïîëÿ Q(ε) (εp = 1, ε 6= 1), Bi � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà
ìíîæåííÿ íà ε â Z-áàçèñi iäåàëà Ii ïîëÿ Q(ε), ïðè÷îìó ïðè i 6= j Ii òà Ij

íàëåæàòü ðiçíèì êëàñàì iäåàëiâ ïîëÿ Q(ε).
Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê ïîëiíîì äiëåííÿ êðóãà Φp(x) ¹ íåçâiäíèì íàä Z ïîëi-

íîìîì ñòåïåíÿ p − 1, òî, ÿê âiäîìî [13], öèêëi÷íà ãðóïà Cp ìà¹ ç òî÷íiñòþ äî
Z-åêâiâàëåíòíîñòi s òî÷íèõ íåçâiäíèõ Z-çîáðàæåíü Γi ñòåïåíÿ p− 1, äå s � ÷è-
ñëî iäåàëiâ ïîëÿ Q(ε), ïðè÷îìó Γi : a → Bi (i = 1, s). Òàê ÿê Bi ∈ GL(2q,Z)
(i = i, s), òî 2q = p − 1 ïðè q > 3, à ïðè q = 3 p = 7. Çâiäñè i ç [9] âèïëèâà¹
äîâåäåííÿ II i 1) ç I.

Ïîëiíîì Φ9(x) ìà¹ ñòåïiíü 6 i ¹ Z-íåçâiäíèì. Çâiäñè ãðóïà C9 ìà¹ ¹äèíå ç òî-
÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi òî÷íå íåçâiäíå Z-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ 6,ùî äîâîäèòü
2) ç I.

Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ íåçâiäíèìè Z-çîáðàæåííÿìè ñòåïåíÿ 6 ãðóïè Gi

(i = 1, 2, 3) i íåçâiäíèìè Z[ε]-çîáðàæåííÿìè ñòåïåíÿ 3 öèõ ãðóï, ç òâåðäæåíü
1�3 âèïëèâà¹ çàêëþ÷íà ÷àñòèíà äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåçâiäíi ñêií÷åííi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(2q,Z) ç
òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè P i P ×〈−E〉, äå P ïðîáiãà¹
ãðóïè 1)−11) ïðè q = 3 òà ãðóïàìè Ti, Ti×〈−E〉 ïðè q > 3, p = 2q+1 (i = 1, s).
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