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1 Елементи теорiї множин

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Поняття множини. Операцiї над множинами.

2. Монотоннi класи множин. Принцип двоїстостi.

3. Злiченнi множини. Властивостi злiченних множин. Незлiченнi мно-
жини.

4. Еквiвалентнi множини та їх властивостi.

5. Потужнiсть множини. Множини потужностi континуум.

6. Системи множин. Пiвкiльце, кiльце, алгебра.

7. σ-кiльця та σ-алгебри множин. Властивостi.

8. Породженi класи множин. Борелiвськi множини.

Теоретичнi вiдомостi

Множина – одне iз найважливiших понять математики. Поняття мно-
жини вводиться аксiоматично i не може визначатись через якiсь елемен-
тарнi поняття. Описове пояснення термiна множина – сукупнiсть об’єктiв
(елементiв) iз певними загальними для них властивостями (ознаками).
Множини позначають великими латинськими лiтерами A,B, C, ..., а їх
елементи – маленькими a, b, c, ... . Якщо кожен елемент iз множини A

належить множинi B (випадок коли A = B не виключається), то мно-
жину A називають пiдмножиною B. У теорiї множин вводять поняття
порожньої множини, тобто множини, що не мiстить жодного елемента
та позначають її символом ∅.

Нехай A i B – довiльнi множини. Їх об’єднанням (чи сумою) C = A∪B

називають множину, що складається з тих елементiв, котрi належать хо-
ча б однiй iз множин A i B. Аналогiчно визначається об’єднання довiль-
ного (скiнченного чи нескiнченного) числа множин: якщо Aα – довiльна
кiлькiсть множини, то їх об’єднання ∪αAα – це сукупнiсть елементiв,
кожен iз яких належить хоча б однiй iз множин Aα.

Перетином C = A∩B множин A i B називають множину, що мiстить
тi елементи, котрi належать як множинi A, так i множинi B. Перетином
довiльного (скiнченного чи нескiнченного) числа множин Aα називається
сукупнiсть ∩αAα елементiв, що належать кожнiй iз множин Aα.

4



Операцiї об’єднання i перетину множин є комутативними, асоцiатив-
ними i взаємно дистрибутивними.

Рiзницею C = A\B множин A i B називають сукупнiсть тих елементiв
iз A, якi не належать B.

Симетричною рiзницею A4 B множин A i B називають об’єднання
рiзниць A \B та B \ A. Отже, за визначенням

A4B = (A \B) ∪ (B \ A).

Розглянемо послiдовнiсть A1, A2, ..., An, .... Якщо для даної послiдов-
ностi виконується спiввiдношення A1 ⊂ A2 ⊂ . . . An ⊂ . . . , то вона нази-
вається зростаючою або монотонно зростаючою. Позначається (An) ↑.

Якщо виконується спiввiдношення A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . . , то
ця послiдовнiсть називається спадною або монотонно спадною. Позна-
чається (An) ↓. Зростаюча i спадна послiдовностi об’єднуються одним
термiном – монотоннi послiдовностi.

Часто в теорiї множин доводиться розглядати множини А, котрi є пiд-
множинами деякої множини S, яку назвемо основною. В цьому випадку
рiзницю S \A називають доповненням A до множини S i позначають A.

У теорiї множин важливу роль вiдiграє так званий принцип двоїстос-
тi, який базується на наступних спiввiдношеннях:

доповнення об’єднання множин дорiвнює перетину доповнень цих мно-
жин:

S \ ∪αAα = ∩α(S \ Aα);

доповнення перетину множин дорiвнює об’єднанню доповнень цих
множин:

S \ ∩αAα = ∪α(S \ Aα).

Принцип двоїстостi полягає в тому, що iз довiльної рiвностi, що сто-
сується об’єднання чи перетину системи пiдможин фiксованої множини
S, можна отримати iншу – двоїсту рiвнiсть шляхом замiни всiх множин
їх доповненнями, об’єднання множин – їх перетинами, а перетинiв мно-
жин – їх об’єднаннями.

Разом iз множинами, що мiстять скiнченну кiлькiсть елементiв, iсну-
ють множини, що мiстять нескiнченну кiлькiсть елементiв. Очевидно,
нескiнченною множиною є множина натуральних чисел N.

Злiченною(зчисленною) множиною називають множину, елементи якої
можна занумерувати, тобто записати у виглядi нескiнченної послiдовно-
стi a1,a2,..., an, . . .. Iншими словми, означення злiченної множини можна
сформулювати так. Множина A називається злiченною(зчисленною), як-
що мiж елементами множини A та множиною натуральних чисел N iснує
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взаємнооднозначна вiдповiднiсть. Прикладiв злiченних множин можна
навести безлiч. Серед них, наприклад, множина всiх цiлих чисел, мно-
жина всiх додатнiх парних чисел, множина степенiв числа 2, тощо.

Нескiнчена множина, котра не є злiченною, називається незлiчен-
ною(незчисленною) множиною. Поряд з термiнами незлiченна(незчис-
ленна) використовуються також термiни бiльш нiж злiченна(бiльш нiж
зчисленна).

Прикладами незлiченних множин є множина дiйсних чисел довiльно-
го вiдрiзка, множина всiх точок на прямiй, множина всiх точок площини,
простору, поверхнi сфери, множина всiх прямих на площинi, множина
всiх неперервних функцiй однiєї чи кiлькох змiнних, тощо.

Двi множини M тa N називаються еквiвалентними (позначають M ∼
N), якщо мiж елементами цих множин можна встановити взаємноодно-
значну вiдповiднiсть.

Якщо еквiвалентними є двi скiнченнi множини, то вони мiстять одна-
кову кiлькiсть елементiв. Якщо ж еквiвалентнi мiж собою множини M

i N є довiльними, то кажуть, що вони мають однакову потужнiсть (є
рiвнопотужними). Для скiнченних множин поняття потужностi спiвпа-
дає з поняттям кiлькостi елементiв. Потужнiсть множини натуральних
чисел (а отже, i довiльної злiченної множини) позначають символом ℵ0

(«алеф нуль»). Потужнiсть множин еквiвалентних множинi всiх дiйсних
чисел вiдрiзку [0, 1] називають потужнiстю континуума.

Системою множин називається множина, елементи якої самi є мно-
жинами.

Непорожня система множин Φ називається кiльцем, якщо iз того, що
A ∈ Φ i B ∈ Φ випливає, що A4 B ∈ Φ та A ∩ B ∈ Φ. Тобто кiльце –
це система множин, замкнена вiдносно операцiй перетину i симетричної
рiзницi.

Множина E називається одиницею системи множин Φ, якщо вона на-
лежить Φ i якщо для довiльної A ∈ Φ справедлива рiвнiсть A ∩ E = A.

Кiльце множин iз одиницею називається алгеброю.
Система множин Φ називається пiвкiльцем, якщо вона:

1) мiстить порожню множину ∅;
2) замкнута вiдносно операцiї перетину;

3) якщо A ∈ Φ та A1 ⊂ A, то A можна зобразити у виглядi A = ∪n
k=1Ak,

де Ak – попарно неперетиннi множини iз Φ, перша iз яких є A1.
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У рiзних питаннях теорiї мiри доводиться мати справу iз перетинами i
об’єднаннями не лише скiнченної, але i злiченної кiлькостi множин. Тому
доцiльно ввести наступнi поняття.

Кiльце множин називається σ-кiльцем, якщо разом iз кожною по-
слiдовнiстю множин A1, A2, . . . , An, . . . воно мiстить їх об’єднання S =
∪nAn.

σ-алгеброю називають σ-кiльце з одиницею.
Найпростiшим прикладом σ-алгебри є сукупнiсть всiх пiдмножин де-

якої множини.
Якщо розглянемо деяку систему множин Φ, то завжди iснує хоча б

одна σ-алгебра, що мiстить цю систему. Такою σ-алгеброю є, наприклад,
система всiх можливих пiдмножин Φ, включаючи й порожню множи-
ну. Якщо M ∈ Φ, то, очевидно, iснує σ-алгебра, що мiстить в собi да-
ну множину M. Таких σ-алгебр є не одна. Перетин σ-алгебр є теж σ-
алгеброю. Перетин σ-алгебр, що мiстять в собi дану множину M, нази-
вається σ-алгеброю, породженою даною множиною M. Вона є мiнiмаль-
ною σ-алгеброю, що мiстить M.

Важливу роль в аналiзi вiдiграють борелiвськi множини. Борелiвськi
множини – це множини на числовiй прямiй, що належать мiнiмальнiй
σ-алгебрi, що породжена сукупнiстю всiх вiдрiзкiв [a, b](або iнтервалiв
(a, b), або напiвiнтервалiв (a, b], [a, b)).

Приклади розв’язання типових задач

Завдання 1. Довести такi твердження:

1) (A \B) = A ∩B;

2) A∆B = (A ∩B) ∪ (B ∩ A);

3) (A ∩B) \ (B ∩ C) = (A \ C) ∩B;

4) S \ ∩αAα = ∪α(S \ Aα);

5) E × (F ∪G) = (E × F ) ∪ (E ×G);

6) A4B = (A4 C)4 (C 4B).

Розв’язання. Нагадаємо, якщо A ⊂ B i B ⊂ A, то кажуть, що A = B.

1) Нехай
x ∈ (A \B) ⇒ (x ∈ A) ∧ (x∈B) ⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ⇒ x ∈ (A ∩B).

Тобто, множина (A \B) ⊂ (A ∩B).
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Включення (A ∩ B) ⊂ (A \ B) одержується з попереднiх мiркувань,
проведених в оберненому порядку.

2) Iз означення симетричної рiзницi: A 4 B = (A \ B) ∪ (B \ A) i
попереднього завдання одержимо:

A4B = (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∩B) ∪ (B ∩ A).

3) Нехай
x ∈ (A∩B)\ (C ∩B) ⇒ (x ∈ (A∩B))∧ (x∈(C ∩B)) ⇒ (x ∈ (A\C)∩B),

тобто
(A ∩B) \ (B ∩ C) ⊂ (A \ C) ∩B.

Навпаки,
x ∈ (A\C)∩B ⇒ (x ∈ A)∧(x∈C)∧(x ∈ B) ⇒ (x ∈ (A∩B))∧(x∈(C∩B))

⇒ x ∈ (A ∩B) \ (C ∩B).

З цього випливає, що
(A \ C) ∩B ⊂ (A ∩B) \ (C ∩B).

Рiвнiсть доведена.
4) Нехай S-унiверсальна множина, така, що ∀α0 ∈ R : Aα0

⊂ S. Тодi
x ∈ S \ ∩αAα ⇒ (x ∈ S) ∧ (x∈ ∩α Aα) ⇒ (∃α0 ∈ R), (x ∈ S) ∧ (x∈Aα0

)

⇒ (x ∈ (S \ Aα0
)) ⇒ (x ∈ ∪α(S \ Aα)).

З цього випливає, що
S \ ∩αAα ⊂ ∪α(S \ Aα).

Навпаки:
x ∈ ∪α(S \ Aα) ⇒ (∃α0 ∈ R)(x ∈ S \ Aα0

) ⇒ (x ∈ S) ∧ (x∈Aα0
) ⇒

(x ∈ S) ∧ (x∈ ∩α Aα) ⇒ (x ∈ (S \ ∩αAα)).

Тобто
∪α(S \ Aα) ⊂ S \ ∩αAα.

Рiвнiсть доведена.
5) Доведення випливає з таких мiркувань:

(x; y) ∈ (E × (F ∪G)) ⇔ (x ∈ E) ∧ (y ∈ (F ∪G)) ⇔
(x ∈ E)∧((y ∈ F )∨(y ∈ G)) ⇔ ((x ∈ E)∧(y ∈ F ))∨((x ∈ E)∧(y ∈ G)) ⇔

(x; y) ∈ (E × F ) ∨ (x; y) ∈ (E ×G) ⇔ (x; y) ∈ (E × F ) ∪ (E ×G).

6) Використаємо такi тотожностi:
C 4 C = (C \ C) ∪ (C \ C) = ∅ ∪ ∅ = ∅,
A4∅ = (A \ ∅) ∪ (∅ \ A) = A ∪ ∅ = A,
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A4(B4C) = (A4B)4C.

Одержимо:

A4B = (A4∅)4B = (A4(C4C))4B =

= ((A4C)4C)4B = (A4C)4(C4B).

Завдання 2.
а) Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною пар-
них чисел i множиною натуральних чисел.
б) Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною ра-
цiональних чисел вiдрiзка [0; 1] i множиною натуральних чисел.
Розв’язання. а) Розмiстимо всi парнi числа в послiдовнiсть наступним
чином:

0; 2;−2; 4;−4; . . . ; 2k;−2k; . . . ,

а потiм кожному парному числу поставимо у вiдповiднiсть той номер,
який це число займає в заданiй послiдовностi.
б) Взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною Q[0,1] всiх рацiональ-
них чисел вiдрiзка [0; 1] i множиною N всiх натуральних чисел можна
встановити так: запишемо кожне число r ∈ Q[0,1] у виглядi нескоротного
дробу, i назвемо висотою дробу r суму чисельника i знаменника. Oчевид-
но, що на вiдрiзку [0; 1] є лише скiнченне число дробiв однакової висоти.
Розмiстимо всi рацiональнi числа вiдрiзка [0; 1] в послiдовнiсть в поряд-
ку зростання їх висоти. Якщо однакову висоту мають декiлька рiзних
дробiв, то будемо записувати їх в порядку зростання. Таким чином всi
елементи множини розмiстяться у виглядi такої послiдовностi:

0; 1;
1

2
;
1

3
;
1

4
;
2

3
;
1

5
;
1

6
;
2

5
;
3

4
;
1

7
;
3

5
;
1

8
; . . .

Поставимо тепер кожному рацiональному числу r ∈ Q[0,1] такий номер n,
який це число займає в нашiй послiдовностi. Ця вiдповiднiсть є взаємно
однозначною вiдповiднiстю мiж множинами Q[0,1] i N.
Завдання 3.
а) Побудувати взаємно однозначне вiдображення сегмента [0; 1] на iн-
тервал (0; 1).
б) Побудувати взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною чи-
сел вiдрiзка [0; 1] i множиною дiйсних чисел R.
Розв’язання. а) Виберемо яку-небудь послiдовнiсть точок з iнтервала
(0; 1), наприклад:

x1 =
1

2
; x2 =

1

3
; . . . , xn =

1

n + 1
; . . .

Встановимо вiдповiднiсть: точцi 0 з сегмента [0; 1] поставимо у вiдповiд-
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нiсть точку x1 з iнтервала (0; 1), точцi 1 з сегмента [0; 1] – точку x2 з
iнтервала (0; 1); точцi x1 = 1

2 з [0; 1] – точку x3 з (0; 1); точцi x2 = 1
3

з [0; 1] – точку x4 з (0; 1);... Рештi точкам x ∈ [0; 1] поставимо у вiдпо-
вiднiсть точки з тими ж абсцисами з (0; 1). Одержана вiдповiднiсть є
взаємно однозначною.
б) Побудуємо взаємно однозначне вiдображення сегмента [0; 1] на iнтер-
вал (0; 1), методом описаним в задачi 1), а далi застосуємо функцiю
y = tg

(
π(x− 1

2)
)
, що вiдображає (0; 1) в R.

Завдання 4. Дослiдити, чи iснує неперервна функцiя, яка взаємно од-
нозначно вiдображає сегмент [a; b] на iнтервал (c;d)?
Розв’язання. Нi. Якби iснувала неперервна функцiя x = ϕ(t), яка вi-
дображала б сегмент [a; b] на iнтервал (c; d), то на сегментi [a; b] за теоре-
мою Вейєрштрасса ця неперервна функцiя досягала б свого найбiльшого
значення. Оскiльки sup{x : c < x < d} = d∈(c; d), то supa≤t≤b ϕ(t)∈(c; d).
Завдання 5. Довести, що якщо A \B ∼ B \ A, то A ∼ B.

Розв’язання. Двi множини називаються еквiвалентними, якщо мiж ни-
ми можна встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть. Множини A i
B запишемо так:

A = (A \B) ∪ (A ∩B); B = (B \ A) ∪ (A ∩B).

Множини A \ B, B \ A i A ∩ B не мають спiльних точок. За умовою
A \B ∼ B \ A, тодi, оскiльки A ∩B ∼ A ∩B, отримаємо, що A ∼ B.
Завдання 6. Перевiрити справедливiсть твердження: якщо A ∼ C,
B ∼ D, B ⊂ A i D ⊂ C, тодi A \B ∼ C \D.

Розв’язання. Твердження хибне. Наприклад: A = {1, 2, 3, . . .}, B =
{2, 3, 4, . . .}, C = A, D = {3, 4, 5, . . .}. Маємо: A ∼ C, B ∼ D, B ⊂ A i
D ⊂ C, але множина A\B = {1} не еквiвалентнa множинi C \D = {1, 2}
(мiстять рiзну кiлькiсть елементiв).
Завдання 7. Визначити потужнiсть множини всiх многочленiв з
рацiональними коефiцiєнтами.
Розв’язання. Будь-який многочлен з рацiональними коефiцiєнтами мож-
на записати у виглядi частки вiд дiлення многочлена з цiлими коефiцiєн-
тами на натуральне число. Кожен коефiцiєнт може приймати злiченну
кiлькiсть значень, a кiлькiсть коефiцiєнтiв скiнченна множина. Викорис-
таємо властивiсть злiченних множин: об’єднання скiнченної або злiчен-
ної сукупностi злiченних множин є множина злiченна. Отже, множина
многочленiв з рацiональними коефiцiєнтами є злiченною, а тому її по-
тужнiсть спiвпадає з потужнiстю множини натуральних чисел – алеф
нуль.
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Завдання 8. Визначити потужнiсть множини всiх сегментiв на
числовiй прямiй.
Розв’язання. Потужнiсть континуума. Кожному сегменту [a; b] вiдпо-
вiдає точка з координатами (a; b) на пiвплощинi y > x. Ця вiдповiднiсть
взаємно однозначна, а множина точок пiвплощини y > x має потужнiсть
континуума.
Завдання 9. Довести, що множина точок розриву монотонної функ-
цiї, яка визначена на сегментi [a; b], скiнченна або злiченна.
Розв’язання. Вiзьмемо зростаючу функцiю на сегментi [a; b]. Кожна
точка розриву зростаючої функцiї f(x) є точкою розриву 1-го роду. Дiйс-
но, оскiльки функцiя f(x) зростаюча i визначена на сегментi [a; b], то
вона є обмеженою на сегментi [a; b] (в кожнiй точцi x0 ∈ [a; b] iснують
скiнченнi границi: lim

x→x0+0
f(x), lim

x→x0−0
f(x), lim

x→a+0
f(x), lim

x→b−0
f(x)).

Стрибком функцiї в точцi x0 є рiзниця f(x0 + 0) − f(x0 − 0), який у
зростаючої функцiї додатний. Кiлькiсть точок розриву зростаючої функ-
цiї в яких стрибок бiльший за c, де c > 0 -скiнченне i не перевищує
1
c(f(b)− f(a)). Позначимо через Ek множину точок розриву з стрибком
бiльшим за 1

k . Очевидно, що множина E всiх точок розриву дорiвнює
об’єднанню всiх Ek: E = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪ Ek ∪ . . .. Оскiльки всi Ek –
скiнченнi множини, то E-не бiльше нiж злiченна множина.
Завдання 10. Довести, що система множин pK = {[a; b),−∞ < a <

b < +∞} ∪ {∅} є пiвкiльцем i не є кiльцем.
Чи буде система множин Ψ = {(a; b),−∞ < a < b < +∞} ∪ {∅}

пiвкiльцем? Чому?
Розв’язання. Доведемо, що множина pK є пiвкiльцем. Нехай A = [a; b)
i B = [c; d). Можливi три випадки:

1) a < b < c < d тодi A \B = A, A ∩B = ∅;
2) a < c < b < d, тодi A \B = [a; c), A ∩B = [c; b);
3) a < c < d < b, тодi A \B = [a, c) t [d; b), A ∩B = B.

У всiх трьох випадках A∩B ∈ pK, а A\B дорiвнює однiй множинi, що
належить pK або об’єднанню двох множин з pK, що не перетинаються.

Система множин pK не є кiльцем. Наприклад, виберемо A = [1; 2) i
B = [0; 4) ∈ pK i тодi B \A = [0, 1)∪ [2, 4)∈pK. Тобто, pK не є кiльцем,
бо [a; b) ∪ [c; d) не обов’язково є промiжком (коли b < c).

Система множин Ψ не є пiвкiльцем. Наведемо контрприклад. Вибере-
мо A = (0; 7) i B = (3; 7) з Ψ i знайдемо множину A\B: A\B = (0; 3] не
належить Ψ. Отже, система множин Ψ не є пiвкiльцем, бо (a; b)\ (c; d) =
(a; c]∪ [d; b), якщо a < c < d < b, а промiжки (a; c], [d; b) не належать до
Ψ.
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Завдання 11. Довести, що:
1) кiльце замкнене вiдносно операцiй ∩, 4;
2) об’єднання i перетин скiнченного числа елементiв кiльця нале-

жать кiльцю;
3) нехай σA - σ-алгебра пiдмножин X, B ⊂ X. Довести, що система

(σA) ∩B = {A ∩B, A ∈ σA}
є σ-кiльцем;

4) довести, що сукупнiсть всiх обмежених множин числової прямої
утворюють кiльце, але вона не є нi σ-кiльцем, нi σ-алгеброю.
Розв’язання. 1) Нехай Ψ-кiльце i для ∀A,B ∈ Ψ, A ∪ B i A \ B ∈ Ψ.
Потрiбно довести, що A ∩ B i A4 B ∈ Ψ. Для доведення використаємо
такi спiввiдношення:

A4B = (A \B) ∪ (B \ A); A ∩B = (A ∪B) \ (A4B).

Множини A \ B, B \ A i A ∪ B належать кiльцю Ψ, а тому i множини
A ∩B та A4B теж належать кiльцю Ψ.

2) Нехай {A1, A2, . . . , An} ⊂ Ψ. Доведемо, що ∪n
k=1Ak ⊂ Ψ. Викори-

стаємо метод математичної iндукцiї.
1. Якщо n = 2, то A1 ∪ A2 ∈ Ψ за означенням кiльця.
2. Припустимо, що твердження iстинне при n = k, тобто, що множина

∪k
n=1An ∈ Ψ i доведемо, що при n = k + 1 множина ∪k+1

n=1An ∈ Ψ.
Перепишемо вираз для ∪k+1

n=1An: ∪k+1
n=1An = ∪k

n=1An ∪ Ak+1. Оскiльки
∪k

n=1An ∈ Φ, Ak+1 ∈ Φ, тобто кожна множина правої частини рiвностi
належить Ψ, то i їх об’єднання (згiдно означення кiльця) належить Ψ.

Доведення того, що перетин скiнченного числа елементiв кiльця на-
лежить кiльцю, аналогiчне доведенню попереднього твердження.

3) Якщо σA - σ-алгебра пiдмножин X, тодi для ∀{C,D} ⊂ σA, {C ∪
D,C \D} ⊂ σA i ∀{A1, A2, . . . , An, . . .} ⊂ σA випливає, що ∪∞n=1An ∈ σA.
Доведемо, що виконуються умови означення σ-кiльця.

1. Якщо {C,D} ⊂ σA i B ∈ X, то (C ∩ B) ∪ (D ∩ B) ∈ σA ∩ B i
(C ∩B) \ (D ∩B) ∈ σA ∩B. Запишемо тотожностi:

(C ∩B) ∪ (D ∩B) = (C ∪D) ∩B

(C ∩B) \ (D ∩B) = (C \D) ∩B.

Тодi маємо, що (C ∩ B) ∪ (D ∩ B) ∈ σA ∩ B i (C ∩ B) \ (D ∩ B), бо
{C, D} ⊂ σA i {C ∪D,C \D} ⊂ σA.

2. ∀{A1, A2, . . . , An, . . .} ⊂ σA множина ∪∞n=1(An ∩ B) ∈ (σA) ∩ B.
Запишемо тотожнiсть:

∪∞n=1(An ∩B) = (∪∞n=1An) ∩B.
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Оскiльки, ∪∞n=1An ∈ σA, то ∪∞n=1(An ∩B) ∈ (σA) ∩B.
Отже, система множин (σA) ∩B є σ-кiльцем.
4) Будь-яка обмежена множина прямої є iнтервал, сегмент, пiвсег-

мент або об’єднання цих множин. Виходячи з цих мiркувань, рiзниця i
об’єднання будь-яких двох множин є також обмежена множина. Тобто,
сукупнiсть всiх обмежених множин числової прямої утворює кiльце. Ви-
беремо послiдовнiсть обмежених множин An = (−n, n) числової прямої
i знайдемо ∪∞n=1An: ∪∞n=1An = (−∞, +∞). Числова пряма не є обмеже-
ною множиною, через це сукупнiсть обмежених множин прямої не є нi
σ-кiльцем, нi σ-алгеброю.
Завдання 12. Нехай X = {1, 2, 3}.

1) Знайти такi кiльця пiдмножин множини X, об’єднання яких не
є кiльцем;

2) навести приклад пiвкiльця множини X, яке не є кiльцем.
Розв’язання. 1) Запишемо такi сукупностi пiдмножин множини X :
X1 = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} i X2 = {∅, {1}, {3}, {1, 3}}. X1 i X2 є кiльцями,
бо об’єднання i рiзниця будь-яких двох пiдмножин з X1 (вiдповiдно X2)
належать X1 (вiдповiдно X2).

Знайдемо X1 ∪X2:
X1 ∪X2 = {∅, {1}, {2}, {1, 2}, {3}, {1, 3}}.

Множина X1 ∪ X2 не є кiльцем, оскiльки вона не мiстить об’єднання
множин {2} i {3}: {2} ∪ {3} = {2, 3}∈X1 ∪X2.

2) Виберемо pK = {∅, {1}, {2}}. Piзниця i перетин будь-яких двох
пiдмножин з pK належать pK, але об’єднання множин {2} i {1}: {2} ∪
{1} = {2, 1}∈pK. Отже, pK не є кiльцем.
Завдання 13.Нехай K = {B ⊂ R : B ∩Q – скiнченна}. Довести, що
K – кiльце, але не σ-кiльце i не σ-алгебра.
Розв’язання. Якщо A,B ∈ K, то A∩Q i B ∩Q є скiнченними множи-
нами, тому множини

(A ∪B) ∩Q = (A ∩Q) ∪ (B ∩Q),

(A ∩B) ∩Q = (A ∩Q) ∩ (B ∩Q),

(A \B) ∩Q = (A ∩Q) \ (B ∩Q)

є скiнченними також, тобто A∪B, A∩B, A\B ∈ K. Якщо An ∈ K, n ≥ 1,
то ∪∞n=1An не обов’язково належить K (бо (∪∞n=1An) ∩ Q = ∪∞n=1(An ∩
Q) може бути злiченною множиною), тобто K не є σ-кiльцем. K не є
алгеброю, бо одиницею є R, яка не належить до K.
Завдання 14. Нехай A фiксована пiдмножина множини X. Описати
найменшу σ-алгебру Υ з одиницею X, що мiстить A.
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Розв’язання. Шукана σ-алгебра мiстить як свої елементи множини X i
A, тому вона мiстить i їхню рiзницю X \A. Крiм того, ∅ теж є елементом
шуканої σ-алгебри. Отжe, Υ повинна мiстити ∅, A, X \A, X. Зауважимо,
що {∅, A, X, X \ A} є кiльцем, а оскiльки ця сукупнiсть скiнченна, то
вона є i σ-кiльцем. Одиниця X належить до цього кiльця, тому Υ =
{∅, A, X, X \ A}.

Зазначимо, що система множин {∅, A} теж є σ-алгеброю, яка мiстить
A, але її одиницею буде A.
Завдання 15. Нехай K-кiльце множин, φ : K → [0, +∞) скiнченно-
адитивна функцiя така, що φ(∅) = 0. Довести, що для A,B ∈ K:
1)φ(A ∪B) = φ(A) + φ(B)− φ(A ∩B); 2)|φ(A)− φ(B)| ≤ φ(A4B).

Розв’язання. 1) Подамо A ∪B як диз’юнктне об’єднання множин: A ∪
B = (A \ B) t B. Тодi зi скiнченної адитивностi функцiї φ одержимо
φ(A ∪ B) = φ(A \ B) + φ(B). Але A = (A \ B) t (A ∩ B), тому φ(A) =
φ(A \B) + φ(A ∩B), звiдки

φ(A ∪B) = φ(A) + φ(B)− φ(A ∩B).

2) Враховуючи монотоннiсть скiнченно-адитивної функцiї, з того, що
A ⊂ B ∪ (A4 B), одержимо: φ(A) ≤ φ(B) + φ(A4 B). Оскiльки B ⊂
A ∪ (A 4 B) i φ(B) ≤ φ(A) + φ(A 4 B), то з цих двох нерiвностей
одержуємо:

|φ(A)− φ(B)| ≤ φ(A4B).

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Довести такi спiввiдношення:

1. A4B = (A ∪B) \ (A ∩B);

2. A4 (B 4D) = (A4B)4D;

3. (A ∪B)4 F ⊂ (A4 F ) ∪ (B 4 F );

4. (X \ Y ) = X ∪ Y ;

5. (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪ (A ∩B) = (A ∪B);

6. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

7. ∪kAk \ ∪kBk ⊂ ∪k(Ak \Bk);

8. B \ ∪αAα = ∩α(B \ Aα);
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9. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);

10. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

Завдання 2.

1. Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною
всiх додатних рацiональних чисел i множиною натуральних чи-
сел.

2. Знайти взаємно однозначне вiдображення числової прямої R на
iнтервал (a, b).

3. Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж вiдкритим оди-
ничним кругом i множиною точок на площинi, що є доповненням
до замкненого одиничного круга.

4. Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною
всiх многочленiв з рацiональними коефiцiєнтами i множиною всiх
натуральних чисел.

5. Побудувати взаємно однозначне вiдображення променя [0,∞) на
всю числову вiсь (−∞;∞).

6. Побудувати взаємно однозначне вiдображення сегмента [a; b] на
(0;∞).

7. Побудувати взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж вiдкритим та
замкненим одиничними кругами.

8. Побудувати взаємно однозначне вiдображення додатної пiвосi (0;∞)
на iнтервал (a; b).

9. Побудувати взаємнооднозначну вiдповiднiсть кола одиничного ра-
дiуса на сегмент [0, 1].

10. Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною
всiх послiдовностей натуральних чисел i множиною всiх зроста-
ючих послiдовностей натуральних чисел.

Завдання 3.

1. Довести, що множина точок розриву монотонної функцiї, визна-
ченої на всiй числовiй прямiй, є скiнченною або злiченною.

2. На прямiй задана множина попарно неперетинних сегментiв. Що
можна сказати про потужнiсть даної множини(якою вона є)?
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3. На площинi побудована множина попарно неперетинних кiл. Що
можна сказати про потужнiсть даної множини(якою вона є)?

4. Визначити потужнiсть множини всiх трикутникiв на площинi,
вершини яких мають рацiональнi координати.

5. Визначити потужнiсть множини всiх скiнченних десяткових дробiв.

6. Яка потужнiсть множини всiх кругiв на площинi?

7. На площинi побудована деяка множина кiл, що не перетинаються.
Чи може ця множина бути незлiченною?

8. Яка потужнiсть множини всiх строго зростаючих неперервних
функцiй заданих на вiдрiзку [a; b]?

9. Яка потужнiсть множини всiх монотонних функцiй на вiдрiзку
[a; b] (не лише неперервних)?

10. Визначити потужнiсть множини многочленiв (з довiльними дiйс-
ними коефiцiєнтами).

Завдання 4.

1. Чи справедливе твердження: якщо A ⊂ B i A ∼ A ∪ C, тодi B ∼
B ∪ C?

2. Чи справедливе твердження: якщо A ∼ B, A ⊂ C i B ⊂ C тодi
C \ A ∼ C \B?

3. Чи справедливе твердження: якщо A ∼ B, C ⊂ A i C ⊂ B, тодi
A \ C ∼ B \ C?

4. Чи буде система множин {[a; b) : {a, b}⊂ Q,−∞ < a < b < ∞}⋃{∅}
пiвкiльцем, кiльцем?

5. Чи буде система множин {(a; b] : {a, b}⊂Z,−∞ < a < b < ∞}⋃ {∅}
пiвкiльцем, кiльцем?

6. Чи буде система множин {[a; b) : {a, b}⊂R\Q,−∞ < a < b < ∞}⋃{∅}
пiвкiльцем, кiльцем?

7. Чи буде система множин {(a; b] : a ∈ Q, b ∈ N,−∞ < a < b < ∞}⋃{∅}
пiвкiльцем, кiльцем?

8. Чи буде система множин {[a; b] : a ∈ Q, b ∈ N,−∞ < a < b < ∞}⋃{∅}
пiвкiльцем, кiльцем?
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9. Нехай X = N, E = {{1}, {2}, . . . , {n}, . . .}. Знайти кiльце i σ-
кiльце, породжене множиною E.

10. Нехай X = {1, 2, 3}. Навести приклад кiльця K(X), яке не є алгеб-
рою.
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2 Елементи теорiї мiри

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Мiра елементарних множин. Основнi властивостi.

2. Функцiї множин. Абстрактна мiра. Властивостi.

3. Продовження мiри. Теорема Каратеодорi про продовження мiри.

4. Продовження мiри за Лебегом.

5. Вимiрнi за Лебегом множини. Властивостi мiри Лебега.

6. Мiра Лебега на R, Rn.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай Ω – довiльна непорожня множина, елементами якої є об’єкти до-
вiльної природи. Розглянемо в Ω деякий клас множин K. Довiльнiй мно-
жини A ∈ K поставимо у вiдповiднiсть певне значення ω = ω(A), яке
може дорiвнювати скiнченному числу або +∞, −∞ тобто ω : K −→
R∪+∞∪−∞. Пара {ω, K} задає функцiю множин, визначену на класi
множин K.

Функцiя множин µ(A) називається мiрою, якщо:
1) область визначення функцiї µ(A) є пiвкiльцем множин;
2) значення функцiї µ(A) дiйснi i невiд’ємнi;
3)µ(A) σ-адитивна, тобто для довiльного злiченного розбиття A = A1 ∪
A2 ∪ . . .∪An, . . . множини A на попарно неперетиннi множини Ak, k ≥ 1
виконується рiвнiсть (σ-адитивнiсть мiри)

µ(A) =
∞∑

k=1

µ(Ak).

Промiжком A числової осi R називається вiдрiзок [a; b], або iнтервал
(a; b), або один з напiвiнтервалiв [a; b), (a; b].

Паралелепiпедом P простору Rm називається декартiв добуток P =
A1 ×A2 × . . .×Am промiжкiв A1, A2, . . . , Am числової прямої R. Кожен
промiжок Ai спiвпадає або з вiдрiзком [ai; bi], або з iнтервалом (ai; bi),
або з одним iз напiвiнтервалiв [ai; bi), (ai; bi]. Тодi мiрою (об’ємом) такого
паралелепiпеда називається число

µm(P ) = un
i=1(bi − ai).
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Диз’юнктне об’єднання скiнченної кiлькостi прямокутникiв називатиме-
мо елементарною множиною. Якщо E = tn

k=1Pk, P1, P2, . . . , Pn – пара-
лелепiпеди, то число µm(E) =

∑n
k=1 µm(Pk) називається мiрою (елемен-

тарної) множини E.
Зовнiшньою мiрою обмеженої множини A ⊂ Rm називається невiд’єм-

не число µ∗m(A) = inf
A⊂∪kPk

∑
k µm(Pk), де точна нижня грань береться за

всiма можливими покриттями множини A скiнченними або злiченними
системами паралелепiпедiв {Pk} простору Rm.

Обмежена множина A ⊂ Rm називається вимiрною за Лебегом, як-
що для будь-якого ε > 0 знайдеться така елементарна множина E, що
µ∗m(A∆E) < ε. При цьому мiрою Лебега обмеженої множини A нази-
вається число λm(A) = µ∗m(A).

Розглянемо в Rm фiксовану неспадну послiдовнiсть паралелепiпедiв
P ∗

n = [−n; n] × [−n; n] × . . . × [−n; n], яка вичерпує весь простiр Rm:
∪∞n=1P

∗
n = Rm. Нехай A –деяка множина з Rm не обов’язково обмежена.

Побудуємо для цiєї множини монотонну послiдовнiсть A(n) = A∩P ∗
n(n ∈

N) i дамо означення вимiрностi множини A.
Множина A ⊂ Rm називається вимiрною за Лебегом, якщо для кож-

ного n ∈ N iснують вимiрнi множини A(n). Мiрою Лебега такої множини
A називається границя

λm(A) = lim
n→∞

µ∗m(A(n)).

Якщо множину A ⊂ Rm можна побудувати, виходячи з системи замкне-
них i вiдкритих множин, за допомогою застосування скiнченної або злi-
ченної кiлькостi операцiй об’єднання, перетину i рiзницi, то вона нази-
вається борелiвською множиною простору Rm. Клас борелiвських мно-
жин простору Rm – це найменша σ-алгебра, яка мiстить усi вiдкритi (а
отже, й замкненi) пiдмножини Rm. Кожна борелiвська множина просто-
ру Rm є вимiрною.

Приклади розв’язання типових задач

Завдання 1.Нехай K-кiльце i µ-скiнченно-адитивна функцiя множин.
Довести, що наступнi умови еквiвалентнi:

1) µ-мiра;
2) µ-напiвадитивна функцiя множин;
3) µ-неперервна знизу функцiя множин.

Розв’язання. Доведемо, що з 1) випливає 2):
Якщо µ-мiра на K, тодi µ – σ-адитивна (злiченно адитивна) функцiя
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множин, тобто

µ (t∞i=1Ai) =
∞∑

i=1

µ(Ai).

Доведемо, що

∀Ai, i ∈ N : µ (∪∞i=1Ai) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Розглянемо наступну послiдовнiсть множин, що не перетинаються:
A1, A2 \ A1, A3 \ (A1 ∪ A2), . . . , An \ (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An−1), . . .

Тодi
∪∞i=1Ai = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ . . . ∪ (An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1)) . . .

Використаємо σ-адитивнiсть i монотоннiсть мiри множин:
µ (∪∞i=1Ai) = µ(A1) + µ(A2 \ A1) + . . . + µ(An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1)) + . . . ≤

≤ µ(A1) + µ(A2) + . . . + µ(An) + . . . =
∞∑

i=1

µ(Ai).

Властивiсть 2) доведенo.
Навпаки. Доведемо, що з властивостi 2) випливає 1). Дано, що µ– σ-

напiвадитивна функцiя множин. Доведемо, що µ-мiра. Оскiльки µ невiд’-
ємна функцiя множин за умовою задачi, то потрiбно довести, що µ σ-
адитивна функцiя множин. Використаємо скiнченну адитивнiсть функцiї
µ i монотоннiсть мiри µ:

∀Ai, i ∈ N, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, µ (∪n
i=1Ai) =

n∑
i=1

µ(Ai) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

В останнiй нерiвностi перейдемо до границi, коли n →∞, одержимо:

µ (∪∞i=1Ai) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai). (2.1)

Навпаки:

µ (∪∞i=1Ai) ≥ µ (∪n
i=1Ai) =

n∑
i=1

µ(Ai).

Перейшовши в цiй нерiвностi до границi, коли n →∞, одержимо:

µ (∪∞i=1Ai) ≥
∞∑

i=1

µ(Ai). (2.2)

З (2.1) i (2.2) випливає σ-адитивнiсть функцiї множин µ, тобто µ є мiрою.
Доведемо, що з 1) ⇒ 3). За визначенням функцiя множин µ непере-
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рвна знизу, якщо
A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ An ⊂ . . . ⇒ µ (∪∞i=1Ai) = lim

n→∞
µ(An).

Утворимо нову послiдовнiсть множин, що не перетинаються
A′

1 = A1, ∀n ∈ N,n > 1 A′
n+1 = An+1 \ An.

Очевидно,
∪nA

′
n = ∪nAn = A.

σ-адитивнiсть мiри µ означає, що:

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(A′
n) = µ(A1) +

∞∑
n=2

(µ(An)− µ(An−1))

(тут враховано, що An−1 ⊂ An, тому µ(An) = µ(An−1) + µ(An \ An−1)).
Легко бачити, що частинна сума sn ряду

∑∞
n=2(µ(An)−µ(An−1)) дорiвнює

µ(An). Тому

µ(A) =
∞∑

n=2

(µ(An)− µ(An−1)) + µ(A1) = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

µ(An).

Доведемо тепер обернене твердження, тобто що з 3) ⇒ 1). Нехай вико-
нується
∀(An)n∈N ⊂ K An ⊂ An+1 ∪∞n=1 An ∈ K µ(∪∞n=1An) = lim

n→∞
µ(An)

i нехай (Bn) -послiдовнiсть множин з K, якi попарно не перетинаються,
i B = ∪∞n=1Bn ∈ K. Позначимо An = ∪n

k=1Bk, тодi An ⊂ An+1 i ∪∞n=1An =
∪∞n=1Bn. Тому

µ(B) = lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

µ (∪n
k=1Bk) = lim

n→∞

n∑

k=1

µ(Bk) =
∞∑

k=1

µ(Bk),

тобто µ є злiченно-адитивною.
Завдання 2. Нехай X-злiченна множина i ∀A ⊂ X:

µ(A) =

{
0, A− скiнченна;
∞, A− нескiнченна.

Чи буде µ мiрою на σ-алгебрi 2X?
Розв’язання. Нi. Доведемо, що функцiя множин µ не є σ-адитивною
(злiченно адитивною). Виберемо послiдовнiсть одноелементних множин
An = {xn} ∈ X, що попарно не перетинаються. Через те, що µ(An) = 0,
то

∑∞
i=1 µ(Ai) = 0, але µ (∪∞i=1Ai) = ∞, бо ∪∞i=1Ai – нескiнченна множина.

Завдання 3. Для множини A ⊂ X покладемо:

χA(x) =

{
1, x ∈ A;
0, x∈A.
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Нехай {x1, x2} ⊂ X. Чи буде µ мiрою на 2X якщо
1)∀E ⊂ X,µ(E) = χE(x1)+χE(x2); 2)∀E ⊂ X,µ(E) = χE(x1)χE(x2)?

Розв’язання. 1) µ(E) ≥ 0, бо χA(x) ≥ 0. Перевiримо σ-адитивнiсть
функцiї µ(E):

µ (∪∞i=1Ai) =





2, x1 ∈ An, x2 ∈ Ak, k 6= n, k, n ∈ N ;
1, x1 ∈ An, x2∈Ak, k 6= n, k, n ∈ N ;
0, {x1, x2}⊂Ai,∀i ∈ N.

∞∑

i=1

µ(Ai) =





2, x1 ∈ An, x2 ∈ Ak, k 6= n, k, n ∈ N ;
1, x1 ∈ An, x2∈Ak, k 6= n, k, n ∈ N ;
0, {x1, x2}⊂Ai,∀i ∈ N.

Функцiя µ(E) σ-адитивна. Тобто µ-мiра на 2X .
2) Доведемо, що µ(E) не є мiрою на 2X бо µ(E) не є σ-адитивною

функцiєю множин. Обчислимо µ (∪∞i=1Ai) i
∑∞

i=1 µ(Ai) у випадку, ко-
ли x1 ∈ Ak, x2 ∈ Ai, k 6= i. Перший вираз µ (∪∞i=1Ai) = 1, а другий∑∞

i=1 µ(Ai) = 0, оскiльки µ(Ai) = 0, ∀i ∈ N . Отже, µ(E) не є мiрою.
Завдання 4. Нехай µ – мiра на σ-алгебрi σA. E = {A ⊂ (σA) : µ(A) =
0}. Довести, що E – кiльце.
Розв’язання. Нехай A,B ∈ σA, µ(A) = 0 i µ(B) = 0. Треба довести,
що µ(A ∪B) = 0 i µ(A \B) = 0.

Враховуючи невiд’ємнiсть i монотоннiсть мiри запишемо нерiвностi:
0 ≤ µ(A \B) ≤ µ(A) = 0 ⇒ µ(A \B) = 0.

Множину A ∪B запишемо у виглядi об’єднання множин, якi не перети-
наються i використаємо σ-адитивнiсть мiри:

A ∪B = (A \B) ∪ (B \ A) ∪ (A ∩B);

µ(A ∪B) = µ(A \B) + µ(B \ A) + µ(A ∩B).

Oскiльки µ(A \ B) = 0, µ(B \ A) = 0 i 0 ≤ µ(A ∩ B) ≤ µ(A) = 0, то
µ(A ∩ B) = 0. Тодi одержимо, що µ(A ∪ B) = 0. Отже, множина E –
кiльце.
Завдання 5. Нехай H = {(a, b] : 0 ≤ a < b < +∞} ∪ ∅ – пiвкiльце i

µ((a, b]) =

{
0, a > 0;
1, a = 0.

Довести, що µ є скiнченно-адитивною, але не злiченно-адитивною функ-
цiєю на H.
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Розв’язання. Нехай (a, b] з H є диз’юнктним об’єднанням промiжкiв
(a1, b1] i (a2, b2]. Тодi a1 = a, b2 = b, b1 = a2:

(a, b] = (a, b1] t (b1, b].

Якщо a > 0, то b1 > 0 i µ((a, b]) = 0, µ((a, b1]) = 0, µ((b1, b]) = 0, тобто
рiвнiсть µ((a, b]) = µ((a, b1]) + µ((b1, b]) виконується. Якщо ж a = 0, то
µ((a, b]) = µ((a, b1]) = 1, а µ((b1, b]) = 0, бо b1 > a, i необхiдна рiвнiсть
знову справджується. Таким чином, µ скiнченно-адитивна.

Припустимо протилежне, тобто що µ – σ-адитивна на H, тодi µ є непе-
рервною знизу. Нехай An = (1/n, 1], тодi An ⊂ An+1 i ∪∞n=1An = (0, 1],
µ((0, 1]) = 1, але з iншого боку µ((0, 1]) = lim

n→∞
µ((1/n, 1]) = lim

n→∞
0 = 0.

Одержана суперечнiсть доводить, що µ не є злiченно-адитивною.
Завдання 6. Нехай µ–мiра на σ-алгебрi σA,

{An, n ≥ 1} ⊂ σA, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . .

Знайти µ (
⋃∞

n=1 An), якщо:

1)µ(An) =
1

2n(2n + 2)
; 2)µ(An) =

1

(2n)!
; 3)µ(An) = e−n.

Розв’язання. 1) В усiх завданнях треба використати σ-адитивнiсть мiри
µ.

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑

n=1

1

2n(2n + 2)
=

= lim
n→∞

n∑

k=1

1

2

(
1

2n
− 1

2n + 2

)
=

1

4
.

2) Вiдомо, що chx =
∑∞

n=0
x2n

(2n)! , ch1 =
∑∞

n=0
1

(2n)! . Тому

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑

n=1

1

(2n)!
= ch1− 1.

3) Аналогiчно,

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑

n=1

e−n =
e−1

1− e−1 =
1

e− 1
.

Завдання 7. Знайти мiру Лебега:
1) скiнченної множини A ⊂ R;
2) злiченної множини A ⊂ R;
3) канторової множини;
4) множини iррацiональних чисел сегмента [0; 1].
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Розв’язання. 1) Розглянемо скiнченну множину A = {a1, a2, . . . , an}.
Виберемо покриття елементiв ai множини A iнтервалами Pk =

(
ak − ε

2n ;
ak + ε

2n

)
мiра яких рiвна ε

n , де ε – довiльне додатне число. Оскiльки од-
ноточкова множина {a} є борелiвською як злiченний перетин вiдкритих
множин (a−1/n, a+1/n), одержимо: λ1(A) = µ∗1(A) = inf

A⊂∪n
k=1Pk

∑n
i=1

ε
n =

inf
ε

ε = 0.

2) Вiзьмемо злiченну множину A = {a1, a2, . . . , an, . . .} Кожний еле-
мент ai множини A помiстимо в iнтервал Pi з довжиною ε

2i . Знайдемо

λ1(A) = µ∗1(A) = inf
ε

∞∑

i=1

ε

2i
= inf

ε
ε

1/2

1− 1/2
= inf

ε
ε = 0.

3) Розглянемо вiдрiзок [0; 1] числової прямої R. Позначимо F0 = [0, 1].
Викинемо з нього iнтервал

(1
3 ;

2
3

)
. Те, що залишиться позначимо через

F1: F1 = [0; 1] \ (1
3 ;

2
3

)
. З F1 викинемо iнтервали

(1
9 ,

2
9

)
i
(7

9 ;
8
9

)
. Множина,

що залишається складається з чотирьох iнтервалiв. Позначимо її через
F2. З кожного iз цих чотирьох iнтервалiв викинемо середнi iнтервали
довжиною

(1
3

)3 i т.д. Продовжуючи цей процес, одержимо спадну послi-
довнiсть F0 ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . замкнених множин. Нехай
F = ∩∞k=1Fk. Одержана множина F називається канторовою. Знайдемо
мiру цiєї множини: λ1(F ) = λ1([0; 1]) − λ1(G). Через G позначили мно-
жину, що утворена об’єднанням викинутих iнтервалiв. Тодi

λ1(G) =
1

3
+ 2 · 1

9
+ 4 · 1

27
+ . . . =

1/3

1− 2/3
= 1.

Остаточно λ1(F ) = λ1([0; 1]) − λ1(G) = 1 − 1 = 0. Oтже канторова
множина є множиною мiри нуль.

4) Множину iррацiональних чисел сегмента [0; 1] позначимо через U ,
а множину рацiональних чисел сегмента [0; 1] через Q[0,1]. Тодi

λ1(U) = λ1([0; 1])− λ1(Q[0,1]) = 1− 0 = 1,

оскiльки множина Q[0,1] є злiченною i λ1(Q[0,1]) = 0.
Завдання 8. Нехай λ1-мiра Лебега на прямiй. Довести, що заданi мно-
жини A борелiвськi та знайти λ1(A), якщо:
1)A = (R\Q)∩[0; 1] 2)A = {x ∈ R : x2 ∈ Q}, 3)A = [a;∞), B = (a; b].

Вiдповiдь обгрунтувати.
Розв’язання. 1) Множину A запишемо так:

A = (R \Q) ∩ [0; 1] = (R ∩ [0; 1]) \ (Q ∩ [0; 1]) = [0; 1] \Q[0,1].

Множина Q[0;1] є злiченною, тобто Q[0;1] = {a1, a2, . . . , an, . . .}. Сегмен-
ти [0; 1] i одноточкова множина є замкненими множинами, через це бо-
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релiвськими, а множина Q[0;1] теж борелiвська як об’єднання злiченної
кiлькостi замкнених множин. Множина A борелiвська, бо є рiзницею бо-
релiвських множин. Знайдемо мiру Лебега множини A:

λ1(A) = λ1([0; 1])− λ1(Q[0;1]) = 1− 0 = 1,

оскiльки мiра злiченної множини Q[0;1] дорiвнює нулю.
2) Множина A злiченна. Справдi, для кожного y ∈ Q рiвняння x2 = y

має не бiльше двох розв’язкiв. Залишається врахувати, що множина ра-
цiональних чисел Q злiченна. Тому A –борелiвська i λ1(A) = 0 ( анало-
гiчно доведенню проведеному в попереднiй задачi).

3) Множини A i B борелiвськi, оскiльки їх можна записати у виглядi
злiченного об’єднання замкнених множин i злiченного перетину вiдкри-
тих множин:

A = ∪∞n=1[a; n] i B = ∩∞n=1(a; b + 1/n).

За означенням мiри необмеженої множини λ1(A) = lim
n→∞

λ1([a; n]) =

lim
n→∞

(n− a) = ∞, а мiра λ1 напiввiнтервала B = (a; b] дорiвнює b− a.
Завдання 9. Нехай A ⊂ [a; b], a < b,A-замкнена множина в R i
λ1(A) = b− a. Довести, що A = [a; b].
Розв’язання. Припустимо протилежне. Нехай A 6= [a; b], тодi [a; b]\A –
вiдкрита множина i λ1([a; b] \ A) = 0. Мiра вiдкритої множини не може
дорiвнювати нулю, бо вона мiстить хоча б одну внутрiшню точку разом
з деяким околом. Отже, наше припущення, що A 6= [a; b] є хибним, тому
множина A = [a; b].
Завдання 10. Довести, що множина A є борелiвська i знайти λ1(A),
якщо:

1)A =
∞⋃

n=1

(ln n; ln(n + 1)) \ Z; 2)A =
∞⋃

n=1

(
n− 1

en
; n +

1

2n

)
.

Розв’язання. Множина A дорiвнює рiзницi множин, перша з них бо-
релiвська, бо дорiвнює злiченному об’єднанню вiдкритих множин, а дру-
га злiченна, тому борелiвська. Для обчислення мiри λ1(A) вiдмiтимо,
що множини An = (ln n; ln(n + 1)) попарно не перетинаються. Через це,
згiдно злiченної адитивностi мiри Лебега i з врахуванням того, що мiра
злiченної множини Z рiвна нулю, маємо

λ1(A) =
∞∑

n=1

λ1((ln n; ln(n + 1))) =
∞∑

n=1

(ln(n + 1)− ln n) = ∞.

2) Доведення того, що множина A борелiвська, аналогiчно доведенню
проведеному в попереднiй задачi. Множини An =

(
n− 1

en ; n + 1
2n

)
попар-
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но не перетинаються. Використавши злiченну адитивнiсть мiри, одержи-
мо

λ1(A) =
∞∑

n=1

λ1

((
n− 1

en
; n +

1

2n

))
=

∞∑
n=1

(
1

2n
+

1

en

)
=

=
1/2

1− 1/2
− 1/e

1− 1/e
= 1− 1

e− 1
=

e− 2

e− 1
.

Завдання 11. Нехай λ2 – мiра Лебега в R2. Довести, що:
1) одноточкова множина {a}, a ∈ R2 борелiвська i λ2({a}) = 0;
2) довiльна злiченна пiдмножина A ⊂ R2 борелiвська i λ2(A) = 0;
3) ∀{a, b, c} ⊂ R, a < b множина A = {c} × (a; b] – борелiвська i

λ2(A) = 0;
4) ∀c ∈ R множина A = {c} ×R – борелiвська i λ2(A) = 0.

Розв’язання. 1) Одноточкову множину {a}, a ∈ R2 можна записати
так:
{a} = {(c; d) ∈ R2} = {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [c; c], y ∈ [d; d]} = [c; c]× [d; d],

де c ∈ R1, d ∈ R1. Сегменти є замкненими множинами, i тому множина
{a}, a ∈ R2-борелiвська.

λ2({a}) = (c− c)(d− d) = 0.

2) Довiльнy злiченнy пiдмножинy A ⊂ R2 можна записати у виглядi
об’єднання злiченної кiлькостi множин
An = {(x; y) ∈ R2 : x = an, y = bn} = {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [an; an], y ∈ [bn; bn]},
де an ∈ R1, bn ∈ R1.

Множини An замкненi, а значить борелiвськi. Множина A = ∪∞n=1An

також борелiвська, бо є злiченним об’єднанням замкнених множин. Згiд-
но злiченної адитивностi мiри, одержимо:

λ2(A) =
∞∑

n=1

λ2(An) =
∞∑

n=1

(an − an)(bn − bn) = 0.

3) Множину A запишемо так: A = ∩∞n=1An, де

An =

{
(x; y) ∈ R2 : c− 1

n
< x < c +

1

n
, a < y < b +

1

n

}
,

причому A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ,⊃ An ⊃ . . .

Множина An - вiдкрита, а значить борелiвська. Множина A є пере-
тином злiченної кiлькостi вiдкритих множин, а тому теж борелiвська.
Використаємо неперервнiсть мiри знизу i знайдемо мiру множини A:

λ2(A)= lim
n→∞

λ2

((
c− 1

n
, c +

1

n

)
×

(
a, b +

1

n

))
= lim

n→∞
2

n

(
b +

1

n
− a

)
=0.
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4) Множину A запишемо у виглядi об’єднання злiченної кiлькостi зам-
кнених множин:

A = ∪∞n=1An, An = {(x; y) ∈ R2 : x ∈ [c; c], y ∈ [−n; n]}.
Множини An замкненi i тому борелiвськi. Множина A = ∪∞n=1An також
борелiвська, оскiльки є злiченним об’єднанням замкнених множин. За
означенням мiри необмеженої множини

λ2(A) = lim
n→∞

λ2([c; c]× [−n; n]) = lim
n→∞

(c− c)2n = 0.

Завдання 12.Побудувати послiдовнiсть {An, n ≥ 1} борелiвських мно-
жин на прямiй (в прикладах 1,2) i на площинi (в прикладi 3) таку, що:

1)λ1(An) = ∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ1 (∩∞n=1An) = 1;
2) λ1(An) = 1

n, n ≥ 1, ∩∞n=1An = P, P – множина простих чисел;
3) λ2(An) = 1, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R2.

Розв’язання. 1) Виберемо An = (n;∞)∪ (0; 1), тодi An+1 = (n+1;∞)∪
(0; 1) i An ⊃ An+1, n ≥ 1, ∩∞n=1An = (0, 1). Множини An борелiвсь-
кi, бо дорiвнюють об’єднанню двох вiдкритих множин i мiра Лебега
λ1 (∩∞n=1An) = (1− 0) = 1.

2) Нехай An =
(
n; n + 1

n

) ∪ P, P -множина простих чисел. Множи-
на простих чисел P еквiвалентна множинi натуральних чисел (множину
простих чисел можна записати у виглядi послiдовностi i кожному елемен-
ту послiдовностi поставити у вiдповiднiсть номер, який вiдповiдає цьому
елементу в данiй послiдовностi). Отже, ця множина є злiченною i мiра
Лебега множини P дорiвнює нулю. Множина An борелiвська, як об’єд-
нання двох борелiвських множин. Оскiльки λ1(P ) = 0, то мiра Лебега
множини An дорiвнює:

λ1(An) = λ1

((
n; n +

1

n

))
=

1

n
.

3) Виберемо
A1 = [−1/2; 1/2]× [−1/2, 1/2], λ2(A1) = 1,

A2 =
(
[−
√

2/2;
√

2/2]× [−
√

2/2;
√

2/2]
)
\ A1, λ2(A2) = 1,

A3 =
(
[−
√

3/2;
√

3/2]× [−
√

3/2;
√

3/2]
)
\ A2, λ2(A3) = 1,

. . . . . . . . . . . . . . .

An =
(
[−√n/2;

√
n/2]× [−√n/2;

√
n/2]

) \ An−1, λ2(An) = 1.

Якщо взяти злiченне об’єднання множин An, то одержимо простiр R2.
Множини An борелiвськi, бо дорiвнюють рiзницi борелiвських множин.

27



Завдання 13. Довести, що множина A ⊂ R2 вимiрна i знайти λ2(A),
якщо:

1)A = (0; 2]×[1; 2); 2)A =

{
(x; y) ∈ R2 : x ∈ [−a; a], 0 ≤ y ≤ 1

a2 + x2

}
.

Розв’язання. 1) Подамо A у виглядi A = ∩∞n=1(0; 2+1/n)×(1−1/n; 2) i
одержимо, що A-борелiвська, i, отже, вимiрна. Крiм того, A-прямокутник,
тому λ2(A) = 2.

2) Множина A є вимiрною за Жорданом, оскiльки її межа складаєть-
ся з неперервних лiнiй. Тому A вимiрна за Лебегом i λ2(A) дорiвнює
жордановiй мiрi множини A. Нагадаємо, що мiра Жордана пiдграфiка
функцiї обчислюється за допомогою iнтеграла Рiмана. Отож,

λ2(A) =

∫ a

−a

1

x2 + a2dx =
1

a
arctg

x

a

∣∣∣∣
a

−a

=
π

2a
.

Завдання 14. Нехай H = {(α; β] : (α; β] ⊂ (a0; b0]} ∪ ∅ i m : H →
[0; +∞) мiра на H така, що m((α; β]) = β − α i m(∅) = 0. Позначимо
через m∗ зовнiшню мiру, породжену мiрою m. Знайти:
1)m∗({a}); 2)m∗(A), де A = {a1, a2, . . .} (a, a1, a2, . . . ∈ (a0; b0]).

Розв’язання. 1) За означенням зовнiшньої мiри m∗ маємо:

m∗({a}) = inf

{∑

k

m((αk; βk]) : ∪k(αk; βk] ⊃ {a}
}

.

Оскiльки одноточкову множину можна покрити промiжком (α; β] як зав-
годно малої довжини, то m∗({a}) = 0.

2) Множина A є злiченним об’єднанням одноточкових множин: A =
∪n{an}. Iз злiченної напiвадитивностi зовнiшньої мiри m∗ одержимо:

m∗(A) ≤
∑

n

m∗({an}) = 0.

Але m∗ приймає лише невiд’ємнi значення, тому m∗(A) = 0.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Для множини A ⊂ X покладемо: χA(x) =

{
1, якщо x ∈ A;
0, якщо x∈A.

Нехай {x1, x2} ∈ X. Чи буде µ мiрою на 2X якщо ∀E ⊂ X :

1. µ(E) = |χE(x1)− χE(x2)|;
2. µ(E) = (χE(x1) + χE(x2))

2;
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3. µ(E) = 2− χE(x1)− χE(x2); E 6= ∅, µ(∅) = 0;

4. µ(E) = 2χE(x1) + 3χE(x2);

5. µ(E) = 1− χE(x1), E 6= ∅, µ(∅) = 0.

Нехай µ - мiра на σ-алгебрi σA,
{An, n ≥ 1} ⊂ σA, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . .

Знайти µ (∪∞n=1An), якщо:

6. µ(An) = 1
n(n+1) ;

7. µ(An) = 1
(3n−2)(3n+1) ;

8. µ(An) = 1
2n + 1

3n ;

9. µ(An) = 1
(2n−1)! ;

10. µ(An) = 2n

n! .

Завдання 2. Нехай λ1 – мiра Лебега на прямiй. Довести, що множина
A – борелiвська i знайти λ1(A), якщо:

1. A = ∪∞n=1
(
n− 1

2n ; n + 1
2n

)
;

2. A = ∪∞n=1[n
2 − π

3n+5 ; n
2 + π

3n+5 ];

3. A = ∪∞n=1

(
1

(n+1)2 ;
1
n2

)
;

4. A = ∪∞n=1

(
nn; nn + 1

ln(n+1)

)
∩Q;

5. A = ∪∞n=1
[
3n; 3n + 1

3n

] \Q;

6. A = ∪∞n=1(−10; arctg n) \Q;

7. A = ∪∞n=1

(
1

ln(n+2) ;
1

ln(n+1)

)
;

8. A = ∪∞n=1
[
n3 − 1

5n ; n3 + 1
5n

] ∩ (R\Q) ;

9. A = ∪∞n=1
( 1

n+3 ;
1

n+4

) \Z;

10. A = ∪∞n=1
(
n!; n! + 1

n2

) ∩Q.

Завдання 3. Нехай A ⊂ R2. Довести, що A – борелiвська множина i
знайти λ2(A), якщо:

1. A = (R\Q)× (R\Q) ;
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2. A = Q×R;

3. A = {x : sin x ∈ Q} ×R;

4. A = {x : ex ∈ R \Q} × [0; 1];

5. A = (0; 3]× [1; 2) \ (Q×Q);

6. A = (a; b]× (c;∞), a < b;

7. A = ((0; 3]× [1; 2]) \ (Q×Q);

8. A = {x : cos x ∈ Q} ×R;

9. A = {x : ex ∈ R \Q} × [0; 1];

10. A = {x : ctg x ∈ Q} × (R\Q) .

Завдання 4. Побудувати послiдовнiсть {An, n ≥ 1} борелiвських мно-
жин на прямiй (в прикладах 1,2,3,4,5) i на площинi (в прикладах 6,7,8,9,10)
таку, що

1. λ1(An) = 1, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R;

2. λ1(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ1 (∩∞n=1An) = 0;

3. λ1(An) = +∞, n ≥ 1, ∩∞n=1An = N;

4. λ1(An) = +∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ1 (∩∞n=1An) = 3;

5. λ1(An) = 2, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R;

6. λ2(An) = π, n ≥ 1, ∪∞n=1An = R2;

7. λ2(An) = 1
n2 , n ≥ 1, ∩∞n=1An = Q× Z;

8. λ2(An) = ∞, An ⊃ An+1, n ≥ 1, λ2(∩∞n=1An) = 0;

9. λ2(An) = 1
2n , n ≥ 1, ∩∞n=1An = R× {0};

10. λ2(An) = 1
2n , n ≥ 1, ∩∞n=1An = Z× Z.

Завдання 5.

1. Довести, що будь-яка вимiрна множина E ∈ R, яка має додат-
ну лiнiйну мiру p, мiстить вимiрну пiдмножину мiри q, де q –
довiльне задане додатне число: 0 < q < p.
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2. Довести, що будь-яка вимiрна множина E на прямiй (не обов’язково
обмежена), така, що µ(E) = p > 0, мiстить вимiрну пiдмножину
мiри q, де q – довiльне задане додатне число: 0 < q < p.

3. Нехай A ⊂ R – вимiрна за Лебегом множина, A мiстить хоча б
одну внутрiшню точку. Довести, що λ1(A) > 0.

4. Чи можна побудувати на [a; b] замкнену множину лiнiйної мiри
b− a, вiдмiнну вiд вiдрiзка [a; b]?

5. Чи може перетин вимiрних множин ∩∞n=1En, де E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃
. . . i µ(En) = +∞, n ≥ 1, мати нескiнченну мiру? Чи може цей
перетин мати скiнченну мiру або мiру нуль?

6. Чи може сума ∪∞n=1En, де E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . . мати скiнченну
мiру або нескiнченну мiру, якщо мiра кожної En скiнченна?

7. Чи може вимiрна необмежена множина на прямiй мати скiнчен-
ну додатну мiру?

8. Довести, що якщо E – вимiрна множина на прямiй додатної мiри,
то в нiй знайдуться точки, вiддаль мiж якими iррацiональна.

9. Нехай X = N – множина натуральних чисел, а P – сукупнiсть
всiх скiнченних пiдмножин (включаючи й порожню множину ∅)
множини X. Для кожної множини A ∈ P визначимо число µ0(A),
що дорiвнює кiлькостi елементiв множини A. Побудувати лебего-
ве продовження мiри µ0.

10. Нехай на вiдрiзку X = [0; 1] задана невiд’ємна функцiя f(x). Для
кожної скiнченної множини A = {x1, x2, . . . , xn} точок вiдрiзка
[0; 1] покладемо µ(A) =

∑n
k=1 f(xk). Довести, що функцiя множин

µ є злiченно-аддитивною, але не є σ-скiнченною мiрою.
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3 Вимiрнi функцiї

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Вимiрнi функцiї та їх властивостi.

2. Еквiвалентнi функцiї.

3. Послiдовностi вимiрних функцiй.

4. Рiзнi види збiжностi послiдовностi вимiрних функцiй та зв’язок мiж
ними.

5. Теорема Єгорова.

Теоретичнi вiдомостi
Нехай X i Y – двi довiльнi множини i нехай на них видiленi двi системи

пiдмножин ΦX та ΦY вiдповiдно. Абстрактна функцiя y = f(x) з областю
визначення X та множиною значень Y називається (ΦX , ΦY )-вимiрною,
якщо iз того, що A ⊂ ΦY слiдує, що f−1(A) ∈ ΦX . Якщо за ΦX та
ΦY вибрати систему всiх борелiвських множин, то отримаємо так званi
вимiрнi за Борелем функцiї.

Розглянемо поняття вимiрностi для числових функцiй, визначених на
деякiй множинi X.

Нехай X – множина на якiй задана σ-адитивна мiра µ, визначена на
σ-алгебрi Φµ. Дiйсна функцiя f(x) на X називається µ-вимiрною, якщо
для довiльної борелiвської множини A числової прямої

f−1(A) ∈ Φµ.

Часто замiсть µ-вимiрностi використовують термiн вимiрна.
Числова функцiя f : R → R задана на прямiй називається борелiвсь-

кою, якщо прообраз f−1(A) = {x : f(x) ∈ A} кожної борелiвської мно-
жини A є борелiвською множиною.

Теорема (необхiдна i достатня умова вимiрностi). Для того, щоб
дiйсна функцiя f(x) була вимiрною, необхiдно i досить, щоб для довiль-
ного дiйсного c множина {x : f(x) < c} була вимiрною.

Останню теорему часто приймають за визначення вимiрностi.
Властивостi вимiрних функцiй.

1. Сума, рiзниця i добуток двох вимiрних функцiй є функцiями вимiр-
ними.

2. Частка двох вимiрних функцiй (за умови, що знаменник не перетво-
рюється в нуль) є функцiя вимiрна.
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3. Суперпозицiя двох вимiрних функцiй є функцiя вимiрна.

4. Границя збiжної при кожному x ∈ X послiдовностi вимiрних фукн-
цiй – вимiрна функцiя.

Двi функцiї f та g, визначенi на однiй i тiй же вимiрнiй множинi E
називаються еквiвалентними (позначення f ∼ g), якщо

µ{x : f(x) 6= g(x)} = 0.

5. Функцiя f(x), визначена на деякiй вимiрнiй множинi E i еквiвалент-
на на нiй деякiй вимiрнiй функцiї g(x), також вимiрна.

Кажуть, що деяка властивiсть виконується майже скрiзь на E, як-
що вона виконується на E скрiзь, крiм, можливо, точок, що утворюють
множину мiри нуль.

Послiдовнiсть функцiй {fn(x)}, визначених на деякому просторi X з
заданою на ньому мiрою називається збiжною майже скрiзь до функцiї
f(x), якщо

lim
n−→∞

fn(x) = f(x) (3.1)

для майже всiх x ∈ X(тобто множина тих точок x, в яких умова (3.1)
не виконується має мiру нуль).

Кажуть, що послiдовнiсть вимiрних функцiй fn(x) збiгається за мiрою
до функцiї f(x), якщо для довiльного σ > 0

lim
n−→∞

µ{x : |fn(x)− f(x)| ≥ σ} = 0.

Теорема Єгорова. Нехай E – множина скiнченої мiри i послiдовнiсть
вимiрних функцiй fn(x) збiгається на E майже скрiзь до f(x). Тодi для
довiльного δ > 0 iснує така вимiрна множина Eδ ⊂ E, що

1) µ(Eδ) > µ(E)− δ;
2)на множинi Eδ послiдовнiсть fn(x) збiгається до f(x) рiвномiрно.

Приклади розв’язання типових задач

Завдання 1. Довести еквiвалентнiсть таких тверджень:

1. f – вимiрна функцiя;

2. для будь-якої вiдкритої множини G ⊂ R множина f−1(G) є ви-
мiрною;

3. (∀c ∈ R) f−1((−∞; c)) – вимiрна множина;

4. (∀c ∈ R) f−1((−∞; c]) – вимiрна множина;
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5. (∀c ∈ R) f−1((c; +∞)) – вимiрна множина;

6. (∀c ∈ R) f−1([c; +∞)) – вимiрна множина.

Розв’язання. Доведемо, що з 1 випливає 2. Вiдкрита множина G ⊂ R
є борелiвською, а оскiльки функцiя f – вимiрна, то множина f−1(G) за
означенням вимiрної функцiї є вимiрною.

З твердження 2 випливають твердження 3 i 5. За вiдкриту множину
G ⊂ R вiзьмемо iнтервал (−∞; c) у твердженнi 3 i iнтервал (c; +∞)
в твердженнi 5 i одержимо, що множини f−1((−∞; c)) i f−1((c; +∞))
вимiрнi.

З твердження 3 випливають твердження 4 i 6. Множини f−1((−∞; c])
i f−1([c; +∞)) вимiрнi, це випливає з таких спiввiдношень:

f−1((−∞; c]) = f−1(R)− f−1((c; +∞)),

f−1([c; +∞)) = f−1(R)− f−1((−∞; c)).

Навпаки. Розглянемо один випадок. Доведемо, що з вимiрностi множи-
ни f−1((−∞; c)) ∀c ∈ R випливає вимiрнiсть функцiї f . За означенням
f−1((−∞; c)) = {x ∈ X : −∞ < f(x) < c}. Якщо ця множина вимiрна,
тодi за теоремою про необхiдну й достатню умову вимiрностi функцiя f

вимiрна.
Аналогiчно розглядаються iншi випадки.
Завдання 2. Нехай X – деякий вимiрний простiр. A ⊂ X. Довес-
ти, що характеристична функцiя(iндикатор) множини A χA(x) ={

0, x /∈ A;
1, x ∈ A,

вимiрна тодi i тiльки тодi, коли множина A вимiрна.

Розв’язання. Використаємо теорему про необхiдну i достатню умову
вимiрностi функцiї i розглянемо множину {x ∈ X : χA(x) < c}, де

{x ∈ X : χA(x) < c} =





∅, c ≤ 0;
X \ A, 0 < c ≤ 1;

X, c > 1.

За умовою множини X i ∅ вимiрнi, тодi iндикатор множини A буде вимiр-
ною функцiєю, якщо вимiрною множиною буде X \ A. Очевидно, X \ A

буде вимiрною тодi, коли вимiрною є множина A. Навпаки, якщо мно-
жина A вимiрна, то iндикатор множини A також вимiрна функцiя, бо
множина {x ∈ X : χA(x) < c} може спiвпадати з однiєю iз трьох вимiр-
них множин X, X \ A i ∅.
Завдання 3. Довести, що вимiрними є такi функцiї:

1)f(x) ∈ C[0;1]; 2)f(x) ∈ C(R).
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Розв’язання. 1) Для доведення вимiрностi функцiї f на X = [0; 1] роз-
глянемо множину B = {x ∈ X : f(x) ≤ c}, де c ∈ R. Доведемо, що
вона замкнена в R. Нехай точка x0 є граничною для множини B, тобто
x0 ∈ B′. Тодi iснує послiдовнiсть {xn, n ∈ N} точок множини B, яка
збiгається при n → ∞ до x0. Через це xn ∈ [0; 1] i f(xn) ≤ c. Множина
X замкнена, а функцiя f неперервна на X, тодi одержимо, що x0 ∈ X i
lim
n→∞

f(xn) = f(x0) ≤ c, тобто x0 ∈ B. Отже, множина B замкнена i че-
рез це вимiрна, бо є борелiвською. Маємо, що неперервна функцiя, яка
визначена на замкненiй множинi [0; 1], є вимiрна за Лебегом.

2) Нехай X = R. Множину R зобразимо у виглядi злiченного об’єд-
нання замкнених множин: R =

⋃∞
n=1[−n; n]. Неперервна функцiя f ви-

мiрна на замкнених множинах [−n; n] (доведення аналогiчне поперед-
ньому пункту). Для доведення вимiрностi функцiї на R розглянемо таку
рiвнiсть:

{x ∈ R : f(x) ≤ c} =
∞⋃

n=1

{x ∈ [−n; n] : f(x) ≤ c}.

Оскiльки всi множини {x ∈ [−n; n] : f(x) ≤ c} вимiрнi, то такою є i
множина {x ∈ R : f(x) ≤ c}.
Завдання 4. Застосовуючи теорему про вимiрнiсть суперпозицiї ви-
мiрних функцiй, довести, що такi функцiї є вимiрними:

1)sin[x], x ∈ R; 2)sign cos x2, x ∈ R.

Розв’язання. 1)Функцiя f : x → sin[x] приймає злiченну кiлькiсть
значень sin k, k ∈ Z. Тобто, f(x) = sin k, якщо x належить промiж-
ку Ak = [k; k + 1) i

⋃
k∈Z [k; k + 1) = R. Оскiльки промiжки Ak є µ1-

вимiрними (µ1(Ak) = 1), то функцiя f також µ1-вимiрна на R. Задачу
можна розвязати, користуючись властивостями вимiрних функцiй: sin x,
x ∈ R – неперервна, а функцiя [x], x ∈ R – проста, а тому вони вимiрнi.
Функцiя sin[x], x ∈ R – вимiрнa, бо є суперпозицiєю вимiрних функцiй.

2) Задана функцiя sign cos x2 приймає лише три значення 1, -1 i 0,
бо такi значення приймає функцiя signx (тобто функцiя sign cos x2 є
простою). Знайдемо значення функцiї:

f(x) =





1, 2πk − π/2 < x2 < π/2 + 2πk, k ∈ Z;
−1, π/2 + 2πk < x2 < 3π/2 + 2πk, k ∈ Z;

0, x2 = π(2k + 1)/2, k ∈ Z.

Отже, функцiя f є вимiрна.
(Або: signx-проста, cos x2-неперервна⇒ вимiрнi. Отже, f(x) = sign cos x2
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вимiрна як суперпозицiя вимiрних функцiй.)
Завдання 5. Нехай X – вимiрний простiр, f : X −→ R, g : X −→ R
i функцiї f i g вимiрнi. Довести, що множини
{x ∈ X : f(x) ≤ g(x)}, {x ∈ X : f(x) > g(x)}, {x ∈ X : f(x) = g(x)}
вимiрнi.
Розв’язання. Заданi множини запишемо у виглядi об’єднання, перети-
ну i рiзницi вимiрних множин:

{x ∈ X : f(x) > g(x)} = ∪∞k=1 ({x : f(x) > rk} ∩ {x : g(x) < rk}) ,

де сума береться по всiм рацiональним числам, якi перенумерованi в
довiльному порядку.

{x ∈ X : f(x) ≤ g(x)} = X \ {x ∈ X : f(x) > g(x)},
{x ∈ X : f(x) = g(x)} = {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)} \ {x ∈ X : f(x) < g(x)}.
Отже, множини {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)}, {x ∈ X : f(x) > g(x)} i {x ∈ X :
f(x) = g(x)} вимiрнi.
Завдання 6. Нехай f : R −→ R i ∀x ∈ R ∃f ′(x). Довести, що функцiя
f ′ – вимiрна.
Розв’язання. За означенням похiдної: f ′(x) = lim

n→∞
n(f(x+1/n)−f(x))

для кожної точки x ∈ R. Послiдовнiсть n(f(x + 1/n) − f(x)) є вимiр-
ною, бо дорiвнює рiзницi i добутку вимiрних функцiй. За властивiстю 4
вимiрних функцiй, границя послiдовностi вимiрних функцiй – вимiрна.
Отже, f ′ – вимiрна.
Завдання 7. Довести, що функцiя f : R2 −→ R вимiрна, якщо

f(x, y) =
1

2
ln(1 + [x2 + y2]).

Розв’язання. Функцiя ln(1 + u) неперервна для всякого u ∈ [0,∞), а
[u] є простою функцiєю, яка приймає цiлi невiдємнi значення k ∈ Z на
µ2-вимiрних множинах:{

(x, y) : n− 1 ≤ x2 + y2 < n, n ∈ N
}

.

Тому функцiя ln(1 + u) є вимiрною. Отже функцiя f(x, y) вимiрна, бо є
суперпозицiєю вимiрних функцiй.
Завдання 8. Нехай X – вимiрний простiр, fi : X −→ R, i = 1, . . . , n –
вимiрнi функцiї. Довести вимiрнiсть таких функцiй:

1)f1(ln(2 + |f2|)); 2)
(f1 + f2 + . . . + fn)

10 + arctg|f1| .

Розв’язання. 1) Доведемо твердження: якщо функцiя f вимiрна, то
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функцiя |f | також вимiрна. Для цього розглянемо множину {x ∈ X :
|f | < c} i зобразимо її у виглядi рiзницi вимiрних множин:

{x ∈ X : |f | < c} = {x ∈ X : f < c} \ {x ∈ X : f ≤ −c} = A \B.

Оскiльки функцiя f вимiрна, то множини A i B вимiрнi. Тобто функцiя
|f | вимiрна.

Маємо такi функцiї: f1(u), u = ln(2+t), t = |f2|. Кожна з цих функцiй
вимiрна, бо такими є f1 i f2, а ln(2 + t) є неперервна, отже i вимiрна.

2) В чисельнику сума вимiрних функцiй, в знаменнику сума сталої
функцiї, яка є вимiрною, i суперпозицiї неперервної функцiї arctgx i ви-
мiрної функцiї |f1| (див. задачу 1)). Отже, функцiя

(f1 + f2 + . . . + fn)

10 + arctg|f1|
вимiрна.
Завдання 9. Довести вимiрнiсть функцiї f : Rm −→ R, якщо

1)f(x) =
∞∑

n=1

sin[x]4

n
√

n
,m = 1; 2)f(x, y) =

∞∑
n=1

e−narctg(n([x] + y)),m = 2.

Розв’язання. 1) Розглянемо послiдовнiсть вимiрних функцiй Sk =
k∑

n=1

sin[x]4

n
√

n
.

Їх вимiрнiсть випливає з вимiрностi простої функцiї [x]4 неперервної
функцiї sin u i сталої 1/n

√
n. Якщо iснує границя Sk(x) при k → ∞,

то f(x) = lim
k→∞

Sk(x) i за властивiстю 4 вимiрних функцiй f(x) – вимiр-

на. Оцiнка | sin[x]4|
n
√

n
≤ 1

n
√

n
забезпечує рiвномiрну збiжнiсть ряду

∑∞
n=1

sin[x]4

n
√

n

до f(x) для всiх x ∈ R (випливає з ознаки Вейєрштрасса та збiжностi
ряду

∑∞
n=1

1
n
√

n
). Отже, функцiя f(x) вимiрна.

2) Проведемо аналогiчнi випадку 1) мiркування. Якщо доведемо, що
ряд

∑∞
n=1 e−narctg(n([x] + y)) членами якого є вимiрнi функцiї ( [x]-

проста, arctgx - неперервна) збiжний, тодi сума такого ряду є вимiрна
функцiя. Це випливатиме з оцiнки

e−n|arctg(n([x] + y))| ≤ π

2
e−n

та iз того, що мажорантний ряд
∑∞

n=1
π
2e
−n є сумою нескiнченно спадної

геометричної прогресiї i має суму, що дорiвнює S =
∑∞

n=1
π
2e
−n = π

2(e−1) .
Завдання 10. Нехай A – невимiрна (за Лебегом) пiдмножина вiдрiзка
[0; 1] ⊂ R i на R визначена функцiя

f(x) =

{
x, x ∈ A;

−x, x∈A.

Довести, що: 1) f(x) невимiрна; 2) {x ∈ R : f(x) = c} є µ-вимiрною
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множиною для будь-якого c ∈ R.
Розв’язання. 1) Розглянемо лебегову множину E = {x ∈ R : f(x) < 0}.
Якщо x < 0, то x∈A (A ⊂ [0; 1]) i f(x) = −x > 0, тобто (−∞; 0) не є
пiдмножиною множини E. Якщо x > 0 i x∈A то f(x) = −x < 0, тобто
такi x входять в E. Якщо x > 0 i x ∈ A, то f(x) = x > 0, тобто цi x до
E не належать. Отже,

E = {x ∈ R : f(x) < 0} = ((0; 1] \ A) ∪ (1; +∞).

Оскiльки A – невимiрна множина, то i (0; 1] \ A теж невимiрна (в про-
тилежному випадку A, як рiзниця (0; 1] \ ((0; 1] \A) двох вимiрних мно-
жин, теж була б вимiрною), тому й об’єднання ((0; 1] \A)∪ (1; +∞) теж
невимiрна множина. Оскiльки лебегова множина {x ∈ R : f(x) < 0}
невимiрна, то i f(x) невимiрна на R.

2) Для даної функцiї f(x) множина Ec = {x ∈ R : f(x) = c} є або
порожньою, або одноточковою, або двоточковою. Тому ця множина є
вимiрною (µ(Ec) = 0) для будь-якого c ∈ R.

Цей приклад свiдчить про те, що вимога ∀c ∈ R {x ∈ R : f(x) = c} –
вимiрна за Лебегом не є достатньою для вимiрностi функцiї.
Завдання 11. Для функцiї f(x) = x3, x ∈ R, побудувати послiдов-
нiсть простих вимiрних функцiй, яка рiвномiрно збiгається до f .
Розв’язання. Нехай fn(x) = k

n , якщо x ∈ Ak, де

Ak =

{
x ∈ R :

k

n
≤ x3 <

k + 1

n

}
, n ∈ N, |k| ≤ n.

Отже, fn(x) є простою.
Оскiльки f(x) = x3 вимiрна, то всi Ak є µ-вимiрними множинами, а

тому fn(x) є вимiрною функцiєю. Крiм того ∀x ∈ R |f(x) − fn(x)| ≤ 1
n ,

звiдки й випливає рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi fn(x) до f(x) на
R.
Завдання 12. Довести, що f(x) = max{f1(x), f2(x)} є вимiрною на
R, якщо f1, f2-вимiрнi на R.
Розв’язання. Нехай c ∈ R. Pозглянемо лебегову множину E = {x ∈
R : f(x) < c} = {x ∈ R : f1(x) < c} ∩ {x ∈ R : f2(x) < c}. З вимiрностi
функцiй f1, f2 випливає, що множини {x ∈ R : f1(x) < c} i {x ∈ R :
f2(x) < c} є µ-вимiрними, тому i їхнiй перетин теж є µ-вимiрним. Отже,
множина E є µ-вимiрною для всiх c ∈ R що й означає вимiрнiсть функцiї
f .
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Завдання 13. Визначити таку неперервну на R функцiю g, щоб g(x) =
f(x) майже скрiзь вiдносно мiри Лебега µ1, якщо:

1)f(x) =

{
arcsin2−|x|, x ∈ R \N;

2|x|, x ∈ N;
2)f(x) =

{
sin x, x ∈ Q;

0, x ∈ R \Q.

Розв’язання.
1) Оскiльки мiра множини натуральних чисел дорiвнює нулю, то f(x) =

g(x) = arcsin2−|x| майже скрiзь вiдносно мiри Лебега µ1, бо
µ({x : f(x) 6= g(x)}) = µ(N) = 0.

2) Аналогiчно, f(x) = g(x) = 0, майже скрiзь вiдносно мiри Лебега
µ1, через те, що µ1(Q) = 0.
Завдання 14. Нехай fn(x) – послiдовнiсть функцiй, якi заданi на R.
Визначити таку неперервну на R функцiю g, щоб fn(x) → g(x), n →∞
майже скрiзь вiдносно мiри Лебега µ1 на R, якщо:

1)fn(x) =
n2 sin2 x

1 + n2 sin2 x
, x ∈ R, 2)fn(x) = e−n|x2−1|, x ∈ R.

Розв’язання. 1) Знайдемо границю послiдовностi:

lim
n→∞

fn(x) =

{
1, sin2 x 6= 0;
0, sin2 x = 0;

=

{
1, x 6= πn;
0, x = πn.

Оскiльки множина {πn, n ∈ N} є злiченною, мiра її рiвна нулю, тому
µ({x : lim

n→∞
fn(x) = 0}) = 0.

Отже, fn → 1 м.с. при n →∞, тобто g(x) = 1.
2) Границя послiдовностi fn(x) приймає два значення в залежностi

вiд того дорiвнює чи не дорiвнює нулю показник степеня, тобто:

lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x2 − 1 6= 0;
1, x2 − 1 = 0;

=

{
0, x 6= ±1;
1, x = ±1.

Мiра скiнченної множини {±1} дорiвнює нулю, тому fn → 0 м.с. при
n →∞, тобто g(x) = 0.
Завдання 15. Дослiдити на збiжнiсть вiдносно мiри Лебега λ1 до
функцiї f на вимiрнiй множинi A такi послiдовностi функцiй:

1)fn(x) = xn, n ∈ N, A = [0; 1]; 2)fn(x) = cosn x, n ∈ N, A = R.

Розв’язання. 1) Оскiльки

lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x ∈ [0, 1);
1, x = 1,

то fn → 0 м.с. при n → ∞. Оскiльки множина A, на якiй визначена
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послiдовнiсть fn(x) має мiру, рiвну одиницi, то за теоремою Лебега, iз
збiжностi майже скрiзь випливає збiжнiсть за мiрою λ1.

2) Розглянемо для довiльного додатного σ ≥ 1 λ1-вимiрну множину
{x ∈ R : | cos x|n ≥ σ} = ∪+∞

k=−∞[−arccos n
√

σ + πk; arccos n
√

σ + πk].

Оскiльки при x 6= kπ | cos x| < 1, тодi lim
n→∞

| cos x|n = 0 для x 6= kπ.

Отже, для цього σ i довiльного натурального n

λ1{x ∈ R : | cos x|n ≥ σ} =
+∞∑

k=−∞
2arccos n

√
σ = +∞.

Через це ∀σ > 0 спiввiдношення λ1{x ∈ R : | cos x|n ≥ σ} = 0 не
виконується. Тобто, задана послiдовнiсть не збiгається за мiрою λ1 до
функцiї f(x) = 0 на множинi R.
Завдання 16. Довести, що при n → ∞ fn(x) = sinn(x) → 0 майже
скрiзь стосовно мiри Лебега λ1 на R.
Розв’язання. Зауважимо, що в тих точках x ∈ R, в яких | sin x| < 1,
lim
n→∞

sinn x = 0. Якщо ж x ∈ R таке, що | sin x| = 1 то границя послiдов-
ностi функцiй sinn x або дорiвнює 1, або не iснує. Розглянемо множину
A = {x ∈ R : | sin x| = 1} = {π/2 + πn, n ∈ Z}. Вона злiченна i тому
λ1(A) = 0. Отже, послiдовнiсть sinn x збiгається до 0 майже скрiзь на R.
Завдання 17. Для послiдовностi fn(x) = xn, x ∈ [0; 1] = D проiлюстру-
вати теорему Єгорова.
Розв’язання. Для x ∈ [0; 1) lim xn = 0, а для x = 1 lim

n→∞
xn = 1. Оскiль-

ки µ({1}) = 0, то fn(x) = xn → 0 майже скрiзь на [0; 1].
Задамо довiльне число δ > 0. Якщо δ ≥ 1, тодi за Dδ вiзьмемо, на-

приклад, [0, 1/2]. Тодi µ([0, 1/2]) = 1/2 > µ(D)−δ = 1−δ i lim sup{|xn| :
0 ≤ x ≤ 1/2} = lim(1/2)n = 0, тобто послiдовнiсть xn збiгається до 0
рiвномiрно на [0, 1/2]. Нехай тепер δ < 1. Приймемо Dδ = [0; 1 − δ/2].
Тодi µ([0, 1− δ/2]) = 1− δ/2 > µ(D)− δ = 1− δ i

lim
n→∞

sup

{
|xn| : 0 ≤ x ≤ 1− δ

2

}
= lim

n→∞

(
1− δ

2

)n

= 0,

тобто послiдовнiсть xn рiвномiрно на Dδ збiгається до 0.
Завдання 18. Дослiдити збiжнiсть за мiрою Лебега до функцiї f

на вимiрнiй множинi A послiдовностi функцiй: fn(x) = χ(
√

n;
√

n+1)(x),
A = R, f(x) = 0.
Розв’язання. Нехай σ > 0. Розглянемо вимiрну множину Aσ = {x :
χ(
√

n;
√

n+1)(x) ≥ σ}. Якщо σ > 1, то Aσ = ∅. Для σ ≤ 1 знайдемо мiру
Лебега множини Aσ:

λ1(Aσ) = µ([
√

n;
√

n + 1)) =
√

n + 1−√n.

40



Тодi

lim λ1{x : χ(
√

n;
√

n+1)(x) ≥ σ} = lim(
√

n + 1−√n) = lim
1√

n + 1 +
√

n
= 0,

тобто послiдовнiсть χ(
√

n;
√

n+1)(x) збiгається до 0 за мiрою Лебега на R.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Довести вимiрнiсть наступних функцiй
(
(x; y) ∈ R2

)
:

1. f(x, y) = (|x|+ |y|) e[y];

2. f(x, y) = [x]3 + [y]2;

3. f(x, y) = arctg ([x] + [y]) ;

4. f(x) = ch[x2 + y2];

5. f(x, y) = sign sin π(x2 + y2);

6. f(x, y) = sign cos π(x2 + y2);

7. f(x, y) = (x2 + y2)[x];

8. f(x, y) = arctg sin[x2 + y2];

9. f(x, y) = arctg cos[x2 + y2];

10. f(x, y) = exp[x2 + y2].

Завдання 2. Нехай X вимiрний простiр, fi : X −→ R, i = 1, n, fi –
вимiрнi функцiї. Довести вимiрнiсть наступних функцiй:

1. max(f1, f2, . . . , fn);

2. min(f1, f2, . . . , fn);

3. sin(|f1|+ |f2|+ . . . + |fn|);
4. (1 + |f1|)f2.

Довести вимiрнiсть функцiї f , якщо:

5. f(x) =
∑∞

n=1
(−1)n

|x|+n , x ∈ R;

6. f(x) =
∑∞

n=2
(−1)n

n+sinx2 , x ∈ R;

7. f(x) =
∑∞

n=1 arctg 2x
x2+n4 , x ∈ R;
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8. f(x) =
∑∞

n=1
sin nx

5
√

n6+[x5]
, x ∈ R;

9. f(x) =
∑∞

n=2
n[x]

1+n5[x]2 , x ∈ R;

10. f(x, y) =
∑∞

n=1
sinn(x2+y2)√

n4+[x2+y2]
, (x; y) ∈ R2.

Завдання 3. Визначити таку неперервну на R або R2 функцiю g, щоб
g(x) = f(x) майже скрiзь вiдносно мiри Лебега (вiдповiдно λ1 або λ2),
якщо:

1. f(x) =

{
arctan x, x ∈ Z;

π, x ∈ R \ Z;

2. f(x) =

{
ln(1 + |x|), ex ∈ R \Q;

sin x2, ex ∈ Q;

3. f(x, y) =

{
x + y, (x; y) ∈ Q2;

x2, (x; y)∈Q2;

4. f(x, y) =

{
sin x + sin y, (x; y) ∈ Q×R;

cos x, (x; y)∈Q×R.

Нехай fn(x) – послiдовнiсть функцiй, заданих на R. Визначити
таку неперервну на R фунцiю g, щоб fn(x) → g(x) при n → ∞
майже скрiзь вiдносно мiри Лебега λ1 на R, якщо:

5. fn(x) = sinn x
2+sinn x , x ∈ R;

6. fn(x) = cosn x, x ∈ R;

7. fn(x) = cosn x + sinn x, x ∈ R;

8. fn(x) = x2 sinn x2, x ∈ R;

9. fn(x) =
( 2

πarctgx
)n

+ sinn 2x, x ∈ R;

10. fn(x) = sinn 1
x , x 6= 0, fn(0) = 0, x ∈ R.
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4 Iнтеграл Лебега

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Поняття iнтеграла Лебега вiд простих функцiй.

2. Iнтегрування за Лебегом простих функцiй. Властивостi iнтеграла
Лебега для простих функцiй.

3. Загальне означення iнтеграла Лебега на множинi скiнченної мiри.

4. σ-адитивнiсть iнтеграла Лебега.

5. Нерiвнiсть Чебишева.

6. Абсолютна неперервнiсть iнтеграла Лебега.

7. Граничний перехiд пiд знаком iнтеграла Лебега.

8. Iнтеграл Лебега по множинi нескiнченної мiри.

9. Порiвняння iнтеграла Лебега з iнтегралом Рiмана.

10. Добуток мiр. Теорема Фубiнi.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай X – множина iз заданою на нiй мiрою Лебега λ. Всi множини
A ⊂ X вважатимемо вимiрними, а функцiї f(x) визначеними на X µ-
вимiрнми.

Визначимо спочатку iнтеграл Лебега для простих функцiй.
Структура простих функцiй визначається наступною теоремою.
Теорема. Функцiя f(x), що приймає не бiльше нiж злiченну кiлькiсть

рiзних значень y1, y2, . . . , yn, . . . вимiрна в тому й лише тому випадку,
якщо всi множини An = {x : f(x) = yn} вимiрнi.

Нехай f – деяка проста функцiя, що набуває значень y1, y2, . . . , yn, . . .,
yi 6= yj, i 6= j i нехай A деяка вимiрна множина (A ⊂ X). Визначимо
iнтеграл вiд простої функцiї f на множинi A рiвнiстю∫

A

f(x)dλ =
∑

n

ynλ(An),

де An = {x : x ∈ A, f(x) = yn}.
Проста функцiя f називається iнтегровною (за мiрою Лебега) на мно-

жинi A, якщо ряд
∑

n ynλ(An) абсолютно збiжний. Якщо f – iнтегровна,
то сума ряду називається iнтегралом Лебега вiд f по множинi A.

43



Дамо далi загальне визначення iнтеграла Лебега на множинi скiнчен-
ної мiри.

Використання простих функцiй в побудовi iнтеграла Лебега базується
на наступнiй теоремi.

Теорема.Для вимiрностi функцiї f(x) необхiдно i досить, щоб її мож-
на було зобразити у виглядi границi рiвномiрно збiжної послiдовностi
простих вимiрних функцiй.

Функцiя f називається iнтегровною на множинi A, якщо iснує послi-
довнiсть простих iнтегровних на A функцiй fn, що рiвномiрно збiгаються
до f . Границю I = lim

n→∞
∫

A fn(x)dλ позначають
∫

A f(x)dλ i називають iн-
тегралом вiд функцiї f по множинi A.

σ-адитивнiсть iнтеграла Лебега. Якщо A = ∪nAn, Ai ∩ Aj = ∅ при
i 6= j то ∫

A

f(x)dλ =
∑

n

∫

An

f(x)dλ,

причому iз iснування iнтеграла в лiвiй частинi випливає iснування iнте-
грала i абсолютна збiжнiсть ряду в правiй частинi.

Розглянемо означення iнтеграла Лебега на множинi нескiнченної мiри.
Нехай множину X можна зобразити у виглядi злiченного об’єднання
множин скiнченної мiри X = ∪nXn, λ(Xn) < ∞.

Вимiрна функцiя f визначена на множинi X з σ-скiнченною мiрою λ

називається iнтегровною на X , якщо вона iнтегровна на кожнiй вимiрнiй
пiдмножинi A ⊂ X скiнченної мiри i якщо для довiльної монотонно зрос-
таючої послiдовностi вимiрних пiдмножин {Xn} таких, що X = ∪nXn,
λ(Xn) < ∞, границя lim

n→∞
∫

Xn
f(x)dλ iснує i не залежить вiд вибору цiєї

послiдовностi. Ця границя називається iнтегралом вiд f по множинi A i
позначається символом

∫
X f(x)dλ.

Теорема (про зв’язок iнтеграла Рiмана i iнтеграла Лебега). Якщо
iснує iнтеграл Рiмана I =

∫ b

a f(x)dx, то f iнтегровна на [a, b] за Лебегом
i
∫

[a,b] f(x)dλ = I.

Вiдмiтимо, що всi попереднi викладки мають мiсце якщо в якостi мiри
λ розглянути довiльну мiру µ.

Нерiвнiсть Чебишева. Нехай µ – довiльна скiнченна мiра на X, A–
довiльна вимiрна множина. Якщо ϕ(x) ≥ 0 на A i c > 0, то

µ{x : x ∈ A,ϕ(x) ≥ c} ≤ 1

c

∫

A

ϕ(x)dµ.
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Приклади розв’язання типових задач

Завдання 1. Нехай λ1-мiра Лебега на R.
Обчислити

∫
A f(x)dλ1(x),

∫
A |f(x)|dλ1(x), якщо:

a) f(x) = (−1)[x][x], A = [0; 4);
б) f(x) = [arctgx], A = [−3; 3].

Розв’язання. а) функцiя f(x) = (−1)[x][x] приймає такi значення:

f(x) =





0, x ∈ [0; 1);
−1, x ∈ [1; 2);

2, x ∈ [2; 3);
−3, x ∈ [3; 4).

Задана функцiя є простою, визначеною на вимiрних множинах
{x : k ≤ x < k + 1, k = 0, 1, 2, 3},

кожна з яких має мiру рiвну одиницi. Отримаємо:∫

A

f(x)dλ1(x) = (0− 1 + 2− 3) · 1 = −2

∫

A

|f(x)|dλ1(x) = (0 + 1 + 2 + 3) · 1 = 6.

б) Аналогiчно попереднiй задачi, множина значень функцiї f є скiнчен-
ною, oскiльки на всiй числовiй осi (−∞; +∞) функцiя arctg x ∈ (−π

2 ,
π
2

)
.

Згiдно визначення цiлої частини,

f(x) = [arctgx] =





−2, x ∈ (−∞;−tg1);
−1, x ∈ [−tg1; 0);

0, x ∈ [0; tg1);
1, x ∈ [tg1; +∞).

тобто вона спiвпадає з множиною {−2,−1, 0, 1}. Цi значення функцiя
приймає на вимiрних множинах [−3;−tg1), [−tg1; 0), [0; tg1), [tg1; 3). От-
римаємо:∫

[−3;3]
f(x)dλ1(x) = 0·tg1+1(3−tg1)+(−1)(0+tg1)+(−2)(−tg1+3) = −3.

∫

[−3;3]
|f(x)|dλ1(x) = 0 · tg1 + (3− tg1) + tg1 + 2(−tg1 + 3) = 9− 2tg1.

Завдання 2. Нехай λ1-мiра Лебега на R, λ2-мiра Лебега на R2. Обчис-
лити:

a)
∫

[0;20]
χR\Q(x)dλ1(x); б)

∫

[0;100]

dλ1(x)

[x + 1][x + 2]
; в)

∫

[−3;3]
sign cos πxdλ1;
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г)
∫

A

(−1)[x2+y2]dλ2(x, y), A = {(x; y) : x2 + y2 ≤ 5}.
Розв’язання. а) Функцiя χR\Q на множинi [0; 20] еквiвалентна функ-
цiї f = 1, бо мiра Лебега множини рацiональних чисел дорiвнює нулю.
Iнтеграли Лебега вiд еквiвалентних функцiй рiвнi:∫

[0;20]
χR\Q(x)dλ1(x) =

∫

[0;20]
dλ1(x) = 20.

б) Використаємо скiнченну адитивнiсть iнтеграла Лебега:
∫

[0;100]

dλ1(x)

[x + 1][x + 2]
=

99∑
n=0

∫ n+1

n

dλ1(x)

[x + 1][x + 2]
=

=
99∑

n=0

1

(n + 1)(n + 2)

∫ n+1

n

dλ1(x) =
99∑

n=0

1

(n + 1)(n + 2)
=

100

101
.

в) Функцiя f(x) = sgn cos πx є простою: вона приймає значення −1, 0, 1.
А саме,
f(x) = 1 на λ1-вимiрнiй множинi A1 = (−0.5, 0.5)∪(1.5; 2.5)∪(−2.5;−1.5);
f(x) = −1 на λ1-вимiрнiй множинi A−1 = (−3;−2.5) ∪ (−1.5;−0.5) ∪
∪ (0.5; 1.5) ∪ (2.5; 3);
f(x = 0 на λ1-вимiрнiй множинi A0 = {−2.5,−1.5,−0.5, 0.5, 1.5, 2.5}.

Тому f(x) вимiрна. Згiдно з означенням iнтеграла Лебега вiд простої
вимiрної функцiї маємо:∫

[−3,3]
sgn cos πxdλ1 = 1λ1(A1) + (−1)λ1(A−1) + 0λ1(A0) = 3− 3 = 0.

г) Функцiя (−1)[x2+y2] приймає два значення 1 або -1 на вимiрних мно-
жинах {(x, y) : k ≤ x2 + y2 < k + 1, k = 0, . . . , 4} з мiра кожної з яких
λ2 = π(k + 1)− πk = π.

Остаточно одержимо:∫

A

(−1)[x2+y2]dλ2(x, y) = (1− 1 + 1− 1 + 1)π = π.

Завдання 3. Довести, що f ∈ (L[0;1], λ1) i обчислити
∫

[0;1] fdλ1, якщо
f(x) = xχA(x), A-множина iррацiональних чисел з промiжкy [0; 1].
Розв’язання. Функцiя f обмежена та вимiрна на [0; 1], тому вона iнте-
гровна за Лебегом. Крiм того f(x) = x, майже скрiзь на [0; 1] вiдносно
мiри Лебега (λ1(Q) = 0). Згiдно з вiдповiдною властивiстю iнтеграла
Лебега, маємо ∫

[0;1]
xχA(x)dλ1 =

∫

[0;1]
xdλ1.
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Але g(x) = x неперервна на [0; 1], тому вона iнтегрується за Рiманом на
[0, 1], i її iнтеграл Лебега дорiвнює iнтегралу Рiмана:∫

[0;1]
xχA(x)dλ1 =

∫

[0;1]
xdλ1 =

∫ 1

0
xdx =

1

2
.

Зауваження. Функцiя f(x) = xχA(x) є розривною в кожнiй точцi
промiжку [0; 1], лебегова мiра якого дорiвнює 1, тому вона неiнтегровна
за Рiманом на [0; 1]. Це можна довести також за означенням: розглядати
iнтегральнi суми за довiльним розбиттям вiдрiзка [0; 1], вибираючи як
вiдмiченi спочатку рацiональнi точки, а потiм iррацiональнi.

Завдання 4. Нехай A,B – вимiрнi множини, що належать вимiр-
ному простору X. µ(A ∪ B) < ∞ i вiдомi мiри множин A,B, A ∩ B.
Обчислити

∫
X |χA(x)− 5χB(x)|dµ(x).

Розв’язання. Розглянемо три випадки (iншi випливають з них).

1) A ∩ B = ∅; ∫
X |χA(x) − 5χB(x)|dµ(x) =

∫
A dµ + 5

∫
B dµ = µ(A) +

5µ(B).

2) A ∩ B = C;
∫

X |χA(x) − 5χB(x)|dµ(x) =
∫

A\B dµ + 5
∫

B\A dµ +

4
∫

A∩B dµ = µ(A \B) + 5µ(B \A) + 4µ(A∩B) = µ(A)− µ(A∩B) +
5 (µ(B)− µ(A ∩B)) + 4µ(A ∩B) = µ(A) + 5µ(B)− 2µ(A ∩B).

3) A ⊂ B;
∫

X |χA(x) − 5χB(x)|dµ(x) = 4
∫

A dµ + 5
∫

B\A dµ = 4µ(A) +

5µ(B \ A) = 5µ(B)− µ(A).

Завдання 5. Нехай f(x) = sin x ·χR\Q(x), x ∈ R. Обчислити
∫

[0;π] f(x)

dλ1(x), де λ1-мiра Лебега на R. Чи буде функцiя f iнтегровною за Рi-
маном на вiдрiзку [0; π]?
Розв’язання. Задана функцiя f(x) = sin x ·χR\Q(x) еквiвалентна непе-
рервнiй функцiї g(x) = sin x. За властивiстю iнтеграла Лебега вiд непе-
рервної функцiї, вiн рiвний iнтералу Рiмана, тобто:∫

[0;π]
f(x)dλ1(x) =

∫

[0;π]
sin xdλ1(x) =

∫ π

0
sin xdx = 2.

Функцiя f(x) = sin x ·χR\Q(x) не є iнтегровною за Рiманом. Якщо в iнте-
гральнiй сумi Рiмана за довiльну точку ξi виберемо рацiональну точку,
то отримаємо f(ξi) = 0. Тодi

∑n
i=1 f(ξi)∆xi = 0. Якщо ж ξi є iрра-

цiональною, тодi маємо iнтегральну суму
∑n

i=1 sin(ξi)∆xi, границя якої
при прямуваннi максимального дiаметра розбиття сегмента [0; π] до ну-
ля дорiвнює iнтегралу

∫ π

0 sin xdx = 2. З цих мiркувань випливає, що не
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iснує границi iнтегральної суми, яка б не залежала вiд вибору точок ξi.
Отже, функцiя не є iнтегровною за Рiманом.

Завдання 6. Нехай A =
⋃

n∈N(n; n+1/nα). Для яких дiйсних α харак-
теристична функцiя χA(x) множини A є iнтегровною на R стосовно
мiри Лебега µ1 на R?
Розвязання. Функцiя

χA(x) =

{
1, x ∈ A;
0, x∈A.

є простою. Оскiльки множина A вимiрна за Лебегом (µ1(A) =
∑

n µ1((n; n+
1/nα)) =

∑∞
n=1

1
nα < ∞ для α > 1), то
∫

R
χA(x)dµ1 =

∫

A

1dµ1 = µ1(A) =
∞∑

n=1

1

nα
.

Iнтеграл є скiнченним для α > 1.
Завдання 7. Обчислити ∫

R
sin χA(x)dµ1,

де A =
⋃∞

n=1[n; n + 3−n).
Розв’язання. Оскiльки

sin χA(x) =

{
sin 1, x ∈ A;

0, x∈A.
то ∫

R
sin χA(x)dµ1 =

∫

A

sin 1dµ1 = sin 1µ1(A) =

= sin 1
∞∑

n=1

µ1([n; n + 3−n)) = sin 1
∞∑

n=1

3−n =
1

2
sin 1.

Завдання 8. Довести нерiвнiсть:
2
4
√

e
≤

∫

[−1;1]
ex2+xχR\Q(x)dλ1(x) ≤ 2e2.

Розв’язання. Якщо f, g ∈ L(A), тобто iнтегровнi за Лебегом на мно-
жинi A i для майже всiх x ∈ A виконується нерiвнiсть f(x) ≤ g(x), тодi∫

A f(x)dµ ≤ ∫
A g(x)dµ. Задана функцiя f(x) = ex2+xχR\Q(x) еквiвалент-

на неперервнiй функцiї ex2+x, яка задовольняє нерiвнiсть 1
4
√

e
≤ f(x) ≤ e2

на сегментi [−1; 1]. Для iнтеграла Лебега одержимо таку оцiнку:
2
4
√

e
≤

∫

[−1;1]
ex2+xχR\Q(x)dλ1(x) ≤ 2e2,
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що й треба було довести.

Завдання 9. Обчислити,
∫
R f(x)dλ1(x), якщо f(x) = ln(1+χA(x)), де

A =
⋃

n∈N
[6n; 6n + e

n! ].

Розв’язання. Оскiльки множини An = [6n; 6n + e
n! ] не перетинаються,

тодi використавши злiченну адитивнiсть мiри Лебега, матимемо∫

R
f(x)dλ1(x) =

∫

A

ln 2dλ1(x) = ln 2
∞∑

n=1

λ1

([
6n; 6n +

e

n!

])
=

= ln 2
∞∑

n=1

e

n!
= (e2 − e) ln 2.

Завдання 10. Нехай {f, g} ⊂ (L2[0; 1], λ1). Довести, що f ·g ∈ (L1[0; 1],
λ1) . Чи завжди f · g ∈ (L2[0; 1], λ1)? Навести приклад.
Розв’язання. Функцiя f ∈ (L2[0; 1], λ1), якщо

∫
[0;1] f

2(x)dλ1(x) < ∞ i
f ∈ (L1[0; 1], λ1) якщо

∫
[0;1] |f(x)|dλ1(x) < ∞.

Справедлива нерiвнiсть Кошi-Буняковського для функцiй |f | i |g|,(∫

[0,1]
|f(x)g(x)|dλ1(x)

)2

≤
∫

[0;1]
f 2(x)dλ1(x)

∫

[0,1]
g2(x)dλ1(x) < ∞,

оскыльки {f, g} ⊂ (L2[0; 1], λ1).

Отримаємо:
(∫

[0;1] |f(x)g(x)|dλ1(x)
)2

< ∞, тобто f · g ∈ (L1[0; 1], λ1).

Якщо {f, g} ⊂ (L2[0; 1], λ1), то не завжди f ·g ∈ (L1[0; 1], λ1). Наведемо
приклад.

Виберемо f(x) = 1
4
√

x
, g(x) = 1

4
√

x
. {f, g} ⊂ (L2[0; 1], λ1), оскiльки∫

[0;1]
1√
x
dλ1(x) = 2 < ∞.

Функцiя f · g = 1√
x
∈ (L1[0; 1], λ1), але функцiя f · g = 1√

x
∈(L2[0; 1], λ1),

бо iнтеграл
∫

[0;1]
1
xdλ1(x) = ∞.

Завдання 11. Нехай p ≥ 1. Для яких α ∈ R функцiя f(t) = 1
tα , t > 0

належить (Lp[0; 1], λ1)? (Lp[1;∞], λ1)?
Розв’язання. Функцiя f ∈ (Lp[0; 1], λ1), якщо

∫
[0;1] |f(x)|pdλ1(x) < ∞.

Тодi функцiя f(t) = 1
tα ∈ (Lp[0; 1], λ1), якщо збiгається iнтеграл

∫
[0;1]

1
tαp

dλ1(x). Вiн збiжний при αp < 1, тобто при α < 1
p .

Аналогiчно, f ∈ (Lp[1;∞], λ1) якщо збiгається iнтеграл
∫

[1;∞]
1

tαpdλ1(x).

Цей iнтеграл буде збiжним, коли αp > 1, тобто при α > 1
p .
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Завдання 12. Для яких дiйсних α збiгається невласний iнтеграл∫∞
1

cosx
xα dx? Для яких дiйсних α функцiя cosx

xα iнтегровна за Лебегом на
[1; +∞)?
Розв’язання. З нерiвностi |cosx|xα ≤ 1

xα випливає, що для α > 1 iнтеграл∫∞
1

cosx
xα dx збiгається абсолютно. Якщо 0 < α ≤ 1, розглянутий iнтеграл

збiгається умовно (за ознакою Дiрiхле). Для таких α абсолютної збiжнос-
тi немає, оскiльки

|cosx|
xα

≥ cos2x

xα
=

1 + cos2x

2xα
=

1

2xα
+

cos2x

2xα
,

а iнтеграл
∫∞

1
dx
xα розбiгається, якщо α ≤ 1.

Нагадаємо, що функцiя iнтегрується за Лебегом одночасно зi своїм мо-
дулем. Тому функцiя cosx

xα iнтегрується за Лебегом на промiжку [1; +∞)
лише для α > 1.

Завдання 13. Нехай fn(t) =
√

nχ[0; 1
n )(t), t ∈ R, f(t) = 0, t ∈ R. Довес-

ти, що fn(t) −→ f(t) при n −→ ∞ в (L1(R), λ1), але ця послiдовнiсть
не збiгається в (L2(R), λ1).
Розв’язання. Послiдовнiсть fn(t) збiгається в (Lp(R), λ1) до f(t) при
n −→∞ для p ≥ 1, якщо lim

n→∞
∫
R |fn(x)− f(x)|pdλ1(x) = 0.

Знайдемо границю:

lim
n→∞

∫

R
|fn(t)− f(t)|dλ1(t) = lim

n→∞

∫

[0; 1
n )

√
ndλ1(t) =

= lim
n→∞

√
n

∫

[0; 1
n )

dλ1(t) = lim
n→∞

√
n · 1

n
= 0.

Ми довели, що послiдовнiсть збiгається в (L1(R), λ1). Дослiдимо на збiж-
нiсть цю ж послiдовнiсть в просторi (L2(R), λ1). Обчислимо границю:

lim
n→∞

∫

R
|fn(x)− f(x)|2dλ1(t) = lim

n→∞

∫

[0; 1
n )

ndλ1(t) =

= lim
n→∞

n

∫

[0; 1
n )

dλ1(t) = lim
n→∞

n · 1

n
= 1 6= 0.

Отже, послiдовнiсть є розбiжною в просторi (L2(R), λ1).

Завдання 14. Дослiдити послiдовностi функцiй {fn : n ≥ 1} на збiж-
нiсть в (Lp(R), λ1), якщо p = 1, 2 у завданнi 1) i для довiльного p ∈ N
у завданнi 2):

1)fn(t) =

{
tn − t2n, t ∈ [0; 1];

0, t∈[0; 1].
2)fn(t) =

{
1− nt, t ∈ [0; 1/n];

0, t∈[0; 1/n].
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Розв’язання. 1) Для t ∈ [0, 1] послiдовнiсть fn(x) −→ 0 при n −→ ∞.

Вiзьмемо p = 1 i знайдемо таку границю:

lim
n−→∞

∫

[0;1]
|fn(t)− 0|dλ1(t) = lim

n−→∞

∫

[0;1]
(tn − t2n)dλ1(t) =

lim
n−→∞

(
1

n + 1
− 1

2n + 1

)
= 0.

Якщо p = 2, то

lim
n−→∞

∫

[0;1]
|fn(t)− 0|2dλ1(t) = lim

n−→∞

∫

[0;1]
(tn − t2n)2dλ1(t) =

lim
n−→∞

(
1

2n + 1
− 2

1

3n + 1
+

1

4n + 1

)
= 0.

Отже, послiдовнiсть збiжна в (Lp(R), λ1) для p = 1, 2.

2) Знайдемо границю послiдовностi: limn−→∞fn(t) =

{
0, t 6= 0;
1, t = 0.

Послiдовнiсть fn майже скрiзь на R збiгається до нуля. Знайдемо гра-
ницю:

lim
n→∞

∫

R
|fn(t)− 0|pdλ1(t) = lim

n→∞

∫

[0; 1
n ]

(1− nt)pdλ1(t) =

lim
n→∞

∫ 1
n

0
(1− nt)pdt = lim

n−→∞
1

(p + 1)n
= 0.

Отже, послiдовнiсть збiжна до нуля в просторi (Lp(R), λ1) для будь-
якого p ∈ N.

Завдання 15. Знайти границi:

1) lim
n→∞

∫

[0;100]

x40

1 + x40 (sin x)ndµ, 2) lim
n→∞

∫

[0;∞)
e−nxarctgxdµ.

Розв’язання. 1) Нехай fn(x) = x40

1+x40 (sin x)n, x ∈ [0; 100]. Функцiї fn

iнтегруються за Рiманом на [0, 100], тому вони iнтегруються i за Лебегом
на [0; 100]. Крiм того, fn(x) → 0 майже скрiзь на [0; 100] i |fn(x)| ≤ x40

1+x40 ,

n ∈ N. Мажоранта x40

1+x40 є неперервною, тому iнтегровною за Лебегом
на [0; 100]. Всi умови теореми Лебега про мажорoвану збiжнiсть викону-
ються, тому можна переходити до границi пiд знаком iнтеграла:

lim
n→∞

∫

[0;100]

x40

1 + x40 (sin x)ndµ =

∫

[0;100]
lim
n→∞

x40

1 + x40 (sin x)ndµ = 0.

2) Розглянемо послiдовнiсть fn(x) = e−nxarctgx, x ∈ [0;∞). Функцiї
fn iнтегровнi за Лебегом на [0;∞) (вони iнтегруються i за Рiманом на
[0;∞)), крiм того, f1(x) ≥ f2(x) ≥ . . . i 0 ≤ ∫

[0;100] fn(x)dµ ≤ π/2. Тому за
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теоремою Б.Левi про монотонну збiжнiсть можна переходити до границi
пiд знаком iнтеграла:

lim
n→∞

∫

[0;∞)
e−nxarctgxdµ =

∫

[0;∞)
lim
n→∞

e−nxarctgxdµ = 0

Зауваження. В цьому прикладi можна використати також i теорему Ле-
бега про мажоровану збiжнiсть.
Завдання 16. Чи можна перейти до границi пiд знаком iнтеграла в
iнтегралi

∫
R n2χ[0;1/n](x)dµ?

Розв’язання. Очевидно, послiдовнiсть fn(x) = n2χ[0;1/n](x) збiгається
до 0 майже скрiзь на R. Обчислимо

∫
R fn(x)dµ:∫

R
fn(x)dµ =

∫

[0;1/n)
n2dµ = n.

Отже,

lim
n→∞

∫

R
fn(x)dµ = ∞,

а ∫

R
lim
n→∞

fn(x)dµ = 0,

тобто перейти до границi пiд знаком iнтеграла не можна.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Нехай λ1-мiра Лебега на числовiй прямiй R, а λ2-мiра Ле-
бега на площинi R2. Обчислити iнтеграли

∫
A f(x)dλ1(x),

∫
A |f(x)|dλ1(x),∫

B f(x, y)dλ2(x, y),
∫

B |f(x, y)|dλ2(x, y) якщо:

1. f(x) = (−1)[x][x− 2], A = [−3; 5];

2. f(x) = (−1)[x] |[x]| , A = [−4; 4);

3. f(x) = (−1)[x2], A =
[
0; 2

√
2
]
;

4. f(x) = sign cos πx, A = [−3; 3];

5. f(x) = sign sin π
x , A = (0; 1];

6. f(x) = [x]sign cos πx, A = [0; 6];

7. f(x) = [x][2 sin x], A = [0; π];

8. f(x, y) = [x + y], B = [0; 2]× [0; 2];

9. f(x, y) =
√

[x− y2], B = [0; 2]× [x2; 4];
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10. f(x, y) =
√

[x− y2], B = [y2; 4]× [0; 2].

Завдання 2. Обчислити
∫
R f(x)dλ1(x), якщо:

1. A = ∪∞n=−∞[n; n + 3−n), f(x) = sin[2χA(x)], x ∈ R;

2. A = ∪n∈N(n2; n2 + 1
n(n+1)), f(x) = −χA(x), x ∈ R;

3. A = ∪n∈N(n + 3−n; n + 2−n), f(x) = sinh χA(x) + χA(x), x ∈ R;

4. A = ∪n∈N(n!; n! + 1
n!), f(x) = arctan χA(x), x ∈ R;

5. A = ∪n∈N[ 5
n − 1

n(n+1) ;
5
n), f(x) = 10χA(x), x ∈ R.

Обчислити
∫

[0;1] f(x)dλ1(x), якщо:

6. f(x) =

{
x10, x ∈ Q;

(1 + x2)−1, x ∈ R \Q;

7. f(x) =

{
x, cos x ∈ Q;

tan x, cos x ∈ R \Q;

8. f(x) =

{
x2, sin x ∈ Q;

sin2 x, sin x ∈ R \Q;

9. f(x) =

{
cosh x, x ∈ Q;

(1 + x2)−1, x ∈ R \Q;

10. f(x) =

{
x2, x ∈ Q;
x4, x ∈ R \Q.

Завдання 3. Визначити, для яких p ≥ 1 функцiя f ∈ (Lp[0, 1], λ1),
якщо:

1. f(x) =

{ 1
x , x ∈ (0; 1) \Q;

sin x, x ∈ (0; 1) ∩Q;

2. f(x) =

{
(1− x)−1, x ∈ (0; 1) \Q;

cos x, x ∈ (0; 1) ∩Q;

3. f(x) = (1− x)−2, x ∈ (0; 1);

4. f(x) = ex

x2(1−x)4 , x ∈ (0; 1).

Визначити, для яких α, β функцiя f ∈ (Lp(R), λ1), p ≥ 1 при
x ∈ R:

5. f(x) = |arctgx|α
(1+x2)β ;
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6. f(x) = |1−x|β
(1+x4)|x|α .

Визначити при яких p ≥ 1 послiдовнiсть {fn : n ≥ 1} ⊂ (Lp(R), λ1)
збiгається в (Lp(R), λ1) якщо n ∈ N, x ∈ R:

7. fn(x) = n2e−nx2

;

8. fn(x) =
√

nχ[0;1/n)(x);

9. fn(x) =
√

nχ[0;1/n2)(x);

10. fn(x) = n−2e
−x
n χ[0;∞)(x).
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5 Функцiї обмеженої змiни. Iнтеграл Стiльт’єса

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Функцiї обмеженої варiацiї. Основнi властивостi.

2. Мiра Лебега-Стiльт’єса.

3. Iнтеграл Лебега-Стiльт’єса. Основнi властивостi.

4. Абсолютно неперервнi функцiї. Абсолютна неперервнiсть i сингу-
лярнiсть мiр.

5. Теорема Радона-Никодима.

Теоретичнi вiдомостi

Функцiя f задана на вiдрiзку [a, b] називається функцiєю обмеженої змi-
ни, якщо iснує така стала c, що для довiльного розбиття вiдрiзку [a, b]
точками a = x0 < x1 < . . . < xn = b, виконується нерiвнiсть

n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ c.

Довiльна монотонна функцiя має обмежену змiну, оскiльки для неї визна-
чена сума не залежить вiд вибору розбиття i завжди дорiвнює |f(b) −
f(a)|.

Нехай f – функцiя обмеженої змiни. Точна верхня грань сум
n∑

k=1
|f(xk)−

f(xk−1)| вiдносно можливих скiнченних розбиттiв вiдрiзка [a, b] назива-
ється повною змiною чи повною варiацiєю функцiї f на вiдрiзку [a, b] i
позначається V b

a [f ]. Таким чином,

V b
a [f ] = sup

n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|.

Основнi властивостi.

1. Якщо α-стала, то
V b

a [αf ] = |α|V b
a [f ].

2. Якщо f i g функцiї обмеженої змiни, то f + g також є функцiєю
обмеженої змiни, причому

V b
a [f + g] ≤ V b

a [f ] + V b
a [g].
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3. Якщо a < b < c, то
V b

a [f ] + V c
b [f ] = V c

a [f ].

4. Функцiя v(x) = V x
a [f ] монотонно неспадна.

Для визначення iнтеграла Лебега-Стiльт’єса визначимо мiру Лебега-
Стiльт’єса.

Нехай на деякому вiдрiзку [a; b] визначена неспадна функцiя F , яка
є неперервною злiва. Визначимо мiри всiх вiдрiзкiв, iнтервалiв i напiвiн-
тервалiв, що належать основному вiдрiзку [a; b], рiвностями:

µF ((α; β)) = F (β)− F (α + 0), µF ([α; β]) = F (β + 0)− F (α),

µF ((α; β]) = F (β + 0)− F (α + 0), µF ([α; β)) = F (β)− F (α).

Ми можемо продовжити цю мiру на деяку σ-алгебру αF , яка мiстить
всi вiдкритi i всi замкненi (тобто i всi борелiвськi) пiдмножини вiдрiзка
[a; b]. Мiру µF одержану за допомогою такої побудови називають мiрою
Лебега-Стiльт’єса, що вiдповiдає функцiї F , саму функцiю F називають
породжуючою функцiєю цiєї мiри.

Нехай µF -мiра на вiдрiзку [a; b], яка породжена монотонною, непере-
рвною злiва функцiєю F, а на [a, b] визначена обмежена функцiя f(x).
Для цiєї мiри звичайним чином визначається клас iнтегровних (сумов-
них) функцiй i вводиться iнтеграл Лебега

∫ b

a f(x)dµF . Такий iнтеграл,
який береться за мiрою µF , що вiдповiдає функцiї F , називається iнте-
гралом Лебега-Стiльт’єса i позначається символом

∫ b

a f(x)dF (x).
Запишемо формули для обчислення iнтеграла Лебега-Стiльт’єса.

1. Якщо F -функцiя стрибкiв, тодi∫ b

a

f(x)dF (x) =
∑

i

f(xi)hi, (5.1)

де xi-точки розриву функцiї F, а hi - величина стрибка F в точцi xi.

2. Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b], а функцiя F має на
[a; b] скрiзь за винятком скiнченного числа точок c1, c2, . . . , cn, iнте-
гровну за Рiманом похiдну. Тодi

∫ b

a

f(x)dF (x) =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx + f(a)(F (a + 0)− F (a))+

+ f(b)(F (b)− F (b− 0)) +
n∑

k=1

f(ck)(F (ck + 0)− F (ck − 0)). (5.2)
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Приклади розв’язання типових задач

Завдання 1. Визначити, якi з наступних функцiй мають обмежену
змiну i знайти повну варiацiю цих функцiй:

a)f(x) =





0, x = 0;
1− x, x ∈ (0; 1);

5, x = 1;
б)f(x) =

{
sinπ

x , x ∈ (0; 1];
0, x = 0;

в)f(x) =

{
1, x ∈ Q[0;1];
0, x∈Q[0;1];

г)f(x) = sin2x, x ∈ [0; 2π].

Розв’язання. а) Спочатку проведемо довiльне розбиття iнтервалу [0; 1]
точками 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 на n частин i знайдемо таку суму:

σ =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| = (1− x1− 0) + (1− x1− 1 + x2) + (1− x2− 1+

+x3) + . . . + (5− 1 + xn−1) = 5− 2x1 + 2xn−1.

Ми врахували, що функцiя f(x) = 1− x на (0, 1) спадна i тому |f(xk)−
f(xk−1)| = f(xk−1) − f(xk) = (1 − xk−1) − (1 − xk) = xk − xk−1 при k =
2, 3, . . . , n−1. За означенням V (f(x), [a; b]) = sup

τ
σ = sup

τ

∑n−1
k=0 |f(xk+1)−

f(xk)|, де τ – розбиття iнтервалу [0; 1]. Маємо: sup
n

(5− 2x1 + 2xn−1) = 7,

тобто V (f(x), [0; 1]) = 7.
б) Побудуємо розбиття сегменту [0; 1] точками xk = 2

2k+1 , k = 1, 2, . . . , n,

на n + 1 частин i обчислимо значення функцiї в них:

x0 = 0 <
2

2n + 1
<

2

2n− 1
< . . . <

2

3
< 1 = xn;

sin
π

x0
= 0; sin

π

xk+1
= (−1)k+1; sin

π

xk
= (−1)k; sin

π

xn
= 0.

Тодi σ =
∑n

k=0 |f(xk+1)−f(xk)| = 2n, a sup
n

2n = ∞. Отже, функцiя f(x)

не має обмеженої змiни i V (f(x), [0; 1]) = ∞.
в) Покажемо, що задана функцiя є функцiєю необмеженої змiни. Для
цього побудуємо розбиття iнтервалу [0; 1] на 2n частин таким чином: за
точки з парними iндексами виберемо рацiональнi числа, а з непарними –
iррацiональнi. Отримаємо

x2k =
m

n
, m, n ∈ N ; x2k−1∈Q[0;1]; f(x2k) = 1, f(x2k−1) = 0.

Отже,

σ =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| = n, sup
n

n = ∞.

г) Використаємо те, що функцiя f(x) = sin 2x перiодична з перiодом, що
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дорiвнює π i за властивiстю варiацiї:
V (sin 2x, [0; 2π]) = 2V (sin 2x, [0; π]).

Варiацiя монотонної функцiї на сегментi [a; b] знаходиться за формулою:
V (f(x), [a; b]) = |f(b)−f(a)|. Функцiя f(x) = sin 2x зростає на iнтервалах
[0; π

4 ], [3π
4 ; π] i спадає на iнтервалi [π4 ; 3π

4 ]. Одержимо:

V (sin 2x, [0; 2π]) = 2V (sin 2x, [0; π]) = 2
[
V (sin 2x, [0;

π

4
])+

+V (sin 2x, [
π

4
;
3π

4
]) + V (sin 2x, [

3π

4
; π])

]
= 8.

Завдання 2. Нехай f(x) =
∫ x

a ϕ(u)du, x ∈ [a; b], де ϕ - iнтегровна
за Рiманом функцiя на [a; b]. Довести, що V (f, [a; b]) < ∞ i знайти
V (f, [a; b]).
Розв’язання. Обчислимо таку суму:

σ =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| =
n−1∑

k=0

∣∣∣∣
∫ xk+1

a

ϕ(u)du−
∫ xk

a

ϕ(u)du

∣∣∣∣ =

=
n−1∑

k=0

∣∣∣∣
∫ xk+1

xk

ϕ(u)du

∣∣∣∣ ≤
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

|ϕ(u)| du =

∫ b

a

|ϕ(u)| du,

де x0, x1, . . . , xn -довiльне розбиття iнтервалy [a; b]. Оскiльки функцiя
ϕ(u) iнтегровна за Рiманом на [a; b], то, як вiдомо з курсу математично-
го аналiзу, iнтегровною також буде й |ϕ(u)|, тобто ∫ b

a |ϕ(u)|du = const.

Таким чином, V (f, [a; b]) ≤ ∫ b

a |ϕ(u)|du = cosnt.

Завдання 3. Нехай V (f, [−1; 1]) < ∞. Знайти функцiю F (x) = V (f, [−1;
x]), якщо f(x) = |x|.
Розв’язання. Функцiя f(x) = |x| спадає на сегментi [−1; 0] i зростає на
сегментi [0; 1]. Через це

V (|x|, [−1; x],−1 ≤ x ≤ 0) = 1− |x| = 1 + x;

V (|x|, [−1; x], 0 < x ≤ 1) = 1 + V (|x|, [0; x]) = 1 + x.

Остаточно отримаємо: V (|x|, [−1; x]) = 1 + x.

Завдання 4. Записати у виглядi рiзницi двох зростаючих функцiй
таку функцiю: f(x) = sin x, x ∈ [0; 2π].
Розв’язання. Будь-яку функцiю f(x) з обмеженою варiацiєю можна
записати у виглядi рiзницi двох зростаючих функцiй: f(x) = ϕ(x)−φ(x),
де

ϕ(x) =
1

2
(V (f(x), [0; x]) + f(x)− f(0)),
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φ(x) =
1

2
(V (f(x), [0; x])− f(x) + f(0)).

Отже, V (sin x, [0; x], x ≤ π
2 ) = sin x, бо функцiя sin x зростаюча на [0; π

2 ];

V (sin x, [0; x], x ≤ 3π

2
) = V (sin x), [0;

π

2
]) + V (sin x, [

π

2
; x]) =

= 1 + |1− sin x| = 2− sin x;

V (sin x, [0; x],
3π

2
≤ x ≤ 2π) = V (sin x, [0;

3π

2
]) + V (sin x, [

3π

2
; x]) =

= 3 + |1 + sin x| = 4 + sin x.

Одержимо:

ϕ(x) =





sinx, x ∈ [0; π/2];
1, x ∈ (π/2; 3π/2];

2 + sinx, x ∈ (3π/2; 2π];

φ(x) =





0, x ∈ [0; π/2];
1− sinx, x ∈ (π/2; 3π/2];

2, x ∈ (3π/2; 2π].

Завдання 5. Нехай A – довiльна множина з R. Знайти µF (A), якщо

F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0];
−[−x], x ∈ (0; 2];

5, x ∈ (2; +∞).

Розвязання. Функцiя F – неперервна злiва i має розриви першого роду
в точках 0,1,2. Якщо множина A не мiстить точок розриву, то µF (A) = 0.
Якщо 0 ∈ A, а точки x = 1 i x = 2 їй не належать, то µF (A) = 1.
Наприклад,

µF

([
0;

1

2

))
= F

(
1

2

)
− F (0) = 1− 0 = 1,

µF ((−1; 0]) = F (+0)− F (−1 + 0) = 1− 0 = 1.

Аналогiчно розглядаються iншi випадки.
Якщо точки 0, 1, 2 належать множинi A, тодi µF (A) = 5. Для прикла-

ду знайдемо
µF ([0; 3)) = F (3 + 0)− F (0) = 5− 0 = 5,

µF ((−1; 2]) = F (2 + 0)− F (−1 + 0) = 5− 0 = 5.

Завдання 6. Нехай θ = {[a; b) : −∞ < a < b < +∞}⋃ ∅ а F –
неспадна неперервна злiва на R функцiя. Визначимо на θ мiру Лебега-
Стiльт’єса µF так: µF [a; b) = F (b)−F (a), µ(∅) = 0. Довести, що клас
ΘF всiх µF -вимiрних множин, якi отримуються за допомогою лебего-
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вого продовження мiри µF , збiгається з 2R сукупнiстю всiх пiдмножин
множини R. Знайти µF (A) для кожного A ⊂ R, якщо

F (x) =

{
0, −∞ < x ≤ 0;
1, 0 < x < +∞.

Розв’язання. З означення мiри µF на пiвкiльцi θ випливає, що

µF [a; b) =

{
0, 0∈[a; b);
1, 0 ∈ [a; b).

Легко бачити, що µF адитивна на ΘF .
Продовжимо µF на породжене кiльце k(θ). Якщо A ∈ k(θ), то A =⋃n

k=1[ak; bk), причому пiвiнтервали [ak, bk) попарно не перетинаються.
Якщо 0∈A, то 0∈[ak; bk), k = 1, . . . , n i µF (A) =

∑n
k=1 µF [ak; bk) = 0.

Якщо 0 ∈ A, то iснує лише один пiвiнтервал [ak; bk), який мiстить 0, а
тодi µF (A) = 1. Отже,

µF (A) =

{
0, 0∈A;
1, 0 ∈ A.

Аналогiчно перевiряється, що µF є злiченно-адитивною на k(θ), тому
можна будувати лебегове продовження мiри µF .

Знайдемо спочатку зовнiшню мiру µ∗F (A), де A ⊂ R. Якщо A =
(0, +∞), розглянемо покриття

⋃∞
k=1[1/k; k) цiєї множини. Тодi µ∗F (A) ≤∑∞

k=1 µF [1/k; k) = 0. Таким чином, µ∗F (0; +∞) = 0. Аналогiчно µ∗F (−∞; 0)
= 0. Нехай тепер A = 0. Кожне покриття

⋃
k Ak множини A мiстить хоча

б одну таку множину Ak, яка мiстить 0. Тому
∑

k µF (Ak) ≥ 1 i µ∗F (A) ≥ 1.
Але A = 0 ⊂ [−1; 1), тодi µ∗F (A) ≤ 1. Отже, µ∗F (0) = 1.

Нехай тепер A – довiльна множина з 2R. Якщо A ⊂ (−∞, 0) або A ⊂
(0, +∞), то з монотонностi зовнiшньої мiри одержимо, що µ∗F (A) = 0.
Якщо ж 0 ⊂ A то µ∗F (A) ≥ 1. Але для такої множини A можна взяти
покриття

⋃+∞
k=−∞[k; k + 1) i одержати µ∗F (A) ≤ 1. Тобто, якщо 0 ∈ A, то

µ∗F (A) = 1.
Доведемо, що кожна множина A ∈ 2R є µF -вимiрною. Справдi, якщо

A ⊂ (0; +∞) або A ⊂ (−∞; 0), то µ∗F (A) = 0, тому A-вимiрна i µF (A) =
0. Якщо ж 0 ∈ A, то

∀ε < 0 µ∗F (A∆[−1; 1)) = 0 < ε,

тобто A є µF -вимiрною множиною i µF (A) = µ∗F (A) = 1.

Зауваження. Цей приклад свiдчить, що мiра Лебега-Стiльт’єса µF

суттєво вiдрiзняється вiд мiри Лебега µ1 на R. Справдi, не всi пiдмно-
жини R є µ1-вимiрними. Крiм того µ1(0) = 0, а в нашому прикладi
µF (0) = 1.
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Завдання 7. Обчислити наступнi iнтеграли Стiльт’єса:

1.

∫ 1

0
x2dF (x), F (x) =





1, x = 0;
2, x ∈ (0; 1);
3, x = 1;

2.

∫ +∞

−∞
2xdF (x), F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[x] , x ∈ [0; 100);
100, x ≥ 100;

3.

∫ 3

0
f(x)dF (x), f(x) =





x, x ∈ [0; 1];
1, x ∈ (1; 2);
2, x ∈ [2; 3];

F (x) =





1, x ∈ [0; 1];
x, x ∈ (1; 2];
2, x ∈ (2; 3].

Розвязання. 1. При обчисленнi iнтеграла Стiльт’єса цього завдання бу-
демо користуватись формулою (5.1): Функцiя F (x) є сталою з стрибками
в точках 0,1. Оскiльки F ′(x) = 0, то∫ 1

0
x2dF (x) = 0 · (2− 1) + 1 · (3− 2) = 1.

2. Задана функцiя приймає сталi значення i має розриви першого роду
в точках x = 1, 2, 3, . . . , 100 зi стрибками рiвними одиницi i F ′(x) = 0,
тодi одержимо:

∫ +∞

−∞
2xdF (x) =

100∑

k=1

2k =
2(1− 2100)

1− 2
= 2(2100 − 1).

3. Функцiя f(x) приймає три значення i має розрив першого роду в
точцi x = 2. Враховуючи це, запишемо iнтеграл у виглядi трьох iнте-
гралiв Стiльт’єса:∫ 3

0
f(x)dF (x) =

∫ 1

0
xdF (x) +

∫ 2

1
dF (x) +

∫ 3

2
2dF (x).

Обчислимо кожен iнтеграл окремо за формулою (5.2). Oскiльки функцiя
F (x) не має точок розриву, то не буде доданкiв в яких треба враховувати
стрибки функцiї F (x), тобто:∫ 1

0
xdF (x) =

∫ 1

0
0 · dx = 0,

∫ 2

1
dF (x) =

∫ 2

1
1 · 1 · dx + 2 · 0 = 1,

∫ 3

2
2dF (x) = 2

∫ 3

2
0 · dx = 0.

Отримаємо: ∫ 3

0
f(x)dF (x) = 1.
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Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Визначити, якi з функцiй f мають обмежену варiацiю
та знайти їх повну варiацiю:

1. f(x) =





x− 1, при 0 ≥ x < 1;
10, при x = 1;
x2, при 1 < x ≤ 2;

2. f(x) =

{ |x|−1, при 0 < |x| ≤ 1;
0, при x = 0;

3. f(x) =

{
x sin π

x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

4. f(x) =

{
x2 cos π

x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

5. f(x) =

{
x2 sin 1

x , при x ∈ (0, 1];
0, при x = 0;

6. f(x) =




−x2, при x ∈ [0, 1);

0, при x = 1;
1, при x ∈ (1, 2];

7. f(x) = e−|x|, x ∈ [−2; 2];

8. f(x) = e|x|, x ∈ [−3; 3];

9. f(x) =





−x2, при x ∈ [0, 1);
5, при x = 1;

x + 3, при x ∈ (1, 2];

10. f(x) =

{
x sin 1

x , при x ∈ (0, π
2 ];

0, при x = 0.

Завдання 2. Знайти F (x) = V (f, [a, x]), x ∈ [a, b], якщо:

1. f(x) = max(x, 2− x2), 0 ≤ x ≤ 2;

2. f(x) = | sin x|, 0 ≤ x ≤ 2π;

3. f(x) = | sin 2x|, 0 ≤ x ≤ π;

4. f(x) = | cos 2x|, 0 ≤ x ≤ π;
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5. f(x) = max(0, 1− |x|), 0 ≤ x ≤ 2;

6. f(x) = max
(5

2x, 9− x2
)
, 0 ≤ x ≤ 3.

Нехай A- довiльна множина з R. Знайти µF (A), якщо:

7. F (x) =





0, x ∈ (−∞; 1/2];
−[−2x], x ∈ (1/2; 3/2];

4, x ∈ (3/2;∞);

8. F (x) =





1, x ∈ (−∞; 0];
−[−ex], x ∈ (0; 1];

5, x ∈ (1;∞);

9. F (x) =





0, x ∈ (−∞; 1];
2, x ∈ (1; 3];
5, x ∈ (3;∞);

10. F (x) =

{ −2, −∞ ≤ x ≤ e;
3, e < x < ∞.

Завдання 3. Обчислити iнтеграл
∫
R f(x)dF (x), якщо:

1. f(x) = sin x, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[x] , x ∈ [0; 100);
100, x ∈ [100; +∞);

2. f(x) = F 2(x), F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[x] , x ∈ [0; 100);
100, x ≥ 100;

3. f(x) = x2, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);[
x2

]
, x ∈ [0; 100);

104, x ≥ 100;

4. f(x) = x4, F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);[
x2

]
, x ∈ [0; 100);

104, x ≥ 100;

5. f(x) = F (x), F (x) =





0, x ∈ (−∞; 0);
[2x] , x ∈ [0; 10);

20, x ≥ 10;
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6. f(x) = sin 2x, F (x) =





0, x = 0;
1
2(1 + x), x ∈ (0; π);

x2

2 , x ∈ (
π; 3π

2

)
;

20, x ∈ [3π
2 ; 2π

]
.

7. f(x) = F (x), F (x) =





0, якщо x ∈ (−∞; 0);
b2xc, якщо x ∈ [0; 10);

20, якщо x ∈ [10; +∞];

8. f(x) = x4, F (x) =





0, якщо x ∈ (−∞; 0);
bx2c, якщо x ∈ [0; 100);
104, якщо x ∈ [100; +∞).

Обчислити iнтеграли :

9.
∫ 1
−1(x

2 + 1)dF (x), F (x) =

{
1, −1 ≤ x ≤ 0;

arctan 1
x , 0 < x ≤ 1.

10.
∫ a

0 x2d ln(1 + x), a > 0.

Завдання 4. Обчислити iнтеграл
∫

[a;b] f(x)dF (x), якщо:

1. f(x) = x, F (x) = cos x, [a, b] =
[
0; π

2

]
;

2. f(x) = sin x, F (x) = |x|, [a, b] = [−1; 1];

3. f(x) = x3 + 1, F (x) =





x + 2, якщо x ∈ [−2;−1];
2, якщо x ∈ (−1; 0);

x2 + 3, якщо x ∈ [0; 2];
[a, b] =

[−2, 2];

4. f(x) = 2x, F (x) = sign cos x, [a, b] = [0; 2π];

5. f(x) = x2 + 1, F (x) =

{
1, якщо x ∈ [−1; 0];

arctg 1
x , якщо x ∈ (0; 1];

[a, b] =

[−1, 1];

6. f(x) = 1
[x]! , F (x) = x, [a, b) = [1,∞);

7. f(x) = x2, F (x) =





−1, якщо x < −π
2 ;

sin x, якщо − π
2 ≤ x < π

2 ;
1, якщо x ≥ π

2 ;
(a, b) = (−∞, +∞).

Зобразити функцiю обмеженої варiацiї f(x) на вiдрiзку [a, b] у виг-
лядi рiзницi двох зростаючих функцiй:

8. f(x) = cos x, a = 2π, b = 4π;
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9. f(x) =




−x2, при x ∈ [0; 1);

0, при x = 1;
1, при x ∈ (1; 2],

a = 0, b = 2.

10. Довести, якщо V (f, [a; b]) < ∞, то V (|f |, [a; b]) < ∞. Чи має мiсце
обернене твердження? Навести приклад.
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6 Метричнi простори

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Нерiвностi Кошi-Буняковського, Кошi-Гельдера, Мiнковського.

2. Означення метрики, метричного простору.

3. Приклади метричних просторiв.

4. Збiжнiсть i фундаментальнiсть у метричних просторах. Повнота
метричного простору.

5. Топологiя в метричному просторi(внутрiшнi, межовi, граничнi, iзо-
льованi та точки дотику). Замикання множини. Вiдкритi i замкненi
множини у метричних просторах.

6. Компактнiсть у метричних просторах. Критерiї компактностi.

7. Цiлком обмеженi множини в метричних просторах. Критерiй ком-
пактностi Хаусдорфа.

8. Компактнiсть у просторi C[a,b]. Теорема Арцела.

9. Оператор стиску, його властивостi.

10. Нерухома точка стискаючого вiдображення(оператора стиску). Тео-
рема Банаха.

11. Застосування методу послiдовних наближень до розв’язування ал-
гебраїчних, диференцiальних, iнтегральних рiвнянь.

12. Зв’язок мiж точнiстю наближення до розв’язку рiвняння та кiль-
кiстю iтерацiй.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn – довiльнi комплекснi числа, тодi для

будь-яких p, q ∈ R таких, що p > 1, q > 1 та
1

p
+

1

q
= 1 має мiсце

нерiвнiсть Кошi-Гельдера:
n∑

k=1

|ak · bk| ≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1

p

·
(

n∑

k=1

|bk|q
)1

q

.
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Для дiйснозначних функцiй f(x) та g(x), визначених на [a, b] нерiвнiсть
Кошi-Гельдера має вигляд:

b∫

a

|f(x)g(x)| dx ≤



b∫

a

|f(x)|p dx




1
p

·



b∫

a

|g(x)|q dx




1
q

.

Як частковий випадок, коли p = q = 2 нерiвнiсть Кошi-Гельдера
носить назву Кошi-Буняковського.

Нехай a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn – довiльнi комплекснi числа такi, що
n∑

k=1
|ak + bk| > 0, тодi для довiльного p ∈ R такого, що p > 1 має мiсце

нерiвнiсть Мiнковського:
(

n∑

k=1

|ak + bk|p
)1

p

≤
(

n∑

k=1

|ak|p
)1

p

+

(
n∑

k=1

|bk|p
)1

p

.

Для дiйснозначних функцiй f(x) та g(x), визначених на [a, b] нерiвнiсть
Мiнковського має вигляд:




b∫

a

|f(x) + g(x)|p dx




1
p

≤



b∫

a

|f(x)|p dx




1
p

+




b∫

a

|g(x)|p dx




1
p

.

Метричним простором (X, ρ) називається множина елементiв до-
вiльної природи, на якiй введена метрика ρ – функцiя двох змiнних,
визначена на множинi X × X, що задовольняє таким умовам(аксiомам
метрики):

1. (∀x, y ∈ X) ρ (x, y) ≥ 0, причому ρ (x, y) = 0 ⇔ x = y;

2. (∀x, y ∈ X) ρ (x, y) = ρ (y, x)(умова симетричностi);

3. (∀x, y, z ∈ X) ρ (x, y) ≤ ρ (x, z) + ρ (z, y) (нерiвнiсть трикутника).

Найпростiшими прикладами метричних просторiв є:

1. Множина дiйсних чисел R з метрикою ρ (x, y) = |x− y| ; x, y ∈ R.

2. Простiр n-вимiрних векторiвRn з метрикою ρ (x, y)=

√
n∑

k=1
|xk−yk|2,

xk, yk ∈ R, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn).

2
′
. Аналогiчний метричний простiр iз n-вимiрних векторiв визначаєть-

ся метрикою ρ1 (x, y) =
n∑

k=1
|xk − yk| . Позначається цей простiр (Rn

1 , ρ1) .
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2
′′
. Якщо у просторi Rn ввести метрику ρ0(x, y) = max

1≤k≤n
|yk − xk| , тодi

отримаємо метричний простiр (Rn
0 , ρ0) .

2
′′′
. Якщо у просторi Rn ввести метрику ρp(x, y) =

(
n∑

k=1
|yk − xk|p

)1
p

,

де p ≥ 1 – будь-яке фiксоване число, тодi маємо метричний простiр(
Rn

p , ρp

)
.

3. Множина послiдовностей lp = {x = (x1, x2, ...) , xk ∈ R, k = 1, 2, . . .} ,

для яких виконується умова
∞∑

k=1
|xk|p < ∞ з метрикою ρ (x, y) =

= p

√
∞∑

k=1
|xk − yk|p, де p ≥ 1 – будь-яке фiксоване число.

4. Множина функцiй Lp [a, b] , для яких виконується умова
∫ b

a |x (t)|p dt <

∞ з метрикою ρ (x, y) = p

√∫ b

a |x (t)− y (t)|p dt;

5. Множина функцiй C[a,b],неперервних на сегментi [a, b] , з метрикою
ρ (x, y) = sup

t∈[a,b]
|x (t)− y (t)| .

Зауважимо, що на кожнiй iз цих множин метрику можна ввести не
єдиним способом. Та якщо конкретний вигляд метрики не вказано, вва-
жається, що метрика задана стандартно – як наведено вище.

6.1 Збiжнiсть у метричних просторах. Вiдкритi i замкненi мно-
жини у метричних просторах. Компактнiсть множини

Теоретичнi вiдомостi

Послiдовнiсть {xn} ⊂ X називається збiжною до елемента a ∈ X, як-
що виконується умова (∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) : ρ (xn, a) < ε, тобто
lim
n→∞

ρ(xn, a) = 0. Таку збiжнiсть будемо називати збiжнiстю за мет-
рикою ρ = ρ(x, y).

Послiдовнiсть {xn} ⊂ X називається фундаментальною, якщо
(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n,m > nε) : ρ (xn, xm) < ε.

Iнодi умову фундаментальностi формулюють дещо iнакше:
(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀p ∈ N) : ρ (xn, xn+p) < ε.

Зауважимо, що зi збiжностi послiдовностi випливає її фундаменталь-
нiсть, але зворотне твердження, взагалi кажучи, несправедливе.
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Якщо у метричному просторi будь-яка фундаментальна послiдовнiсть
є збiжною, тодi кажуть, що цей метричний простiр є повним.

Вiдкритим ε-околом точки x0 (позначається Uε (x0)) називається така
множина елементiв x iз метричного простору (X, ρ) , для яких виконуєть-
ся умова ρ (x, x0) < ε.

Аналогiчно замкненим ε-околом точки x0 (позначається Uε [x0]) на-
зивається така множина елементiв x iз метричного простору, для яких
виконується умова ρ (x, x0) ≤ ε.

Вiдкритим проколотим ε-околом точки x0 називається така множина
◦
U ε(x0) елементiв x iз метричного простору, для яких виконується умова
0 < ρ (x, x0) < ε, тобто де x 6= x0.

Точка x0 з метричного простору X називається внутрiшньою точ-
кою множини M ⊂ X, якщо iснує такий вiдкритий ε-окiл точки x0

Uε(x0), що належить данiй множинi M. При цьому множина M метрич-
ного простору називається вiдкритою, якщо всi її точки є внутрiшнiми.

Точка x0 з метричного простору X називається точкою дотику мно-
жини M ⊂ X , якщо будь-який вiдкритий ε-окiл точки x0 має з даною
множиною непорожнiй перетин: Uε(x0)∩M 6= ∅. При цьому замиканням
множини M називається об’єднання всiх її точок дотику; а сама множи-
на називається замкненою, якщо вона спiвпадає зi своїм замиканням.
Замикання множини M позначається [M ] .

Точка x0 з метричного простору X називається граничною точкою
множини M, якщо будь-який вiдкритий проколотий ε-окiл точки x0 має
з даною множиною непорожнiй перетин:

◦
U ε(x0) ∩M 6= ∅.

Вiдмiтимо, що останнє означення може бути сформульоване й iншим
чином: точка x0 називається граничною точкою множини M, якщо у
данiй множинi iснує нестацiонарна послiдовнiсть, збiжна до елемента x0.

Точка x0 називається iзольованою точкою множини M, M ⊂ X, якщо
iснує такий вiдкритий ε-окiл точки x0, який у перетинi з даною множи-
ною дає єдину точку x0, тобто Uε(x0) ∩M = {x0} .

Точка x0 з метричного простору X називається межовою точкою мно-
жини M, M ⊂ X, якщо будь-який вiдкритий ε-окiл точки x0 мiстить як
точки, що належать данiй множинi, так i точки, що їй не належать.

Множина M iз метричного простору X називається передкомпактною
(вiдносно компактною), якщо iз будь-якої обмеженої її пiдмножини мож-
на видiлити фундаментальну послiдовнiсть.

Множина M iз метричного простору X називається компактною, як-
що iз будь-якої обмеженої її пiдмножини можна видiлити збiжну послi-
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довнiсть.
Для того, щоб сформулювати критерiй компактностi Хаусдорфа, необ-

хiдне наступне означення: множина B називається ε-сiткою для множини
M , якщо (∀x ∈ M) (∃y ∈ B) : ρ (x, y) < ε.

Критерiй компактностi Хаусдорфа. Для того, щоб множина M була
компактною, необхiдно i досить, щоб для неї iснувала скiнченна ε-сiтка,
∀ε > 0.

Теорема. У скiнченновимiрному метричному просторi замкнена обме-
жена множина є компактною.

Для перевiрки компактностi у просторi C[a,b] зручною є наступна тео-
рема.

Теорема Арцела. Для того, щоб множина функцiй K iз простору C[a,b]

була компактною, необхiдно i досить, щоб вона була рiвномiрно обмеже-
ною та одностайно(рiвностепенево) неперервною.

Iншими словами,

1. (∃C ∈ R) (∀x (t) ∈ K) : |x (t)| ≤ C;

2. (∀ε > 0) (∃δε > 0) (∀t1, t2 ∈ [a, b]) (|t1 − t2| < δ) (∀x (t) ∈ K) :

|x (t1)− x (t2)| < ε.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Чи задає метрику на просторi X функцiя ρ (x, y) , якщо:

a) X = R, ρ (x, y) = (x− y)2 ;

б) X = Rn, ρ (x, y) = min

{
1,

√∑n
k=1 (xk − yk)

2
}

;

в) X = C[a,b], ρ (x, y) = max
t∈[a+b

2 ,b]
|x (t)− y (t)| ;

г) X = lp , ρ (x, y) = sup
i∈N

|xi − yi| .

Розв’язання. а) Функцiя ρ(x, y) визначена для всiх значень (x, y) ∈ R,
причому ρ(x, y) = (x − y)2 > 0, i (x − y)2 = 0 ⇔ x = y. Разом iз цим
ρ(x, y) = (x − y)2 = (y − x)2 = ρ(y, x). Перевiримо виконання аксiоми
трикутника:
ρ(x, y) = (x− y)2 = (x− z + z− y)2 = (x− z)2 +(z− y)2 +2(x− z)(z− y).

Але отримана сума належним вибором x, y, z може бути зроблена бiль-
шою вiд (x−z)2+(z−y)2. А це означає, що умова ρ(x, y) 6 ρ(x, z)+ρ(z, y)
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не виконується.
б) Оскiльки ρ (x, y) є мiнiмальним числом серед невiд’ємних, то ρ (x, y) ≥
≥ 0 для будь-яких x, y ∈ Rn, тобто ρ (x, y) є визначеною коректно.
1) Нехай x, y ∈ Rn та x = y. Це означає, що для x = (x1, x2, . . . xn)
та y = (y1, y2, . . . yn) справедливi рiвностi xk = yk, k = 1, 2, . . . , n. Тодi∑n

k=1 (xk − yk)
2 = 0 й, вiдповiдно, ρ (x, y) = min { 1, 0} = 0. Навпаки,

якщо

ρ (x, y) = min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − yk)
2



 = 0,

то
√∑n

k=1 (xk − yk)
2 = 0. Скiнченна сума невiд’ємних чисел може дорiв-

нювати нулю тiльки тодi, коли вони всi одночасно є нулями, тобто xk = yk

∀ k = 1, 2, . . . , n, а це означає, що x = y.
2) Виконання другої аксiоми метрики очевидне:

ρ(x, y)=min



1,

√√√√
n∑

k=1

(xk−yk)
2



 = min



1,

√√√√
n∑

k=1

(yk−xk)
2



 = ρ (y, x) .

3) Виберемо довiльнi x, y, z ∈ Rn та розглянемо суму

ρ (x, z)+ρ (z, y) = min



1,

√√√√
n∑

k=1

(xk−zk)
2



+min



1,

√√√√
n∑

k=1

(zk−yk)
2



=

= min



 2,

√√√√
n∑

k=1

(xk − zk)
2 +

√√√√
n∑

k=1

(zk − yk)
2



 ≥

≥ min



 1,

√√√√
n∑

k=1

(xk − yk)
2



 = ρ (x, y) .

В наведеному ланцюгу нерiвностей використаний той факт, що має
мiсце рiвнiсть min {a + b} = min {a} + min {b} та те, що ρ1 (x, y) =√∑n

k=1 (xk − yk)
2 є метрикою.

Отже, ρ (x, y) = min

{
1,

√∑n
k=1 (xk − yk)

2
}

є метрикою.

в) Найбiльше значення множини абсолютних величин чисел є величина
невiд’ємна. Але якщо

ρ(x, y) = 0, то max
t∈[a+b

2 ,b]
|x(t)− y(t)| = 0.

Це означає, що
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x(t)− y(t) = 0 ∀t ∈ [
a+b
2 , b

]
,

оскiльки в протилежному випадку порушувалась би умова ρ(x, y) = 0.
На iншiй половинi промiжка [a, b], а саме для t ∈ [

a, a+b
2

]
може викону-

ватись iнша умова:
x(t) 6= y(t).

Тому умова ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y не виконується, отже ρ (x, y) не є мет-
рикою.
г) Оскiльки x, y ∈ lp, то iз визначення lp випливає, що виконуються умови
∞∑
i=1
|xi|p < ∞ i

∞∑
i=1
|yi|p < ∞, тобто послiдовностi {xn} i {yn} , n ∈ N є об-

меженими. Тому обмеженою буде й числова множина {xn + yn} , n ∈ N.
Таким чином для неї iснує точна верхня грань. Отже, ∀x, y ∈ lp функ-
цiя supi∈N |xi − yi| iснує i набуває невiд’ємних значень. Очевидно, що при
x = y (тобто коли ∀i ∈ N xi = yi) supi∈N |xi − yi| = 0. Разом iз цим, якщо
ρ(x, y) = 0,

sup
i∈N

|xi − yi| = 0 ⇒ ∀i ∈ N |xi − yi| = 0 ⇒ ∀i ∈ N xi = yi ⇒ x = y.

Виконання другої та третьої аксiом очевидне, тобто ρ(x, y) задає метри-
ку на X.
Завдання 2. Дослiдити на збiжнiсть у метричному просторi X по-
слiдовнiсть {xn}, якщо:

а) X = R, xn = n sin 1
n ;

б) X = L2[0, 1], xn(t) = tn;

в) X = l1, xn =


1

3
, 0,

1

9
, 0,

1

27
, 0, . . . ,

1

3n︸ ︷︷ ︸
2n−1

, 0, 0, . . .


;

г) X = l2, xn =


0, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .


;

д) X = l2, xn =


1, 1, . . . , 1, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .


.

Розв’язання. а) У просторi R поточкова збiжнiсть спiвпадає зi збiжнiс-
тю за метрикою, тому послiдовнiсть {xn} збiжна до

x0 = lim
n→∞

n sin
1

n
= lim

n→∞
sin 1

n
1
n

= 1.
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б) Знайдемо поточкову границю:

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

tn =

{
0, при t ∈ [0, 1);
1, при t = 1.

Дослiдимо цю послiдовнiсть на збiжнiсть за метрикою:

ρ(xn(t), x0(t)) =

√√√√√
1∫

0

|tn − x0(t)|2 dt =

=

√√√√√
1∫

0

|tn − 0|2 dt +

1∫

1

|tn − 1|2 dt =

√√√√√
1∫

0

t2ndt + 0 =

=

√
t2n+1

2n + 1

∣∣∣∣
1

0
=

√
1

2n + 1
−−−→
n→∞

0.

Отже, дана послiдовнiсть збiгається в L2[0, 1]. Вiдмiтимо, що якби
потрiбно було дослiдити цю послiдовнiсть на збiжнiсть у просторi C[0,1],
то навiть пiсля знаходження поточкової границi було б зрозумiло, що
збiжностi немає, адже x0(t) /∈ C[0,1].

в) Знаходячи поточкову границю послiдовностi {xn} ⊂ l1, одержимо

x0 =

(
1

3
, 0,

1

9
, 0, . . . , 0,

1

3n
, 0,

1

3n+1 , 0, . . .

)
,

тобто послiдовнiсть, у якiй x
(2k)
0 = 0, x

(2k−1)
0 = 1

3k . Така послiдовнiсть є
елементом простору l1, бо

∞∑
i=1

∣∣∣x(i)
0

∣∣∣ =
∞∑
i=1

1

3i
=

1

3

1− 1

3

=
1

2
< ∞.

Дослiдимо тепер збiжнiсть за метрикою.

ρ(xn, x0) =
∞∑
i=1

∣∣∣x(i)
n − x

(i)
0

∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
1

3
− 1

3

∣∣∣∣ + |0− 0|+
∣∣∣∣
1

9
− 1

9

∣∣∣∣ + . . . +

∣∣∣∣
1

3n
− 1

3n

∣∣∣∣ +
∞∑

i=n+1

∣∣∣∣0−
1

3i

∣∣∣∣ =
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=
∞∑

i=n+1

1

3i
=

1

3n+1

1− 1

3

=
3

3n+1 · 2 =
1

2 · 3n
.

Оскiльки послiдовнiсть 1
2·3n є нескiнченно малою, то xn −−−→

n→∞
x0 за мет-

рикою.
г) Поточковою границею послiдовностi з загальним членом

xn =


0, 0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, . . .




є нульовий елемент, тобто x0 = (0, 0, . . .). Але

ρ(xn, x0) =

√√√√
∞∑
i=1

∣∣∣x(i)
n − x

(i)
0

∣∣∣
2

= 1,

тобто lim
n→∞

ρ(xn, x0) 6= 0. Отже, збiжностi за метрикою немає.
д) Поточковою границею послiдовностi {xn} є x0 = (1, 1, 1, . . .). Але

оскiльки ряд
∞∑

i=n+1

∣∣∣x(i)
0

∣∣∣ є розбiжний, то дана послiдовнiсть не збiгається

навiть поточково.
Завдання 3. Довести повноту метричного простору C[a,b].
Розв’язання. Розглянемо довiльну фундаментальну послiдовнiсть {xn}
iз C[a,b], тобто таку, для якої виконується

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε ∀p ∈ N max
t∈[a,b]

|xn (t)− xn+p (t)| < ε.

Перейдемо в останнiй нерiвностi до границi при p →∞. Очевидно, одер-
жимо твердження

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε max
t∈[a,b]

|xn (t)− x (t)| ≤ ε < 2ε,

де x (t) = lim
n→∞

xn (t). Але твердження, яке ми отримали, є означенням
рiвномiрно збiжної функцiональної послiдовностi. А з курсу математич-
ного аналiзу вiдомо, що границею рiвномiрно збiжної послiдовностi непе-
рервних функцiй є неперервна функцiя. Тобто границя будь-якої фунда-
ментальної послiдовностi з C[a,b] теж належить C[a,b], чим i пiдтверджу-
ється повнота цього метричного простору.
Завдання 4. Визначити точки дотику, внутрiшнi, iзольованi, межо-
вi та граничнi точки, а також замикання множини A = [1, 7]

⋃ {2n :
n ∈ N}.
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Розв’язання. Точка дотику множини A – це точка, будь-який окiл
якої має непорожнiй перетин з множиною A. Тому множина точок доти-
ку є [1, 7]

⋃ {2n : n ∈ N} = A.
Внутрiшня точка – це точка, що мiститься в A разом з деяким своїм

околом. Тому внутрiшнiми є точки вiдкритого iнтервалу (1, 7).
Iзольвана точка множини A – це така точка для якої iснує вiдкритий

окiл, що у перетинi з множиною A дає тiльки цю точку. Тому iзольова-
ними будуть: {2n : n = 4, 5, 6, . . .}.

Межова точка множини A – це точка в кожному околi якої мiстяться
як точки, що належить множинi A, так i точки, що їй не належать.
Межовими будуть: {1, 7} ⋃ {2n : n = 4, 5, 6, . . .}.

Очевидно, iснують проколотi околи
◦
U ε(x2n) (наприклад, при ε = 1

3),

де x2n = 2n, що
◦
U ε(x2n)∩{2n : n = 4, 5, 6, . . .} = ∅. Також, очевидно, що

для ∀x0 ∈ [1, 7] маємо
◦
U ε(x2n) ∩ [1, 7] 6= ∅. Отже, граничними є кожна

точка [1, 7].
Замикання множини – це сукупнiсть всiх її точок дотику, тому [A] =

[1, 7]
⋃ {2n : n ∈ N}.

Завдання 5. Дослiдити на компактнiсть у просторi C[0,1] такi мно-
жини:

а) xn(t) = tn, n ∈ N;

б) xn(t) =
(
t− 1

2

)n
, n ∈ N;

в) xα(t) = cos(t + α), α ∈ R;

г) xα(t) = cos(αt), α ∈ R;

д) xn(t) = et−n, n ∈ N.

Розв’язання. Для дослiдження компактностi у просторi неперервних
на [a, b] функцiй C[a,b] використовують теорему Арцелла, згiдно якої, для
компактностi множини функцiй K ⊂ C[a,b] достатньо, щоб множина K

була рiвномiрно обмеженою та одностайно неперервною.
а) Дана множина є рiвномiрно обмеженою, бо

∃C = 1 ∀n ∈ N ∀t ∈ [0, 1] : |tn| ≤ C.
Перевiримо умову одностайної неперервностi:

∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀t1, t2 ∈ [0, 1] ∀n ∈ N |xn(t1)− xn(t2)| < ε.

Утворивши вираз |xn(t1)− xn(t2)| = |tn1 − tn2 | , i перетворюючи його за до-
помогою формули Лагранжа, одержуємо вираз, котрий неможливо оцi-
нити зверху сталою, не залежною вiд n : |tn1 − tn2 | = nξn−1 |t1 − t2| . Тому
спробуємо довести заперечення даного твердження:
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∃ε > 0 ∀δε > 0 ∃t1, t2 ∈ [0, 1] ∃n ∈ N |xn(t1)− xn(t2)| ≥ ε.

На цьому етапi важливо зрозумiти геометричний змiст умови одностай-
ної неперервностi, схожий до змiсту умови рiвномiрної неперевностi, що
вивчалась в курсi математичного аналiзу: незалежно вiд значення пара-
метру n, двом досить близьким значенням аргументу вiдповiдають як
завгодно близькi значення функцiї. Тому, якщо потрiбно довести запе-
речення умови одностайної неперевностi, треба пiдiбрати значення t1, t2
з тiєї частини промiжку [0, 1], де функцiї зростають чи спадають якнай-
швидше. На вiдповiдних графiках функцiй y(t) = tn видно, що функцiї
найшвидше зростають при великих значеннях n коли t знаходиться в
околi одиницi. Тому виберемо t1 = 1, t2 = 1− 1

n . При цьому |t1 − t2| = 1
n ,

що може бути зробленим меншим вiд δ, адже ∀δ > 0 ∃n ∈ N : n > 1
δ .

Дослiдимо тепер
|xn(t1)− xn(t2)| =

∣∣1− (
1− 1

n

)n∣∣ → 1− e−1 6= 0 при n →∞.

Таким чином, множина не є одностайно неперервною, а тому не буде i
компактною.
б) Оскiльки ∀t ∈ [0, 1] справджуються очевиднi нерiвностi −1

2 ≤ t −
1
2 ≤ 1

2 , або або ∀n ∈ N , |xn(t)| ≤ 1
2 , то виконується умова рiвномiрної

обмеженостi функцiй iз C[0,1].

Перевiримо, чи має мiсце одностайна неперервнiсть, тобто, чи вико-
нується умова:
(∀ε > 0), (∃δε > 0), (∀n ∈ N), (∀t1, t2 : |t1 − t2| < δ) :∣∣(t1 − 1

2)
n − (t2 − 1

2

)n∣∣ < ε.

Згiдно теореми Лагранжа ∃ξ ∈ (0, 1) така, що∣∣(t1 − 1
2)

n − (t2 − 1
2)

n
∣∣ =

∣∣∣n
(
t− 1

2

)n−1
∣∣∣
t=ξ
|t1 − t2| = n

∣∣ξ − 1
2

∣∣n−1 |t1 − t2| .
Послiдовнiсть n · an−1 −−−→

n→∞
0 якщо тiльки |a| < 1. Тому вона буде обме-

женою, тобто ∃C, (∀n ∈ N): n
∣∣ξ − 1

2

∣∣ ≤ C. Тодi∣∣(t1 − 1
2)

n − (t2 − 1
2)

n
∣∣ = C |t1 − t2| ≤ C · δ.

Для виконання умови
∣∣(t1 − 1

2)
n − (t2 − 1

2)
n
∣∣ < ε досить вимагати, щоб

C · δ < ε, тобто δ < ε
C . Icнування параметра δ доводить компактнiсть

даної послiдовностi.
в) Очевидно, що (∀α ∈ R) : |cos(α + t)| ≤ 1, тобто множина є рiвномiрно
обмеженою. Разом iз цим

|cos(α + t1)− cos(α + t2)| =
∣∣∣(cos(α + t))

′
t=ξ

∣∣∣ |t1 − t2| =
= |sin(α + ξ)| |t1 − t2| ≤ |t1 − t2| < δ.

Таким чином, вибравши δ < ε, ми довели одностайну неперервнiсть даної
множини, а разом iз цим i її компактнiсть.
г) Як i в попередньому випадку (∀α ∈ R) : |cos αt| ≤ 1. Але
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|cos αt1 − cos αt2| = |αsin(αξ)| |t1 − t2|.
Розглядаючи α = 1

ξ · π
2 , i t2 = t1 + ξ, отримаємо

|cos αt1 − cos αt2| = 1
ξ · π

2 · sin(1
ξ · π

2 · ξ) |ξ| = π
2 9 0.

Таким чином, умова одностайної неперервностi не виконується, i тому
дана множина не є компактною.
д) При t ∈ [0, 1] ∀n ∈ N 0 < et−n ≤ e1−1 = e0 = 1, тому дана множина є
рiвномiрно обмеженою.

|et1−n − et2−n| =
∣∣eξ−n

∣∣ |t1 − t2| ≤ |t1 − t2| < δ.

Як тiльки ε > δ, то одностайна неперервнiсть має мiсце. Таким чином,
множина є компактною.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Чи є метрикою в X функцiя ρ (x, y), якщо:

1. X = C[0,1], ρ (x, y) = max
t∈[0, 12 ]

|x (t)− y (t)| ;

2. X = Rn, ρ (x, y) = max
1≤i≤n

||xi| − |yi|| ;

3. X = C[a,b], ρ (x, y) =
b∫
a

|x (t)− y (t)| dt;

4. X = R+, ρ (x, y) = |ln (x + 1)− ln (y + 1)| ;

5. X = l2 , ρ (x, y) =
√∑∞

k=k0
(xk − yk)

2;

6. X = lp , ρ (x, y) = p

√
∞∑

n=1
(xn − yn)

p;

7. X = C[0,1], ρ(x, y) = max
t∈[ 1

2 ,1]

∣∣x′(t)− y
′
(t)

∣∣ + max
t∈[0, 12 ]

|x(t)− y(t)| ;

8. X = R, ρ (x, y) = 1− cos |x− y| ;
9. X = C[a,b], ρ(x, y) = |x(a)− y(b)| ;

10. X = R, ρ (x, y) =

∣∣∣∣
1

x
− 1

y

∣∣∣∣ .

Завдання 2. Чи є збiжною в X послiдовнiсть {xn}, якщо:

1. X = C[0,1], xn (t) = t3n − t3n−1;
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2. X = Rm, xn =
( 1

2n+1 ,
1

2n+2 , . . . ,
1

2n+m

)
;

3. X = l2, xn =


1, 0, 1, 0, .., 1︸ ︷︷ ︸

2n−1

, 0, 0, 0...


 ;

4. X = L2 [0, 1] , xn (t) = e−nt;

5. X = l2, xn =
(
1, 0, 1

3 , 0,
1
5 ..,

1
2n−1 , 0, 0, 0...

)
;

6. X = C[2,3], xn (t) = 2−nt;

7. X = C[0,1], xn(t) = ln

(
1 +

t

n

)
;

8. X = C[0,1], xn(t) =
nt

1 + nt
;

9. X = C[0,1], xn(t) = arctg(t + n);

10. X = l2, xn =


1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .


 .

Завдання 3. Визначити точки дотику, внутрiшнi, iзольованi, межо-
вi та граничнi точки множини А, а також замикання цiєї множини:
1. A = [2, 4)

⋃
[7, 8) ; 2. A = [0, 9)

⋃ {1, 10, 100} ;
3. A = [1, 4)

⋃ {e−n : n ∈ N} ; 4. A = [2, 3)
⋃ {

n2 : n ∈ N
}

;

5. A =
{

(−1)n

n + (−1)n : n ∈ N
}

; 6. A = (0, 3)
⋃ {

sin πn
4 : n ∈ N

}
;

7. A = N ∪ [1, 8); 8. A = [1, 4)
⋃

Q[0,1];

9. A =
{ 1

n : n ∈ N
} ∪ (1, 5); 10. A = [2, 5)

⋃ {
2+

1

1+n2 : n ∈ N

}
.

Завдання 4. Чи є компактною в метричному просторi C[a,b] множина
функцiй xn(t), якщо:

1. [a, b] =

[
0,

1

2

]
, xn(t) = (2t)n ;

2. [a, b] = [2, 3], xn(t) = (t− 2)n ;

3. [a, b] = [0, 1] , xα(t) = sin (α + t) , α ∈ R;

4. [a, b] = [2, 3], xn(t) = (t− 2)n ;

5. [a, b] = [0, 1] , xα(t) = sin (αt) , α ∈ R;
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6. [a, b] = [0, 1] , xn(t) =
tn

n
;

7. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = arctg
t

n
;

8. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = 3−nt;

9. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = et−n;

10. [a, b] = [0, 1] , xn(t) = arcctg nt.

6.2 Принцип стискаючих вiдображень. Теорема Банаха

Теоретичнi вiдомостi

Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Вiдображення цього простору в себе,
A : X → X називається стискаючим, якщо

(∃α ∈ (0, 1)) (∀x1, x2 ∈ X) : ρ (Ax1, Ax2) ≤ αρ (x1, x2) .

Точка x∗ називається нерухомою точкою вiдображення A : X → X
якщо Ax∗ = x∗. Вiдображення A називається ще оператором стиску, а
точка x∗ називається нерухомою точкою оператора.

Теорема Банаха. Стискаюче вiдображення, що дiє в повному мет-
ричному просторi, має одну i тiльки одну нерухому точку.

Для розв’язування алгебраїчних, iнтегральних, диференцiальних рiв-
нянь застосовується метод послiдовних наближень. Iдея методу проiлюс-
трована в доведеннi теореми Банаха, i вона полягає в тому, щоб привести
задане рiвняння Ax = 0 до еквiвалентного вигляду

x = Ãx,

де вiдображення Ã було б стискаючим. Тодi, обравши довiльно елемент
x0, послiдовно знаходимо x1 = Ãx0, x2 = Ãx1, . . . , xn = Ãxn−1. Нарештi,
точний розв’язок x∗ знаходиться в результатi граничного переходу при
n → ∞: x∗ = lim

n→∞
xn. Якщо знайти загальний вигляд xn складно, тодi

знаходять розв’язок наближено з потрiбною точнiстю. При цьому ко-
ристуються наступним наслiдком теореми Банаха: якщо вiдображення

A : X → X стискаюче, то ρ (xn, x
∗) ≤ αn

1− α
ρ (x0, Ax0).

При розв’язуваннi iнтегральних рiвнянь корисним також є таке твер-
дженням: якщо оператор A визначається формулою

Ax(t) = λ
t∫

a

K(t, s)x(s)ds + g(t)
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та дiє з простору C[a,b] в простiр C[a,b], де K(t, s)– неперервна на [a, b] ×
[a, b] функцiя, x(t), g(t) ∈ C[a,b], то Ax(t) є оператором стиску для будь-
якого λ ∈ R.

Розв’язання типових задач

Завдання 1.Нехай K(t, s)– неперервна фнукцiя в прямокутнику [a, b]×
[a, b]. При якому λ оператор Ax(t) = λ

b∫
a

K(t, s)x(s)ds+ϕ(t), ϕ(t) ∈ C[a,b]

є оператором стиску в просторi C[a,b]?
Розв’язання. Оператор Ax(t) є оператором стиску, якщо

(∃α ∈ (0, 1))
(∀x(t), y(t) ∈ C[a,b]

)
: ρ(Ax,Ay) ≤ αρ (x(t), y(t)) .

Справедливi такi спiввiдношення:

ρ (Ax,Ay) = max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
λ

b∫

a

K(t, s)x(s)ds + ϕ(t)− λ

b∫

a

K(t, s)y(s)ds− ϕ(t)

∣∣∣∣∣∣
=

= max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
λ

b∫

a

K(t, s) (x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ max

a≤t≤b
|λ|

b∫

a

|K(t, s)| |x(s)− y(s)| ds ≤

≤ |λ|M
b∫

a

max
a≤s≤b

|x(s)− y(s)| ds = |λ|M max
a≤s≤b

|x(s)− y(s)| (b− a) =

= |λ|M (b− a) ρ(x, y).
У процесi даних оцiнок ми використали те, що функцiя K(t, s) є непере-
рвна на замкненiй обмеженiй множинi [a, b]×[a, b], тому вона є й обмеже-
на на нiй, тобто ∀(t, s) ∈ [a, b]× [a, b], |K(t, s)| ≤ M. Крiм того врахували
властивостi iнтегралiв Рiмана.

Таким чином, для того, щоб Ax(t) був оператором стиску достатньо,

щоб 0 < |λ|M (b− a) < 1, або 0 < |λ| < 1

M(b− a)
.

Завдання 2. Довести, що рiвняння x(t) +
1

2
cos x(t) + ϕ(t) = 0, де x(t)

та ϕ(t) ∈ C[a,b] має єдиний розв’язок в C[a,b].

Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi

−1

2
cos x(t)− ϕ(t) = x(t),

тодi якщо Ax(t) = −1

2
cos x(t)− ϕ(t), то рiвняння має вигляд

Ax(t) = x(t). (6.1)
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Оскiльки метричний простiр C[a,b] є повним, то iснування i єдинiсть роз-
в’язку операторного рiвняння (6.1) випливає з теореми Банаха, оскiльки
A є оператором стиску, що є очевидним:

ρ (Ax(t), Ay(t)) = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣−
1

2
cos x(t)− ϕ(t) +

1

2
cos y(t) + ϕ(t)

∣∣∣∣ =

= max
t∈[a,b]

∣∣∣∣−
1

2
cos x(t) +

1

2
cos y(t)

∣∣∣∣ = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣sin
x(t) + y(t)

2
· sin x(t)− y(t)

2

∣∣∣∣ ≤

≤ max
t∈[a,b]

∣∣∣∣sin
x(t)− y(t)

2

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[a,b]

1

2
|x(t)− y(t)| = 1

2
ρ(x(t), y(t)).

В останньому ланцюжку перетворень ми використали нерiвностi |sin x| ≤
|x| та |sin x| ≤ 1.

Таким чином для α =
1

2
оператор A є оператором стиску. Тому рiв-

няння, що задане в умовi, має єдиний розв’язок.
Завдання 3.Методом послiдовних наближень розв’язати iнтегральне
рiвняння задане в просторi C[0,1] :

а) x(t) =
1

2

1∫
0

ts2x(s)ds + 1;

б) x(t) =
t2

2
+ t +

t∫
0

x(s)ds.

Розв’язання. а) Спочатку перевiримо, чи є вiдображення

Ax(t) =
1

2

1∫
0

ts2x(s)ds + 1

стискаючим в просторi C[0,1] :

ρ (Ax(t), Ay(t)) = max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1

2

1∫

0

ts2x(s)ds + 1− 1

2

1∫

0

ts2y(s)ds− 1

∣∣∣∣∣∣
=

= max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣∣
1

2

1∫

0

ts2 (x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ max

0≤t≤1

1

2

1∫

0

∣∣ts2
∣∣ max

0≤s≤1
|x(s)− y(s)| ds =

= max
0≤t≤1

1

2
t · s3

3

∣∣∣∣
1

0
· ρ (x(t), y(t)) =

1

6
ρ (x(t), y(t)) .

Таким чином, застосування методу послiдовних наближень до розв’язання
iнтегрального рiвняння є можливим. Виберемо нульове наближення. Нехай
x0(t) = 0. Тодi
x1(t) = 1;
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x2(t) =
1

2

1∫
0

ts2ds + 1 =
1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+ 1 =

1

6
t + 1;

x3(t) =
1

2

1∫
0

ts2
(

1

6
s + 1

)
ds+1 =

1

12
t

s4

4

∣∣∣∣
1

0
+

1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+1 =

t

3!

(
1 +

1

8

)
+1;

x4(t) =
1

2

1∫
0

ts2
(

s

3!

(
1 +

1

8

)
+ 1

)
ds + 1 =

1

2
· 1

3!

(
1

8
+ 1

)
t

s4

4

∣∣∣∣
1

0
+

+
1

2
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+ 1 =

t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82

)
+ 1.

За iндукцiєю одержимо

xn(t) =
t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82 + . . . +
1

8n−2

)
+ 1.

Для знаходження розв’язку здiйснимо граничний перехiд:

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
t

3!

(
1 +

1

8
+

1

82 + . . . +
1

8n
+ . . .

)
+ 1 =

=
t

3!

1

1− 1
8

+ 1 =
t

3!
· 8

7
+ 1.

б) Безпосередньою перевiркою (див. приклад а)) переконуємося в тому,

що вiдображення Ax(t) =
t2

2
+ t +

t∫
0

x(s)ds є оператором стиску. Тому

для знаходження розв’язку iнтегрального рiвняння можемо застосову-
вати медод послiдовних наближень. За нульове наближення виберемо
x0(t) = 0.

x1(t) =
t2

2
+ t =

[(
1 + t +

t2

2!

)
− 1

]
+ [(1 + t)− t− 1] .

x2(t) =
t2

2
+t+

t∫

0

(
s2

2
+ s

)
ds =

t2

2
+t+

(
s3

3!
+

s2

2

)∣∣∣∣
t

0
=

t2

2
+t+

t3

3!
+

t2

2!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!

)
− t− 1

]
.

x3(t) =
t2

2
+ t +

t∫

0

(
s2

2
+ s +

s3

3!
+

s2

2!

)
ds =

t2

2
+ t +

t3

3!
+

t2

2!
+

t4

4!
+

t3

3!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!

)
− t− 1

]
.
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x4(t) =
t2

2
+ t +

t∫

0

(
s2

2
+ s +

s3

3!
+

s2

2!
+

s4

4!
+

s3

3!

)
ds =

t2

2
+ t+

+
t3

3!
+

t2

2!
+

t4

4!
+

t3

3!
+

t5

5!
+

t4

4!
=

=

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!
+

t5

5!

)
− 1

]
+

[(
1 + t +

t2

2!
+

t3

3!
+

t4

4!

)
− t− 1

]
.

Таким чином за iндукцiєю отримаємо, що

xn(t) =
n+1∑
k=0

tk

k!
− 1 +

n∑
k=0

tk

k!
− t− 1.

Знайшовши границю xn(t), отримаємо розв’язок:

x(t) = lim
n→∞

xn(t) =
∞∑

k=0

tk

k!
− 1 +

∞∑
k=0

tk

k!
− t− 1 = 2et − t− 2.

Завдання 4. Довести, що рiвняння x5 + x + 1 = 0 має єдиний корiнь
та знайти промiжок, якому цей корiнь належить. Звести рiвняння до
такого вигляду, щоб його можна було розв’язати методом послiдовних
наближень. Знайти кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для знаходження
кореня з точнiстю, що не перевищує 0, 01.
Розв’язання. Доведення iснування i єдиностi кореня здiйснимо графiч-
ними мiркуваннями. Перепишемо рiвняння у виглядi x5 = −x − 1. Зоб-
разимо графiки функцiй y = x5 та y = −x− 1.

Мал. 1
З мал. 1 видно, що графiки мають єдину точку перетину, причому її
абсциса x ∈ (−1, 0) .

Зобразимо рiвняння у виглядi x = x−λ
(
x5 + x + 1

)
та пiдберемо па-

раметр λ так, щоб формула Ax = x−λ
(
x5 + x + 1

)
визначала оператор

стиску. Тодi, оскiльки R є повним метричним простором, оператор A ма-
тиме єдину нерухому точку. Звiдси випливатиме, що початкове рiвняння
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має єдиний розв’язок.
Позначимо g(x) = x5 + x + 1. Розглянемо рiвностi (врахувавши, що

метрика в R визначається так: ρ(x, y) = |x− y|):
ρ (Ax,Ay) = |x− λg(x)− y + λg(y)| = |(x− y) + λ (g(y)− g(x))| =

=
∣∣∣(x− y)− λg

′
(z) (x− y))

∣∣∣ = |x− y|
∣∣∣1− λg

′
(z)

∣∣∣ .

Оскiльки g
′
(x) = 5x4 + 1 > 0, функцiя g(x) зростає на [−1, 0], то
min

x∈[−1,0]
g(x) = g(−1) = −1, max

x∈[−1,0]
g(x) = g(0) = 1,

тому вибравши λ =
1

6
, матимемо

ρ(Ax,Ay) = |x− y|
∣∣∣∣1−

1

6
g
′
(z)

∣∣∣∣ ≤ |x− y|
∣∣∣∣1−

1

6
· 1

∣∣∣∣ =
5

6
|x− y| = 5

6
ρ(x, y).

Використаємо формулу

ρ(xn, x) ≤ αn

1− α
ρ(Ax0, x0).

За нульове наближення виберемо x0 = 0, тодi Ax0 = −1

6
, ρ (Ax0, x0) =

1

6
. Тому для знаходження кiлькостi iтерацiй залишається розв’язати нерiв-

нiсть (5
6

)n

1− 5
6

· 1

6
=

(
5

6

)n

< 0, 01 ,

n > log 5
6
0, 01.

Найменший натуральний розв’язок останньої нерiвностi є шукана кiль-
кiсть iтерацiй.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1.Методом послiдовних наближень розв’язати iнтегральне
рiвняння в просторi C[a,b] :

1. x (t) = 1 +
∫ t

0 x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

2. x (t) = 1
π

∫ π

0 (sin (t− s) + sin (t + s)) x (s) ds + 1, x0 (t) = 0, [a, b] =
[0, π];

3. x (t) = 2t +
∫ t

0 2t−sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

4. x (t) = 1 + t2 − 1
2

∫ t

0
1+t2

1+s2x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

5. x (t) = t− ∫ t

0 (t− s) x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];
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6. x (t) = 1 + 1
π

∫ π

0 sin2 sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, π];

7. x (t) = t2 +
∫ 2

0 x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 2];

8. x (t) = 1 +
∫ 1

0 s3x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

9. x (t) = 1 +
∫ 1

0 t2s2x (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, 1];

10. x (t) = 2 cos t− cos t

2π

∫ π

0 t2sx (s) ds, x0 (t) = 0, [a, b] = [0, π].

Завдання 2. Довести, що задане рiвняння має єдиний корiнь та знай-
ти промiжок, якому цей корiнь належить. Звести рiвняння до такого
вигляду, щоб його можна було розв’язати методом послiдовних набли-
жень. Знайти кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для знаходження кореня
з точнiстю, що не перевищує 0, 01, якщо:
1. x3 + x− 3 = 0; 2. x5 + 2x− 1 = 0;
3. x7 + x− 4 = 0; 4. x5 + x− 5 = 0;
5. x3 + 3x− 1 = 0; 6. x5 + 3x− 2 = 0;
7. x5 + x + 4 = 0; 8. x3 + 3x + 3 = 0;
9. x5 + 6x + 1 = 0; 10. x5 + 10x− 1 = 0.
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7 Лiнiйнi нормованi простори. Збiжнiсть у нормова-
них просторах

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Лiнiйний простiр. Пiдпростiр лiнiйного простору.

2. Iзоморфiзм у лiнiйних просторах.

3. Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть.

4. Базис лiнiйного простору. Розмiрнiсть.

5. Означення норми i нормованого простору.

6. Збiжнiсть у нормованих просторах.

7. Повнота нормованого простору.

Теоретичнi вiдомостi

Лiнiйним або векторним простором над полем дiйсних чисел R на-
зивається непорожня множина L, якшо ця мнодина задовольняє таким
умовам:
1. Для будь-яких двох елементiв x, y iз L однозначно визначений третiй
елемент iз L, який позначається символом x + y i називається сумою
елементiв x та y та виконуються аксiоми:

1) (∀x, y ∈ L) : (x + y = y + x) (комутативнiсть);

2) (∀x, y, z ∈ L) : ((x + y) + z = x + (y + z)) (асоцiативнiсть);

3) (∃θ ∈ L) (∀x ∈ L) : (x + θ = x) (iснування нульового елемента);

4) (∀x ∈ L) (∃ − x ∈ L) : (x + (−x) = θ) (iснування протилежного еле-
мента).

Введену операцiю, що задовольняє цим аксiомам, називаємо додаванням
елементiв у просторi L.

2. Для будь-якого дiйсного числа α ∈ R i довiльного елемента x ∈ L виз-
начений елемент αx ∈ L (добуток x на число α), причому виконуються
такi аксiоми:

1) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ L) : (α (βx) = (αβ) x) (асоцiативний закон мно-
ження);
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2) (∀x ∈ L) : (1 · x = x) (множенню одиницi на елемент x вiдповiдає
цей же елемент x ∈ L);

3) (∀α, β ∈ R) (∀x ∈ R) : ((α + β) x = αx + βx) (дистрибутивний за-
кон множення);

4) (∀α ∈ R) (∀x, y ∈ L) : (α (x + y) = αx + αy) (дистрибутивний закон
множення).

Аксiоми 3) i 4) формулюють правило «розкриття дужок» в просторi L.

Введений цим визначенням лiнiйний простiр L над полем дiйсних чисел
R називають дiйсним лiнiйним простором. Якщо ж замiсть поля дiйсних
чисел розглядати поле комплексних чисел C, тодi такий лiнiйний прос-
тiр L називається комплексним лiнiйним простором. Можна розглядати
лiнiйнi простори над довiльним полем.

Пiдмножина L1 лiнiйного простору L називається пiдпростором лiнiй-
ного простору L, якщо L1 є лiнiйним простором вiдносно операцiй, вве-
дених в L. Iнакше, L1 – пiдпростiр лiнiйного простору L, якщо для до-
вiльних x, y ∈ L1, α, β ∈ R маємо αx + βy ∈ R.

Множина елементiв x1, x2, ..., xn з лiнiйного простору L називається
лiнiйно залежною, якщо iснують такi дiйснi числа c1, c2, ..., cn, не всi
рiвнi нулю, що c1x1 + c2x2 + ... + cnxn = θ. Якщо ж цей вираз дорiв-
нює нульовому елементу лише при c1 = c2 = ... = cn = 0, то множина
x1, x2, ..., xn називається лiнiйно незалежною.

Нескiнченна система елементiв x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . iз лiнiйного прос-
тору L називається лiнiйно незалежною, якщо будь-яка її скiнченна
пiдсистема лiнiйно незалежна.

Множина елементiв x1, x2, ..., xn з лiнiйного простору L називається
базисом лiнiйного простору L, якщо вона є лiнiйно незалежною, але до-
давання до неї будь-якого елемента перетворює її в лiнiйно залежну.
Iншими словами, базис – максимальна лiнiйно незалежна система еле-
ментiв з L.

Вiдомо, що якщо множина елементiв x1, x2, ..., xn є базисом у лiнiйно-
му просторi L, то будь-який елемент iз L може бути зображений (при-
чому єдиним способом) у виглядi лiнiйної комбiнацiї елементiв базису.

Усi базиси одного й того ж лiнiйного простору L складаються з одна-
кової кiлькостi елементiв, причому число елементiв базису називається
розмiрнiстю лiнiйного простору. Базисом в n-вимiрному просторi L на-
зивається будь-яка система iз n лiнiйно незалежних елементiв. Якщо ж в
просторi L можна вказати систему iз довiльного скiченного числа лiнiйно
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незалежних елементiв, тодi такий простiр L назвемо нескiнченновимiр-
ним.

Лiнiйний простiр L називається нормованим простором, якщо кож-
ному його елементу x ставиться у вiдповiднiсть дiйсне невiд’ємне число
‖x‖ (норма x), причому виконуються такi умови:

1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = θ;

2) ∀α ∈ R, ∀x ∈ L : ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ;

3) ∀x, y ∈ L : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Вiдмiтимо, що будь-який лiнiйний простiр, на якому задана метрика
ρ (x, y) , є нормованим простором з нормою ‖x‖ = ρ (x, θ). В одному i
тому ж лiнiйному просторi L норма може задаватись по-рiзному. При-
кладами нормованих просторiв є:

1. Множина дiйсних чисел R з нормою ‖x‖ = |x| ;
2. Простiр n-вимiрних векторiв Rn з нормою ‖x‖ =

√∑n
k=1 x2

k;

3. Множина послiдовностей lp = {(x1, x2, ...) , xi ∈ R} для яких вико-
нується умова

∑∞
k=1 |xk|p < ∞ з нормою ‖x‖ = p

√∑∞
k=1 |xk|p, де

число p ≥ 1 фiксоване;

4. Множина функцiй Lp [a, b] для яких виконується умова
∫ b

a |x (t)|p dt <

∞ з нормою ‖x‖ = p

√∫ b

a |x (t)|p dt, де число p ≥ 1 фiксоване;

5. C[a,b] – множина неперервних на сегментi [a, b] функцiй з нормою
‖x‖ = sup

t∈[a,b]
|x (t)| .

Послiдовнiсть {xn} ⊂ L називається збiжною у нормованому про-
сторi L, якщо ∃x ∈ L : lim

n→∞
‖xn − x‖ = 0.

Послiдовнiсть {xn} ⊂ L називається фундаментальною у нормовано-
му просторi L, якщо

(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀m > nε) : ‖xn − xm‖ < ε.

Iнодi умову фундаментальностi ще записують у формi:
(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n > nε) (∀p ∈ N) : ‖xn − xn+p‖ < ε.

Якщо будь-яка фундаментальна послiдовнiсть у нормованому про-
сторi L є збiжною, то простiр називається повним. Повний нормований
простiр ще називають банаховим простором.
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Розв’язання типових задач

Завдання 1. На множинi R+ введено операцiї x⊕ y = {x, y} , λ⊗x =
xλ(λ ∈ R). Чи буде R+ з такими операцiями утворювати лiнiйний
простiр?
Розв’язання. Зауважимо, що множина R+ – це множина додатнiх дiйс-
них чисел. Якщо x, y ∈ R+, то i max {x, y} ≥ 0, а також xλ > 0, тобто
дана множина замкнена вiдносно операцiй ⊕ i ⊗.

Перевiримо виконання аксiом лiнiйного простору:
∀x, y : max {x, y} = max {y, x}

∀x, y, z : max {max {x, y} , z} = max {x, max {y, z}} ,

тобто аксiоми комутативностi та асоцiативностi виконуються. Перевiри-
мо аксiому iснування нуля:

∃0̃ ∈ R+ ∀x ∈ R+ : max(0̃, x) = x.

Але
∀x ∈ R+, ∀y ∈ R+ max(x, y) 6= 0,

тому дана множина не утворює лiнiйного простору.
Завдання 2.Чи утворюють у лiнiйному просторi неперевних на [−1, 1]
функцiй C[−1;1] пiдпростiр перiодичнi функцiї?
Розв’язання. Якщо функцiя y = f(x) є перiодичною з перiодом Т, то i
функцiя λy = λf(x) теж буде перiодичною з тим же перiодом, адже

f(x + T ) = f(x) ⇒ λf(x + T ) = λf(x).

Але якщо розглядати суму перiодичних функцiй, то вона буде перiодич-
ною лише у тому разi, якщо їх перiоди мають спiльне кратне. А це не
завжди так, наприклад, функцiї y = sin x i y = sin

√
2x мають перiоди

вiдповiдно 2π i
√

2π, для яких не iснує спiльного кратного, тобто числа,
котре нацiло дiлиться i на 2π, i на

√
2π.

Це означає, що перiодичнi функцiї не утворюють пiдпростору лiнiй-
ного простору C[−1;1].

Завдання 3. Чи задає норму на лiнiйному просторi X функцiя ‖x‖ ,

якщо:

a) X = C
′
[0,1], ‖x(t)‖ =

1∫
0
| x(t) |dt + max

x∈[0,1]
| x′(t) |;

б) X = Rm, ‖ x ‖=
( m∑

i=1

i∑
j=1

| xj |3
) 1

3

;

в) X = l2, ‖x‖ =
∞∑
i=1

√
| xi |;
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г) X = m, де m – множина всiх обмежених числових послiдовностей
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) , ‖x‖ = max

k∈N
xk.

Розв’язання. а) C
′
[0,1] – це множина функцiй, неперервних на [0, 1] разом

зi своєю похiдною. Тобто, ∀x(t) ∈ C
′
[0,1] ∃

1∫
0
|x(t)| dt та x

′
(t) ∀t ∈ [0, 1].

Отже, функцiя ‖x‖ є визначеною на всiй множинi C
′
[0,1]. (Вiдмiтимо, що

на C[0,1] таке задання функцiї ‖x‖ було б некоректним, адже x
′
(t) iснує

не для всiх неперервних функцiй. Наприклад, для неперервної функцiї
x = |t| не iснує похiдної у точцi t0 = 0.)

‖x‖ =
1∫
0
|x(t)|dt + max

x∈[0,1]

∣∣x′(t)
∣∣ > 0 як сума двох невiд’ємних доданкiв.

Перевiримо аксiоми норми:

1) Якщо ‖x‖ = 0, то





1∫
0
|x(t)|dt = 0;

max
x∈[0,1]

∣∣x′(t)
∣∣ = 0.

Друга умова системи має мiсце

тодi i тiльки тодi, коли ∀t ∈ [0, 1]
∣∣x′(t)

∣∣ = 0 ⇒ x(t) = c = const ∀t ∈
[0, 1]. Але одночасно повинно виконуватись, що

1∫
0
|x(t)|dt = 0 ⇒ x(t) ≡ 0

й перша аксiома виконується.
2) ∀α ∈ R

‖αx‖ =

1∫

0

|αx(t)|dt + max
t∈[0,1]

|(αx(t))′| = |α|
1∫

0

|x(t)|dt+

+ |α| max
t∈[0,1]

|x′(t)| = |α|‖x‖.
Тут використано властивiсть лiнiйностi iнтегрування та диференцiюван-
ня.
3)∀x, y ∈ C

′
[0,1]

‖x + y‖ =

1∫

0

|x(t) + y(t)|dt + max
t∈[0,1]

|(x(t) + y(t))
′| ≤

≤
1∫

0

(|x(t)|+ |y(t)|)dt + max
t∈[0,1]

(|(x′(t) + y′(t)|) ≤
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≤
1∫

0

|x(t)|dt + max
t∈[0,1]

|x′(t)| +

1∫

0

|y(t)|dt + max
t∈[0,1]

|y′(t)| = ‖x‖ + ‖y‖.

У процесi оцiнок використано нерiвностi |a+ b| ≤ |a|+ |b| та max
X

(f(x)+

+g(x)) ≤ max
X

f(x) + max
X

g(x), а також властивiсть лiнiйностi iнтеграла
та похiдної.

б) На множинi Rm функцiя ‖x‖ =

(
m∑

i=1

i∑
j=1
|xj|3

)1
3

є визначеною скрiзь,

причому очевидно, що ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Rm.

1) Запишемо формулу для ‖x‖ у iншiй формi

‖x‖ =
(
|x1|3 +

(|x1|3 + |x2|3
)

+ . . . +
(|x1|3 + |x2|3 + . . . + |xm|3

))1
3

=

(
m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3

)1
3

= 0 ⇐⇒ ∀i = 1,m |xi| = 0,

а, отже, x = θ.

2)

‖αx‖ = (m|αx1|3 + (m− 1)|αx2|3 + ... + |αxm|3)1
3 =

=
(
m|α|3|x1|3 + (m− 1)|α|3|x2|3 + ... + |α|3|xm|3

)1
3 =

= |α| (m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3
)1

3 = |α|‖x‖.
3)

‖x + y‖ =
(
m|x1 + y1|3 + (m− 1)|x2 + y2|3 + ... + |xm + ym|3

)1
3 =

=
(| 3
√

mx1 + 3
√

my1|3 + | 3
√

m− 1x2 + 3
√

m− 1y2|3 + ... + |xm + ym|3
)1

3 6

≤ (| 3
√

mx1|3 + | 3
√

m− 1x2|3 + ... + |xm|3
)1

3 +

+
(| 3
√

my1|3 + | 3
√

m− 1y2|3 + ... + |ym|3
)1

3 =

=
(
m|x1|3 + (m− 1)|x2|3 + ... + |xm|3

)1
3 +

+
(
m|y1|3 + (m− 1)|y2|3 + ...|ym|3

)1
3 = ‖x‖+ ‖y‖.

Отже, ‖x‖ задає норму на Rm.

в) Для функцiї ‖x‖ виконуються всi аксiоми норми, але разом з цим во-

на норму не задає. Адже не для всiх елементiв x ∈ l2 функцiя
∞∑
i=1
|xi|

набуває скiнченних значень. Наприклад, для x =

(
1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...

)
∈ l2
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∞∑
i=1

1√
n

розбiжний, а тому ‖x‖ не є нормою в l2.

г) Якщо розглядати обмежену послiдовнiсть, яка складається лише з

вiд’ємних членiв
(
наприклад,

{
−1 +

1

n + 1
: n ∈ N

})
, то max

n∈N
xn = −1

2
<

0, тому ‖x‖ не задає норму на m.
Зауважимо, що навiть якби задати функцiю ‖x‖ = max

n∈N
|xn|, то вона

все одно не задавала б норму, адже не для всiх обмежених послiдовно-

стей iснує максимальний елемент, наприклад, ∃ max
n∈N

{
1− 1

n

}
.

Завдання 4. Дослiдити на збiжнiсть у нормованому просторi послi-
довнiсть {xn, n ∈ N} якщо:

a) E = C
′
[0,1], xn(t) = cos t− cos

t

n
;

б) E = L3[0, 1], xn(t) =
nt√

1 + n2

в) E = l2, xn =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
1√

(n− 1)n
,

1√
n(n + 1)

, ...


 ;

г) E = C[0,1], xn(t) = e−nt;

д) E = l1, xn =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

, 1,
1

2
,
1

3
, ...


 .

Розв’зання. а) На просторi C
′
[0,1] норму задаємо формулою:

‖x‖ = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x́(t)|
(перевiрку зробити читачу).
Знайдемо поточкову границю послiдовностi {xn}.

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

(
cos t− cos

t

n

)
= cos t− cos 0 = cos t− 1

cos t− 1 ∈ C
′
[0,1], тому далi дослiдимо значення ‖xn − x0‖ .

‖xn − x0‖ =

∥∥∥∥cos t− cos
t

n
− cos t + 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1− cos
t

n

∥∥∥∥ =

= max
t∈[0,1]

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣ + max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣ .
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Розглянемо обидва доданки в правiй частинi останньої рiвностi.(
1− cos

t

n

)′

=
1

n
sin

t

n
= 0 при

t

n
= πk. Позначимо tn = πnk, n ∈ N,

k ∈ Z.
Iз усiх значень tn промiжку [0, 1] належать тiльки t0 = 0.∣∣∣∣1− cos

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=0

= |1− 1| = 0,

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=1

=

∣∣∣∣1− cos
1

n

∣∣∣∣ = 1− cos
1

n
.

Тому max
t∈[0,1]

∣∣∣∣1− cos
t

n

∣∣∣∣ = 1− cos
1

n
→ 0, при n →∞.

(
1− cos

t

n

)′′

=

(
1

n
sin

t

n

)′

=
1

n2 cos
t

n
= 0 при

t

n
=

π

2
+ πk, k ∈ Z;

tn =
π

2
n + πnk n ∈ N, k ∈ Z.

Жодне зi значень tn /∈ [0, 1], тому обчислюємо значення тiльки на кiнцях
промiжка.∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
t=0

=

∣∣∣∣
1

n
sin

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=0

= 0.

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
t=1

=

∣∣∣∣
1

n
sin

t

n

∣∣∣∣
∣∣∣∣
t=1

=
1

n
sin

1

n
.

Тобто max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣
(

1− cos
t

n

)′∣∣∣∣∣ =
1

n
sin

1

n
→ 0, n →∞.

Таким чином, ‖xn − x0‖ → 0 при n → ∞, отже {xn} є збiжною в
C
′
[0,1].

б) Дослiджуючи на поточкову збiжнiсть {xn} , знайдемо:

x0(t) = lim
n→∞

xn(t) = lim
n→∞

nt√
n2 + 1

= t,

t ∈ L3[0, 1], тому є сенс дослiджувати числову послiдовнiсть {‖xn − x0‖} .

‖xn − x0‖ =
3

√∫ 1

0
|xn(t)− x0(t)|3 dt =

3

√∫ 1

0

∣∣∣∣
nt√

n2 + 1
− t

∣∣∣∣
3

dt =

=

∣∣∣∣
n√

n2 + 1
− 1

∣∣∣∣
3

√∫ 1

0
t3dt =

∣∣∣∣∣
n−√n2 + 1√

n2 + 1

∣∣∣∣∣
3

√
t4

4

∣∣∣∣
1

0
=

1
3√4

∣∣∣∣∣
n−√n2 + 1√

n2 + 1

∣∣∣∣∣ .

Оскiльки

lim
n→∞

n−√n2 + 1√
n2 + 1

= − lim
n→∞

1√
n2 + 1(n +

√
n2 + 1)

= 0,

то ‖xn − x0‖ → 0 при n →∞, тобто {xn} є збiжною в L3[0, 1].
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в) lim
n→∞

xn = lim
n→∞


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
1√

(n− 1)n
,

1√
n(n + 1)

, ...


 = (0, 0, . . .) .

Поточкова границя x0 = (0, 0, ...) ∈ l2, тому дослiджуємо

‖xn − x0‖ = ‖xn‖ =

√√√√
∞∑

k=n

(
x

(k)
n

)2
=

√√√√
∞∑

k=n

1

(k − 1)k
.

Даний вираз прямує до нуля як залишок збiжного ряду, тому i послiдов-
нiсть є збiжною.
г) Поточкова границя

x0(t) = lim
n→∞

e−nt =

{
0, t ∈ (0, 1];
1, t = 0.

Оскiльки x0(t) /∈ C[0,1], то дана послiдовнiсть не буде збiжною навiть
поточково.
д) Поточковою границею послiдовностi xn буде x0 = (0, 0, ...) ⊂ l1.

‖xn − x0‖ = ‖xn‖ =
∞∑

k=n+1

x(k)
n =

∞∑

k=n+1

1

k − n
−−−→
n→∞

∞

як залишок розбiжного ряду i тому збiжностi числової послiдовностi
{‖xn − 0‖} до нуля при n →∞ немає.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. На множинi X введено операцiї x⊕ y, λ⊗ x. Чи буде X

з такими операцiями утворювати лiнiйний простiр, якщо:

1. X = R+, x⊕ y = x + y, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

2. X = R, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

3. X = R, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

4. X = R, x⊕ y = max (x, y) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

5. X = R, x⊕ y = xy, λ⊗ x = xλ, (λ ∈ R) ;

6. X = R, x⊕ y = x + y, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

7. X = R, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = xλ, (λ ∈ R) ;

8. X = R+, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;

9. X = R+, x⊕ y = xy, λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) ;
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10. X = R+, x⊕ y = max (|x| , |y|) , λ⊗ x = λx, (λ ∈ R) .

Завдання 2. Чи утворюють в лiнiйному просторi C[−1,1] пiдпростiр
такi множини:

1. двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї;

2. непарнi функцiї;

3. перiодичнi функцiї;

4. монотонно зростаючi функцiї;

5. функцiї, для яких x (0) = 0;

6. функцiї, для яких
∫ 1
−1 x (t) dt = 0;

7. функцiї, для яких
∫ 0
−1 x (t) dt =

∫ 1
0 x (t) dt;

8. квадратичнi функцiї;

9. многочлени фiксованого степеня;

10. монотоннi функцiї.

Завдання 3. Чи задає норму в лiнiйному просторi L функцiя ‖x‖ ,

якщо:

1. L = C[0,1], ‖x (t)‖ =
∫ 1

0 |p (t) x (t)| dt, p (t) ∈ C[0,1], p (t) 6≡ 0;

2. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ = |x′ (a)|+ |x′ (b)|+ max

t∈[a,b]
|x′′ (t)| ;

3. L = Rm, ‖x‖ =
(∑m

i=1
∑i

k=1 x2
k

)1
2
;

4. L = C[0,1], ‖x (t)‖ =
(∫ 1

0 x2 (t) dt
)1

2
;

5. L = Rm, ‖x‖ =
(∑m

k=1 (αkxk)
2
)1

2
, α ∈ Rm;

6. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ =

∫ b

a |x (t)| dt + max
t∈[a,b]

|x′′ (t)| ;

7. L = C2
[a,b], ‖x (t)‖ = |x(a)|+ max

t∈[a,b]
|x′′ (t)| ;

8. L = C0(множина збiжних до нуля послiдовностей,) ‖x (t)‖ = max
k∈N

|xk| ;
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9. L = Rm, ‖x‖ =
∑m

i=1
|xi|
2i

;

10. L = C(множина всiх збiжних послiдовностей,) ‖x (t)‖ = inf
k∈N

|xk| .

Завдання 4. Чи буде збiжною в нормованому просторi E послiдов-
нiсть {xn, n ∈ N}, якщо:

1. E = l2, xn =


0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n−1

1
n , 1

n+1 , ...


 ;

2. E = L2 [0, 1] , xn (t) = tn;

3. E = C
′
[0,1], xn (t) =

tn+1

n + 1
− tn

n
;

4. E = l2, xn =


1, 0, ..., 0,

1

n
,

︸ ︷︷ ︸
n

0, 0, ...


 ;

5. E = C[0,1], xn (t) = tn;

6. E = L2 [0, 1] , xn (t) = ntn;

7. E = L2 [0, 1] , xn (t) = sin t− sin
t

n
;

8. E = C
′
[0,1], xn (t) = sin t− sin

t

n
;

9. E = L2 [0, 1] , xn (t) = ntn−1;

10. E = C(−∞,∞), xn (t) = 4

√
t4 +

1

n4 .
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8 Гiльбертiв простiр

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Поняття евклiдового простору, гiльбертового простору.

2. Властивостi скалярного добутку.

3. Нерiвнiсть Кошi-Буняковського.

4. Iснування ортогональних базисiв, ортогоналiзацiя.

5. Iзоморфiзм гiльбертових просторiв.

6. Пiдпростори, ортогональнi доповнення, лiнiйний многовид.

7. Проекцiя елемента на пiдпростiр гiльбертового простору.

Теоретичнi вiдомостi

Одним iз способiв введення норми в лiнiйному просторi є можливiсть
задання в ньому поняття скалярного добутку. Скалярним добутком двох
елементiв x та y з лiнiйного простору H називається дiйсне число (x, y),
що задовольняє умовам:

1. (x, x) ≥ 0, причому (x, x) = 0 ⇔ x = θ;

2. ∀x, y ∈ H : (x, y) = (y, x) ;

3. ∀α ∈ R : (αx, y) = α (x, y) ;

4. ∀x, y, z ∈ H : (x + y, z) = (x, z) + (y, z) .

Якщо у дiйсному лiнiйному просторi H введено скалярний добуток,
то цей простiр називається евклiдовим. Комплексний лiнiйний простiр
H називається унiтарним, якщо кожнiй парi його елементiв x та y ста-
виться у вiдповiднiсть комплексне число (x, y) , й виконуються наступнi
умови:

1. (x, x) ≥ 0, причому (x, x) = 0 ⇔ x = θ;

2. ∀x, y ∈ H : (x, y) = (y, x),

3. ∀α ∈ C : (αx, y) = α (x, y) ;

4. ∀x, y, z ∈ H : (x + y, z) = (x, z) + (y, z) .
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У кожному евклiдовому чи унiтарному просторi H за допомогою ска-
лярного добутку можна ввести норму, поклавши ‖x‖ =

√
(x, x). Та-

ким чином дiйсний чи комплексний лiнiйний простiр H стає нормова-
ним простором. Якщо для нормованого простору норма визначається
рiвнiстю ‖x‖ =

√
(x, x), то цю норму називають породженою скалярним

добутком. Щоб у нормованому просторi H можна було ввести скаляр-
ний добуток який породжуватиме норму, необхiдно i досить, щоб для
всiх його елементiв x та y виконувалась рiвнiсть:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Ця рiвнiсть характеризує вiдому властивiсть паралелограма в евклiдо-
вому просторi.

Нескiнченно вимiрний простiр H зi скалярним добутком називається
гiльбертовим, якщо вiн є повним вiдносно норми, що породжена скаляр-
ним добутком(або є повним в розумiннi метрики ρ(x, y) = ‖x− y‖).

Кутом мiж ненульовими елементами евклiдового простору називаєть-

ся кут ϕ ∈ [0, π] такий, що cos ϕ =
(x, y)

‖x‖ ‖y‖ . Якщо cos ϕ = 0, то елементи

x та y називаються ортогональними (позначають x⊥y.) Очевидно, ор-
тогональними є такi i тiльки такi елементи x, y ∈ H\ {0} , для яких
скалярний добуток (x, y) = 0.

Лiнiйним многовидом в гiльбертовому просторi H називається така
сукупнiсть L елементiв iз H, що якщо x, y ∈ L, то αx + βy ∈ L для
будь-яких чисел α i β. Замкнений лiнiйний многовид L в гiльбертовому
просторi H називається пiдпростором цього простору H.

Якщо елемент x ∈ H є ортогональним до всiх елементiв деякої мно-
жини L ⊂ H, то кажуть, що x ортогональний до L i позначають x⊥L.
Множина всiх елементiв x ∈ H, що ортогональнi до L, називається орто-
гональним доповненням до L i позначається L⊥. Вiдомо, що L⊥ завжди
є лiнiйним пiдпростором простору H, навiть якщо L i не є пiдпростором.
Якщо ж L – пiдпростiр, то має мiсце наступна властивiсть:

Нехай H – гiльбертiв простiр, L ⊂ H – пiдпростiр. Тодi H = L⊕ L⊥,
тобто довiльний елемент x ∈ H єдиним чином зображається у виглядi
x = u + v, де u ∈ L, v ∈ L⊥. При цьому ρ (x, L) = ‖x− u‖ = ‖v‖ .

Елемент u називається проекцiєю елемента x на пiдпростiр L.

Якщо M – замкнена множина у гiльбертовому просторi H, то для
довiльного x /∈ H iснує єдиний елемент y ∈ M такий, що ρ (x,M) =
‖x− y‖ .

Система елементiв e1, e2, ... в евклiдовому (унiтарному) просторi на-
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зивається ортогональною, якщо (ei, ej) = 0 при i 6= j i ортонормованою,

якщо (ei, ej) =

{
1, i = j,
0, i 6= j.

Будь-яку систему x1, x2, ..., xn, ... лiнiйно незалежних елементiв мож-
на перетворити в ортонормовану з допомогою процесу ортогоналiзацiї
Шмiдта. Покладемо e1 = x1

‖x1‖ . Нехай y2 = x2 − c21e1. Пiдберемо чис-
ло c21 так, щоб y2⊥e1. Очевидно, для цього треба взяти c21 = (x2, e1).
Покладемо e2 = y2

‖y2‖ . Нехай e1, e2, ... , en−1 уже побудованi. Вiзьмемо
yn = xn −

∑n−1
k=1 cnkek, де cnk = (xn, ek), i нарештi одержимо en = yn

‖yn‖ .

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Чи задають скалярний добуток у просторi R2 функцiї:

а) (x, y) = |x1 + y1| |x2 + y2| ;
б) (x, y) =

√
x2

1y
2
1 + x2

2y
2
2.

Розв’язання. У кожному випадку скалярний добуток (x, y) як функцiя
є визначеною на всiй множинi R2, тому необхiдно перевiрити аксiоми
скалярного добутку.
а)

(x, x) = |2x1| |2x2| = 4 |x1x2| ≥ 0.

Але для того, щоб (x, x) = 0 в нашому прикладi достатньо, щоб вико-
нувалась лише одна iз умов: x1 = 0 або x2 = 0. Тобто, можливо, що
(x, x) = 0, але x 6= θ. Отже, функцiя (x, y) не задає скалярного добутку
на R2.
б)

(x, x) =
√

x2
1x

2
1 + x2

2x
2
2 =

√
x4

1 + x4
2 ≥ 0.

Якщо (x, x) = 0 ⇒
√

x4
1 + x4

2 = 0 ⇒
{

x1 = 0;
x2 = 0,

⇒ x = θ. Навпаки,

при x = θ (x, x) = 0.

(x, y) =
√

x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2 =

√
y2

1x
2
1 + y2

2x
2
2 = (y, x).

(αx, y) =
√

(αx1)2y2
1 + (αx2)2y2

2 =
√

α2(x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2) =

= |α|
√

(x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2) = |α| (x, y) 6= α(x, y),

тобто дана функцiя не задає скалярний добуток на R2.
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Завдання 2. Нехай H – гiльбертiв простiр, норма в якому пород-
жується скалярним добутком. Довести, що ∀x, y ∈ H

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)

(рiвнiсть паралелограма).
Розв’язання. Насамперед варто звернути увагу на те, що справжнiй
паралелограм довелося б розглядати лише у просторах R2 та R3(на пло-
щинi та у просторi). Тут вона бiльш звична нам у геометричнiй iнтер-
претацiї, вiдомiй зi шкiльного курсу математики: у будь-якому парале-
лограмi сума квадратiв довжин сторiн дорiвнює сумi квадратiв довжин
дiагоналей. Для всiх iнших множин H паралелограм суто умовний.

Той факт, що норма в H породжена скалярним добутком, означає, що
∀x ∈ H ‖x‖ =

√
(x, x). З огляду на цю властивiсть, запишемо ∀x, y ∈ H

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = (x + y, x + y) + (x− y, x− y) =

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) + (x, x)− (x, y)− (y, x) + (y, y) =

= 2 ((x, x) + (y, y)) = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Рiвнiсть доведено.
Завдання 3. Довести, що норма не породжується скалярним добут-
ком в просторах:

а) C[a,b],

б) lp, 1 ≤ p 6= 2.

Розв’язання. Використаємо результат попередньої задачi, i в обох ви-
падках пiдберемо елементи x та y так, щоб рiвнiсть паралелограма не
виконувалась.
а) Розглянемо конкретний простiр, наприклад, C[0,1]. Функцiї x (t) i y (t)
iз C[0,1] виберемо так, щоб одна з них була сталою, а друга – лiнiй-
ною, наприклад, нехай x (t) = 1, y (t) = t. При цьому x (t) + y (t) =
t + 1, x (t)− y (t) = 1− t.

У просторi C[a,b] – множинi неперервних на [a, b] функцiй, ми вводи-
ли норму ‖x‖ = max

t∈[a,b]
|x(t)|. Тодi норми одержаних функцiй: ‖x (t)‖ =

1, ‖y (t)‖ = 1, ‖x (t) + y (t)‖ = 2, ‖x (t)− y (t)‖ = 1. Пiдставимо одер-
жанi числа у рiвнiсть паралелограма, i одержимо: 22 + 12 6= 2

(
12 + 12

)
.

Оскiльки рiвнiсть паралелограма не виконується принаймнi для однiєї
пари функцiй, то норма не породжується скалярним добутком.

Доцiльно зауважити, що ми довели потрiбне твердження, не задаю-
чи на множинi C[a,b] скалярного добутку. З огляду на це, задачу можна
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було сформулювати так: довести, що на просторi C[a,b] не можна задати
скалярний добуток так, щоб вiн породжував норму.
б) На просторах lp виберемо наступнi елементи:

x = (1, 1, 0, 0, ...) , y = (1,−1, 0, 0, ...) .

При цьому одержимо x + y = (2, 0, 0, ...) , x− y = (0, 2, 0, 0, ...), а норми

елементiв x, y, x + y, x − y (враховуючи визначення ‖x‖ = p

√
∞∑

k=1
|xk|p)

дорiвнюватимуть
‖x‖ =

p
√

2, ‖y‖ =
p
√

2, ‖x + y‖ = 2, ‖x− y‖ = 2.

Пiдставляючи одержанi значення в рiвнiсть паралелограма, одержимо
спiввiдношення,

22 + 22 = 2
(
2

2
p + 2

2
p

)
,

8 = 4 · 2 2
p ,

що справедливе лише при p = 2. Тобто скалярний добуток не породжує
норми на lp.
Завдання 4. У гiльбертовому просторi H визначити ортогональне
доповнення L⊥, якщо:

а) H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, ξ2, ..., ξn, 0, 0, ...), ξi ∈ R+} (n –
фiксоване);

б) H = L2[−1, 1], L =

{
x(t) : x(t) = 0, t ∈

[
−1

3
;
1

3

]}
.

Розв’язання. а) Якщо y ∈ L⊥, то ∀x ∈ L (x, y) = 0. Крiм того, за
визначенням скалярний добуток

(x, y) =
∞∑

k=1

xkyk = ξ1y1 + ξ2y2 + ... + ξnyn = 0,

якщо тiльки yk = 0 ∀k = 1, n. Тобто

L⊥ =



y ∈ l2 : y =


0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

, yn+1, yn+2, ...


 , yn+1, yn+2, . . .− будь-якi.





б) Скалярний добуток в просторi L2[−1, 1]

(x, y) =

∫ 1

−1
x(t)y(t)dt =

∫ − 1
3

−1
x(t)y(t)dt+

∫ 1
3

− 1
3

x(t)y(t)dt+

∫ 1

1
3

x(t)y(t)dt =

=

∫ 1
3

−1
x(t)y(t)dt +

∫ 1

1
3

x(t)y(t)dt = 0
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якщо виконується умова y(t) = 0 ∀t ∈
[
−1;−1

3

]
∪

[
1

3
; 1

]
. Тобто

L⊥ =

{
y ∈ L2[−1; 1] : y(t) = 0 ∀t ∈

[
−1;−1

3

]
∪

[
1

3
; 1

]}
.

Завдання 5.Знайти проекцiю елемента x(t) = sin
π

2
t iз простору L2[0, 1]

на пiдпростiр L цього простору, породжений елементами a1(t) = 1,
a2(t) = t, a3(t) = t2.
Розв’язання. Кожен елемент простору L зображається у виглядi u =
c0 + c1t + c2t

2, де c0, c1, c2 – дiйснi числа. Щоб рiзниця x− u була орто-
гональна до будь-якого елемента v ∈ L, достатньо щоб ця рiзниця була
ортогональною до базисних елементiв пiдпростору L, тобто до елементiв
1, t, t2. Тому розглянемо систему скалярних добуткiв:




(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, 1
)

= 0;(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, t
)

= 0;(
sin

π

2
t− c0 − c1t− c2t

2, t2
)

= 0.

Користуючись властивостями скалярного добутку, запишемо дану сис-
тему у виглядi 




(
c0 + c1t + c2t

2, 1
)

=
(
sin

π

2
t, 1

)
;

(
c0 + c1t + c2t

2, t
)

=
(
sin

π

2
t, t

)
;

(
c0 + c1t + c2t

2, t2
)

=
(
sin

π

2
t, t2

)
.

Звiдси одержимо



c0

1∫
0

dt + c1

1∫
0

tdt + c2

1∫
0

t2dt =
1∫
0

sin
π

2
tdt;

c0

1∫
0

tdt + c1

1∫
0

t2dt + c2

1∫
0

t3dt =
1∫
0

t sin
π

2
tdt;

c0

1∫
0

t2dt + c1

1∫
0

t3dt + c2

1∫
0

t4dt =
1∫
0

t2 sin
π

2
tdt.

Обчислимо всi iнтеграли, якi фiгурують у цiй системi:
1∫
0

dt = 1,
1∫
0

tdt =

1

2
,

1∫
0

t2dt =
1

3
,

1∫
0

t3dt =
1

4
,

1∫
0

t4dt =
1

5
,

1∫
0

sin
π

2
tdt =

2

π
,

1∫
0

t sin
π

2
tdt =

4

π2 ,
1∫
0

t2 sin
π

2
tdt =

8π − 16

π3 .

Таким чином, система набуде вигляду системи лiнiйних рiвнянь вiдносно
коефiцiєнтiв c0, c1, c2 :
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c0 +
1

2
c1 +

1

3
c2 =

2

π
;

1

2
c0 +

1

3
c1 +

1

4
c2 =

4

π2 ;

1

3
c0 +

1

4
c1 +

1

5
c2 =

8π − 16

π3 .

Розв’яжемо її методом Гаусса:


1
1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4

1

5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4

π2
8π − 16

π3



⇒




1
1

2

1

3

0
1

12

1

12

0
1

12

4

45

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4− π

π2

8π − 16− 2π2

π3



⇒

⇒




1
1

2

1

3

0
1

12

1

12

0 0
1

180

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

π
4− π

π2

4π − 16− π2

π3




.





c0 +
1

2
c1 +

1

3
c2 =

2

π
;

1

12
c1 +

1

12
c2 =

4− π

π2 ;

1

180
c2 =

4π − 16− π2

π3 ;

⇒





c2 =
180

(
4π − 16− π2

)

π3 ;

c1 =
168π2 − 472π + 2080

π3 ;

c0 =
66π2 − 256π + 960

π3 .

Таким чином, проекцiя елемента sin
π

2
t на пiдпростiр, породжений еле-

ментами 1, t, t2 визначається так:

u(t) =
180

(
4π − 16− π2

)

π3 t2+
168π2 − 472π + 2080

π3 t+
66π2 − 256π + 960

π3 .

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Чи задає скалярний добуток в просторi R2 наступна
функцiя:

1. (x, y) = (x1 + y1) (x2 + y2) ;

2. (x, y) = (x1 + x2) (y1 + y2) ;

3. (x, y) = |x1 + x2| |y1 + y2| ;
4. (x, y) = x1y2;

5. (x, y) = (x1 + y1)
2 (x2 + y2)

2 ;
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6. (x, y) = |x1|+ |x2|+ |y1|+ |y2| ;
7. (x, y) = (x1 + y1)

2 + (x2 + y2)
2;

8. (x, y) =
√

x1y1 + x2y2;

9. (x, y) = x1 + y2;

10. (x, y) = x1x2 + y1y2.

Завдання 2. У просторi H знайти L⊥, якщо:

1. H = L2 [−1, 1] , L = {x (t) = ct, c ∈ R} ;

2. H = l2, L =






1, 1, ...1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, 0, ...






(n – фiксоване число);

3. H = L2 [−1, 1] , L =

{
x (t) : x (t) = 0 ∀t ∈

[
−1

2
,
1

2

]}
;

4. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, ξ3, 0, ξ5, ...) , ξ2n−1 ∈ R, n ∈ N} ;

5. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, 0, 0, ...) , ξ1 ∈ R} ;

6. H = L2 [−π, π] , L = {x (t) = cos nt, n ∈ N} ;

7. H = l2, L =






1, 0, 0, ...1︸ ︷︷ ︸

2n+1

, 0, 0, ...


 , n ∈ N



 ;

8. H = l2, L =






1, 0, 1, 0, ...1, 0︸ ︷︷ ︸

2n

, ξ2n+1, ξ2n+2, ...


 , ξ2n+1, ξ2n+1, . . . ∈ R,

n ∈ N} ;

9. H = l2, L = {x ∈ l2 : x = (ξ1, 0, 0, 0, ...) , ξ1 ∈ R} ;

10. H = L2 [−π, π] , L = {x (t) = sin nt, n ∈ N} .

Завдання 3. Знайти проекцiю елемента x iз гiльбертового простору
H на його пiдпростiр, породжений елементами a1, a2, a3, якщо:

1. x (t) = 3
√

1 + t, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

2. x (t) = sin πt, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

3. x (t) = et − 2, H = L2 [0, 1], a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;
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4. x = (1, 1, 2, 1, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (3, 0, 0, ...) , a2 = (1, 1, 0, 0, ...) ,

a3 = (2, 1, 2, 0, 0, ...) ;

5. x = (2, 3, 2, 3, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (1, 0, 0, 0, ...) ,

a2 = (1, 1, 1, 0, 0, ...) , a3 = (0,−1, 1, 0, 0, ...) ;

6. x = (5, 4, 3, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 0, 1, 0, 0, ...) ,

a2 = (0, 1, 1, 0, 0, ...) , a3 = (1, 0, 2, 0, 0, ...) ;

7. x (t) = (t− 1)2, H = L2 [0, 1] , a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

8. x (t) = ch t, H = L2 [0, 1] , a1 (t) = 1, a2 (t) = t, a3 (t) = t2;

9. x = (−2, 2,−2, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 1, 2, 3, 0, 0, 0, ...) ,

a2 = (0, 0,−1, 3, 0, 0, ...) , a3 = (0, 0, 0, 6, 0, 0, 0, ...) ;

10. x = (5, 4, 3, 2, 0, 0, ...), H = l2, a1 = (0, 0, 1, 0, 0, ...) , a2 = (0, 1, 1, 0, 0, ...) ,

a3 = (1, 0, 2, 0, 0, ...) .
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9 Лiнiйнi функцiонали i лiнiйнi оператори. Просто-
ри операторiв

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Лiнiйнi неперевнi функцiонали. Норма функцiонала.

2. Лiнiйнi неперевнi оператори. Норма оператора.

3. Спряженi простори. Сильна топологiя в спряженому просторi.

4. Слабка топологiя i слабка збiжнiсть в лiнiйному топологiчному прос-
торi.

5. Слабка топологiя в спряженому просторi.

6. Приклади лiнiйних функцiоналiв i лiнiйних операторiв.

7. Простiр операторiв. Обернений оператор, оборотнiсть.

Теоретичнi вiдомостi

Числова функцiя f, визначена на деякому лiнiйному просторi L, на-
зивається функцiоналом. Функцiонал, визначений в дiйсному лiнiйному
просторi називається лiнiйним, якщо f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) для
∀x, y ∈ L, ∀α, β ∈ R.

Функiонал f, визначений на топологiчному лiнiйному просторi E, на-
зивається неперервним на E, якщо ∀ε > 0 ∀x0 ∈ E знайдеться окiл U

елемента x0 такий, що |f(x)− f(x0)| < ε для ∀x ∈ U.
Для неперервного лiнiйного функцiонала f в нормованому просторi

E число ‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)| називається нормою функцiонала f.

Вiдображення A : X → Y називається лiнiйним оператором, що дiє
iз лiнiйного топологiчного простору X в лiнiйний топологiчний простiр
Y, якщо виконуються такi умови:

1. (∀x, y ∈ X) A (x + y) = Ax + Ay;

2. (∀x ∈ X) (∀α ∈ R) A (αx) = αAx.

Iнодi цi двi умови замiнюють на одну, бiльш загальну:
(∀x, y ∈ X) (∀α, β ∈ R) A (αx + βy) = αAx + βAy.

Областю визначення оператора A є сукупнiсть D всiх тих x ∈ X,

для яких оператор A заданий. Вважають, що D – лiнiйний многовид,
причому не вимагається виконання рiвностi D = X.
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Оператор A : X → Y називається обмеженим, якщо(∃C ∈ R+)
(∀x ∈ X) ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖ .

Оператор A : X → Y називається неперервним у точцi x0 ∈ X, якщо
(∀ε > 0) (∃δε > 0) (∀x ‖x− x0‖ < δ) ⇒ (‖A (x− x0)‖ < ε) .

Якщо оператор є лiнiйним i обмеженим, то вiн неперервний.
Для будь-якого обмеженого оператора A, що дiє iз нормованого прос-

тору в нормований визначається норма оператора A спiввiдношенням

‖A‖ = sup
x∈X

‖Ax‖
‖x‖ .

На практицi, для знаходження норми оператора, бiльш зручно викори-
стовувати спiввiдношення:

‖A‖ = sup
x∈X:‖x‖<1

‖Ax‖
‖x‖ = sup

x∈X:‖x‖>1

‖Ax‖
‖x‖ .

Лiнiйним неперервним функцiоналом називається лiнiйний неперерв-
ний оператор f : X → R. Оскiльки функцiонал – особливий вид операто-
ра, то всi твердження, сформульованi для операторiв, справедливi i для
функцiоналiв.

Для лiнiйних функцiоналiв, заданих в лiнiйному просторi E, визна-
чають операцiї додавання i множення їх на число так: сумою f1 + f2

двох лiнiйних функцiоналiв f1 i f2 на лiнiйному просторi E називають
такий функцiонал f = f1 + f2, для якого ∀x ∈ E справедлива рiвнiсть
f(x) = f1(x) + f2(x), а добутком α · f лiнiйного функцiонала f на число
α називається функцiонал f(x) = α · f(x) ∀x ∈ E.

Зауважимо, що рiвностi, якими визначається сума двох функцiоналiв
i добуток функцiонала на число α, можуть бути записанi так:

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x), (αf)(x) = αf(x).

Сукупнiсть всiх неперервних лiнiйних функцiоналiв, заданих на дея-
кому топологiчному лiнiйному просторi E, утворюють лiнiйний простiр.
Цей лiнiйний простiр називається спряженим до простору E i позна-
чається символом E∗.

Серед рiзних способiв введення топологiї в спряженому просторi E∗

важливими є сильна i слабка топологiї.
Для неперервних лiнiйних функцiоналiв, визначених в нормованих

просторах E, норма функцiонала ‖f‖ = sup
‖x‖≤1

|f(x)| задовольняє всiм

вимогам, що мiстяться у визначеннi нормованого простору. Тобто, спря-
женому простору E∗ притаманна структура нормованого простору. То-
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пологiя в E∗, що вiдповiдає введенiй вище нормi, називається сильною
топологiєю в E∗.

Структура простору H∗, спряженого до гiльбертового H, стає оче-
видною, якщо сформулювати таку теорему: для кожного неперервного
лiнiйного функцiонала f, заданого в дiйсному гiльбертовому просторi H,

iснує єдиний елемент x0 ∈ H, такий, що f(x) = (x, x0) ∀x ∈ H, причо-
му ‖f‖ = ‖x0‖. I навпаки. Якщо x0 ∈ H, тодi формула f(x) = (x, x0)
визначає такий неперервний лiнiйний функцiонал f, що ‖f‖ = ‖x0‖.

Нехай E – лiнiйний топологiчний простiр, на якому задана сукупнiсть
всiх неперервних функцiоналiв {f} . Виберемо скiнченне число функцiо-
налiв: f1, f2, . . . , fn, n ∈ N. Для ∀ε > 0 множина {x ∈ E| |fi(x)| < ε} , i =
1, 2, . . . , n, є вiдкритою в просторi E i, очевидно, є деяким околом нульо-
вого елемента E. Топологiя в E, для якої сукупнiсть {x ∈ E| |fi(x)| < ε} ,
i = 1, 2, . . . , n, є визначальною системою околiв нуля, називається слаб-
кою топологiєю в просторi E. Якщо E нормований простiр, то слабка то-
пологiя в E задовольняє аксiомi вiддiльностi Хаусдорфа. Збiжнiсть в E,

що визначається слабкою топологiєю, називається слабкою збiжнiстю.
Iнакше поняття слабкої збiжностi формулюється так: послiдовнiсть (xn)
елементiв iз E називається слабко збiжною до елемента x0 ∈ E, якщо
для будь-якого неперервного лiнiйного функцiонала ϕ(x), заданого на E,

числова послiдовнiсть (ϕ(xn)) збiжна до ϕ(x0). Кожна слабко збiжна по-
слiдовнiсть елементiв у нормованому просторi є обмеженою. Прийнявши
за систему околiв нуля сукупнiсть множин виду {f | |f(x)| < ε, x ∈ A} ,

де A – довiльна обмежена множина в E, а ε – будь-яке додатне число,
тодi в спряженому просторi E∗ ми дiстанемо топологiю, яка називаєть-
ся сильною. Якщо ж замiсть всiх обмежених множин в E розглядати
всi скiнченнi пiдмножини A ⊂ E, тодi ми матимемо слабку топологiю в
спряженому просторi E. Оскiльки кожна скiнченна множина A ⊂ E об-
межена (але не навпаки), тому слабка топологiя простору E∗ є слабшою
нiж сильна топологiя.

Слабка збiжнiсть послiдовностi (ϕn) лiнiйних функцiоналiв у спря-
женому просторi E∗ є збiжнiстю на кожному фiксованому елементi iз
E :

ϕn(x)
x∈E−−→ ϕ(x) при n →∞, де ϕn, ϕ ∈ E∗.

У спряженому просторi E∗ послiдовнiсть (ϕn), яка є збiжною в сильнiй
топологiї, є збiжною i в слiбкiй топологiї (але не навпаки).

Розглянемо приклади лiнiйних неперервних функцiоналiв в основних
просторах:
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1. R : f (x) = ax, a ∈ R. При цьому ‖f‖ = |a| .

2. Rn : f (x) =
∑n

k=1 akxk, (a1, a2, ..., an) ∈ Rn. ‖f‖ =
√∑n

k=1 a2
k.

3. lp (p > 1) : будь-який неперервний лiнiйний функцiонал визначе-
ний в просторi lp зображується у виглядi f (x) =

∑∞
k=1 akxk, (a1,

a2, ..., an, ...) ∈ lq,

(
1

p
+

1

q
= 1

)
. ‖f‖ = q

√∑∞
k=1 |ak|q, де q =

p

1− p
.

Простiр, спряжений до простору lp, є iзометричним простору lq.

4. l1 : Кожний неперервний лiнiйний функцiонал f в просторi l1 зоб-
ражується у видi f (x) =

∑∞
k=1 akxk, (a1, a2, ..., an, ...) – обмежена

послiдовнiсть. Тодi ‖f‖ = sup
n∈N

|an| < +∞. Спряжений простiр до l1

є iзометричним простору m (простiр m – це множина, що утворена
зi всiляких обмежених числових послiдовностей).

5. Lp [a, b] (p > 1) : f (x) =
∫ b

a a (t) x (t) dt, x(t) ∈ Lp[a, b] a (t) ∈
Lq [a, b] ,

(
1

p
+

1

q
= 1

)
. При цьому ‖f‖ = q

√∫ b

a |a (t)|q dt. Спряже-

ний простiр до Lp[a, b] iзометричний простору Lq[0, 1].

6. L1 [a, b] : неперервний лiнiйний функцiонал в цьому просторi зобра-
жається у виглядi f (x) =

∫ b

a a (t) x (t) dt, a (t) – обмежена функцiя
майже скрiзь на [a, b]. ‖f‖ = sup

x∈[a,b]
|a (t)| . Спряжений простiр до

простору L1[0, 1] iзометричний простору M [a, b] – сукупностi всiх
вимiрних i обмежених майже скрiзь на [a, b] функцiй.

7. C[a,b] : неперервний лiнiйний функцiонал в даному просторi визна-
чається так: f (x) =

∫
[a,b] x (t) d (g (t))(в розумiннi iнтеграла Стiльть-

єса), де g (t) – функцiя обмеженої варiацiї. У цьому випадку ‖f‖ =
V arb

a |a (t)| . Спряжений простiр до простору C[a,b] iзометричний пiд-
простору V0[a, b] ⊂ V [a, b] – множина всiх функцiй обмеженої варiа-
цiї, причому ∀g(t) ∈ V0[a, b] виконуються такi умови: g(0) = 0,

g(t) =
1

2
[g(t + 0) + g(t− 0)] при t ∈ [a, b].

Розглянемо приклади лiнiйних операторiв.

1. Нехай E – лiнiйний топологiчний простiр. Покладемо Ax = x для
кожного x ∈ E. Такий оператор, що вiдображає кожен елемент прос-
тору в себе, називається одиничним.
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2. Нехай E1 i E2 – довiльнi лiнiйнi топологiчнi простори. I нехай Ox =
θ для всiх x ∈ E1, де θ – нельовий елемент простору E2. Тодi O

називається нульовим оператором.

3. Розглянемо загальний вигляд лiнiйного оператора, що вiдображає
скiнченновимiрний простiр в скiнченновимiрний: A : Rn → Rm (вiд-
повiдно в Rn базисом є сукупнiсть елементiв e1, e2, . . . , en, а в про-
сторi Rm – базис f1, f2, . . . , fm.) Кожен вектор x iз Rn зображується

у виглядi: x =
n∑

i=1
xiei, де xi – якiсь коефiцiєнти. Iз лiнiйностi опера-

тора A Ax =
n∑

i=1
xiAei. Таким чином, якщо вiдомо, що є образами

базисних векторiв e1, e2, . . . , en при вiдображеннi A, тодi оператор
A визначений. Розглянемо далi зображення векторiв Aei за базисом

f1, f2, . . . , fm : Aei =
m∑

k=1
aki · fk, де i = 1, 2, . . . , n, aki – якiсь числа.

Таким чином оператор A визначається матрицею коефiцiєнтiв


a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn


 . (9.1)

Звiдси робимо висновок: образом простору Rn в просторi Rm є лiнiй-
ний пiдпростiр, розмiрнiсть якого дорiвнює рангу матрицi (9.1) (у
будь-якому випадку розмiрнiсть пiдпростору в Rm є не вищою n.)

Очевидно, кожен лiнiйний оператор, що задається в скiнченнови-
мiрному просторi, є неперервним оператором.

4. Нехай H1 – деякий пiдпростiр гiльбертового простору H. Кожен
елемент h ∈ H зобразимо у виглядi суми h = h1 + h2, де h1 ∈ H1,
h2 ∈ H⊥

1 – ортогональному доповненню пiдпростору H1. Iншими
словами, зображуємо простiр H у виглядi прямої суми пiдпросто-
ру H1 та його ортогонального доповнення. Позначимо символом P

оператор, який вiдображає кожен елемент h ∈ H в елемент h1 ∈ H1,

тобто Ph = h1. Цей оператор називається оператором ортогональ-
ного проектування або ортопроектором простору H на пiдпростiр
H1.

Лiнiйнiсть i неперевнiсть цього оператора P перевiряється безпосе-
редньо.
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5. Розглянемо в просторi C[a,b] оператор, що визначається формулою
φ(x) =

∫ b

a K(x, t)ϕ(t)dt, де ϕ(t) ∈ C[a,b], K(x, t) – фiксована непере-
рвна функцiя вiд (x, t) ∈ [a, b] × [a, b]. Очевидно, що цей оператор
неперевний у випадках коли в просторi C[a,b] визначається норма
‖ϕ‖ = max

a≤t≤b
|ϕ(t)|, або коли в просторi C2

[a,b] норма вводиться так:

‖ϕ‖ =
(∫ b

a ϕ2(t)dt
) 1

2

.

6. Важливим прикладом є диференцiальний оператор, який визначе-
ний, очевидно, не на всьому просторi C[a,b], а лише на лiнiйному
многовидi неперервно-диференцiйовних на [a, b] функцiй. Оператор
диференцiювання можемо розглядати як оператор, що вiдображає
простiр D1 – простiр неперевно-диференцiйовних на [a, b] функцiй в
простiр C[a,b]. В просторi D1 задаємо норму так: ‖ϕ‖1 = max

t∈[a,b]
|ϕ(t)|+

max
t∈[a,b]

|ϕ′
(t)|. Очевидно, що в цьому просторi D1 оператор диференцi-

ювання D є лiнiйним i неперервним. Вiн вiдображає простiр D1 на
весь простiр C[a,b].

Якщо ж оператор D визначати в пiдпросторi неперервно-диференцi-
йовних функцiй iз C[a,b], то, очевидно, вiн є лiнiйним, але не є непе-
рервним. Наприклад, розглянувши збiжну до нуля в метрицi прос-

тору C[a,b] функцiональну послiдовнiсть ϕn(t) =
sin nt

n
, маємо вiдпо-

вiдну послiдовнiсть функцiй Dϕn(t) = cos nt, яка не є збiжною на
[a, b]. Оператор D, що дiє з простору D1 в простiр C[a,b], визначений
на всьому просторi D1 i є неперервним, але не до кожної функцiї
ϕ(t) ∈ D1 можемо застосувати цей оператор D двiчi. Тому розгля-
дають оператор D в просторi нескiнченно диференцiйовних функцiй
на [a, b], який позначають символом D∞. В просторi D∞ топологiя
визначається системою норм:

‖ϕ‖n = sup
t∈[a,b]n∈N

{
|ϕ(t)|, |ϕ′

(t)|, . . . , |ϕ(n)(t)|
}

.

Оператор диференцiювання вiдображає простiр D∞ в себе.

Зауважимо, що простiр D∞ є достатньо вузьким в порiвняннi з прос-
тором D1.

Можливiсть розглядати оператор диференцiювання D в значно шир-
ших просторах i поряд з цим забезпечувати неперервнiсть цього опе-
ратора D з’являється при вивченнi узагальнених функцiй, в про-
сторi яких теж визначається диференцiювання функцiй.
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Лiнiйнi неперервнi оператори A : X → Y утворюють лiнiйний простiр,
на якому операцiї додавання i множення на число визначаються так:

(A + B) x = Ax + Bx (∀x ∈ X) ,

(αA) x = αAx (∀x ∈ X, ∀α ∈ R) .

При цьому виконуються всi аксiоми лiнiйного простору.
Розглянемо послiдовнiсть операторiв An : X → Y . Така послiдовнiсть

називається збiжною до A : X → Y , якщо
(∀ε > 0) (∃nε ∈ N) (∀n ≥ nε) : (‖An − A‖ < ε) .

Нехай A : X → Y – оператор, що дiє iз простору X в проcтiр Y,

DA – область визначення оператора A, RA – область значень оператора
A. Очевидно, DA ⊂ X, RA ⊂ Y. Оператор A називається оборотним,
якщо для будь-якого y ∈ RA операторне рiвняння Ax = y має єдиний
розв’язок.

Оператор A−1 : Y → X називається оберненим до A : X → Y , якщо
∀x ∈ X A−1 (Ax) = x.

Множина KerA
def
= {x ∈ X : Ax = θ} називається ядром оператора А.

Обернений операторA−1 до оператора А iснує тодi i тiльки тодi, коли
KerA = {θ}.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норму
оператора A(якщо вiн є лiнiйним i неперервним):

a) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
∫ 1

0 e3t−2sx (s) ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, 0, x3 + x4, 0, x5 + x6, 0, ...);

в) A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = tx (t) .

Розв’язання. а) Перевiримо умову лiнiйностi : ∀x (t) , y (t) ∈ C[0,1], ∀α,
β ∈ R

A (αx (t) + βy (t)) =

∫ 1

0
e3t−2s (αx (s) + βy (s)) ds =

= α

∫ 1

0
e3t−2sx (s) ds + β

∫ 1

0
e3t−2sy (s) ds = αAx (t) + βAy (t) ,

тобто оператор є лiнiйним.
Щоб довести неперервнiсть оператора, скористаємося вiдомою вла-

стивiстю, згiдно якої лiнiйний обмежений оператор є неперервним. Пе-
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ревiримо обмеженiсть оператора A :

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣
∫ 1

0
e3t−2sx (s) ds

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

∣∣e3t−2s
∣∣ · |x (s)| ds ≤

≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0
e3t−2s max

s∈[0,1]
|x (s)| ds = ‖x (t)‖ max

t∈[0,1]

∫ 1

0
e3t−2sds =

= ‖x (t)‖ max
t∈[0,1]

e3t e−2s

−2

∣∣∣∣
1

0
=

1− e−2

2
‖x (t)‖ max

t∈[0,1]
e3t =

e3 − e

2
‖x (t)‖ . (9.2)

Таким чином ∀x (t) ∈ C[0,1] ‖Ax (t)‖ ≤ e3 − e

2
· ‖x (t)‖ , тобто оператор A

обмежений.
Якщо тепер нам вдасться пiдiбрати функцiю x∗ (t) ∈ C[0,1], для якої

остання нестрога нерiвнiсть перетворювалася б у рiвнiсть, цим самим

буде доведено, що ‖A‖ =
e3 − e

2
.

Виберемо функцiю x∗ (t) так, щоб у ланцюжку перетворень (9.2) зберi-
галися лише рiвностi, тобто такою, щоб ∀t ∈ [0, 1] x (t) = ‖x (t)‖. Цiй
умовi задовольняє будь-яка додатна стала функцiя, наприклад, x∗ (t)=1.

При цьому ‖Ax∗ (t)‖ =
e3 − e

2
‖x∗ (t)‖ i ‖A‖ =

e3 − e

2
=

1

2
e(e2 − 1).

б) Очевиднi такi рiвностi(враховуючи вiдповiднi операцiї в просторi l2):

A(αx + βy) =

= (αx1 + βy1 + αx2 + βy2, 0, αx3 + βy3 + αx4 + βy4, 0, ...) =

= (α(x1 + x2) + β(y1 + y2), 0, α(x3 + x4) + β(y3 + y4), 0, ...) =

= α(x1 + x2, 0, x3 + x4, 0...) + β(y1 + y2, 0, y3 + y4, 0, ...).

Отже, оператор A – лiнiйний.
Обмеженiсть оператора A отримаємо з визначення норми елемента

Ax ∈ l2 :

‖Ax‖ =
√

(x1 + x2)2 + (x3 + x4)2 + (x5 + x6)2 + ... ≤

≤
√

2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2x2

4 + ... ≤
√

2

√√√√
∞∑

k=1

x2
k =

√
2‖x‖, (9.3)

тобто оператор A обмежений, а це й означає його неперервнiсть.
Виберемо в просторi l2 такий елемент x∗, щоб скрiзь у перетвореннях

(9.3) зберiгалася рiвнiсть: x∗ = (1, 1, 0, 0, ...), тодi ‖x∗‖ =
√

2, Ax∗ =
(2, 0, 0, ...), ‖Ax∗‖ = 2. Таким чином 2 = ‖Ax∗‖ =

√
2‖x∗‖, iнакше

кажучи, ‖A‖ =
√

2.
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в) Лiнiйнiсть оператора є очевидною:

∀x (t) , y (t) ∈ L2 [0, 1] , ∀α, β ∈ R

A (αx (t) + βy (t)) = αtx (t) + βty (t) = αAx (t) + βAy (t) .

Для доведення неперервностi оператора скористаємося тiєю ж вла-
стивiстю, що i в попереднiх прикладах: з обмеженостi лiнiйного опера-
тора випдиває його неперервнiсть.

‖Ax (t)‖ =

√∫ 1

0
t2x2 (t) dt ≤

√∫ 1

0
x2 (t) dt = ‖x (t)‖ . (9.4)

Це означає, що оператор A обмежений, причому ‖A‖ ≤ 1.
Знову, як i у попереднiх прикладах, пiдберемо елемент, при якому в

перетвореннi 9.4 зберiгалася б рiвнiсть. Але на вiдмiну вiд попереднiх ви-
падкiв, пiдбиратимемо не один елемент x∗ (t), а цiлу послiдовнiсть x∗n (t)
так, щоб виконувалася збiжнiсть ‖Ax∗n (t)‖ − ‖x∗n (t)‖ −−−→

n→∞
0.

Нехай x∗n (t) =
√

2n + 1tn. Тодi ‖x∗n (t)‖ =
√∫ 1

0 (2n + 1) t2ndt = 1,

‖Ax∗n (t)‖ =

√∫ 1

0
(2n + 1) t2n+2dt =

√
2n + 1

2n + 3
−−−→
n→∞

1.

Завдання 2. Показати, що оператор A : X → C[0,1], де Ax (t) =
dx (t)

dt
,

а X – простiр C
′
[0,1] iз нормою ‖x (t)‖ = max

t∈[0,1]
|x (t)| не є неперервним.

Разом iз цим, той самий оператор неперервно дiє з C
′
[0,1] в C[0,1].

Розв’язання. Оскiльки неперервнiсть лiнiйного оператора еквiвалентна
його обмеженостi, то на першому етапi задачi достатньо показати, що
оператор A є необмеженим. Для цього можна, наприклад, вказати таку
послiдовнiсть {xn} ⊂ X, щоб ‖xn‖ = 1, але ‖Axn‖ −−−→

n→∞
∞; або ж таку,

щоб ‖xn‖ −−−→
n→∞

0, але ‖Axn‖ ≥ const > 0.

Розглянемо послiдовнiсть xn (t) =
1

n
sin nt. ‖xn (t)‖X = max

t∈[0,1]

∣∣∣∣
1

n
sin nt

∣∣∣∣
≤ 1

n
, тобто ‖xn‖ −−−→

n→∞
0. Але поряд iз цим Axn (t) = cos nt, i ‖Axn (t)‖ =

max
t∈[0,1]

|cos nt| = 1. Таким чином, оператор A необмежений.

Нехай тепер оператор А дiє з простору C
′
[0,1], норма на якому, як вi-

домо, дорiвнює ‖x (t)‖ = max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| в C[0,1]. Тодi

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

|x′ (t)| ≤ max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

|x′ (t)| = ‖x (t)‖ .
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Це означає, що ‖A‖ ≤ 1. Виберемо послiдовнiсть
{

x∗n (t) =
tn

n + 1

}
. Для

таких функцiй

‖x∗n (t)‖ = max
t∈[0,1]

tn

n + 1
+ max

t∈[0,1]

n

n + 1
tn−1 =

1

n + 1
+

n

n + 1
= 1.

В той же час
‖Ax∗n (t)‖ = max

t∈[0,1]

n

n + 1
tn =

n

n + 1
−−−→
n→∞

1.

Отже, у другому випадку оператор A неперервний i ‖A‖ = 1.
Завдання 3. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норми
наступних функцiоналiв:

а) f : L2[0, 1] → R, f(x) =
∫ 1

2

0 tx(t2)dt;

б) f : l3 → R : f(x) = 3x2 + 7x4.

Розв’язання. а) Простiр Lp[0, 1] є множина всiх функцiй x(t), t ∈ [0, 1],

для яких
∫ 1

0 |x(t)|pdt < ∞, p ≥ 1. Вiдомо, що прикладом загального,
лiнiйного, неперервного функцiонала в просторi L2[a, b] є такий:

f(x) =

∫ b

a

x(t)g(t)dt,

де x(t) ∈ L2[a, b], g(t) – якась обмежена вимiрна функцiя iз L2[0, 1]. У
даннiй задачi, де f(x) =

∫ 1
2

0 tx(t2)dt, спочатку зробимо у цьому визначе-

ному iнтегралi замiну t2 = s. Тодi t =
√

s, dt =
1

2
√

s
ds, при t = 0 s = 0,

а при t =
1

2
s =

1

4
, тобто

f(x) =

∫ 1
2

0
tx(t2)dt =

∫ 1
4

0

1

2
x(s)ds.

Таким чином,

g(t) =





1

2
, якщо t ∈

[
0,

1

4

]
;

0, якщо t ∈
(

1

4
, 1

]
.
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Iнакше кажучи, функцiонал є лiнiйним i неперервним, причому

‖f‖ = ‖g(t)‖L2[0,1] =

√∫ 1

0
g2(t)dt =

√√√√
∫ 1

4

0

(
1

2

)2

dt +

∫ 1

1
4

0dt =

=

√
1

4

∫ 1
4

0
dt =

1

2

√
t|

1
4

0 =
1

4
.

б) У просторi lp, p > 1 усi лiнiйнi неперервнi фунцiонали мають вигляд:
f(x) = a1x1 + a2x2 + ... + anxn + ...,

де a = (a1, a2, . . . , an, . . .) ∈ lq причому
1

p
+

1

q
= 1. Оскiльки f(x) = 3x2+

+7x4, то a = (0, 3, 0, 7, 0, 0, . . .). Враховуючи, що p = 3, маємо:
1

3
+

1

q
= 1,

q =
3

2
. a ∈ l3

2
, тому функцiонал f лiнiйний та

‖f‖ = ‖a‖l 3
2

= (3
3
2 + 7

3
2 )

2
3 =

3
√

33 + 2
√

21
3
+ 73 =

3
√

370 + 2
√

21
3
.

Завдання 4.Нехай X – лiнiйний простiр C[0,1] з нормою ‖x‖ =
1∫
0
|x (t)| dt.

Чи буде неперервним функцiонал f (x) = x (0)?
Розв’язання. Даний функцiонал не буде неперервним, i це можна по-
казати двома способами.

1 спосiб. Покажемо, що функцiонал необмежений, тобто що
∀n ∈ N ∃xn (t) ∈ X |f (xn)| > n ‖xn (t)‖ .

Покладемо

xn (t) =





n (1− nt) , при 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, при
1

n
≤ t ≤ 1.

Очевидно, що функцiї xn(t) є неперервними i

‖xn (t)‖ =

∫ 1
n

0
n (1− nt) dt = −(1− nt)2

2

∣∣∣∣∣

1
n

0

=
1

2
.

Разом iз цим

|f (xn)| = |xn (0)| = n >
n

2
= n ‖xn (t)‖ .

2 спосiб. Заперечення неперервностi функцiонала означає, що iснує
така послiдовнiсть {xn (t) , n ∈ N} , що ‖xn (t)‖ −−−→

n→∞
0, але |f (xn)| 6→ 0.
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Такою буде, наприклад, послiдовнiсть функцiй

xn (t) =





1− nt, при 0 ≤ t ≤ 1

n
;

0, при
1

n
≤ t ≤ 1.

Дiйсно, ‖xn (t)‖ =
∫ 1

n

0 (1− nt) dt = −1

n

(1− nt)2

2

∣∣∣∣∣

1
n

0

=
1

2n
−−−→
n→∞

0. Однак

при цьому |f (xn)| = xn (0) = 1 для всiх n, тобто f (xn) 6→ 0 при n →∞.
Завдання 5. Дослiдити на збiжнiсть послiдовнiсть операторiв:

а) An : C[0,π
2 ] → C[0,π

2 ], Anx(t) = sinn t · x(t);

б) An : l1 → l1, Anx = (x2n+1, x2n+2, . . .);

в) An : l2 → l2, Anx =
(x1

en
,
x2

en
, ...,

xk

en
, . . .

)
.

Розв’язання. а) Оскiльки при ∀t ∈ R маємо sin t ∈ [0, 1], то поточкова
границя

Ax(t) = lim
n→∞

Anx(t) =





0, якщо t ∈
[
0,

π

2

)
;

x
(π

2

)
, якщо t =

π

2
.

Але тодi Ax(t) 6∈ C[0,π
2 ], тому послiдовнiсть операторiв не є збiжною на-

вiть поточково.
Вiдмiтимо, що якби An : C[0,π

4 ] → C[0,π
4 ] то для t ∈ [

0, π
4

]
послiдовнiсть

операторiв An була б поточково збiжною до нульового оператора.
б) Знайдемо поточкову границю An. Оскiльки множина l1 це сукуп-
нiсть нескiнченних абсолютно збiжних послiдовностей, то ∀x ∈ l1 ряд∑∞

n=1 |xn| є збiжним. Тому згiдно необхiдної умови збiжностi ряду limn→∞ xn =
0. А тому i

Ax = lim
n→∞

Anx = (0, 0, . . .) = Θx, Θ− нульовий оператор.

Знайдемо норму рiзницi операторiв An −Θ.

∀x ∈ l1, ‖Anx−Θx‖ = ‖Anx‖ =
∞∑

k=2n+1

|xk| ≤
∞∑

k=1

|xk| = ‖x‖,

тобто ‖An − Θ‖ ≤ 1. Але при x∗ =


0, 0, ..., 0, 1,︸ ︷︷ ︸

2n+1

0, 0, . . .


 , ‖x∗‖ = 1,

Anx
∗ −Θx∗ = (1, 0, 0, . . .), ‖Anx

∗ −Θx∗‖ = 1.
Iнакше кажучи,

‖Anx
∗ −Θx∗‖ = 1 = 1 · ‖x∗‖,
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тобто ‖An − Θ‖ = 1 6→ 0 при n →∞, отже послiдовнiсть операторiв не
є збiжною.
в) Оскiльки lim

n→∞
1

en
= 0, то поточкова границя

Ax = lim
n→∞

Anx = (0, 0, . . .) = Θx.

‖Anx−Θx‖ = ‖Anx‖ =

√√√√
∞∑

k=1

(xk

en

)2
=

1

en

√√√√
∞∑

k=1

xk
2 =

‖x‖
en

.

Таким чином ‖An−Θ‖ =
1

en
−−−→
n→∞

0. Отже, послiдовнiсть операторiв An

збiгається до нульового оператора.
Завдання 6. Знайти оператор, обернений до A, або довести, що його
не iснує. Якщо A−1 iснує i є обмеженим, то оцiнити ‖A‖ та ‖A−1‖ :

a) A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, 3x1 − x2, 4x3 − x1, x4, x5, . . .);

б) A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = (1− t)x(t);

в) A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t) x(t).

Розв’язання. У всiх трьох випадках перед знаходженням оберненого
оператора потрiбно перевiрити достатню умову його iснування, тобто чи
ker A = {x ∈ X : Ax = θ} = {θ} .
а) Складемо систему для вiдшукання ядра оператора:




x1 + x2 = 0,
3x1 − x2 = 0,
4x3 − x1 = 0,
x4 = 0,
x5 = 0,
...............

Очевидно, що всi xi, починаючи з i = 4, рiвнi нулю. Розв’яжемо першi
три рiвняння системи. Визначник даної однорiдної пiдсистеми∣∣∣∣∣∣

1 1 0
3 −1 0
−1 0 4

∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−1)3+3

∣∣∣∣
1 1
3 −1

∣∣∣∣ = −16

є вiдмiнним вiд нуля, а це означає, що вона має тiльки тривiальний(нульо-
вий) розв’язок, тому переходимо до вiдшукання оберненого оператора.
Для цього достатньо розв’язати вiдносно x операторне рiвняння Ax = y.
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На просторi l2 рiвняння Ax = y має вигляд:



x1 + x2 = y1,

3x1 − x2 = y2,

4x3 − x1 = y3,
x4 = y4,

x5 = y5,

..................

⇒





4x1 = y1 + y2,

3x1 − x2 = y2,

4x3 = x1 + y3,
x4 = y4,

x5 = y5,

..................

⇒

⇒





x1 =
1

4
(y1 + y2),

x2 =
3

4
(y1 + y2) + y2 =

3

4
y1 +

7

4
y2,

x3 =
1

4
(y3 +

1

4
y1 +

1

4
y2),

x4 = y4,

x5 = y5,
..................

Тобто

A−1y =

(
1

4
y1 +

1

4
y2,

3

4
y1 +

7

4
y2,

1

16
y1 +

1

16
y2 +

1

4
y3, y4, y5, . . .

)
.

Оцiнимо норми A та A−1 :

∀x ∈ l2, ‖Ax‖ =
√

(x1 + x2)2 + (3x1 − x2)2 + (4x3 − x1)2 + x4 + x5 + ... ≤
≤

√
2x1

2 + 2x2
2 + 18x1

2 + 2x2
2 + 32x3

2 + 2x1
2 + x4

2 + x5
2 + ... =

=
√

22x1
2 + 4x2

2 + 32x3
2 + x4

2 + x5
2 + ... =

=
√

22x1
2 + 4x2

2 + 32x3
2 + x4

2 + x5
2 + ... ≤

√
32(x1

2 + x2
2 + ...) = 4

√
2‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ 4
√

2;

∀x ∈ l2, ‖A−1y‖ =

=

√(
1

4
y1+

1

4
y2

)2

+

(
3

4
y1+

7

4
y2

)2

+

(
1

16
y1+

1

16
y2+

1

16
y3

)2

+y4
2+y5

2+ ... ≤

≤
√

2
1

16
y1

2+2
1

16
y2

2+2
9

16
y1

2+2
49

16
y2

2+
2

256
(y1+y2)2+2

1

16
y3

2+y4
2+y5

2+ ... ≤

≤
√

5

8
y1

2 +
25

8
y2

2 +
2

128
y1

2 +
2

128
y2

2 +
1

8
y3

2 + y4
2 + y5

2 + ... =
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=

√
41

64
y1

2 +
201

64
y2

2 +
1

8
y3

2 + y4
2 + y5

2 + ... ≤

≤
√

201

64
(y1

2 + y2
2 + y3

2 + ...) =

√
201

8
‖y‖,

тобто ‖A−1‖ ≤
√

201

8
.

б) На просторi C[0,1] рiвняння Ax = θ має вигляд
(1− t)x(t) = 0.

Звiдки або t = 1, або x(t) = 0 для всiх t ∈ [0, 1). Оскiльки x(t) ∈ C[0,1],

то й x(1) = 0. Таким чином ker A = {θ} .

Розв’язком рiвняння y(t) = (1− t)x(t) є функцiя x(t) =
y(t)

1− t
, тобто

A−1y =
1

1− t
y(t).

Але при t → 1,
1

1− t
→∞ i даний оператор є необмеженим.

в) Перевiримо спочатку, чи дорiвнює ядро оператора A нульовому еле-
менту простору L2[0, 1]. Для цього розглянемо рiвняння

1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t) = 0.

Або, позначивши
∫ 1

0 (s− 2)x(s)ds = c,

t2 + (3 + t)x(t) = 0.

Звiдки, оскiльки 3 + t 6= 0 ∀t ∈ [0, 1],

x(t) = − ct2

3 + t
.

Знайдемо константу c. Для цього останню рiвнiсть домножимо на (t−2)
та результат проiнтегруємо вiд 0 до 1:

c = −c

1∫

0

t2(t− 1)

3 + t
dt.

Останнiй iнтеграл обчислимо окремо:
1∫
0

t2(t− 2)

t + 3
dt =

1∫
0
(t2 − 5t + 15− 45

t + 3
)dt =
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=

(
t3

3
− 5t2

2
+ 15t− 45ln|t + 3|

)∣∣∣∣
1

0
=

1

3
− 5

2
+ 15− 45ln4 + 45ln3 =

=
77

6
− 45ln

4

3
.

Таким чином,

c

(
83

6
− 45ln

4

3

)
= 0, ⇒ c = 0.

Тодi x(t) = −0 · t2
3 + t

= 0, або одне й те саме, що ker A = θ.

Операторне рiвняння Ax(t) = y(t) на просторi L2[0, 1] має вигляд
1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t) = y(t).

Розв’яжемо його вiдносно x(t) :

(3 + t)x(t) = y(t)− t2
1∫

0

(s− 2)x(s)ds;

x(t) =
1

3 + t


y(t)− t2

1∫

0

(s− 2)x(s)ds


 .

Використавши вже введене позначення
1∫
0
(s − 2)x(s)ds = c, матимемо,

що

x(t) =
1

3 + t
(y(t)− t2c).

Для знаходження сталої c домножимо лiву i праву частини останньої
рiвностi на (t− 2) i проiнтегруємо в межах вiд 0 до 1:

1∫

0

(t− 2)x(t)dt =

1∫

0

t− 2

3 + t
y(t)dt− c

∫
t2(t− 2)

t + 3
dt.

Або ж

c =

1∫

0

t− 2

3 + t
y(t)dt− c

∫
t2(t− 2)

t + 3
dt.
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Оскiльки
1∫
0

t2(t− 2)

t + 3
dt =

77

6
− 45ln

4

3
(див. вище), то

c =

1∫

0

t− 2

t + 3
y(t)dt−

(
77

6
− 45ln

4

3

)
c.

Остаточно,

c =
1

83
6 − 45ln4

3

1∫

0

t− 2

t + 3
y(t)dt

та

x(t) =
1

3 + t
(y(t)− 6t2

83− 270ln4
3

1∫

0

s− 2

s + 3
y(s)ds).

Таким чином,

A−1y(t) =
y(t)

3 + t
− 6t2

(3 + t)(83− 270ln4
3)

1∫

0

s− 2

s + 3
y(s)ds.

Оцiнимо норму оператора A.

‖Ax(t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

t2(s− 2)x(s)ds + (3 + t)x(t)

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ max
t∈[0,1]




1∫

0

∣∣t2(s− 2)x(s)
∣∣ ds + |3 + t||x(t)|


 =

≤ max
t∈[0,1]

1∫

0

∣∣t2(s− 2)
∣∣ max

0≤s≤1
|x(s)|ds + max

0≤t≤1
(|3 + t||x(t)|) =

=


−

1∫

0

(s− 2)ds + 4


 ‖x‖ =

(
−(s− 2)2

2

∣∣∣∣
1

0
+ 4

)
‖x‖ =

11

2
‖x‖.

Отже, ‖A‖ ≤ 11

2
. Норма оператора A−1 оцiнюється аналогiчно.

Завдання 7. Нехай X =
{

x (t) ∈ C
′
[0,1] : x (0) = 0

}
з нормою ‖x (t)‖ =

max
t∈[0,1]

|x (t)|+ max
t∈[0,1]

∣∣x′ (t)
∣∣ . Оператор A : X → C[0,1] визначається форму-

лою
Ax (t) = x′ (t)− 2tx (t) .

Довести, що iснує неперервний оператор A−1.
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Розв’язання. Задача знаходження оберненого оператора A−1 зводиться
до розв’язання задачi Кошi для лiнiйного диференцiального рiвняння:{

Ax ≡ x′ (t)− 2tx (t) = y (t) ;
x (0) = 0.

Знайдемо розв’язок вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвнян-
ня

x′ (t)− 2tx (t) = 0.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
dx

dt
= 2tx (t) ,

dx

x
= 2tdt,

ln |x (t) | = t2 + C1,

x (t) = Cet2.

З початкової умови x (0) = 0 випливає, що однорiдне рiвняння має
тiльки нульовий розв’язок, тому вiдшукання оберненого оператора має
змiст.

Згiдно методу варiацiї сталих, розв’язок неоднорiдного рiвняння за-
пишеться у виглядi x (t) = C (t) et2. З початкової умови x (0) = 0, i з того
факту, що e0 = 1 випливає, що C (0) = 0. Знайдемо невiдому функцiю
C (t), пiдставивши x (t) = C (t) et2 у початкове рiвняння.

C
′
(t) et2 + C (t) et2 · 2t− 2tC (t) et2 = y (t) ,

C
′
(t) = y (t) e−t2,

C (t) =
∫ t

0 y (s) e−s2

ds.

Нижня межа iнтегрування вибрана з метою забезпечення виконання
початкової умови C (0) = 0. Таким чином,

x (t) = et2
∫ t

0
e−s2

y (s) ds =

∫ t

0
et2−s2

y (s) ds.

Оскiльки ядро et2−s2 даного iнтегрального оператора є неперервною
функцiєю при t ∈ [0, 1] , s ∈ [0, 1] , то даний оператор є неперервним.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норму
оператора A (якщо вiн є лiнiйним i неперервним):

1. A : C[−1,1] → C[−1,1], Ax (t) =
∫ 1
−1(t− 2s)x (s) ds;
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2. A : C[0,π
2 ]
→ C[0,π

2 ]
, Ax (t) =

∫ π
2

0 sin (t + s) x (s) ds;

3. A : C[0,π
2 ]
→ C[0,π

2 ]
, Ax (t) =

∫ π
2

0 cos (t− 2s) x (s) ds;

4. A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
(
t2 + t

)
x (t) ;

5. A : l2 → l2, Ax = (0, 0, 0, x4, x5, . . .) ;

6. A : l2 → l2, Ax = (x4, x4, x4, x4, x5, x6, . . .) ;

7. A : l2 → l2, Ax = (2x1 − x2, 2x2, 3x3, x4, x5, x6, . . .) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x4, x4, x5, x6, . . .) ;

9. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = t
∫ 1

0 x (s) ds;

10. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax (t) =
∫ 1
−1 (2t− 3s) x (s) ds.

Завдання 2. Перевiрити лiнiйнiсть, неперервнiсть i знайти норми
функцiоналiв:

1. f : l2 → R, f (x) = x5 − x4;

2. f : l2 → R, f (x) =
∑∞

k=1
xk√

k (k + 1)
;

3. f : l2 → R, f (x) =
∑∞

k=1
xk

π2k
;

4. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

2

0

√
tx

(
t2

)
dt;

5. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

0 cos πtx (t) dt;

6. f : L2 [0, 1] → R, f (x) =
∫ 1

0 sign

(
t− 1

2

)
x (t) dt;

7. f : C[−1,1] → R, f (x) =
∫ 1
−1 x (t) signtdt;

8. f : C[−1,1] → R, f (x) = 2
∫ 0
−1 x (t) dt +

∫ 1
0 x (t) dt;

9. f : C[0,1] → R, f (x) =
∫ 1

0 (t− 1)x (t) dt;

10. f : C[0,1] → R, f (x) =
∫ 1

0 x (t) dt− x (0) .

Завдання 3. Дослiдити на збiжнiсть послiдовнiсть операторiв:

1. An : l2 → l2, Anx =


0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

xn, 0, 0, . . .


 ;
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2. An : l2 → l2, Anx =


x1, x2, ..., xn, 0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

xn+1, xn+2, xn+3, ...


 ;

3. An : l2 → l2, An (x) =

(
x1
n
√

n
,

x2
n
√

n
,

x3
n
√

n
, ...

)
;

4. An : l2 → l2, Anx =


1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, xn+1, xn+2, . . .


 ;

5. An : l1 → l1, Anx =


x2, x1, x4, x3, . . . , x2n, x2n−1︸ ︷︷ ︸

2n

, x2n+1, x2n+2, . . .


 ;

6. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) =
∫ 1

0

√
(t− s)2 +

1

n
x (s) ds;

7. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) =
∣∣t2 − t

∣∣n x (t) ;

8. An : C[−1,1] → C[−1,1], Anx (t) =
(
1− t2

)n
x (t) ;

9. An : C[0,1] → C[0,1], Anx (t) = arctg ntx(t);

10. An : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Anx (t) = tnx (t) .

Завдання 4. Знайти обернений оператор A−1 до оператора A або до-
вести, що його не iснує. Якщо A−1 iснує i обмежений, то оцiнити
норму A та A−1:
1. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax (t) = x (t)− ∫ 1

−1 t3s2x (s) ds;

2. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax (t) = 2x (t) +
∫ π

0 sin tx (s) ds;

3. A : L2 [−π, π] → L2 [−π, π] , Ax (t) = x (t)− 2
∫ π

−π cos t sin sx (s) ds;

4. A : L2 [−∞,∞] → L2 [−∞,∞] , Ax (t) =
1

1 + t2
x(t);

5. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) = x(t) +
∫ 1

0 t4sx(s)ds;

6. A : L2 [1, 2] → L2 [1, 2] , Ax (t) = x(t) +
∫ 2

1 (t + 1)2(s− 2)2x(s)ds;

7. A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) =
(
t2 + t

)
x (t) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (x1 + x2, x2, 2x3 − x2, x4, x5, ...) ;

9. A : l2 → l2, Ax = (x1, 2x1 − x2, x1 + x4, x4 − x3, x5, x6, ...) ;

10. A : l2 → l2, Ax = (x3 − x2, x2 + x3, x3, x4, . . .) .
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10 Спряженi i компактнi оператори. Власнi значен-
ня i власнi елементи оператора. Спектр i резоль-
вента

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Спряженi i самоспряженi оператори.

2. Компактнi оператори.

3. Власнi значення i власнi елементи.

4. Резольвента.

5. Спектр. Класифiкацiя точок спектра.

Теоретичнi вiдомостi

Розглянемо неперервний лiнiйниi оператор A : X → Y , де X,Y – ев-
клiдовi простори. Для лiнiйного обмеженого оператора A, що дiє в ев-
клiдовому просторi, згiдно загального визначення норми оператора A,

маємо:

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
x∈X

‖Ax‖
‖x‖ .

Для Ax ∈ Y, y ∈ Y визначений скалярний добуток. Якщо в скалярному
добутку (Ax, y) зафiксувати y, тодi отримаємо лiнiйний функцiонал вiд
x : f(x) = (Ax, y), де x ∈ X. Причому |f(x)| = |(Ax, y)| ≤ ‖A‖ · ‖x‖ · ‖y‖.
Цей функцiонал зображується у виглядi (Ax, y) = (x, u), де u ∈ X,
x ∈ X. Вiдповiднiсть y → u породжує лiнiйний обмежений оператор
u = A∗y. Таким чином, оператор A∗ : Y → X називається спряженим
до оператора A, якщо

(∀x ∈ X) (∀y ∈ Y ) : ((Ax, y) = (x,A∗y)) .

Якщо A : X → X i (∀x, y ∈ X) : ((Ax, y) = (x,Ay)), то оператор A

називається самоспряженим.
Вiдомо, що якщо оператор A є лiнiйним i неперервним, то i спряжений

до нього теж є лiнiйним i неперервним.
Нехай оператор A : X → Y , де X,Y – нормованi простори. Опера-

тор A називається компактним, якщо довiльну обмежену множину вiн
вiдображає в передкомпактну.

Якщо A : X → X i iснує таке число λ, що Ax = λx, де x ∈ X, x 6= θ,
то λ називається власним значенням оператора A, а x – вiдповiдним
власним елементом.
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Комплексне число λ називається регулярною точкою оператора A,

якщо для оператора A−λI iснує обернений, що є лiнiйним неперервним
оператором визначеним на X. Сукупнiсть всiх регулярних точок операто-
ра A називається резольвентною множиною оператора A i позначається
ρ (A) .

Якщо λ ∈ ρ (A), то оператор Rλ (A) = (A− λI)−1 називається резоль-
вентою оператора A.

Доповнення до множини ρ (A) в комплекснiй площинi називається
спектром оператора A i позначається σ (A) .

Для точок спектра лiнiйного оператора A є три можливостi:

1. для оператора A− λI не iснує оберненого. Це означає, що λ є влас-
ним значенням оператора A. Множину власних значень оператора
A називають ще точковим спектром i позначають σp (A) ;

2. для оператора A−λI iснує обернений, але замикання множини його
значень R (A− λI) не спiвпадає з множиною X. У цьому випадку
кажуть, що λ ∈ σr (A) – залишковому спектру оператора A;

3. для оператора A − λI iснує обернений, i замикання множини його
значень R (A− λI) спiвпадає з множиною X, але R (A− λI) 6= X.
У цьому випадку кажуть, що λ ∈ σc (A) – неперервному спектру
оператора A.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Знайти A∗, оцiнити ‖A‖ та ‖A∗‖, якщо:

а) A : L2[0, π] → L2[0, π], Ax(t) = x(t) + 2
π∫
0

cos 2t sin 3sx(s)ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (3x2 − x3, 2x3, x3 − 2x1, 0, 0, . . .) .

Розв’язання. а) Як вiдомо, оператор A∗, спряжений до A, визначаєть-
ся формулою: ∀x, y ∈ L2[0, 1] (Ax, y) = (x,A∗y). Розглянемо скалярний
добуток

(Ax, y) =

∫ π

0


x(t) + 2

π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)ds


 y(t)dt =
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=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0




π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)y(t)ds


 dt =

(у другому iнтегралi змiнимо порядок iнтегрування)

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0




π∫

0

cos 2t sin 3sx(s)y(t)dt


 ds =

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0
x(s)




π∫

0

cos 2t sin 3sy(t)dt


 ds =

(у другому iнтегралi перепозначимо змiннi)

=

∫ π

0
x(t)y(t)dt + 2

∫ π

0
x(t)




π∫

0

cos 2s sin 3ty(s)ds


 dt =

=

∫ π

0
x(t)

(
y(t) + 2

∫ π

0
cos 2s sin 3ty(s)ds

)
dt,

звiдки можна зробити висновок, що

A∗y(t) = y(t) + 2

∫ π

0
cos 2s sin 3ty(s)ds.

Оцiнимо норму оператора A. ∀x(t) ∈ L2[0, 1]

‖Ax(t)‖ =

√∫ π

0

(
x(t) + 2

∫ π

0
cos 2t sin 3sx(s)ds

)2

dt ≤
(
згiдно нерiвностi (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2) ≤

≤
√∫ π

0
2x2(t)dt + 2 · 4

∫ π

0

(∫ π

0
cos 2t sin 3sx(s)ds

)2

dt ≤

згiдно нерiвностi Кошi-Буняковського

≤

√√√√2‖x‖2 + 8

∫ π

0

(√∫ π

0
cos2 2t sin2 3sx(s)ds

√∫ π

0
x2(s)ds

)2

dt =

=

√√√√2‖x‖2 + 8

∫ π

0

(√
cos2 2t

∫ π

0

1− cos 6s

2
ds‖x‖

)2

dt =
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=

√√√√2‖x‖2 + 8‖x‖2

∫ π

0

(
cos 2t

√
1

2

(
s− 1

6
sin 6s

)∣∣∣∣
π

0

)2

dt =

=

√
‖x‖2

(
2 + 8

∫ π

0
cos2 2t · π

2
dt

)
=

√
‖x‖2

(
2 + 8

∫ π

0

1 + cos 4t

2
· π
2
dt

)
=

= ‖x‖
√

2 + 2π

(
t +

1

4
sin 4t

∣∣∣∣
π

0

)
=

√
2 + 2π2‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ √
2 + 2π2. Аналогiчно оцiнюється ‖A∗‖ i отримуємо ‖A∗‖ ≤√

2 + 2π2.

б) Оскiльки в просторi l2 (x, y) =
∞∑
i=1

xiyi, то

(Ax, y) = (3x2 − x3)y1 + 2x3y2 + (x3 − 2x1)y3 + 0 · y4 + 0 · y5 + . . . =

= 3x2y1 − x3y1 + 2x3y2 + x3y3 − 2x1y3 =

x1 · (−2y3) + x2 · 3y1 + x3(−y1 + 2y2 + y3) =

= x1 · (−2y3)+x2 ·3y1 +x3(−y1 +2y2 +y3)+x4 ·0+x5 ·0+ . . . = (x,A∗y).

Таким чином, A∗y = (−2y3, 3y1,−y1 + 2y2 + y3, 0, 0, . . .) .

Далi, ∀x ∈ l2

‖Ax‖ =

√
(3x2 − x3)

2 + (2x3)2 + (x3 − 2x1)
2 ≤

≤
√

18x2
2 + 2x2

3 + 4x2
3 + 2x2

3 + 8x2
1 =

√
8x2

1 + 18x2
2 + 8x2

3 ≤

≤
√

18
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤

√
18

√√√√
∞∑

i=1

x2
i =

√
18‖x‖,

тобто ‖A‖ ≤ √
18.

Аналогiчно ∀y ∈ l2

‖A∗y‖ =

√
(2y3)

2 + (3y1)
2 + (−y1 + 2y2 + y3)

2 ≤
≤

√
4y2

3 + 9y2
1 + 8y2

2 + 2(y3 − y1)2 ≤
√

4y2
3 + 9y2

1 + 8y2
2 + 4y2

3 + 4y2
1 =

=
√

13y2
1 + 8y2

2 + 8y2
3 ≤

√
13

√
y2

1 + y2
2 + y2

3 ≤
√

13

√√√√
∞∑

i=1

y2
i =

√
13‖y‖,

тобто ‖A∗‖ ≤ √
13.

Завдання 2. У просторi L2 [a, b] розглянемо оператор Фредгольма
Ax (t) = x (t) + λ

∫ b

a K (t, s) x (s) ds,

де функцiя K (t, s) (ядро оператора) – визначена i обмежена ∀ (x, y) ∈
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[a, b]× [a, b]. Довести, що
A∗y (t) = y (t) + λ

∫ b

a K (s, t) y (s) ds.

Розв’язання. Утворимо скалярний добуток (Ax (t) , y (t)) i зобразимо
його у виглядi (x (t) , A∗y (t)), змiнивши при цьому у другому доданку
порядок iнтегрування i перепозначивши змiннi:

(Ax (t) , y (t)) =

∫ b

a

(
x (t) + λ

∫ b

a

K (t, s) x (s) ds

)
y (t) dt =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (t, s) x (s) y (t) dsdt =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (t, s) x (s) y (t) dtds =

=

∫ b

a

x (t) y (t) dt + λ

∫ b

a

∫ b

a

K (s, t) x (t) y (s) dsdt =

=

∫ b

a

x (t)

(
y (t) + λ

∫ b

a

K (t, s) y (s) ds

)
dt = (x (t) , A∗y (t)) .

Отже, A∗y (t) = y (t) + λ
∫ b

a K (s, t) y (s) ds, i завдання виконано.
Завдання 3. Дослiдити на компактнiсть оператор A : C[0,1] → C[0,1],

якщо:

а) Ax(t) = x2
( 3√t

)
;

б) Ax(t) =
∫ 1

0 t2
√

sx(s)ds.

Розв’язання. а) Якщо оператор компактний, то вiн вiдображає будь-
яку обмежену множину M у компактну K. Якщо в ролi множини M

розглянути M =
{

x(t) : x(t) = t
3
2n

}
, де n ∈ N, то, оскiльки t ∈ [0, 1],

маємо, що при ∀n ∈ N справедлива нерiнiсть |x(t)| ≤ 1. Тобто множина
M є рiвномiрно обмеженою. Очевидно,

K =
{

y(t) : y(t) = x2
(

3√
t
)

, де x(t) ∈ M
}

=

=
{

y(t) : y(t) = x2
(

3√
t
)

, x(t) = t
3
2n

}
=

=

{
y(t) : y(t) =

((
3√
t
) 3

2n
)2

}
= {y(t) : y(t) = tn} .

Але множина {tn} не є компактною в C[0,1] (див. задачу 5 з 6-го роздiлу.)
А це означає, що й оператор A не є компактним в C[0,1].

б) Розглянемо довiльну обмежену множину M ∈ C[0,1]. Нехай ∀ x(t) ∈ M
справджується нерiвнiсть |x(t)| ≤ C. Тодi ∀ y(t) ∈ K(образ множини
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M) y(t) =
∫ 1

0 t2
√

sx(s)ds. Дослiдимо K на компактнiсть за допомогою
теореми Арцела:

∀ y(t) ∈ K : |y(t)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0
t2
√

sx(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
t2
√

s|x(s)|ds ≤

≤ Ct2
∫ 1

0

√
sds Ct2

2s
3
2

3

∣∣∣∣∣

1

0

= Ct2 · 2

3
≤ 2C

3
.

Тобто множина K обмежена. Дослiдимо її на рiвностепеневу неперер-
внiсть, тобто потрiбно перевiрити чи виконуються умови визначення рiв-
ностепеневої неперервностi:

∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀y(t) ∈ K ∀t′, t′′ ∈ [0, 1]
(
|t′ − t

′′| < δ
)
⇒

(
|y(t

′
)− y(t

′′
)| < ε

)
.

Перевiримо, чи виконується дана умова.

|y(t
′
)− y(t

′′
)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
t
′
)2√

sx(s)ds−
∫ 1

0

(
t
′′
)2√

sx(s)ds

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

((
t
′
)2
−

(
t
′′
)2

)√
sx(s)ds

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣
(
t
′
)2
−

(
t
′′
)2

∣∣∣∣
√

sx(s)ds ≤

≤ 2 |ξ|
∣∣∣t′ − t

′′
∣∣∣ C

∫ 1

0

√
sds ≤ 2δC

2s
3
2

3

∣∣∣∣∣

1

0

=
4

3
δC.

Таким чином, щоб виконувалася умова |y(t
′
)− y(t

′′
)| < ε достатньо, щоб

4
3δC < ε, а це можливо при δ < 3ε

4C .

Отже множина K компактна, тому компактним буде й оператор A.
Завдання 4. При яких значеннях α, β, γ > 0 оператор A : C[0,1] → C[0,1],

що дiє за формулою Ax (t) =
∫ 1

0 tαsβx (sγ) ds буде компактним?
Розв’язання. Перетворимо вираз для оператора A, здiйснивши замiну

sγ = p. При цьому s = p
1
γ , ds =

1

γ
p

1−γ
γ dp, s = 0 ⇒ p = 0, s = 1 ⇒ p = 1.

Тобто iнтеграл набуває вигляду

Ax (t) =
1

γ

∫ 1

0
tαp

β
γ x (p) p

1−γ
γ dp =

1

γ

∫ 1

0
tαp

β+1−γ
γ x (p) dp.

Якщо розглянути довiльну обмежену множину K, тобто таку, що
∃C ∀x (t) ∈ K ‖x (t)‖ ≤ C,
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то її образом буде множина M, для якої

‖Ax (t)‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣
1

γ

∫ 1

0
tαp

β+1−γ
γ x (p) dp

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

γ
C max

t∈[0,1]
|tα| p

β+1−γ
γ +1

β+1−γ
γ + 1

∣∣∣∣∣∣

1

0

=
1

γ
C

γ

β + 1
=

C

β + 1
.

Iнтеграл в останньому перетвореннi є збiжним при
β + 1− γ

γ
> −1, тобто

при
β + 1

γ
> 0. Враховуючи умову γ > 0, робимо висновок, що β > −1.

Поряд iз цим зауважимо, що для того, щоб значення виразу max
t∈[0,1]

|tα| було
скiнченним, необхiдно, щоб α ≥ 0. При виконаннi цих умов множина M

буде рiвномiрно обмеженою.
Перевiримо виконання умови рiвностепеневої неперервностi, тобто до-

ведемо, що

(∀ε > 0 ) (∃δε > 0) (∀t1, t2 ∈ [0, 1] : |t1 − t2| < δ) (∀x (t) ∈ K) ⇒
|Ax (t1)− Ax (t2)| < ε.

Iз визначення оператора A маємо

|Ax (t1)− Ax (t2)| =
∣∣∣∣
1

γ

∫ 1

0
tα1p

β+1−γ
γ x (p) dp− 1

γ

∫ 1

0
tα2p

β+1−γ
γ x (p) dp

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

γ

∫ 1

0
|tα1 − tα2 | p

β+1−γ
γ |x (p)| dp ≤ C

γ
|tα1 − tα2 |

∫ 1

0
p

β+1−γ
γ dp =

=
C

β + 1
|tα1 − tα2 | =

C

β + 1

∣∣αξα−1
∣∣ |t1 − t2| ,

де ξ ∈ [0, 1] (тут використано формулу Лагранжа, а також перетво-
рення аналогiчнi тим, що проведенi при оцiнюваннi попереднього ви-
разу з тими ж обмеженнями). Оцiнюючи отриманий вираз далi, маємо:

C

β + 1

∣∣αξα−1
∣∣ |t1 − t2| <

Cαδ

β + 1
. Причому ця оцiнка можлива лише якщо

α− 1 ≥ 0, тобто α ≥ 1. Таким чином, оператор A будe компактним при
таких значеннях параметрiв: α ≥ 1, β > −1, γ > 0.
Завдання 5. Знайти власнi значення i власнi елементи оператора A,

якщо:

а) A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

t2esx(s)ds;

б) A : l2 → l2, Ax = (x5 + 3x1, x2, x3, x4, . . .);
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в) A : l2 → l2, Ax = (0, 3x2 − x3, 2x1, x4, 0, 0, . . .);

г) A : C
′
[0,1] → C[0,1], Ax(t) = x

′
(t).

Розв’язання. У кожному iз цих завдань необхiдно розв’язати опера-
торне рiвняння Ax = λx. а) Для даного випадку рiвняння Ax = λx
набуває вигляду ∫ 1

0
t2esx(s)ds = λx(t),

або

λx(t) = t2
∫ 1

0
esx(s)ds.

Позначивши
1∫
0

esx(s) = C, матимемо

λx(t) = Ct2.

Для обчислення значення сталої C утворимо у лiвiй частинi останньої
рiвностi вираз, що дорiвнює C. Для цього домножимо лiву i праву час-
тини рiвностi на et та проiнтегруємо вiд 0 до 1. Одержимо:

λ

∫ 1

0
etx(t) = C

∫ 1

0
t2etdt,

Неважко переконатись, що
∫ 1

0 t2et = e− 2. Таким чином
λC = C(e− 2),

звiдки
C(λ− e + 2) = 0.

Якщо C = 0, то для будь-якого значення λ x(t) ≡ 0, а це означає, що
x(t) не є власною функцiєю даного оператора.

Нехай C 6= 0, тодi λ − e + 2 = 0, або λ = e − 2. Це власне значення
даного оператора, i вiдповiднi йому власнi функцiї визначаються так:

x(t) =
C

e− 2
t2,

або, в силу довiльностi C,

x(t) = Ct2.

б) В даному випадку операторне рiвняння Ax = λx має вигляд
(x5 + 3x1, x2, x3, x4, . . .) = (λx1, λx2, λx3, . . .) ,
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що еквiвалентно ситемi рiвнянь:



x5 + 3x1 = λx1,

x2 = λx2,

x3 = λx3,
..................

⇒





(3− λ)x1 + x5 = 0,
(1− λ)x2 = 0,
(1− λ)x3 = 0,
..................

Розглянемо випадок, коли λ = 1. Тодi з другого, третього та наступ-
них рiвнянь випливає, що x2, x3, . . . можуть набувати довiльних значень.
Разом iз цим перша рiвнiсть системи матиме вигляд

2x1 = −x5,

а це означає, що λ = 1 є власним значенням оператора A i вiдповiдний
йому власний елемент має вигляд(

−x5

2
, x2, x3, x4, . . .

)
,

де x2, x3, x4, . . .– будь-якi числа.
Нехай тепер λ 6= 1. Тодi з другого, третього i наступних рiвнянь сис-

теми робимо висновок, що x2 = x3 = . . . = 0 i перше рiвняння набуває
вигляду

(3− λ)x1 = 0.

Якщо λ = 3, то x1 може бути довiльним, тобто λ = 3 – власне значення,
а

(x1, 0, 0, . . .)

вiдповiдний власний елемент.
Якщо λ 6= 3 i λ 6= 1, то x1 = 0, тобто x = θ – нульовий розв’язок. А

це означає, що x не може бути власним елементом.
в) Як i в попередньому випадку рiвняння Ax = λx має вигляд

(0, 3x2 − x3, 2x1, x4, 0, 0, . . .) = (λx1, λx2, λx3 . . .) ,

що еквiвалентно системi:



λx1 = 0,
3x2 − x3 − λx2 = 0,
2x1 − λx3 = 0,
x4 − λx4 = 0,
λx5 = 0,
λx6 = 0,
..................

Якщо λ = 0, то x1, x5, x6, . . . можуть набувати довiльних значень i сис-
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тема запишеться у виглядi



3x2 − x3 = 0,
x4 = 0,
2x1 = 0,

⇒
{

x3 = 3x2,

x1 = x4 = 0,

тобто
(0, x2, 3x2, 0, x5, x6, . . .)

є власний елемент, що вiдповiдає власному значенню λ = 0.
Якщо λ 6= 0, то x1 = x5 = x6 = . . . = 0 i система набуває вигляду




(3− λ)x2 − x3 = 0,
−λx3 = 0,
(1− λ)x4 = 0,

⇒




(3− λ)x2 = 0,
x3 = 0,
(1− λ)x4 = 0.

Якщо λ = 3, то x2 може бути довiльним, а x4 = 0. Якщо λ = 1, то x4

може бути довiльним, а x2 = 0.
Отже, власному значенню λ = 0 вiдповiдають власнi елементи (0, x2,

3x2, 0, x5, x6, . . .) ; власному значенню λ = 3 вiдповiдають власнi елемен-
ти (0, x2, 0, 0, . . .) ; власному значенню λ = 1 вiдповiдають власнi елемен-
ти (0, 0, 0, x4, 0, 0, . . .) .

г) Операторне рiвняння Ax(t) = λx(t) еквiвалентно
x
′
(t) = λx(t).

Це диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:
dx

dt
= λx,

dx

x
= λdt,

ln x = λt + C,

x(t) = Ceλt.
Тобто будь-яке значення λ ∈ R є власним значенням оператора A, а
вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд x(t) = Ceλt.

Завдання 6. Знайти власнi значення i власнi функцiї симетричного
оператора A : L2[−1, 1] → L2[−1, 1], Ax(t) =

∫ 1
−1 K(t, s)x(s)ds, де

K(t, s) =

{
t + 1, t ≤ s

s + 1, s ≤ t.
Розв’язання. Для даного оператора рiвняння Ax = λx набуває вигляду∫ t

−1
(s + 1)x(s)ds +

∫ 1

t

(t + 1)x(s)ds = λx(t).

Продиференцiювавши лiву i праву частини даного рiвняння, одержимо:

(t + 1)x(t) +

∫ 1

t

x(s)ds− (t + 1)x(t) = λx
′
(t),
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або ∫ 1

t

x(s)ds = λx
′
(t).

Продиференцiювавши отримане рiвняння, маємо
−x(t) = λx

′′
(t).

Це лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими коєфi-
цiєнтами.

Якщо λ = 0, то x(t) ≡ 0, тобто x(t) не може бути власною функцiєю.
Нехай λ 6= 0. Тодi характеристичне рiвняння має вигляд:

λk2 + 1 = 0.

При λ < 0 визначаємо k = ± 1√−λ
, i загальний розв’язок диферен-

цiального рiвняння має вигляд

x(t) = C1e
1√−λ

t + C2e
− 1√−λ

t.

Для знаходження сталих C1 i C2 необхiдно задати крайовi умови. Iз по-
чаткового рiвняння∫ t

−1
(s + 1)x(s)ds +

∫ 1

t

(t + 1)x(s)ds = λx(t)

робимо висновок, що x(−1) = 0, а з рiвняння∫ 1

t

x(s)ds = λx
′
(t),

що x
′
(1) = 0. Пiдставимо крайовi умови у знайдений розв’язок:{

C1e
− 1√−λ + C2e

1√−λ = 0,

C1
1√−λ

e
1√−λ − C2

1√−λ
e−

1√−λ = 0.

Визначник цiєї системи∣∣∣∣∣
e−

1√−λ e
1√−λ

1√−λ
e

1√−λ − 1√−λ
e−

1√−λ

∣∣∣∣∣ = − 1√−λ
e−

2√−λ − 1√−λ
e

2√−λ 6= 0,

що означає, що система рiвнянь має тiльки тривiальний розв’язок, а саме
C1 = C2 = 0. Тобто x(t) ≡ 0, тому x(t) не може бути власною функцiєю.

Нехай тепер λ > 0. Тодi k = ± i√
λ

та

x(t) = C1 cos
t√
λ

+ C2 sin
t√
λ
.
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Пiдставимо крайовi умови:



C1 cos
−1√

λ
+ C2 sin

−1√
λ

= 0,

−C1
1√
λ

sin
1√
λ

+ C2
1√
λ

cos
1√
λ

= 0,
⇒

⇒





C1 cos
1√
λ
− C2 sin

1√
λ

= 0,

C1 sin
1√
λ
− C2 cos

1√
λ

= 0.

∣∣∣∣∣∣∣

cos
1√
λ

sin
1√
λ

sin
1√
λ

cos
1√
λ

∣∣∣∣∣∣∣
= − cos2 1√

λ
+ sin2 1√

λ
.

Якщо визначник лiнiйної системи дорiвнює нулю, тодi система матиме
ненульовий розв’язок:

− cos2 1√
λ

+ sin2 1√
λ

= 0,

cos 2√
λ

= 0,
2√
λ

= π
2 + πn, n ∈ Z,√

λ = 4
π+2πn , n ∈ Z,

λ = 16
(π+2πn)2

, n ∈ Z.

Отже, вказанi λ – власнi значення, а

x(t) = C1 cos
π + 2πn

4
t + C2 sin

π + 2πn

4
t

– власнi функцiї.
Завдання 4. Знайти спектр i резольвенту оператора A, якщо:

а) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) = x (0) + tx (1) ;

б) A : C
′
[0,1] → C[0,1], Ax (t) = x

′
(t) ;

в) A : C[0,1] → C[0,1], Ax (t) = tx (t) ;

г) A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax (t) =
∫ 1

0 t2 (s + 1) x (s) ds;

д) A : l2 → l2, Ax =
(
x1,

x2

2 , x3

3 , ..., xn

n , ...
)
.

Розв’язання. Для знаходження резольвенти оператора A у кожному з
випадкiв необхiдно знайти оператор, обернений до A−λI, iнакше кажу-
чи, розв’язати рiвняння Ax− λx = y.

а) У даному випадку рiвняння Ax− λx = y має вигляд
x (0) + tx (1)− λx (t) = y (t) .

Для його розв’язання вiдмiтимо, що при λ 6= 0
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x (t) = x(0)+tx(1)−y(t)
λ ,

де x (0) , x (1) – деякi сталi числа. Для їх знаходження пiдставимо у
початкове рiвняння значення t = 0 i t = 1. Отримаємо:{

x (0)− λx (0) = y (0) ,

x (0) + x (1)− λx (1) = y (1) .

Розв’яжемо дану систему вiдносно x (0) , x (1) :
{

x (0) (1− λ) = y (0) ,

x (0) + x (1) (1− λ) = y (1) ,
⇒

{
x (0) = y(0)

1−λ ,

x (1) = 1
1−λ

(
y (1)− y(0)

1−λ

)
.

Таким чином, x (t) = 1
λ

(
y(0)
1−λ + t

1−λ

(
y (1)− y(0)

1−λ

)
− y (t)

)
i можемо запи-

сати

Rλ (A) (y (t)) = (A− λI)−1 (y (t)) =

=
1

λ

(
y (0)

1− λ
+

t

1− λ

(
y (1)− y (0)

1− λ

)
− y (t)

)
.

Очевидно, резольвента оператора не iснує при λ = 0 i λ = 1. Тобто,
цi значення λ є власними значеннями оператора A i тому належать до
точкового спектра σp (A), а залишковий i неперервний спектри для нього
є порожнiми множинами.
б) Рiвняння

x′ (t)− λx (t) = y (t)
є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням, для розв’язання якого застосову-
ється метод варiацiї сталих. Для цього спочатку шукають розв’язок вiд-
повiдного однорiдного рiвняння

x′ (t)− λx (t) = 0.
Оскiльки це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, то, переписавши
його у виглядi dx

dt = λx, а потiм перетворивши до dx
x = λdt i проiнтегру-

вавши, отримаємо ln x = λt + C, або x (t) = Ceλt. Пiсля цього розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукають у виглядi x (t) = C (t) eλt. Пiдставимо
x (t) у початкове рiвняння i одержимо:

(
C (t) eλt

)′ − λC (t) eλt = y (t) ,

C ′ (t) eλt + λC (t) eλt − λC (t) eλt = y (t) ,
C ′ (t) eλt = y (t) ,

звiдки

C (t) =

∫
e−λty (t) dt.

Таким чином, резольвента оператора А має вигляд:
Rλ (A) (y (t)) = eλt

∫
e−λty (t) dt.
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Вона iснує для всiх λ ∈ R, тобто σ = ∅.
в) Рiвняння

tx (t)− λx (t) = y (t)

має простий розв’язок x (t) = y(t)
t−λ . Очевидно, резольвента оператора A

Rλ (A) (y (t)) = y(t)
t−λ

iснує для всiх дiйсних значень λ. Однак при λ ∈ [0, 1] оператор Rλ (A)
буде необмеженим(враховуючи, що t ∈ [0, 1]). Це означає, що всi λ ∈
[0, 1] є точками спектра оператора A. Вiдмiтимо також, що A не має
власних значень, бо рiвняння x (t) (t− λ) = 0 для будь-якого λ має лише
тривiальний розв’язок. Разом iз цим, множина значень R (A− λI) не
спiвпадає з множиною C[0,1](наприклад, не мiстить функцiй y (t) = tα,
де α – довiльне дiйсне додатне число, адже їх образом повиннi були б
бути функцiї x (t) = tα

t−λ /∈ C[0,1]).
г) Рiвняння ∫ 1

0 t2 (s + 1) x (s) ds− λx (t) = y (t)
є iнтегральним. Переписавши рiвняння у виглядi

t2
∫ 1

0 (s + 1) x (s) ds− λx (t) = y (t)

та ввiвши позначення
∫ 1

0 (s + 1) x (s) ds = C, отримаємо:
Ct2 − λx (t) = y (t) ,

x (t) = 1
λ

(
Ct2 − y (t)

)
.

Для знаходження сталої С домножимо лiву i праву частини останньої
рiвностi на t + 1 i результат проiнтегруємо в межах вiд 0 до 1:∫ 1

0
(t + 1) x (t) dt =

1

λ

∫ 1

0

(
Ct2 − y (t)

)
(t + 1) dt.

Врахуємо, що
∫ 1

0 (t + 1) x (t) dt = C i обчислимо
∫ 1

0 t2 (t + 1) dt =
(

t4

4 + t3

3

)∣∣∣
1

0
= 7

12 . Пiдставимо отриманi значення у попереднiй вираз:
C = C

λ · 7
12 − λ

∫ 1
0 y (t) (t + 1) dt,

звiдки
C

(
1− 1

λ · 7
12

)
= −λ

∫ 1
0 y (t) (t + 1) dt,

C = − 12λ2

12λ−7

∫ 1
0 y (t) (t + 1) dt.

Таким чином,

x (t) =
1

λ

(
12λ2t2

7− 12λ

∫ 1

0
(s + 1) y (s) ds− y (t)

)
= Rλ (A) .

Оскiльки резольвента не iснує для λ = 0 i λ = 7
12 , то саме вони i склада-

ють спектр оператора, причому
{
0, 7

12

}
= σp.
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д) Для знаходження резольвенти розв’яжемо систему рiвнянь:




x1 − λx1 = y1,
x2

2 − λx2 = y2,
x3

3 − λx3 = y3,
...............

⇒





x1 (1− λ) = y1,

x2
(1

2 − λ
)

= y2,

x3
(1

3 − λ
)

= y3,
...............

⇒





x1 = y1

1−λ ,

x2 = y2
1
2−λ

,

x3 = y3
1
3−λ

,

...............

Отже, Rλ(A) =
(

y1

1−λ , y2
1
2−λ

, y3
1
3−λ

, ...
)

. Зрозумiло, що резольвента не iснує
для λ = 1

n , n ∈ N. Це означає, що всi цi числа є власними значен-
нями оператора A, iнакше кажучи, σp =

{ 1
n , n ∈ N

}
. Крiм того, при

λ = 0 = lim
n→∞

1
n Rλ(A) = (y1, 2y2, 3y3, ...) , а цей оператор не буде обме-

женим у l2. Справдi, якщо припустити, що ∃C, ∀x ∈ l2 ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖ ,

то пiдiбравши x =


0, 0, ..., 0,︸ ︷︷ ︸

n

1, 0, ...


 , де n > C (цього можна досяг-

ти враховуючи необмеженiсть множини натуральних чисел), отримаємо
протирiччя: ‖(0, 0, .., 0, n, 0, ...)‖ = n > C = C ‖(0, 0, .., 0, 1, 0, ...)‖ . Таким
чином, λ = 0 теж належить спектру оператора A.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти оператор A∗, спряжений до A, оцiнити ‖A‖ та
‖A∗‖, якщо:

1. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 (1− t)2 s2x(s)ds;

2. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 t2s2x(s)ds;

3. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax(t) = x(t) +
∫ 1
−1 t3

√
sx(s)ds;

4. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax(t) = x(t) + 2
∫ π

0 cos t sin sx(s)ds;

5. A : L2 [0, π] → L2 [0, π] , Ax(t) = x(t)− ∫ 1
0 t3 sin(s− 1)x(s)ds;

6. A : l2 → l2, Ax = (x2, x3 − x2, x4,−x3, 0, 0, . . .) ;

7. A : l2 → l2, Ax = (0, 0, x5,−3x1, 0, 0, . . .) ;

8. A : l2 → l2, Ax = (2x3 − x2, 3x1, x1 − x3, 0, 0, . . .) ;

9. A : l2 → l2, Ax = (x2 − x1, x3 − x2, x4 − x3, 0, 0, . . .) ;

10. A : l2 → l2, Ax = (0, x2, 0, x4, 0, x6, . . .).
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Завдання 2. Чи є компактним оператор A : C[a,b] → C[a,b] якщо:

1. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = tx(0);

2. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(t) + 1;

3. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(
√

t);

4. [a, b] = [−π, π], Ax(t) =
π∫
−π

cos t sin sx(s)ds;

5. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 t2s2x(s)ds;

6. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 etsx(s)ds;

7. [a, b] = [0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 sin ts2x(s)ds;

8. [a, b] = [−1, 1], Ax(t) = x

(
t2

2

)
;

9. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = x(t2);

10. [a, b] = [0, 1], Ax(t) = t2x(t).

Завдання 3. Знайти власнi значення i власнi елементи таких опера-
торiв:

1. A : l2 → l2, Ax = (0, 3x2 − x3, 2x1, x5, 0, 0, . . .) ;

2. A : l2 → l2, Ax = (x3, x4, x5, . . .) ;

3. A : l2 → l2, Ax = (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .) , k – фiксоване;

4. A : l2 → l2, Ax = (2x3 + x1, 4x2, x3, x4, . . .) ;

5. A : l2 → l2, Ax = (−x1 + 4x2, 2x1 − 3x2, x3, x4, . . .) ;

6. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 t sin πsx(s)ds;

7. A : L2 [0, 1] → L2 [0, 1] , Ax(t) =
∫ 1

0 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) =

{
t, t ≤ s;
s, s < t;

8. A : L2 [−1, 1] → L2 [−1, 1] , Ax(t) =
∫ 1
−1 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={

(t + 1)(1− s), t ≤ s;
(s + 1)(1− t), s < t;
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9. A : L2

[
0,

π

4

]
→ L2

[
0,

π

4

]
, Ax(t) =

∫ π
4

0 K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={
cos 2t sin 2s, t ≤ s;
sin 2t cos 2s, s < t;

10. A : L2

[
−π

2
, 0

]
→ L2

[
−π

2
, 0

]
, Ax(t) =

∫ 0
−π

2
K(t, s)x(s)ds, K(t, s) ={

cos t sin s, t ≤ s;
sin t cos s, s < t.

Завдання 4. Знайти резольвенту та спектр оператора A, якщо:

1. A : l2 → l2, Ax = (x4 − x1, 2x1 − x2, x3, x4, 0, 0, . . .) ;

2. A : l2 → l2, Ax = (−3x2, x3, 2x1, x4, x5, . . .) ;

3. A : l2 → l2, Ax = (x3 + x2, x2 + x1, x1 + x3, x4, x5, . . .) ;

4. A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
∫ 1

0 t sin sx(s)ds;

5. A : L2[0, 1] → L2[0, 1], Ax(t) =
1∫
0

x(s)
4
√

t
ds;

6. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) =
∫ 1

0 t2sx(s)ds;

7. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = (t− 1)x(0) + x(1);

8. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) = x(0) + tx(0);

9. A : C[1,2] → C[1,2], Ax(t) = x(1) + t2x(2);

10. A : C[0,1] → C[0,1], Ax(t) =
∫ 1

0 s4x(s)ds− x(t).
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11 Iнтегральнi рiвняння

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Означення та класифiкацiя iнтегральних рiвнянь.

2. Повторнi ядра та резольвента iнтегрального рiвняння. Метод ре-
зольвент.

3. Метод послiдовних наближень розв’язування iнтегральних рiвнянь.

4. Розв’язування iнтегральних рiвнянь з виродженими ядрами мето-
дом їх зведення до системи алгебраїчних рiвнянь.

5. Метод розв’язування iнтегральних рiвнянь Вольтерра зведенням їх
до диференцiальних рiвнянь.

6. Симетричнi ядра. Власнi числа та власнi функцiї симетричного яд-
ра. Розв’язування iнтегральних рiвнянь з симетричними ядрами.

7. Теореми Фредгольма для iнтегральних рiвнянь.

Теоретичнi вiдомостi

Iнтегральним рiвнянням називається рiвняння, що мiстить невiдому
функцiю пiд знаком iнтеграла. Наприклад, iнтегральним рiвнянням вiд-
носно функцiї ϕ(t) є рiвняння

a(t)ϕ(t) + f(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds, (11.1)

де a(t), f(t), k(t, s) - вiдомi функцiї, λ - деякий параметр, змiннi t i s

пробiгають деякий фiксований вiдрiзок [a, b].
Функцiя k(t, s) в рiвняннi (11.1) називається ядром iнтегрального рiв-

няння.
Рiвняння (11.1) належить до лiнiйних iнтегральних рiвнянь, оскiльки

шукана функцiя входить в рiвняння лiнiйно. Багато задач математич-
ної фiзики розв’язуються за допомогою нелiнiйних iнтегральних рiвнянь.
Наприклад, рiвнянь виду ϕ(t) = λ

∫ b

a k(t, s)g(ϕ(s), s)ds, де k(t, s), g(u, s)–
заданi, (t, s) ∈ [a, b]× [a, b], (u, s) ∈ [a, b]× [a, b]. Надалi обмежимось роз-
глядом лiнiйних iнтегральних рiвнянь.

Розглянемо основнi класи таких рiвнянь.

Якщо невiдома функцiя мiститься лише пiд знаком iнтеграла, то рiв-
няння називається iнтегральним рiвнянням першого роду. Iнтегральнi
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рiвняння, в яких невiдома функцiя мiститься також i поза iнтегральним
доданком, називається iнтегральним рiвнянням другого роду.

Якщо межi iнтегрування фiксованi, то iнтегральне рiвняння нази-
вається рiвнянням Фредгольма. У випадку, коли хоча б одна межа iнте-
грування змiнна, то iнтегральне рiвняння називається рiвнянням Воль-
терра.

Отже, надалi розглядатимемо такi основнi типи iнтегральних рiвнянь:

а) iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t); (11.2)

б) iнтегральне рiвняння Фредгольма першого роду∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t); (11.3)

в) iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

ϕ(t)− λ

∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), t ∈ (a, b]; (11.4)

г) iнтегральне рiвняння Вольтерра першого роду∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), t ∈ (a, b]. (11.5)

Слiд зауважити, що рiвняння Вольтерра є частинним випадком рiв-
няння Фредгольма, якщо вважати k(t, s) ≡ 0 при s > t. Однак фiзичнi
задачi, що приводять до рiвнянь Вольтерра i рiвнянь Фредгольма, а та-
кож властивостi розв’язкiв та методи розв’язання цих рiвнянь суттєво
вiдрiзняються. Тому рiвняння Вольтерра доцiльно видiлити в окремий
клас.

Якщо в рiвняннях (11.2) – (11.5) f(t) ≡ 0, то рiвняння називають
однорiдними iнтегральними рiвняннями. В iншому випадку – неодно-
рiдними.

Iнтегрування в рiвняннях (11.2) – (11.5) може здiйснюватись як по
вiдрiзку [a, b], a < b числової осi, так i на деяких областях бiльшої роз-
мiрностi. При цьому класифiкацiя iнтегральних рiвнянь не змiнюється.
Наприклад, якщо функцiї k(A,B), f(A) визначенi при A ⊂ Ω, B ⊂ Ω, де
Ω – область в тривимiрному просторi, тодi неоднорiдне рiвняння Фред-
гольма другого роду запишеться так:

ϕ(A) =

∫

Ω

k(A,B)ϕ(B)dσ(B) + f(A),
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де dσ(P ) – елемент об’єму областi Ω, що мiстить точку B.

Розглянемо основнi методи розв’язування лiнiйних iнтегральних рiв-
нянь.

11.1 Метод резольвент розв’язування iнтегральних рiвнянь

Теоретичнi вiдомостi

Метод резольвент – це метод розв’язування iнтегральних рiвнянь Фред-
гольма i Вольтерра другого роду.

Розглянемо iнегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), (λ ∈ C.) (11.6)

Введемо в розгляд послiдовнiсть функцiй
k1(t, s) ≡ k(t, s);

k2(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)k1(τ, s)dτ,

k3(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)k2(τ, s)dτ, . . .

kn(t, s) =
∫ b

a k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ i т.д.
Послiдовнiсть функцiй {kn(t, s), n = 1, 2, ...} називається послiдовнiс-

тю iтерованих (або повторних) ядер.
Вiдомо, що якщо ядро k(t, s) при (t, s) ∈ [a, b]× [a, b] задавольняє умо-

вам: k(t, s) – дiйсна функцiя тотожньо не рiвна нулевi, k(t, s) – неперер-
вна функцiя вiдносно (t, s) k(t, s) = k(s, t) (тобто ядро k(t, s) симетрич-
не), тодi цими ж властивостями володiють повторнi ядра.

Розвязок рiвняння (11.6) можна представити у виглядi

ϕ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s, λ)f(s)ds, (11.7)

де функцiя R(t, s, λ) називається резольвентою ядра k(t, s) i визнача-
ється за формулою

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

λnkn+1(t, s). (11.8)

Розглянемо iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду

ϕ(t)− λ

∫ t

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t). (11.9)

Послiдовнiсть iтерованих ядер у цьому випадку визначається за наступ-
ною рекурентною формулою:
k1(t, s) ≡ k(t, s);
kn(t, s) =

∫ t

s k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ, n = 2, 3, 4, ...
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Тодi розв’язок рiвняння (11.9) записується в такому виглядi:

ϕ(t) = f(t) + λ

∫ t

a

R(t, s, λ)f(s)ds, (11.10)

де резольвента R(t, s, λ) визначається як i ранiше за формулою (11.8).

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Фредгольма:

x(t) =
1

eπ + 1

∫ π

0

(
et cos s

)
x(s)ds +

t

4
, t ∈ [0, π].

Розв’язання. Побудуємо послiдовнiсть iтерованих ядер:

k1(t, s) = k(t, s) = et cos s;

k2(t, s) =
π∫
0

k(t, τ)k1(τ, s)dτ =
π∫
0

(et cos τ) (eτ cos s) dτ = et cos s
π∫
0

eτ cos τdτ.

Проiнтегрувавши два рази частинами маємо, що
∫ π

0 cos τeτdτ = −eπ + 1

2
.

Таким чином k2(t, s) = −eπ + 1

2
et cos s;

k3(t, s) =
π∫
0

k(t, τ)k2(τ, s)dτ =
π∫
0
et cos τ

(
−eπ + 1

2
eτ cos s

)
dτ = −eπ + 1

2
et×

× cos s
∫ π

0 cos τeτdτ =

(
eπ + 1

2

)2

et cos s = (−1)2
(

eπ + 1

2

)2

et cos s;

k4(t, s) =
∫ π

0 k(t, τ)k3(τ, s)dτ =
π∫
0

et cos τ

(
eπ+1

2

)2

eτcos sdτ =

(
eπ + 1

2

)2

×

×et cos s
∫ π

0 cos τeτdτ = −
(

eπ + 1

2

)3

et cos s = (−1)3
(

eπ + 1

2

)3

et cos s;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

kn(t, s) =
π∫
0

k(t, τ)kn−1(τ, s)dτ =
π∫
0
etcos τ(−1)n−2

(
eπ + 1

2

)n−2

eτ cos sdτ =

(−1)n−2
(

eπ + 1

2

)n−2

et cos s
∫ π

0 cos τeτdτ = (−1)n−1
(

eπ + 1

2

)n−1

et cos s.

Отже, резольвента ядра k(t, s) = et cos s запишеться так:

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

λnkn+1(t, s) =
∞∑

n=0

(
1

eπ + 1

)n

(−1)n

(
eπ + 1

2

)n

et cos s =

= et cos s

∞∑
n=0

(
−1

2

)n

= et cos s
1

1− 1
2

=
2

3
et cos s.

Тому розв’язок x(t) нашого iнтегрального рiвняння Фредгольма має виг-
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ляд:

x(t) = f(t) + λ

∫ π

0
R(t, s, λ)f(s)ds =

t

4
+

1

eπ + 1

∫ π

0

2

3
et cos s · s

4
ds =

=
et

6 (eπ + 1)

∫ π

0
s cos sds+

t

4
=

et

6 (eπ + 1)

(
s · sin s|π0 −

∫ π

0
sin sds

)
+

t

4
=

=
et

6 (eπ + 1)
cos s|π0 +

t

4
= − et

3 (eπ + 1)
+

t

4
.

Завдання 2. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Вольтерра:

x(t) = 2

∫ t

0
et−sx(s)ds + cos t.

Розв’язання. Побудуємо послiдовнiсть повторних ядер:

k1(t, s) = k(t, s) = et−s;
k2(t, s) =

∫ t

s et−τeτ−sdτ =
∫ t

s et−sdτ = et−s τ |ts = et−s(t− s);

k3(t, s) =
∫ t

s et−τeτ−s(τ − s)dτ = et−s
∫ t

s (τ − s)dτ = et−s (τ − s)2

2

∣∣∣∣
t

s

=

= et−s (t− s)2

2
;

k4(t, s) =
∫ t

s et−τeτ−s (τ − s)2

2
dτ = et−s

∫ t

s

(τ − s)2

2
dτ = et−s (τ − s)3

2 · 3

∣∣∣∣
t

s

=

= et−s (t− s)3

2 · 3 ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
kn(t, s) = et−s (t− s)n−1

(n− 1)!
.

Тодi резольвента ядра k(t, s) = et−s зображується так:

R(t, s, λ) =
∞∑

n=0

2net−s (t− s)n

n!
= et−s

∞∑
n=0

(2 (t− s))n

n!
= et−se2(t−s) = e3(t−s).

Розв’язок нашого iнтегрального рiвняння Вольтерра запишеться у тако-
му виглядi:

x(t) = cos t + 2

∫ t

0
e3(t−s) cos sds = cos t + 2e3t

∫ t

0
e−3s cos sds.

Обчислимо iнтеграл
∫ t

0 e−3s cos sds : маємо
∫ t

0 e−3s cos sds =
1

10

(
e−3t (sin t−

−3 cos t) + 3) .
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Тодi шуканий розв’язок нашого iнтегрального рiвняння Вольтерра

x(t) = cos t + 2e3t

∫ t

0
e−3s cos sds =

= cos t + 2e3t

(
1

10

(
e−3t(sin t−3 cos t)+3

))
=

1

5
sin t +

2

5
cos t +

3

5
e3t.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Фредгольма:

1. x(t) = −
π
2∫
0

sin t cos sx(s)ds + cos t, t ∈ [0, π
2 ];

2. x(t) =
e

3

1∫
−1

tesx(s)ds +
3t2 + 1

et
, t ∈ [−1, 1];

3. x(t) =
1

6π

2π∫
0

(cos t cos s + 3 sin 2t sin 2s) x(s)ds + 5 cos t, t ∈ [0, 2π];

4. x(t) =
1

2π

2π∫
0

(sin t sin s + cos 2t cos 2s) x(s)ds + cos 2t, t ∈ [0, 2π];

5. x(t) = −
π
2∫
0

sin t cos sx(s)ds + cos t, t ∈ [0,
π

2
];

6. x(t) = 2
1∫
−1

t2s2x(s)ds + et, t ∈ [−1, 1];

7. x(t) =
0∫
−1

(1 + t)(1− s)x(s)ds + π cos πt, t ∈ [−1, 0];

8. x(t) =
1∫
−1

(ts + t2s2)x(s)ds + 3(t + 1), t ∈ [−1, 1];

9. x(t) =
1

2

1∫
0

(1 + (2t− 1)(2s− 1)) x(s)ds + 3t2, t ∈ [0, 1];

10. x(t) = − 1

8π

2π∫
0

(2 + cos t cos s) x(s)ds + 2t, t ∈ [0, 2π].
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Завдання 2.Методом резольвент розв’язати iнтегральне рiвняння
Вольтерра:

1. x(t) =
t∫

0

ch t

ch s
x(s)ds + ch t, t ∈ [0, T ];

2. x(t) =
t∫

0
(t− s)x(s)ds + t, t ∈ [0, T ];

3. x(t) =
t∫

0

1 + s2

1 + t2
ds +

1

1 + t2
, t ∈ [0, T ];

4. x(t) = 2
t∫

0
et2−s2

x(s)ds + et2+2t, t ∈ [0, T ];

5. x(t) = 2
t∫

0
et−sx(s)ds + sin t, t ∈ [0, T ];

6. x(t) =
t∫

0
tsx(s)ds + t, t ∈ [0, T ];

7. x(t) = −
t∫

0
3t−sx(s)ds + t3t, t ∈ [0, T ];

8. x(t) =
t∫

0

1 + t2

1 + s2x(s)ds + 1 + t2, t ∈ [0, T ];

9. x(t) =
t∫

0

2 + cos t

2 + cos s
x(s)ds + et sin t, t ∈ [0, T ];

10. x(t) = −
t∫

0

ch t

ch s
x(s)ds + t ch t, t ∈ [0, T ].

11.2 Метод послiдовних наближень розв’язування iнтеграль-
них рiвнянь

Теоретичнi вiдомостi

Метод послiдовних наближень використовується для розвязування
iнтегральних рiвнянь Фредгольма i Вольтерра другого роду.

Нехай

ϕ(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t), (λ ∈ C) (11.11)
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причому ядро k(t, s) - неперервна в квадратi [a, b] × [a, b] функцiя двох
змiнних, а вiльний член f(t) - неперервна на [a, b] функцiя. Виберемо до-
вiльну неперервну на [a, b] функцiю ϕ0(t) i пiдставимо її в праву частину
(11.11). Маємо

ϕ1(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ0(s)ds + f(t),

причому ϕ1(t) також неперервна на [a, b]. Отриману функцiю ϕ1(t) знову
пiдставимо в (11.11). Результатом знову буде неперервна функцiя

ϕ2(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ1(s)ds + f(t).

Таким же способом, задамо послiдовнiсть функцiй
ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), . . . , ϕn(t), . . . , (11.12)

яка є збiжна на [a, b] до розв’язку iнтегрального рiвняння (11.11). Таким
чином, розв’язком рiвняння (11.11) буде границя послiдовностi функцiй
(11.12), тобто

ϕ(t) = lim
n−→∞

ϕn(t).

Зауваження 1. Кожна функцiя послiдовностi (11.12) залежить вiд ви-
бору початкового наближення ϕ0(t), однак гранична функцiя ϕ(t) вiд
вибору ϕ0(t) не залежить.
Зауваження 2. Даний метод застосовують i при розвязуваннi iнтег-
ральних рiвнянь Вольтера другого роду. Якщо ϕ0(t) вибрати рiвне f(t),
то метод послiдовних наближень фактично спiвпадає з методом резоль-
вент.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Фредгольма

x(t) =
1

2

1∫

0

tsx(s)ds +
5

6
t.

Розв’язання. За початкове наближення виберемо функцiю x0(t) = 0. Тодi

x1(t) =
1

2

1∫
0

ts · 0ds +
5

6
t =

5

6
t,

x2(t) =
1

2

1∫
0

ts · 5

6
sds +

5

6
t =

1

2
· 5

6
t

1∫
0

s2ds +
5

6
t =

1

2
· 5

6
t

s3

3

∣∣∣∣
1

0
+

5

6
t =

=
1

6
· 5

6
t +

5

6
t =

5

6
t

(
1 +

1

6

)
,
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x3(t) =
1

2

1∫
0

ts · 5

6
s

(
1 +

1

6

)
ds +

5

6
t =

1

2
· 5

6
t

(
1 +

1

6

) 1∫
0

s2ds +
5

6
t =

=
1

2
· 5

6
t

(
1 +

1

6

)
s3

3

∣∣∣∣
1

0
+

5

6
t =

1

6
· 5

6
t

(
1 +

1

6

)
+

5

6
t =

5

6
t

(
1 +

1

6
+

1

62

)
,

Продовжуючи цей процес, отримаємо

xn(t) =
5

6
t

(
1 +

1

6
+

1

62 + . . . +
1

6n

)
=

5

6
t

n∑

k=0

1

6k
.

Знайдемо границю отриманої послiдовностi:

x(t) = lim
n−→∞

xn(t) =
5

6
t
∞∑

k=0

1

6k
= x.

Завдання 2. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Вольтерра

x(t) =

t∫

0

x(s)

1 + s2ds + arctg t.

Розв’язання. За початкове наближення виберемо функцiю x0(t) = 0.
Тодi

x1(t) =
t∫

0

0

1 + s2ds + arctg t = arctg t,

x2(t) =
t∫

0

arctg s

1 + s2 ds + arctg t =
arctg2 s

2

∣∣∣∣
t

0
+ arctg t = arctg t +

arctg2 t

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn(t) = arctg t +
arctg2 t

2
+ . . . +

arctgn t

n!
=

n∑
k=1

arctgk t

k!
.

Отже, розв’язком рiвняння є границя побудованої послiдовностi

x(t) = lim
n−→∞

n∑

k=1

arctgk t

k!
=

∞∑

k=1

arctgk t

k!
= earctg t − 1.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Фредгольма:

1. x(t) = 2t−
1∫
0

tsx(s)ds, x0(t) = 0;

2. x(t) = 1 + 1
2

∫ 1
0 et−sx(s)ds, x0(t) = 0;
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3. x(t) = 2 sin t− sin t
2π

∫ π

0 sx(s)ds, x0(t) = 0;

4. x(t) = cos t− 1
2π

∫ π

0 2 cos t cos sx(s)ds, x0(t) = 0;

5. x(t) = 1
π

∫ π

0 (sin(t− s) + sin(t + s)) x(s)ds + 1, x0(t) = 0;

6. x(t) = 2− ∫ 1
0 sx(s)ds, x0(t) = 0;

7. x(t) = 1 + 1
π

∫ π

0 sin2 sx(s)ds, x0(t) = 0;

8. x(t) = 1 + 1
2

∫ 1
0 ts2x(s)ds, x0(t) = 0;

9. x(t) = t− 1
2

∫ 1
0 x(s)ds, x0(t) = 0;

10. x(t) =
1

2
(1− t)− π

1∫
0

(1− t) sin 2πsx(s)ds, x0(t) =
1

2
(1− t).

Завдання 2. Розв’язати методом послiдовних наближень iнтегральне
рiвняння Вольтерра:

1. x(t) = 1 +
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;

2. x(t) = t2

2 + t +
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;

3. x(t) = 1− t2 + t
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1− t2;

4. x(t) = 1 + t
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1;

5. x(t) = 1 + tp
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 1, p = 1, 2, . . .;

6. x(t) = t−
t∫

0
(t− s)x(s)ds, x0(t) = 0;

7. x(t) = 2t +
t∫

0
2t−sx(s)ds, x0(t) = 1;

8. x(t) = 1 +
t∫

0
(t− s)x(s)ds, x0(t) = 0;

9. x(t) = 2−
t∫

0
x(s)ds, x0(t) = 0;
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10. x(t) = t +
t∫

0
sx(s)ds, x0(t) = 0.

11.3 Розв’язування iнтегральних рiвнянь з виродженими яд-
рами методом зведення їх до системи алгебраїчних рiв-
нянь

Теоретичнi вiдомостi

Широкий клас iнтегральних рiвнянь розв’язується методом зведення до
системи алгебраїчних рiвнянь, а саме iнтегральнi рiвняння з вироджени-
ми ядрами.

Ядро k(t, s) називається виродженим, якщо його можна зобразити у
виглядi скiнченної суми k(t, s) =

∑n
k=1 ak(t)bk(s), де функцiї ak(t) i bk(s)

неперервнi i лiнiйно незалежнi визначенi на [a, b].
Зауважимо, що вироджене ядро має скiнченне число власних значень.

Якщо ж симетричне ядро має скiнченне число власних значень, то воно
вироджене.

Розв’язок iнтегрального рiвняння

ϕ(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t) (11.13)

матиме вигляд

ϕ(t) = f(t) + λ

n∑

k=1

ckak(t), (11.14)

де ck =
∫ b

a bk(s)ϕ(s)ds - невiдомi сталi, оскiльки функцiя ϕ(s) невiдома.
Отже, розв’язування рiвняння (11.13) зводиться до вiдшукання ста-

лих ck, k = 1, 2, . . . , n. Пiдставляючи (11.14) в iнтегральне рiвняння i
прирiвнюючи коефiцiєнти при ak(t), приходимо до висновку, що сталi ck

повиннi визначатися iз системи алгебраїчних рiвнянь

cm − λ

n∑

k=1

akmck = fm, m = 1, 2, . . . , n

де akm =
∫ b

a ak(t)bm(t)dt, fm =
∫ b

a bm(t)f(t)dt. Нас цiкавить нетривiаль-
ний розв’язок даної системи алгебраїчних рiвнянь. Це можливо, якщо
визначник ∆(λ) цiєї системи вiдмiнний вiд 0, тодi рiвняння (11.13) має
єдиний розв’язок, що визначається формулою (11.14).

У випадку невиродженого ядра можна шукати наближений розв’язок
iнтегрального рiвняння (11.13), замiнюючи в ньому ядро k(t, s) на «близь-
ке» до нього вироджене ядро k̃(t, s). За k̃(t, s) можна вибрати, напри-
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клад, частинну суму ряду Фур’є ядра k(t, s) по деякiй системi ортонор-
мованих функцiй {ψn(t)}:

k̃(t, s) =
N∑

n=1

ωn(s)ψn(t),

де ωn(s) =
∫ b

a k(t, s)ψn(t)dt.
Якщо ядро k(t, s) є аналiтичною функцiєю s, то наближене ядро k̃(t, s)

можна шукати у виглядi частинної суми степеневого ряду

k̃(t, s) =
N∑

n=0

cn(t)(s− q)n,

де q ∈ [a, b],

cn(t) =
1

n!

∂n

∂sn
k(t, s)

∣∣∣∣
s=q

.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x(t) = λ

1∫

−1

(st + s2t2)x(s)ds + 1.

Розв’язання. Ядро даного рiвняння вироджене, тому розвязок x(t) шу-
катимемо у виглядi

x(t) = λat + λbt2 + 1,

де a =
∫ 1
−1 sx(s)ds; b =

∫ 1
−1 s2x(s)ds. Домноживши рiвнiсть записану

для x(t) на t та t2 вiдповiдно та проiнтегрувавши на промiжку [−1, 1]
отримаємо систему рiвнянь для вiдшукання коєфiцiєнтiв a та b :{

a =
∫ 1
−1(λat2 + λbt3 + t)dt;

b =
∫ 1
−1(λat3 + λbt4 + t2)dt;

{
a = 2

∫ 1
0 (λat2)dt;

b = 2
∫ 1

0 (λbt4 + t2)dt;




a =
2

3
λa;

b =
2

5
λb +

2

3
;
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a

(
1− 2

3
λ

)
= 0;

b

(
1− 2

5
λ

)
=

2

3
.

Якщо λ 6= 3
2 i λ 6= 5

2 , то a = 0, b = 10
3(5−2λ) . Отже,

x(t) = λ
10

3(5− 2λ)
t2 − 1

є єдиний розв’язок системи нашого iнтегрального рiвняння.
Якщо λ = 3

2 , то b = 5
3 , a-довiльне. В цьому випадку розв’язок iнтег-

рального рiвняння запишеться так:

x(t) =
3

2
at− 15

4
t2 + 1.

Якщо λ = 5
2 , то рiвняння розв’язкiв не має.

Завдання 2. Знайти наближений розв’язок iнтегрального рiвняння

x(t) =

∫ 1

0
t sin(ts)x(s)ds + cos t,

замiнивши його ядро наближеним.
Розв’язання. Замiнимо ядро k(t, s) = t sin(ts) рiвняння на близьке ви-
роджене ядро k̃(t, s). За k̃(t, s) виберемо

k̃(t, s) = t

[
ts− 1

6
t3s3

]
.

Тут ми врахували розвинення функцiї sin(ts) в степеневий ряд. Вiдпо-
вiдний наближений розв’язок позначимо x(1)(t). Тодi

x(1)(t) =

∫ 1

0
t2

(
s− 1

6
t2s3

)
x(1)(s)ds + cos t.

Розв’язок x(1)(t) шукатимемо у виглядi x(1)(t) = cos t + c1t
2 + c2t

4.
Пiдставивши останнiй вираз в iнтегральне рiвняння, отримаємо

cos t + c1t
2 + c2t

4 =
∫ 1

0 t2
(
s− 1

6t
2s3

) (
cos s + c1s

2 + c2s
4
)

+ cos t.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при t2 i t4, отримаємо систему алгебраїчних

рiвнянь{
c1 =

∫ 1
0 s(cos s + c1s

2 + c2s
4)ds;

c2 =
∫ 1

0

(1
6

)
s3

(
cos s + c1s

2 + c2s
4
)
ds;

{
c1 = cos 1− 1 + sin 1− c1

4 + c2

6 ;
c2 = −1

6

(
6− 3 cos 1− 5 sin 1 + c1

6 + c2

8

)
.

Розв’язавши отриману систему двох алгебраїчних рiвнянь, отримаємо
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c1 ≈ 0.4742, c2 ≈ −0.1569. Таким чином
x(1)(t) = cos t + 0.4742t2 − 0.1569t4.

Точним розв’язком вихiдного iнтегрального рiвняння, як можна пере-
конатись безпосередньою пiдстановкою, є функцiя x(t) ≡ 1. На вiдрiзку
[0, 1] максимальне вiдхилення x(1)(t) вiд x(t) складає 0.14.

Апроксимуємо ядро k(t, s) бiльш точно нiж в першому випадку, а саме
за наближене ядро виберемо

k̃(2)(t, s) = t

(
ts− t3s3

6
+

t5s5

120

)
.

Тодi наближений розв’язок шукатимемо у виглядi
x(2)(t) = cos t + c1t

3 + c2t
4 + c3t

6.

Повторивши попереднi мiркування, отримаємо розв’язок
x(2)(t) = cos t + 0.5079t3 − 1.41 · 10−2t4 + 3.562 · 10−1t6.

Максимальне вiдхилення x(2)(t) вiд точного розв’язку x(t) на вiдрiзку
[0, 1] складає 0.034. Тобто похибка обчислень в цьому випадку приблизно
в 5 разiв менша нiж в попередньому.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. За допомогою зведення до систем алгебраїчних рiвнянь
розв’язати iнтегральне рiвняння (λ ∈ C):

1. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

4 + 5t3s)x(s)ds + t2 − t4, t ∈ [−1, 1];

2. x(t) = λ
∫ 1
−1(ts

3 + 5t2s2)x(s)ds + 7t3 − 3, t ∈ [−1, 1];

3. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

2 − ts)x(s)ds + t2 + t, t ∈ [−1, 1];

4. x(t) = λ
∫ 1
−1(s

2 − ts)x(s)ds + t2 − t, t ∈ [−1, 1];

5. x(t) = λ
∫ π

0 sin(2t + s)x(s)ds + π − 2t, t ∈ [0, π];

6. x(t) = λ
∫ π

0 sin(t + 2s)x(s)ds + π
2 − t, t ∈ [0, π];

7. x(t) = λ
∫ π

0 cos(2t + s)x(s)ds + sin t, t ∈ [0, π];

8. x(t) = λ
∫ π

0 cos(t− 2s)x(s)ds + cos t, t ∈ [0, π];

9. x(t) = λ
∫ π

0 (sin s + s cos t)x(s)ds + 1− 2t
π , t ∈ [0, π];

10. x(t) = λ
∫ π

0 (sin t + t cos s)x(s)ds + 1 + 2t
π , t ∈ [0, π].
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11.4 Метод розв’язування iнтегральних рiвнянь Вольтерра зве-
денням їх до диференцiальних

Цим методом розв’язують iнтегральнi рiвняння Вольтерра першого та
другого роду. Проiлюструємо метод зведення iнтегральних рiвнянь до
диференцiальних на прикладах.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра, звiвши
його до диференцiального:

x(t) = −2 cos t + 2

∫ t

0
(s− t)x(s)ds. (11.15)

Розв’язання. Продиференцiюємо обидвi частини даного рiвняння два
рази по t:

x
′
(t) = 2 sin t− 2

∫ t

0
x(s)ds; (11.16)

x
′′
(t) = 2 cos t− 2x(t).

Таким чином iнтегральне рiвняння Вольтерра ми звели до диференцiаль-
ного неоднорiдного рiвняння другого порядку зi сталими коєфiцiєнтами.
З рiвнянь (11.15) та (11.16) випливають початковi умови: x(0) = −2,
x
′
(0) = 0. Розв’яжемо отримане диференцiальне рiвняння другого по-

рядку. Розглянемо cпочатку вiдповiдне йому однорiдне диференцiальне
рiвняння:

x
′′
(t) + 2x(t) = 0.

k2 + 2 = 0, k = ±i
√

2.

Тому загальний розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння запи-
шемо у виглядi

xз.о.(t) = C1 cos
√

2t + C2 sin
√

2t.

Для знаходження частинного розв’язку вiдповiдного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння, що має вигляд

xч.н.(t) = A cos t + B sin t,

знайдемо сталi A та B.

x
′
ч.н.(t) = −A sin t + B cos t;

x
′′
ч.н.(t) = −A cos t−B sin t.

−A cos t−B sin t + 2A cos t + 2B sin t = 2 cos t;
A cos t + B sin t = 2 cos t;

A = 2, B = 0.
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Отже,
xз.н.(t) = xз.о.(t) + xч.н.(t) = C1 cos

√
2t + C2 sin

√
2t + 2 cos t.

x
′
з.н.(t) = −C1

√
2 sin

√
2t + C2

√
2 cos

√
2t− 2 sin t.

Враховуючи початковi умови,{
x(0) = C1 + 2 = −2;

x
′
(0) = C2

√
2 = 0;

{
C1 = −4;
C2 = 0.

Таким чином розв’язок iнтегрального рiвняння Вольтерра має вигляд:
x(t) = −4 cos

√
2t + 2 cos t.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Розв’язати iнтегральне рiвняння Вольтерра, звiвши його
до диференцiального:

1. x(t) = 1 +
∫ t

0 sx(s)ds;

2. x(t) = et +
∫ t

0 x(s)ds;

3. x(t) = t2 + 2t− ∫ t

0 (t− s)x(s)ds;

4. x(t) = t2 + 2 +
∫ t

0 sx(s)ds;

5. x(t) = 3t + 1 +
∫ t

0 (3t− 3s) x(s)ds;

6. x(t) = 4et − ∫ t

0 (t− s) x(s)ds;

7. x(t) = t + 4
∫ t

0 sin(t− s)x(s)ds;

8. x(t) = 1 +
∫ t

0

(
(t− s)2 − (t− s)

)
x(s)ds;

9. x(t) = sin t + 1
2

∫ t

0 (t− s)x(s)ds;

10. x(t) = e−t cos t− ∫ t

0 cos t · es−tx(s)ds.

11.5 Iнтегральнi рiвняння iз симетричними ядрами

Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = f(t), (λ ∈ C). (11.17)

158



Вiдповiдне однорiдне рiвняння

ϕ(t)− λ

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds = 0 (11.18)

завжди має тривiальний розв’язок ϕ(t) ≡ 0. Тi значення λ (λ 6= 0) при
яких це рiвняння має ненульовi розв’язки називаються власними (харак-
теристичними) числами рiвняння (11.18) чи ядра k(t, s), а кожен нену-
льовий розв’язок цього рiвняння називається власною функцiєю, що вiд-
повiдає характеристичному числу λ. Множина лiнiйно незалежних влас-
них функцiй, що вiдповiдають λ завжди скiнченна i називається рангом
характеристичного значення λ.

Нехай ядро k(t, s) iнтегрального рiвняння (11.17) задовольняє такi
умови: ∫ b

a

∫ b

a

|k(t, s)|2dtds < ∞,

k(t, s) = k(s, t).

Такi iнтегральнi рiвняння називаються рiвняннями з симетричним яд-
ром, а самi функцiї k(t, s) - симетричними ядрами.

Теорема 1. Якщо λ не спiвпадає з характеристичними числами λn вiд-
повiдного однорiдного рiвняння, то рiвняння (11.17) має для f(t) єдиний
неперервний розв’язок, що визначається формулою

ϕ(t) = f(t)− λ

∞∑
n=1

an

λ− λn
ϕn(t),

де ϕn(t)-ортонормованi власнi функцiї, що вiдповiдають числам λn, а

an =

∫ b

a

f(t)ϕn(t)dt.

Теорема 2. Нехай λ ∈ C спiвпадає iз λk рангу q, тобто λ = λk =
λk+1 = . . . = λk+q−1. Тодi для iснування розв’язку рiвняння (11.17) необ-
хiдно й досить, щоб f(t) була ортогональна всiм власним функцiям, що
вiдповiдають числу λk. При цьому (11.17) має нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв, що мiстять q довiльних констант i задаються формулою

ϕ(t) = f(t)− λ

k−1∑
n=1

an

λ− λn
ϕn(t)− λ

∞∑

n=k+q

an

λ− λn
ϕn(t)+

+c0ϕk(t) + . . . + cqϕk+q−1(t),

де c0, c1, . . . , cq - довiльнi сталi.

Якщо f(t) ортогональна всiм власним функцiям ϕn(t) ядра k(t, s), то
розв’язком рiвняння є сама ця функцiя ϕ(t) = f(t).
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Розв’язання типових задач

Завдання 1. Знайти характеристичнi числа, вiдповiднi нормованi влас-
нi функцiї та розв’язки (при кожному λ, при якому вони iснують) iн-
тегрального рiвняння iз симетричним ядром

x(t) = λ

1∫

0

min (t, s) x(s)ds + sin πt.

Спочатку потрiбно знайти тi λn, для яких вiдповiдне однорiдне рiвняння

x(t) = λ

1∫

0

min (t, s) x(s)ds (11.19)

має нетривiальний розв’язок та вiдповiднi власнi функцiї xn(t).
Очевидно, що

k(t, s) = min(t, s) =

{
t, t ≤ s;
s, t ≥ s.

Тодi рiвняння (11.19) перепишеться у виглядi

x(t) = λ

t∫

0

sx(s)ds + λ

1∫

t

tx(s)ds. (11.20)

Продиференцiювавши його двiчi по змiннiй t, отримаємо

x
′
(t) = λtx(t) + λ

1∫

t

x(s)ds− λtx(t), (11.21)

x
′′
(t) = −λx(t). (11.22)

Iз (11.20) та (11.21) випливають крайовi умови:{
x(0) = 0;

x
′
(1) = 0.

1. Якщо λ < 0, то розв’язками вiдповiдного характеристичного рiв-
няння будуть k1,2 = ±√−λ. В такому випадку розв’язок рiвняння
(11.22) формуємо у виглядi

x(t) = c1e
−√−λt + c2e

√−λt.

Продиференцiюємо його:

x
′
(t) = −c1

√−λe−
√−λt + c2

√−λe
√−λt.
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Врахувавши початковi умови, прийдемо до наступної системи для
вiдшукання сталих c1, c2 :{

c1 + c2 = 0;

−c1
√−λe−

√−λ + c2
√−λe

√−λ = 0;
{

c2 = −c1;

−c1
√−λ

(
e−

√−λ + e
√−λ

)
= 0;

{
c1 = 0;
c2 = 0.

В такому випадку x(t) ≡ 0.

2. Якщо ж λ > 0, то розв’язками вiдповiдного характеристичного рiв-
няння будуть k1,2 = ±i

√
λ. В такому випадку розв’язок рiвняння

(11.22) формуємо у виглядi

x(t) = c1 cos
√

λt + c2 sin
√

λt.

Продиференцiюємо i цей розв’язок:

x
′
(t) = −c1

√
λ sin

√
λt + c2

√
λ cos

√
λt.

Врахувавши початковi умови, отримаємо таку систему:{
c1 = 0;

c2
√

λ cos
√

λ = 0;

Оскiльки c2 6= 0, (в такому випадку x(t) ≡ 0) то

cos
√

λ = 0,√
λ =

π

2
+ πn, n = 0, 1, 2, . . . ,

λn =
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . . .

Власнi функцiї, вiдповiднi власним числам λn мають вигляд

xn(t) = cn sin
(π

2
+ πn

)
t.

Пронормуємо їх, тобто визначимо коефiцiєнти cn iз умови
1∫
0

c2
n sin2

(π

2
+ πn

)
tdt = 1.

Обчисливши iнтеграл в лiвiй частинi цiєї рiвностi, отримаємо cn =
√

2.
Отже

xn(t) =
√

2 sin
(π

2
+ πn

)
t.
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Таким чином, при λ 6=
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . . розв’язком iнтеграль-

ного рiвняння є функцiя

x(t) = sin πt− λ

∞∑
n=1

√
2an

λ− (
π
2 + πn

)2 sin
(π

2
+ πn

)
t,

де an - коефiцiєнти Фур’є функцiї f(t) = sin πt :

an =
√

2

∫ 1

0
t sin

(π

2
+ πn

)
tdt =

(−1)n
√

2(1
2 − n

) (3π
2 + πn

) .

Отже, остаточно, розв’язок iнтегрального рiвняння запишеться так:

x(t) = sin πt− λ

∞∑
n=1

2(−1)n

(1
2 − n

) (3π
2 + πn

) (
λ− (

π
2 + πn

)2
) sin

(π

2
+ πn

)
t.

При λ =
(π

2
+ πn

)2
, n = 0, 1, 2, . . ., рiвняння розв’язкiв не має, оскiльки

його права частина не ортогональна (an 6= 0) всiм розв’язкам вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти характеристичнi числа, вiдповiднi нормованi влас-
нi функцiї та розв’язки (при кожному λ, при якому вони iснують) iн-
тегрального рiвняння iз симетричним ядром

x(t) = λ

b∫

a

k (t, s) x(s)ds + f(t), t ∈ [a, b] ,

де:

1. k(t, s) = cos2(t− s), a = −π, b = π, f(t) = sin 2t;

2. k(t, s) = sin t sin s, a = 0, b = 2π, f(t) = cos t + sin t;

3. k(t, s) =

{
cos t sin s, t ≤ s,

cos s sin t, s ≤ t,
a = 0, b = π, f(t) = t;

4. k(t, s) =

{
sin t cos s, t ≤ s,

sin s cos t, s ≤ t,
a = 0, b = π, f(t) = sin

3

2
t;

5. k(t, s) =

{
sin t sin(1− s), t ≤ s,
sin(1− t) sin s, s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = cos πt;

6. k(t, s) =

{ −t, t ≤ s,

−s, s ≤ t,
a = 0, b = 1, f(t) = sin πt cos

π

2
t;
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7. k(t, s) =

{
t(s− 1), t ≤ s,

s(t− 1), s ≤ t,
a = 0, b = 1, f(t) = 1;

8. k(t, s) =

{
(t + 1)s, t ≤ s,
t(s + 1), s ≤ t,

a = 0, b = 1, f(t) = sin πt + π cos πt;

9. k(t, s) =

{
(t + 1)(1− s), t ≤ s,

(1− t)(s + 1), s ≤ t,
a = −1, b = 1, f(t) = 1;

10. k(t, s) =

{
(et − e−t)(es + e2−s), t ≤ s,

(es − e−s)(et + e2−t), s ≤ t,
a = 0, b = 1, f(t) = t.

11.6 Теореми Фредгольма для iнтегральних рiвнянь

Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

ϕ(t) =

∫ b

a

k(t, s)ϕ(s)ds + f(t), (11.23)

ядро якого задовольняє умовi Гiльберта-Шмiдта:
b∫
a

b∫
a

|k(t, s)|2 dsdt < ∞,

причому умови виродженостi чи симетричностi на функцiю k(t, s) не
накладаються. Вiльний член f(t) рiвняння (11.23) – це задана функцiя
iз класу L2[a, b], ϕ(t) – невiдома функцiя iз класу L2[a, b].

Ядра класу L2[a, b] називають ядрами Гiльберта-Шмiдта.
Запишемо рiвняння (11.23) в операторнiй формi

ϕ = Aϕ + f,

де Aϕ(t) =
∫ b

a k(t, s)ϕ(s)ds – iнтегральний оператор Фредгольма.
Покладемо T = I − A, де I – одиничний оператор. Тодi (11.23) перепи-
шеться у виглядi

Tϕ = f. (11.24)
Введемо в розгляд такi рiвняння

Tϕ = 0 (11.25)
– вiдповiдне (11.23) однорiдне операторне рiвняння,

T ∗ψ = g (11.26)
– спряжене рiвняння, де T ∗ = I−A∗, A∗ – оператор, спряжений оператору
Фредгольма,

T ∗ψ = 0 (11.27)
– вiдповiдне спряжене однорiдне рiвняння.
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Зв’язок мiж властивостями розв’язкiв рiвнянь (11.24)-(11.27) встанов-
люють такi теореми Фредгольма.

Перша теорема Фредгольма. Неоднорiдне рiвняння (11.24) має
розв’язок при тих i лише тих f , котрi є ортогональними кожному
розв’язку спряженого однорiдного рiвняння (11.27).

Друга теорема Фредгольма (Альтернатива Фредгольма). Або
рiвняння (11.24) має для будь-якого f ∈ L2[a, b] один i лише один розв’язок,
або однорiдне рiвняння (11.25) має ненульовий розв’язок.

Третя теорема Фредгольма.Однорiднi рiвняння (11.25) та (11.27)
мають одну i ту ж кiлькiсть (причому скiнченну) лiнiйно незалежних
розв’язкiв.

Зауважимо, що цi теореми справедливi для iнтегральних рiвнянь з
симетричними ядрами. Оскiльки оператори A i A∗ спiвпадають, то тре-
тя теорема Фредгольма стає тривiальною. Якщо A – вироджений iнтег-
ральний оператор, то вiдповiднi iнтегральнi рiвняння зводяться до систе-
ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Очевидно, що теореми Фредгольма в
цьому випадку формулюються у виглядi теорем для вiдповiдних систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Встановити, при яких значеннях λ ∈ C iнтегральне рiв-
няння

x(t) = λ

∫ b

a

ts2e−s4

x(s)ds + t

має розв’язок в просторi L2[a; b]?
Розв’язання. За другою теоремою Фредгольма дане iнтегральне рiв-
няння має розв’язок в просторi L2[a; b] для тих λ, котрi не є власними чис-
лами (характеристичними числами) вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Вiдповiдне однорiдне рiвняння має вигляд

x(t) = λ

∫ b

a

ts2e−s4

x(s)ds,

або
x(t) = λct, (11.28)

де

c =

∫ b

a

s2e−s4

x(s)ds. (11.29)
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Домножимо обидвi частини (11.28) на t2e−t4 та проiнтегруємо вiд a до b.

Отримаємо∫ b

a

t2e−t4x(t)dt = λc

∫ b

a

t3e−t4 = −λc

4
e−t4

∣∣∣
b

a
=

λc

4

eb4 − ea4

ea4+b4 ,

або ж, врахувавши (11.29),

c

(
1− λ

4

eb4 − ea4

ea4+b4

)
= 0.

Оскiльки c 6= 0, то

λ =
4ea4+b4

eb4 − ea4 .

Отже, для всiх λ таких, що λ 6= 4ea4+b4

eb4 − ea4 дане iнтегральне рiвняння має

розв’язок в просторi L2[a; b].
Завдання 2. Для яких f(t) ∈ L2[0, 1] рiвняння

x(t) =

∫ 1

0
ts2x(s)ds + f(t)

має розв’язок?
Розв’язання. Використаємо першу теорему Фредгольма. Вiдповiдне од-
норiдне спряжене рiвняння

y(t) = 4

∫ 1

0
t2sy(s)ds,

або
y(t) = 4at2,

де

a =

∫ 1

0
sy(s)ds.

Отже, власною функцiєю оператора A∗ є y(t) = t2. Щоб дане рiвняння
мало розв’язок, f(t) має бути ортогональною до всiх власних функцiй
спряженого оператора A∗, тобто∫ 1

0
t2y(t)dt = 0.

Очевидно, що y(t) = cos πt3.
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Завдання 3. Знайти всi значення параметрiв p та q для яких iнтег-
ральне рiвняння

x(t) = λ

∫ π

−π

(t sin s + cos t)x(s)ds + pt + q

має розв’язок в просторi L2[a, b] для довiльних λ ∈ C.
Розв’язання. Згiдно першої теореми Фредгольма для iснування розв’язку
iнтегрального рiвняння достатньо, щоб функцiя f(t) = pt+q була ортого-
нальна до кожного розв’язку y(t) вiдповiдного однорiдного спряженого
рiвняння:

y(t) = λ

∫ π

−π

(s sin t + cos s)y(s)ds.

Розв’язок цього спряженого однорiдного рiвняння шукатимемо у виглядi
y(t) = λc1 sin t + λc2, (11.30)

де c1 =
∫ π

−π sy(s)ds, c2
∫ π

−π cos sy(s)ds. Домноживши рiвнiсть (11.30) на t
та проiнтегрувавши на промiжку [−π, π], матимемо:∫ π

−π

ty(t)dt = λc1

∫ π

−π

t sin tdt + λc2

∫ π

−π

tdt,

або, пiсля обчислень iнтегралiв, присутнiх в останнiй рiвностi, отримаємо
c1 = 2πλc1.

Домноживши (11.30) на cos t та проiнтегрувавши на промiжку [−π, π],
матимемо:∫ π

−π

cos ty(t)dt = λc1

∫ π

−π

sin t cos tdt + λc2

∫ π

−π

cos tdt,

або, пiсля вiдповiдних обчислень iнтегралiв, можемо записати, що
c2 = 0.

Таким чином маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:{
c1(1− 2πλ) = 0,
c2 = 0.

Звiдси очевидним є такий висновок:

1. при λ 6= 1

2π
отримаємо c1 = c2 = 0. Отже, y(t) = 0 i (y, f) = 0 для

всiх f(t), тобто при довiльних p та q;

2. при λ =
1

2π
матимемо c2 = 0, c1 -довiльне i y(t) =

c1

2π
sin t. Тому

(y, f) = 0, якщо∫ π

−π

c1

2π
sin t (pt + q) dt =

c1

2π
p

∫ π

−π

t sin tdt = 0.
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В цьому випадку, q – довiльне, а p = 0.

Завдання 4. Знайти всi значення λ, при яких рiвняння

x(t) = λ

∫ π
2

0
cos(t + s)x(s)ds + f(t)

має єдиний розв’язок для будь-яких функцiй f .
Розв’язання. Дане iнтегральне рiвняння матиме єдиний розв’язок для
тих λ, що не є власними значеннями вiдповiдного однорiдного рiвняння.
Вiдповiдне однорiдне рiвняння

x(t) = λ

∫ π
2

0
cos(t + s)x(s)ds,

або
x(t) = λa cos t− λb sin t,

де a =
∫ π

2

0 (cos s)x(s)ds, b =
∫ π

2

0 (sin s)x(s)ds.
∫ π

2

0
x(t) cos tdt = λa

∫ π
2

0
x(t) cos2 tdt− λb

2

∫ π
2

0
x(t) sin 2tdt,

a = λa

(
t

2
+

sin 2t

4

)∣∣∣∣
π
2

0
a +

λb

4
cos 2t

∣∣∣∣
π
2

0
= λa

π

4
− λb

2
.

∫ π
2

0
x(t) sin tdt =

λa

2

∫ π
2

0
x(t) sin 2tdt− λb

∫ π
2

0
x(t) sin2 tdt,

b = −λa

4
cos 2t

∣∣∣∣
π
2

0
− λb

(
t

2
− sin 2t

4

)∣∣∣∣
π
2

0
=

λa

2
− λb

π

4
.

Таким чином отримуємо однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь вiдносно a i b : 




a
(
1− λ

π

4

)
− λ

2
b = 0,

b
(
1 + λ

π

4

)
− λ

2
a = 0.

Визначник даної системи∣∣∣∣∣∣∣

1 −λ
π

4
− λ

2

−λ

2
1 + λ

π

4

∣∣∣∣∣∣∣
= 1− λ2

(
π2 − 4

)

16
.

Власнi числа вiдповiдного однорiдного iнтегрального рiвняння отриму-
ватимемо, коли визначник одержаної однорiдної системи лiнiйних алгеб-

раїчних рiвнянь буде рiвний нулевi, тобто 1 − λ2
(
π2 − 4

)

16
= 0. Звiдси

отримаємо: λ = ± 4√
π2 − 4

– власнi числа Тому для всiх λ 6= ± 4√
π2 − 4
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наше iнтегральне рiвняння буде мати єдиний розв’язок.

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Знайти всi значення параметрiв p, q, r, для яких iнтег-
ральне рiвняння

x(t) = λ

∫ b

a

k(t, s)x(s)ds + f(t)

має розв’язок в просторi L2[a, b] для довiльних λ ∈ C, якщо:

1. k(t, s) = 3
√

t + 3
√

s, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

2. k(t, s) = 1 + ts, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

3. k(t, s) = ts + t2s2, f(t) = pt2 + qt + r, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

4. k(t, s) = t2 + ts2, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

5. k(t, s) =
1

2

(
ts + t2s2

)
, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

6. k(t, s) = t2s + ts2, f(t) = pt + qt3, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

7. k(t, s) = 3t + ts− 5t2s2, f(t) = pt, t ∈ [a, b] = [−1, 1];

8. k(t, s) = 3 sin t + cos s, f(t) = pt + q, t ∈ [a, b] =
[
−π

2
,
π

2

]
;

9. k(t, s) = cos(t + s), f(t) = p sin t + q, t ∈ [a, b] = [0, π] ;

10. k(t, s) = t cos s + sin t sin s, f(t) = p + q cos t, t ∈ [a, b] = [−π, π] .

Завдання 2. Знайти всi значення λ, при яких наступнi iнтегральнi
рiвняння мають єдиний розв’язок для будь-якої функцiї f :

1. x(t) = λ
∫ 1

0

(
t2s2 − 2

45

)
x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,1];

2. x(t) = λ
∫ 2
−2(t

2s + ts2)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−2,2];

3. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

3 − ts3)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1];

4. x(t) = λ
∫ 1
−1(ts− 2t2)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1];

5. x(t) = λ
∫ 1
−1(t

2 − s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[−1,1]

6. x(t) = λ
∫ 2π

0

(1
2 + cos2(t + s)

)
x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];
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7. x(t) = λ
∫ 2π

0 cos(2t− s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];

8. x(t) = λ
∫ 2π

0 sin(t− s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,2π];

9. x(t) = λ
∫ π

0 cos(t + s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,π];

10. x(t) = λ
∫ π

2

0 cos(t + s)x(s)ds + f(t), f(t) ∈ C[0,π
2 ].
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12 Узагальненi функцiї

Перелiк необхiдних питань теорiї

1. Простiр основних функцiй D (R) та збiжнiсть в ньому.

2. Означення узагальненої функцiї. Регулярнi та сингулярнi узагаль-
ненi функцiї.

3. Носiї основної та узагальненої функцiй.

4. Збiжнiсть в просторi узагальнених функцiй D
′
(R).

5. Простiр основних функцiй повiльного росту S(R) та збiжнiсть в
ньому.

Теоретичнi вiдомостi

В багатьох фiзичних задачах класичне поняття функцiї в найширшому
розумiннi(тобто як будь-яке правило, що ставить у вiдповiднiсть кож-
ному значенню x iз областi визначення цiєї функцiї деяке число y iз
множини значень цiєї ж функцiї) виявляється недостатнiм. Застосову-
ючи, наприклад, теорiю математичного аналiзу до тих чи iнших задач,
виникають ситуацiї, коли не можна виконати деякi операцiї. Функцiю,
що не має похiдної в окремих точках або навiть скрiзь в областi задан-
ня, не можна диференцiювати, якщо пiд похiдною розумiти «звичайну»
функцiю. Звуження множини функцiй, обмежившись лише розглядом
аналiтичних функцiй, безумовно не є рацiональним. Або розглянемо та-
ку фiзичну задачу як розподiл мас вздовж числової прямої. Цей розподiл
зручно визначати щiльнiстю цього розподiлу. Але якщо ж на прямiй iс-
нують точки, що мають додатну масу, тодi щiльнiсть такого розподiлу
не описується жодною «звичайною» функцiєю.

Подiбнi проблеми, виявляється, вирiшуються не шляхом звуження, а
шляхом iстотного розширення поняття функцiї, вводячи так званi уза-
гальненi функцiї. Основою для введення вiдповiдних нових понять є по-
няття спряженого простору.

Розглянемо iдею побудови поняття узагальненої функцiї. Нехай f –
фiксована функцiя на числовiй прямiй, iнтегровна на кожному скiнчен-
ному промiжку цiєї прямої. I нехай ϕ – неперервна функцiя, що обер-
тається в нуль поза деяким скiнченним iнтервалом. Такi функцiї нази-
вають фiнiтними. Iнтервали, зовнi якого функцiї ϕ дорiвнюють нулевi,
можуть бути рiзними для рiзних функцiй ϕ. Кожнiй такiй функцiї ϕ
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можна за допомогою фiксованої функцiї f поставити у вiдповiднiсть чис-

ло (f, ϕ) =
∞∫
−∞

f(x)ϕ(x)dx, причому, очевидно цей iнтеграл береться по

деякому скiнченному iнтервалу згiдно фiнiтностi функцiї ϕ(x). Таким
чином, цю функцiю f можемо розглядати як лiнiйний функцiонал (згiд-
но властивостей iнтеграла), визначений на просторi фiнiтних функцiй.
Зауважимо, що якщо кожнiй фiнiтнiй функцiї ϕ поставити у вiдповiд-
нiсть значення функцiї ϕ в точцi x = x0, x0 ∈ [a, b], тодi ми теж маємо
лiнiйний функцiонал на просторi фiнiтних функцiй. Але останнiй – це

функцiонал, що зображується у виглядi iнтеграла
∞∫
−∞

f(x)ϕ(x)dx.

Ми приходимо до висновку, що функцiї f(x) звичайним способом
включаються в деякий ширший клас – клас всiх лiнiйних функцiоналiв
заданих в просторi фiнiтних функцiй.

Запас функцiй ϕ, визначених на R, можна вибирати рiзним способом.
Однак, до цього запасу включають лише неперервнi та фiнiтнi функцiї i
такi, що нескiнченне число разiв диференцiйовнi та визначенi на всiй чис-
ловiй прямiй. Позначимо такий запас функцiй ϕ символом D(R). Оче-
видно, функцiї, що належать класу D(R) утворюють лiнiйний простiр
зi звичайними операцiями додавання функцiй та множення їх на чис-
ла. В цьому просторi D(R) не вводиться поняття норми, але в ньому
звичайним способом вводять поняття збiжностi.

Послiдовнiсть функцiй (ϕn(x)) iз D(R) називається збiжною до функ-
цiї (ϕ(x)) iз D(R), якщо:

1) iснує один iнтервал, зовнi якого всi ϕn обертаються в нуль;

2) послiдовнiсть похiдних
(
ϕ

(k)
n

)
порядку k (k = 0, 1, 2, . . .) збiжна на

цьому iнтервалi рiвномiрно до ϕ(k)(x).

Тут рiвномiрної збiжностi вiдносно k = 0, 1, 2, . . . не вимагається. Похiд-
на нульвого порядку – це за визначенням є сама функцiя.

Лiнiйний простiр D(R) зi збiжнiстю визначеною вище, називається
основним простором, а елементи цього простору називаються основними
функцiями.

Узагальненою функцiєю, визначеною на числовiй прямiй R, нази-
вається будь-який лiнiйний неперервний функцiонал на класi основних
функцiй D(R). Значення функцiоналу(узагальненої функцiї) f на основ-
нiй функцiї ϕ будемо записувати у виглядi (f, ϕ) .

Пояснимо детально всi складовi частини узагальненої функцiї.

171



1. Узагальнена функцiя f є функцiоналом на D(R), тобто кожнiй
функцiї ϕ ∈ D(R) ставиться у вiдповiднiсть число (f, ϕ) .

2. Узагальнена функцiя f є лiнiйний функцiонал на D(R), тобто для
довiльних ϕ, ψ ∈ D(R), та λ, µ ∈ C

(f, λϕ + µψ) = λ (f, ϕ) + µ (f, ψ) .

3. Узагальнена функцiя є неперевний функцiонал на D(R), тобто якщо
ϕn → ϕ при n →∞ в D(R), то

(f, ϕn) → (f, ϕ) при n →∞.

Очевидно, кожна iнтегровна на будь-якому скiнченному iнтервалi функ-
цiя f(x) породжує деяку узагальнену функцiю, оскiльки вираз

(f, ϕ) =

∞∫

−∞
f(x)ϕ(x)dx, (12.1)

є неперервним лiнiйним функцiоналом на просторi D(R).
Якщо узагальнена функцiя зображається у виглядi (12.1), то вона на-

зивається регулярною, в протилежному випадку (тобто коли зображен-
ня (12.1) неможливе) – сингулярною. Iншими словами, клас узагальне-
них функцiй дiлиться на двi частини: одна – це регулярнi узагальненi
функцiї (для яких можливе зображення (12.1)) i друга – це сингулярнi
узагальненi функцiї (для яких не є можливим зображення (12.1)).

Прикладом сингулярної узагальненої функцiї є функцiя Дiрака (або
«δ»-функцiя):

(f, ϕ) = ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)) .

Це є неперервний лiнiйний функцiонал на просторi D(R). Цей функцiо-
нал зображують, як правило, в такому виглядi:

∞∫

−∞
δ(x)ϕ(x)dx,

розумiючи пiд δ(x) «функцiю», яка дорiвнює нулю при всiх x 6= 0 та

обертається в точцi x = 0 в нескiнченiсть так, що
∞∫
−∞

δ(x)dx = 1.

Простiр всiх узагальнених функцiй позначають D
′
(R).

Множину всiх точок числової прямої, в кожному околi яких f 6= 0,
називають носiєм узагальненої функцiї та позначають символом supp f.

Послiдовнiсть узагальнених функцiй (fn) називається збiжною до уза-
гальненої функцiї f в D

′
(R), якщо для кожної функцiї ϕ ∈ D(R) вико-
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нується спiввiдношення:
(fn, ϕ) → (f, ϕ) при n →∞.

Тобто збiжнiсть послiдовностi узагальнених функцiй є збiжнiстю на кож-
ному елементi iз D(R).

До простору основних функцiй повiльного росту S(R) вiднесемо всi
нескiнченну кiлькiсть разiв диференцiйовнi функцiї, якi при |x| → ∞
разом зi всiма своїми похiдними прямують до нуля швидше будь-якої
степенi 1

|x| . Збiжнiсть в S(R) визначимо наступним чином: ϕn → ϕ при
n →∞ в S(R) якщо

xkϕ(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →∞ ∀k, l ∈ N ∪ {0} .

Нехай f ∈ Ck, тодi для всiх α ∈ N, α ≤ k та ϕ(x) ∈ D(R) справедли-
вою є формула диференцiювання узагальненої функцiї f iз D

′
(R) :

(Dαf, ϕ) = (−1)α (f,Dαϕ) .

Розв’язання типових задач

Завдання 1. Чи збiгається в D(R) послiдовнiсть основних функцiй

а) ϕn(x) =
1

n
ϕ(x); б) ϕn(x) =

1

n
ϕ

(x

n

)
,

де ϕ – неперервна фiнiтна функцiя, ϕ ∈ D(R).
Розв’язання. а) Оскiльки ϕ(x) є фiнiтною, то iснує така замкнена об-
межена область B ⊂ R, що ϕn(x) 6= 0 ∀x ∈ B. Очевидно, що k-та
похiдна

ϕ(k)
n (x) =

1

n
ϕ(k)(x), k = 0, 1, 2, . . . .

Знайдемо поточковi границi
lim
n→∞

ϕn(x) = 0, lim
n→∞

ϕ(k)
n (x) = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Перевiримо, чи є ϕ(x) = 0 границею ϕn(x) в D(R), тобто чи має мiсце
рiвномiрна збiжнiсть ϕ

(k)
n (x) ⇒ 0 при n →∞. Щоб мала мiсце рiвномiрна

збiжнiсть функцiональних послiдовностей
(
ϕ

(k)
n (x)

)
, k = 0, 1, 2, . . . до

функцiї ϕ(x) ≡ 0 ∀x ∈ B потрiбно довести, що

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N(ε) ∀x ∈ B
∣∣∣ϕ(k)

n (x)− 0
∣∣∣ < ε.

Функцiя ϕ(k)(x) є обмеженою, бо неперервна на замкненiй множинi B,

тобто ∃L > 0, що
∣∣ϕ(k)(x)

∣∣ < L, тому
∣∣∣ϕ(k)

n (x)− 0
∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

n
ϕ(k)(x)

∣∣∣∣ ≤
L

n
< ε.
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Таким чином як тiльки n >

[
L

ε

]
+ 1, то

∣∣∣ϕ(k)
n (x)

∣∣∣ < ε при ∀x ∈ B,

∀k = 0, 1, 2, . . . . Отже ϕn(x) є рiвномiрно збiжною в D(R) до функцiї
ϕ(x) = 0.

б) Нехай suppϕ(x) = [a, b], причому b > a > 0. Тодi suppϕ
(x

2

)
=

[2a, 2b], . . . , suppϕ
(x

n

)
= [na, nb]. Функцiї ϕn(x) немають спiльної облас-

тi фiнiтностi, тому послiдовнiсть ϕn(x) не збiгається в D(R).
Завдання 2. Користуючись означенням, довести що функцiонали f є
узагальненими функцiями, якщо ϕ(x) ∈ D(R):
а) f(ϕ) = ϕ

′
(0); б) f(ϕ) =

∫
R ϕ(x)dx.

Розв’язання. В кожному з випадкiв потрiбно перевiрити чи є даний
функцiонал лiнiйним та неперервним. а) Перевiримо лiнiйнiсть.

f(αϕ + βψ) = (αϕ + βψ)
′
(0) = αϕ

′
(0) + βψ

′
(0).

Отже, функцiонал f є лiнiйним. Перевiримо неперевнiсть функцiоналу
f. Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n →∞ в D(R). Функцiї ϕn(x) фiнiтнi, тобто
∃l > 0, що suppϕn(x) ∈ Ul. Тут Ul – скiнченний iнтервал, поза яким
ϕn(x) = 0.

(f, ϕn(x)) = ϕ
′
n(0) ⇒ ϕ

′
(0) при n →∞,

бо ϕ
(k)
n (x) ⇒ ϕ(k)(x) ∀x ∈ Ul.

supp f = {0} .

б) Оскiльки функцiонал f(ϕ) =
∫
R ϕ(x)dx задається iнтегралом, то лiнiй-

нiсть є очевидною. Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n → ∞ в D(R). Оскiльки
ϕn(x) збiгається до ϕ(x) рiвномiрно, то справедливим є граничний пере-
хiд пiд знаком iнтеграла:

lim
n→∞

f(ϕn) =

∫

R
lim
n→∞

ϕn(x)dx = f(ϕ).

supp f = R.

Завдання 3. Довести, що функцiонал P 1

x
, що задається формулою

(
P 1

x

)
(ϕ) = lim

ε→0




−ε∫

−∞

ϕ(x)

x
dx +

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx


 = V.p.

∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx

є узагальненою функцiєю, де ϕ(x) ∈ D(R).
Розв’язання. Лiнiйнiсть очевидна:

(
P 1

x

)
(αϕ + βψ) = V.p.

∞∫

−∞

αϕ(x) + βψ(x)

x
dx = V.p.


α

∞∫

−∞

ϕ(x)

x
dx+
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+β

∞∫

−∞

ψ(x)

x
dx


 = α

(
P 1

x

)
(ϕ) + β

(
P 1

x

)
(ψ).

Для доведення неперервностi зробимо в iнтегралi
−ε∫
−∞

ϕ(x)

x
dx замiну x на

−x.
(
P 1

x

)
(ϕ) = lim

ε→0




ε∫

∞

ϕ(−x)

x
dx +

∞∫

ε

ϕ(x)

x
dx


 = lim

ε→0

∞∫

ε

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx =

=
∞∫
0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx.

Зауважимо, що x = 0 не є особливою точкою, бо

lim
x→0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

ϕ
′
(x) + ϕ

′
(x)

1
= 2ϕ

′
(0).

Нехай ϕn(x) → ϕ(x) при n → ∞ в D(R), тодi ϕn(x) ⇒ ϕ(x). Оскiльки
функцiя ϕ(x)– фiнiтна, то iнтеграл буде братись по обмеженому про-
мiжку Ul, тому згiдно рiвномiрної збiжностi послiдовностi ϕn(x), можна
здiйснити граничний перехiд пiд знак iнтегралу, тобто

f(ϕn) =

∫ ∞

0

ϕn(x)− ϕn(−x)

x
→

∫ ∞

0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
= f(ϕ) при n →∞.

Отже, функцiонал P 1

x
є узагальненою функцiєю.

Завдання 4. Довести, що в D
′
(R) :

а) fε(x) =
ε

π (x2 + ε2)
−−−→
ε→0+

δ(x); б) fε(x) =
1√
ε
e−

x2

ε dx −−−→
ε→0+

√
πδ(x).

Розв’язання. а) Згiдно означення збiжностi в просторi D′
(R) необхiдно

довести, що

fε(x) = (fε(x), ϕ(x)) =

∫

R

εϕ(x)

π (x2 + ε2)
dx −−−→

ε→0+
ϕ(0), ϕ(x) ∈ D(R).

Функцiя ϕ(x) є неперервною на R в тому числi i в точцi x = 0, тому
∀η > 0 ∃δ(η) > 0 ∀x ∈ UR |x| < δ |ϕ(x)− ϕ(0)| < η.

Таким чином,∣∣∣∣
∫

R

εϕ(x)

π (x2 + ε2)
dx−

∫

R

εϕ(0)

π (x2 + ε2)
dx

∣∣∣∣ ≤
∫

R

ε |ϕ(x)− ϕ(0)|
π (x2 + ε2)

dx ≤

≤ η
arctg ε

x

π

∣∣∣∣
∞

−∞
= η −−→

η→0
0.

Збiжнiсть має мiсце.
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б) Аналогiчно як i у випадку а) доводимо, що

fε(x) = (fε(x), ϕ(x)) =

∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx −−−→
ε→0+

√
πϕ(0), ϕ(x) ∈ D(R).

За рахунок неперевностi ϕ(x)

∀η > 0 ∃δ(η) > 0 ∀x ∈ UR |x| < δ |ϕ(x)− ϕ(0)| < η,

тому

|(fn, ϕ)− (f, ϕ)| =
∣∣∣∣∣
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx−√πϕ(0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(x)dx−

−
∫

R

e
−x2

ε√
ε

ϕ(0)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫

R

e
−x2

ε√
ε
|ϕ(x)− ϕ(0)| dx ≤ √

πη −−→
η→0

0.

В процесi обчислень ми використали iнтеграл Пуассона:
∫∞
−∞ e−x2

dx =
=
√

π.

Завдання 5. Чи належать до простору S(R) функцiї:

a) e−x2

; б)
x5

1 + x10 .

Розв’язання Потрiбно перевiрити, чи належать данi функцiї до класу
C∞ тобто чи є нескiнченну кiлькiсть разiв диференцiйовнi та чи

lim
x→∞

∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣ = 0 ∀k, l ∈ N ∪ {0} , ϕ(x) ∈ D(R).

а) Оскiльки будь-яка степенева функцiя прямує до нуля повiльнiше вiд

показникової, то lim
x→∞

xke−x2

= lim
x→∞

xk

ex2 =
(∞
∞

)
= 0.

Знайдемо похiднi функцiї ϕ(x) :
ϕ
′
(x) = (−2x)e−x2

= e−x2 · P1(x);
ϕ
′′
(x) = 4x2e−x2 − 2e−x2

= e−x2 · P2(x).
Продовжуючи цей процес,

ϕ(l)(x) = e−x2 · Pl(x),
де Pl(x)– многочген степеня l. Отже ϕ(x) ∈ C∞.
Знайдемо границю

lim
x→∞

∣∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣∣ = lim

x→∞

∣∣∣xke−x2 · Pl(x)
∣∣∣ = lim

x→∞

∣∣∣∣
Pl+k(x)

ex2

∣∣∣∣ = 0,

тобто функцiя e−x2 належить до S(R).

б) Якщо k = 5, то lim
x→∞

xkϕ(x) 6= 0, бо lim
x→∞

x5 x5

1 + x10 = 1. Отже, ϕ(x) =

x5

1 + x10 /∈ S(R).
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Завдання 6. Чи збiгається в S(R) послiдовнiсть:

а) ϕn(x) =
1

n
ϕ(x); б) ϕn(x) =

1

n
ϕ(nx), ϕ(x) ∈ D(R).

Розв’язання. Для послiдовностi ϕn(x) потрiбно перевiрити, чи нале-
жить гранична функцiя ϕ(x) до S(R) та чи xkϕ

(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →

∞ ∀k, l ∈ N ∪ {0} .

а) Знайдемо вигляд функцiї ϕ(x) : ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

1

n
ϕ(x) = 0.

lim
n→∞

sup
x∈R

|ϕn(x)− ϕ(x)| = lim
n→∞

sup
x∈X

∣∣∣∣
1

n
ϕ(x)− 0

∣∣∣∣ = 0.

Знайдемо похiднi функцiй ϕn(x) :

ϕ(l)
n (x) =

1

n
ϕ(l)(x), l = 0, 1, 2, . . . .

Тепер перевiримо, чи буде xkϕ
(l)
n ⇒ ϕ(l) при n →∞ :

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xkϕ(l)
n − ϕ(l)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣xk 1

n
ϕ(l)(x)

∣∣∣∣ =

= lim
n→∞

1

n
sup
x∈X

∣∣∣xkϕ(l)(x)
∣∣∣ = lim

1

n
Ckl = 0.

Отже послiдовнiсть ϕn(x) є збiжною до нуля в S(R).

б) Перевiримо, чи належать простору S(R) функцiї ϕn(x) =
1

n
ϕ(nx).

ϕ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
n→∞

1

n
ϕ(nx) = 0.

Знайдемо похiднi функцiй ϕn(x) :

ϕ
′
n(x) = ϕ

′
(nx);

ϕ
′′
n(x) = nϕ

′′
(nx).

Оскiльки
lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xϕ
′′
n(x)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣∣xnϕ
′′
(nx)

∣∣∣ = lim
n→∞

sup
t∈R

∣∣∣tϕ′′
(t)

∣∣∣ 6= 0,

якщо тiльки ϕ(t) 6= 0, тому послiдовнiсть ϕn(x) не є збiжною в S(R).
Завдання 7.Знайдiть похiднi наступних узагальнених функцiй:

а) функцiї Хевiсайда θ(x) =

{
1, x > 0;
0, x < 0;

б) θ(x− a);

в) f(x) = θ(x) cos x; г)f(x) = [x] ; д)f(x) =

{
x2, |x| ≤ 1;
0, |x| > 1.
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Розв’язання а)

(
θ
′
(x), ϕ(x)

)
= −

(
θ(x), ϕ

′
(x)

)
= −

∞∫

0

ϕ
′
dx=−

∞∫

0

dϕ = −ϕ(∞) + ϕ(0) =

= ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)) .

Отже, θ
′
(x) = δ(x) – функцiя Дiрака.

б) θ(x− a) =

{
1, x− a > 0;
0, x− a < 0;

=

{
1, x > a;
0, x < a.

(
θ
′
(x− a), ϕ(x)

)
= −

(
θ(x− a), ϕ

′
(x)

)
= −

∞∫

a

dϕ = −ϕ(∞) + ϕ(a) =

= ϕ(a) = (δ(x− a), ϕ(x)) .

Отже, θ
′
(x− a) = δ(x− a).

в)

(
(θ(x) cos x)

′
, ϕ(x)

)
= −

∞∫

0

cos xdϕ = − cos xϕ(x)|∞0 +

+

∞∫

0

ϕ(x)(− sin x)dx = ϕ(a) = (δ(x), ϕ(x))− (θ(x) sin x, ϕ(x)) .

Отже, (θ(x) cos x)
′
= −θ(x) sin x + δ(x).

г)

(
[x]

′
, ϕ(x)

)
= −

(
[x] , ϕ

′
(x)

)
= −

1∫

0

0dϕ−
2∫

1

1dϕ−
3∫

2

2dϕ−. . .−
k+1∫

k

kdϕ+. . . +

+

0∫

−1

1dϕ +

−1∫

−2

2dϕ +

−2∫

−3

3dϕ + . . . +

−k+1∫

−k

kdϕ + . . . =

= −ϕ(2) + ϕ(1)− 2ϕ(3) + 2ϕ(2) + . . .− kϕ(k + 1) + kϕ(k) + . . . +

+ϕ(0)−ϕ(−1)+2ϕ(−1)−2ϕ(−2)+3ϕ(−2)−3ϕ(−3)+ . . .+kϕ(−k+1)−
− kϕ(−k) + . . . =

∑

k∈Z

δ(x− k).
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д)

(
f
′
(x), ϕ(x)

)
= −

(
f(x), ϕ

′
(x)

)
= −

1∫

−1

x2dϕ = −x2ϕ(x)
∣∣1
−1 +

+

1∫

−1

2xϕ(x)dx = −ϕ(1) + ϕ(−1) +

1∫

−1

2xϕ(x)dx =

= − (δ(x− 1), ϕ(x)) + (δ(x + 1), ϕ(x)) +

∞∫

−∞
θ(1− |x|) · 2xϕ(x)dx,

де

θ(1− |x|) =

{
1, |x| < 1;
0, |x| > 1.

Отже, f
′
(x) = δ(x + 1)− δ(x− 1) + 2xθ(1− |x|).

Завдання для iндивiдуальних, самостiйних, лабораторних
робiт i семiнарських занять

Завдання 1. Нехай ϕ ненульова функцiя з D(R). Чи збiгається в D(R)
послiдовнiсть:
1. ϕn(x) = ϕ(x + n); 2. ϕn(x) =

1

n!
ϕ(nx);

3. ϕn(x) =
1

n
ϕ(e−nx); 4. ϕn(x) =

1

n2ϕ(
√

n + x);

5. ϕn(x) = ϕ(x2n); 6. ϕn(x) =
1

nn
ϕ(nx);

7. ϕn(x) =
1

n
ϕ(x + 1); 8. ϕn(x) =

1

2n
ϕ

(x

2

)
;

9. ϕn(x) =
1

2n
ϕ (2nx) ; 10. ϕn(x) =

1

2n
ϕ (x− n) .

Завдання 2. Користуючись означенням довести, що такi функцiона-
ли є узагальненими функцiями. Знайти supp f :

1. f(ϕ) =
∫
R

xϕ(x)dx; 2. f(ϕ) =
∞∑

n=1
ϕ(n)(n);

3. f(ϕ) =
1∫
−1
|x|ϕ′

(x)dx; 4. f(ϕ) =
∫
R
|x|ϕ(x)dx;

5. f(ϕ) =
3∫
1

xϕ
′′
(x)dx + ϕ(0); 6. f(ϕ) =

2π∫
0

sin xϕ(x)dx + ϕ(1);
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7. f(ϕ) =

1
2∫
0

ϕ(x)dx + ϕ(1); 8. f(ϕ) =
∫
R

x2ϕ(x)dx;

9. f(ϕ) = ϕ(−1) + ϕ(1); 10. f(ϕ) = ϕ
′′
(0).

Завдання 3. Знайти похiднi перших двох порядкiв наступних узагаль-
нених функцiй:

1. f(x) =

{
cos 2x, x ≥ π;
0, x < π;

2. f(x) =

{
0, x ≤ −1;
(x− 2)2, x > −1;

3. f(x) =

{
cos x, x ≥ 0;
0, x < 0;

4. f(x) =

{
sin x, |x| ≤ π;
0, |x| > π;

5. f(x) =

{
sin x, x ≥ 0;
0, x < 0;

6. f(x) =





1, x ≤ 0;
x + 1, 0 ≤ x ≤ 1;
x2 + 1, x ≥ 1;

7. f(x) = θ(x)e2x; 8. f(x) = θ(x)(2x + 3);
9. f(x) = |x2 − 3x + 2|; 10. f(x) = x|x|.
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