Розділ 2. Методи пошуку екстремумів нелінійних

функцій без обмежень.


Якщо відома функція 
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, яка припускається неперервною, то пошук екстремуму такої функції розроблений, і він складається з двох етапів. На першому етапі складають систему рівнянь 
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. Корені цієї системи є критичними точками функції 
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. На другому етапі, використовуючи критерій Сильвестра, встановлюють, чи є ці точки точками максимуму чи мінімуму, або в них екстремуму не існує. Але на практиці, коли число змінних є великим, вказаний метод є громіздким і застосовувати його досить важко, оскільки сама система рівнянь 
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 не обов’язково може мати неперервні похідні. Тому виникає проблема розробки таких методів, які б не мали вказаних недоліків і легко реалізовувались на ЕОМ.


Відомі методи відшукання екстремуму нелінійної функції в залежності від використаної інформації для отримання наступної точки можна поділити на три групи:

1. Прямі методи, які використовують тільки значення функції.

2. Методи першого порядку, які додатково використовують і значення першої похідної.

3. Методи другого порядку, які використовують другі похідні.

Зауважимо, що похідні можуть обчислюватися і аналітично (якщо функція задана аналітично), і чисельно.

§ 1. Прямі методи одномірного пошуку.


Розглянемо задачу мінімізації функції одної змінної 
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Нехай функція 
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 визначена на непустій опуклій множині 
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 виконується нерівність 
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, функція 
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 називається квазіввігнутою, якщо 
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Нехай функція 
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 називається строго квазіввігнутою, якщо 
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Якщо функція 
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 опукла або строго квазіопукла, то інтервал невизначеності може бути скорочений за допомогою обчислення значень 
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Теорема. Нехай 
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 випукла або строго квазіопукла функція в інтервалі 
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п.1.1. Дихотомічний пошук.


Нехай задана строго квазіопукла функція 
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У дихотомічному пошуку місце кожного з двох перших 
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Алгоритм дихотомічного пошуку.

Попередній етап. Вибираємо константу 
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Основний етап. Він складається із скінченого числа однотипних ітерацій.
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К р о к 2. Якщо 
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Відмітимо, що довжина інтервалу невизначеності на початку 
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. Дане співвідношення можна використовувати для визначення числа ітерацій, необхідних для досягнення бажаної точності.

п.1.2. Метод золотого перерізу.


У методі золотого перерізу числа 
[image: image93.wmf]k

l

 і 
[image: image94.wmf]k

m

 шукаються за формулами 
[image: image95.wmf])

)(

1

(

k

k

k

k

a

b

a

-

-

+

=

a

l

 і 
[image: image96.wmf])

(

k

k

k

k

a

b

a

-

+

=

a

m

, де 
[image: image97.wmf]618

,

0

=

a

— коефіцієнт стискання. При цьому коефіцієнті стиснення для нової ітерації 
[image: image98.wmf]1

+

k

l

 і 
[image: image99.wmf]1

+

k

m

 вибираються так, що або 
[image: image100.wmf]1

+

k

l

 співпадає з 
[image: image101.wmf]k

m

, або 
[image: image102.wmf]1

+

k

m

 співпадає з 
[image: image103.wmf]k

l

. Тому на першій ітерації необхідні два обчислення функції в точках 
[image: image104.wmf]1

l

 і 
[image: image105.wmf]1

m

, а на всіх наступних – тільки одне.


Алгоритм методу золотого перерізу.


Попередній етап. Вибираємо допустиму скінчену довжину інтервалу невизначеності 
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Основний етап.
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К р о к 2. Покладемо 
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К р о к 3. Покладемо 
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К р о к  4. Замінимо 
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Розв’язання. Очевидно, функція 
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п.1.3. Метод Фібоначчі.


Метод Фібоначчі є ефективним методом одномірної (лінійної) оптимізації квазівипуклих функцій. Подібно до методу золотого перерізу він вимагає двох обчислень функції  на першій ітерації, а на кожній іншій тільки по одному.


Однак цей метод відрізняється від методу золотого перерізу тим, що скорочення інтервалу невизначеності змінюється від ітерації до ітерації.


Метод базується на послідовності Фібоначчі 
[image: image148.wmf]{
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, яка визначається наступним чином:
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Таким чином, послідовність має вигляд 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... Припустимо, що на 
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-й ітерації інтервал невизначеності рівний 
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. Розглянемо дві точки 
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, які визначаються наступним чином:
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де 
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— задане загальне число обчислень функції. Коефіцієнт стиснення в методі Фібоначчі рівний 
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Алгоритм методу Фібоначчі.

Попередній етап. Вибираємо допустиму скінчену довжину інтервалу невизначеності 
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. Нехай задано початковий інтервал невизначеності 
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Основний етап.

К р о к 1. Якщо 
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К р о к 2. Покладемо 
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К р о к 3. Покладемо 
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К р о к  4. Замінимо 
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К р о к 5. Покладемо 
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. Кінець. Оптимальний розв’язок міститься в інтервалі 
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Приклад. Розглянемо ту ж задачу, що і в попередньому прикладі. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Будемо вимагати, щоб довжина кінцевого інтервалу невизначеності не перевищувала 0,2. Отже, 
[image: image196.wmf]40

2

,

0

8

=

>

n

F

 і звідси 
[image: image197.wmf]9

=

n

. Вибираємо 
[image: image198.wmf]01

,

0

=

e

. Два перших обчислення значень функції приводяться в точках 
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, то новий інтервал невизначеності буде дорівнювати [-3,000; 1,945]. Далі обчислення проводяться аналогічним чином. Результати ітерацій наводяться в таблиці:
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Так як 
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, кінцевий інтервал невизначеності 
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 дорівнює       [-1,109; -0,964], довжина 
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. В якості наближеного значення точки мінімуму вибираємо середину цього відрізку.

§ 2. Прямі методи багатовимірного пошуку.


Будемо досліджувати задачі оптимізації, які зводяться до пошуку точок мінімуму функцій багатьох змінних 
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-вимірному евклідовому просторі 
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. У більшості випадків така задача буває складнішою задачі мінімізації функцій однієї змінної, так як із зростанням розмірності простору змінних, як правило, зростає об’єм обчислень і складність алгоритмів, а також стає важчим аналіз поведінки цільової функції.

п.2.1. Метод конфігурацій.


Метод конфігурацій  (метод Хука-Дживса) включає два основні етапи:

1) пошук навколо базисної точки;

2) пошук у напрямку, вибраному для оптимізації.

На першому етапі методу досліджується окіл вибраної точки 
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 (наприклад, змінюючи по одній компоненті вектора 
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). Після того, як знайдено прийнятний напрямок, на другому етапі в цьому напрямку проводять обчислення функції, причому крок пошуку поступово збільшується. Це продовжується до тих пір, поки пошук в даному напрямку продовжує приводити до точок з меншим значенням заданої функції 
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. Якщо ж в напрямку установленої конфігурації не вдається знайти точку з меншим значенням функції, то розмір кроку зменшують. Після кількох послідовних скорочень розмірності кроку здійснюють новий етап дослідження околу.


Таким чином,  згідно цього методу робляться спроби знайти напрямок яру цільової функції з тим, щоб рухатися по такому яру. Перевагою цього методу є те, що він дозволяє шляхом пошуку на наступному етапі досліджень відновити напрям руху в тих випадках, коли внаслідок викривлення яру раніше знайдена конфігурація губилася.


Алгоритм  методу конфігурацій.


Попередній етап. Задаємо в якості 
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Основний етап.


К р о к 1. Якщо 
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Якщо 
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К р о к 2. Якщо 
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К р о к 3. Покладемо 
[image: image238.wmf]1

1

+

+

=

n

k

Y

X

, 
[image: image239.wmf])

(

1

1

1

k

k

k

X

X

X

Y

-

+

=

+

+

a

. Замінюємо 
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К р о к 4. Якщо 
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Як видно з опису алгоритму, кроки 1 і 2 здійснюють пробний пошук, крок 3 є прискорюючим кроком по напрямку 
[image: image252.wmf]k

k

X

X

-

+

1

, а крок 4 скорочує довжину кроку 
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Переваги методу конфігурацій:

1. Він не вимагає задання цільової функції в явному вигляді.

2. Метод дозволяє легко враховувати обмеження, що накладаються на змінні, а також на допустиму область пошуку.

Недолік методу конфігурацій полягає в тому, що він може застрявати, тобто зупинятися поблизу локального мінімуму, не в змозі забезпечити подальше покращення.

Приклад. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Для розв’язання цього прикладу скористаємося методом Хука-Дживса з дискретним кроком, а значення параметрів 
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, 
[image: image256.wmf]l

 виберемо відповідно 1,0 і 0,2. Результати пошуку наведені в таблиці:
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	[2,40; 2,60]

7,87

[2,60; 2,60]

6,89
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[2,60; 2,60]

6,89(У)

[2,60; 2,80]

9,13(H)
	—

[2,60; 2,40]

4,47(У)

	3
	0,2
	[2,60; 2,40]
	1

2


	[3,00; 2,00]

2,00

[2,80; 2,00]

1,85
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[3,20; 2,00]

2,71(H)

[2,80; 2,20]

2,97(H)
	[2,80; 2,00]

1,85(У)

[2,80; 1,80]

1,05(У)

	4
	0,2
	[2,80; 1,80]

1,05
	1

2
	[3,00; 1,20]

1,36

[2,80; 1,20]

0,57
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[3,20; 1,20]

2,71(H)

[2,80; 1,40]

0,41(У)
	[2,80; 1,20]

0,57(У)

—

	5
	0,2
	[2,80; 1,40]
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0,17
	1

2
	[2,40; 1,00]

0,19

[2,20; 1,00]

0,04
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[2,60; 1,00]

0,49(H)

[2,20; 1,20]

0,04(H)
	[2,20; 1,00]

0,04(У)

[2,20; 0,80]

0,36(H)

	7
	0,2
	[2,20; 1,00]

0,04
	1

2
	[1,80; 0,80]

0,04

[1,60; 0,80]

0,03
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[2,00; 0,80]

0,16(H)

[1,60; 1,00]

0,19(H)
	[1,60; 0,80]

0,03(У)

[1,60; 0,60]

0,19(H)

	8
	0,2
	[1,60; 0,80]
	1

2
	[1,00; 0,60]

0,67

[1,20; 0,60]

0,41
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[1,20; 0,60]

0,41(У)

[1,20; 0,80]

0,57(H)
	—

[1,20; 0,40]

0,57(H)

	9
	0,1
	[1,60; 0,80]
	1

2
	[1,60; 0,80]

0,03

[1,70; 0,80]

0,02
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[1,70; 0,80]

0,02(У)

[1,70; 0,90]

0,02(H)
	—

[1,70; 0,70]

0,10(H)

	10
	0,1
	[1,70; 0,80]

0,02
	1

2
	[1,80; 0,80]

0,04

[1,70; 0,80]

0,02
	[1,0; 0,0]

[0,0; 1,0]
	[1,90; 0,80]

0,09(H)

[1,70; 0,90]

0,02(H)
	[1,70; 0,80]

0,02(У)

[1,70; 0,70]

0,10(H)



Тут символом (У) позначений вдалий (успішний) крок, а символом (Н) – невдалий. На всіх ітераціях кожний раз, коли 
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. В кінці десятої ітерації отримана точка [1,70; 0,80], в якій значення функції дорівнює 0,02. Якщо вимагається більша точність, то слід зменшити значення 
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п.2.2. Метод Розенброка.


Метод Розенброка полягає в тому, що в кожному циклі проводиться пошук вздовж взаємно-ортогональних напрямків (аналогічно етапу дослідження в алгоритмі методу конфігурацій). Якщо, наприклад, цільова функція має вузький викривлений гребінь, то пошук по взаємно-ортогональним напрямкам має ту властивість, що результуючий напрямок прагне розміститися вздовж осі яру.


Даний метод реалізується наступним чином. Нехай 
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 будуються на основі інформації, отриманої на 
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Розглянемо 
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К р о к 1. Пошук починаємо із точки 
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Якщо 
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, то крок рахується успішним, при цьому покладаємо 
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 домножуємо на множник 
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, то крок вважається неуспішним, 
[image: image293.wmf])

(

0

k

X

 не замінюється на наступну точку, а  домножується на множник 
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К р о к 2. Якщо 
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, тобто хоча б один спуск по напрямку виявиться успішним, то покладаємо 
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 і повторюємо крок 1. При цьому реалізуємо пробний крок з довжиною 
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 в залежності від результату попереднього збурення по цьому напрямку (Розенброк запропонував вибрати 
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Збурення по вибраному напрямку пошуку задаються до тих пір, поки по кожному із напрямків за успіхом не прослідує невдача. На цьому 
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-й етап пошуку закінчується. Остання отримана точка стає початковою точкою наступного етапу: 
[image: image306.wmf])

(

)

1

(

0

k

X

k

X

n

=

+

. Нормований напрямок 
[image: image307.wmf])

1

(

1

+

k

s

 вибирається паралельним 
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, а інші напрямки вибираються ортонормованими один одному і до 
[image: image309.wmf])

(

1

k

s

 за допомогою одного з відомих методів.


Метод Розенброка не забезпечує автоматичне закінчення процесу пошуку після того, як знайдено екстремум 
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Приклад. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Будемо шукати мінімум заданої функції методом Розенброка з дискретним кроком, поклавши 
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Результати обчислень для початкової точки 
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 наведені в таблиці, де символом (У) відмічено успішні, а символом (Н) – неуспішні кроки за напрямком. Відмітимо, що в межах кожної ітерації напрямки 
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. Можна легко перевірити, що новими напрямками пошуку будуть [0,89; -0,45] та              [-0.45; -0,89]. Ці напрямки використані на другій ітерації, на якій процедура була зупинена.
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§ 3. Методи пошуку екстремуму першого та

другого порядків.


Як правило, при розв’язуванні задач нелінійного програмування без обмежень градієнтні методи (методи пошуку екстремуму першого порядку) і методи, що використовують другу похідну, збігаються швидше, ніж прямі методи пошуку. Тим не менше, застосовуючи на практиці методи, які використовують похідні, зіштовхуються із наступними труднощами.


По-перше, в задачах з великою кількістю змінних важко або неможливо отримати похідні у вигляді аналітичних функцій, необхідних для градієнтних алгоритмів або алгоритмів, які використовують похідні вищих порядків.


По-друге, градієнтні методи оптимізації вимагають досить багато часу в порівнянні з прямими методами на підготовку задачі до розв’язання.


Градієнтні методи являють собою одну з найбільш багаточисельних груп методів пошуку екстремуму, і всі вони використовують значення градієнта функції 
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п.3.1. Метод найскорішого спуску.


Позначимо вектор-градієнт 
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Рух точки в градієнтному методі описується формулою 
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— величина кроку на 
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У різних варіантах градієнтних методів використовуються різні способи вибору 
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. Цей вибір може залежати і від степені близькості 
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 визначається із умови 
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, то відповідний метод називається методом найскорішого спуску.


Згідно з цим методом в якості 
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Відмітимо, що метод найскорішого спуску в загальному випадку не володіє якими-небудь оптимальними властивостями, наприклад відшукати шукану точку 
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Алгоритм  методу найскорішого спуску.

Початковий етап. Нехай 
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Приклад. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Будемо мінімізовувати задану функцію методом найскорішого спуску при початковій точці 
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Результати обчислень помістимо в таблицю.
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Після семи ітерацій отримана точка 
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[image: image380.wmf]T

X

]

00

,

1

;

00

,

2

[

=

*

. На рисунку вище показаний процес мінімізації цим методом.

п.3.2. Метод спряженого градієнта.


Припустимо, що необхідно мінімізувати 
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Після обчислення 
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У загальному випадку система лінійно незалежних напрямків пошуку 
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У методі спряженого градієнта (Флетчера-Рівса) будується послідовність напрямків пошуку, що є лінійними комбінаціями 
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[image: image404.wmf]k

X

 використовується тільки поточний градієнт і передостанній градієнт.


Розглянемо ідею методу. Нехай початковим напрямком пошуку буде 
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Отже, 
[image: image417.wmf][

]

[

]

0

)

(

)

(

)

(

0

1

1

0

1

=

+

Ñ

-

Ñ

-

Ñ

s

X

f

H

X

f

X

f

T

w

.


Внаслідок розглянутих вище властивостей всі перехресні члени зникають так, що 
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Напрямок пошуку 
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[image: image420.wmf])

(

2

X

f

Ñ

, 
[image: image421.wmf]1

s

 і 
[image: image422.wmf]0

s

, причому так, щоб він був спряженим 
[image: image423.wmf]1

s

. Повторюючи приведені вище викладки для випадків 
[image: image424.wmf],...

3

,

2

=

s

, отримаємо 
[image: image425.wmf]2

1

2

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

-

-

-

Ñ

Ñ

=

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

=

k

k

k

k

T

k

k

T

k

X

f

X

f

X

f

X

f

X

f

X

f

w

.

Алгоритм  методу спряженого градієнта.


Початковий етап. Вибираємо 
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Основний етап.
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Крок 2. Покладаємо 
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К р о к 3. Покладемо 
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Приклад. Розглянемо ту ж задачу, що і в попередньому випадку. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Результати обчислень за методом спряжених градієнтів приведені нижче у таблиці 1. На кожній ітерації 
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Крім того, 
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п.3.3. Метод других похідних (метод Ньютона).


Градієнтні методи пошуку, включаючи метод найскорішого спуску, використовують лінійну апроксимацію цільової функції 
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Розглянемо схему методу Ньютона.
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Замінимо в розкладі (1) 
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Знайдемо напрямок 
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 і прирівняємо до 0 отримані вирази. В результаті отримаємо таке співвідношення: 
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— матриця, обернена до матриці Гессе в точці 
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Відмітимо, що тут як напрямок, так і величина кроку точки визначені. Якщо 
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[image: image488.wmf][

]

)

(

)

(

1

2

1

k

k

k

k

X

f

X

f

X

X

Ñ

Ñ

-

=

-

+

 зазвичай приводять до стандартного вигляду 
[image: image489.wmf]k

k

k

k

s

X

X

l

-

=

+

1

 (де 
[image: image490.wmf]k

s

— одиничний вектор) шляхом введення довжини кроку як параметра: 
[image: image491.wmf][

]

[

]

)

(

)

(

)

(

)

(

1

2

1

2

1

k

k

k

k

k

k

k

X

f

X

f

X

f

X

f

X

X

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

-

=

-

-

+

l

.


Це рівняння пошуку застосовується ітеративно, поки не буде задоволений критерій закінчення процесу.


Критерій, що гарантує збіжність методу Ньютона, при припущенні, що 
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— двічі неперервно диференційована, полягає в тому, що матриця, обернена до матриці Гессе, повинна бути додатно визначеною.

Приклад. Знайти мінімум функції 
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Розв’язання. Відповідні результати обчислень приведені нижче у таблиці 2. На кожній ітерації точка 
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Після шести ітерацій отримана точка 
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Траєкторія руху, побудована за методом Ньютона, зображена на рисунку.

[image: image498.jpg]XM

14 1 3

\ 4




На практиці часто порівняння алгоритмів проводять за допомогою обчислювальних експериментів при розв’язанні так званих спеціальних тестових задач. Приведемо декілька загальноприйнятих тестів, на яких досліджено більшість відомих методів мінімізації:
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, початкове наближення 
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