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Реалізація бульових та багатозначних логічних 
функцій на нейронних елементах
Criteria of the realizability of Boolean and, multivalued logical functions by one neuron element 
are derived, and a method of synthesis of a neuron element over a finite Galois field is developed.

У  даній роботі розглядається нова математична модель нейронних елементів, що викори
стовує систему характерів абелевих груп, на яких задаються логічні функції. Запропоно
вана модель є узагальненням нейронних елементів із пороговою функцією активації [1-3].

1. Бульові нейрофункції. Нехай Н -2 =  {  — І Д }  —  циклічна група 2-го порядку, Є п =  
=  Но х . . .  х # 2 —  прямий добуток п циклічних груп Н -2 і Х ( С п) —  група характерів [4] 
групи С п над полем дійсних чисел М. На множині М \ {0 }  визначимо функцію

Розглянемо 2п-вимірний простір V® =  {ср І кр\ в п —> К } над полем К. Елементи хі 
(і =  0 , 1 . 2 , . . . ,  2ті — 1) групи Х ( Є п) утворю ю ть ортогональний базис векторного простору 
V®. Бульова функція задає однозначне відображення / :  —> # 2 , тобто /  Є V®. Отже,
довільну бульову функцію /  є  Ук однозначно можна записати у вигляді

З різних характерів Х { О п) побудуємо т-елем ентну множину { х ь , ■ ■ ■, Хіт}  і відносно 
вибраної системи характерів розглянемо наступну математичну модель нейронного еле
мента (НЕ)

якщо X >  0, 
якщо X <  0. ( 1)

/(а ) — soXo(a) 4- siXi(a) +  ■ • • +  S2n- i X 2n- i ( a)- (2)

(3)

де вектор w  =  (сс>і,. . . .  ujm; ujq) називається вектором структури НЕ.
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Нехай *-(а) =  и,'іХіх (» )  +  ■■ • +  ̂ тХіт (а ) + а ;о- Якщ о =  (о>і,. . . ,  шт ; ^о) є вектором стру
ктури НЕ вілносно системи характерів • ■ ■ Хіт}  групи Є п над М, що реалізує бульову 
функцію / :  6\, — Н>. то з (1) і (3) безпосередньо випливає, що

та € Є -  "л* а ' =  0. (4)

~Гя-г будемо розглядати лише такі нейронні елементи, вектори структур яких задовольня- 
і;>ть 4 . Множину всіх таких т — 1-вимірних дійсних векторів, що задовольняють
у » :е у  4 . г-ігззачжмо через П—

ззрактчра \ на елементі а  =  м — 1)а і  ( —1)°" )  Є С п визначимо за фор-
іплі:в:

-  — — . І Із * :  =
О ч о к ж і .  зяС“ -яу*7»•» » ■ *  елемент відносно систем и характерів { \ i - \ 2- \ і  Х г " -1}

зЕйшетьс*  з а г р с г с « * :  езав=ггу>м і  .
\ т . г г ?ча-. тгсягу- їж  т  з і о х ’і е і і  . » г і г : .  ту т  т&хож виникає питання: чи реалізується

-»-■■■тг», г а т ь -а а  фу чя> * г ;  г ,. ~ ~ -у у  НЕ відносно вибраної систем и характерів
-  ^  - : д гп г . —кл т о  х х  зід іх«ідн ж й  вектор  стр ук тур и  Н Е?

"Т ів о р в в  1 . рфксз~ія / :  С х — рес-ііз'^єгться ‘УіНічл( нейронним елеліентом
тЛштвт с ж ж я  іхрехх& ерт  {\ ,  Х  з вектором структури w  є  Ї1т +і
■ оА  і шільді тоді, кола

Уа Є Є п / (a )w (a )  =  ^ (а )| , (5)

де |х| — модуль числа х.
Д оведення безпосередньо випливає з 'З і та з р івності 1Ы дпа* ■ .г =  х  .
Т е о р е м а  2. Б е с  ф\.чу^\я *: С-. — •-.-у іт -г-.н - ч

еиіИ'У'но :сх*г~.£рів ■  2 А Є - з г _чг".-.г^  V  -Е

\ •' а т  а =  \  т  а

Доведення. Дійсво. яклю припускати, що уьає уосэе Ъ : оутгкггя /  эе рез-ттз~. етьсз*
т н м у  НЕ відносно {\ ;.....................Т1-' існують такі е.ієігегтн £ ........... для яких не
виконується рівність 1-5 .. тобто

є  {&!■■■ ■■&} '■ =  -  Щ&)-> ' “ 5

2^  = X  ілу(а)! -  X! /(а),й’(а) = °-
і —1 аЄ^л а^Сп

Отже, \Zgj- Є . . .  , g/c} и’ (§ і)  =  0- 1110 протиречить умові є  Г2т + і. Необхідність є на
слідком співвідношення (5).
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Запишемо ліву частину рівності (6 ) у розгорнутому вигляді 

^ 2  Д аМ а )  =  ^  /(а ) (^ іХ г 1 (а) +  . . .  +  штХіт(а) +  ш0) =

т /  \ т

=  ^0 X ]  Я а ) +  X !  X ]  (а )*ь- (а ) )  =  “^ о  +  Ш33Г
а  е Є п 3 =  1 ^ а є б п  І = 1

Якщ о з спектральних коефіцієнтів .чг, , . . . .  в1т, «о бульової функції / ,  що відповідають си
стемі характерів X  =  • • • Хіт } побудувати вектор Sf ( X )  =  віт ; «о), який будемо
називати характеристичним вектором бульової функції /  відносно системи X ,  то теорему 2 

можна переформулювати так:
Т е о р е м а  3. Бульова функція / :  С п —> Н 2 реа.\і-зуєт ься одним нейронним елементом  

відносно системи характерів X  — {Хгі і - - -Хгт }  Х ( С п) з вектором структури \\г Є 
€ ^ т + і  тоді і тільки тоді, коли її  характеристичний вектор S f ( X)  задовольняє умову

(8)
абСп

де ( w , s } { Х ) )  —  скалярний добуток векторів лу і Sf ( X) .
Якщ о НЕ з вектором структури w  Є Г2т + і відносно системи характерів {Хйі  • • • Хіт }  

реалізує бульову функцію / ,  то з теореми 3 та (7) випливає, що для бульової функції 
д:  Є п —> Н 2 (д ф / )  виконується нерівність

W , s f ( X ) )  >  ( w , s д(Х) ) .

Слід відмітити, що теореми Чоу [1 ] мають місце і для неброннях
системи характерів { х і г, • • • \ і„, }•

Для синтезу НЕ відносно системи характерів { \ , . ________} I  A" G - можна ;і:~ь
метод апроксимації, ітераційний метод [1 ] та метод, побудований на властивостях м&триі^ь 
толерантності [5].

2. Б а га тозн а ч н і н е й р о ф у н к ц ії  н а д  п о л е м  Галуа. Нехай L =  GF (pf ) —  поле Галуа. 
d =  card L  —  потуж ність поля L, є —  примітивний елемент поля L і k —  натуральне число 
(А: >  2), що ділить d — 1. Тоді L містить [6 ] циклічну групу Н =  {а  | а к =  1), де а =  e''d~ lh к. 
Позначимо через D n прямий добуток п циклічних груп Н)., тобто D „  =  х . . .  х Н к.

Функція /с-значної логіки / ( ж і , . . . .  х п) в алфавіті {1, а , . . . .  erfc-1}  реалізує однозначне 
відображення / :  D n —> Н

Визначимо на множині L \ {0 }  функцію Lsignz наступним чином:

_  ,    j ( d - l )  ^  { j +  l ) ( d - l )Lsign г =  aJ, якщо ------------- ^  deg z <
к

де ;  Є { 0 , 1 . . . . .  к — 1}. deg-г —  степінь елемента г (г =  є ^ 2).
Нехай Х ( О п) —  група характерів групи О п над полем Ь. Каж уть, що функція 

/ :  1)п —* Н)с реалізується одним НЕ відносно системи характерів X  =  { х й ;  ■ ■ ■ ■ Хіт}  ГРУ~ 
пи П п над полем Ь, якщо існує такий т+ 1 -ви м ір н и й  вектор лу =  (0 .4 , . . . ,  шт\и>о), ац Є Ь, що

Уа Є О п / (жі(а).. . .  ,х„(а)) =  І ^ п ^ ф ^ Ц ^  ©Хі.Да) © ^  ,
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де вектор w  =  (ш\,. . .  ,шт]іОо) називається вектором структури багатозначного НЕ і ф, 
О —  операції додавання і множення у полі L.

Т е о р е м а  4. Функція k -значної логіки / :  D n —> Н ( к  ^  2) реалізується одним ней- 
ронним елементом відносно системи характерів X  =  { х і15 • • •, Хгт}  С X ( D n) з вектором 
структури w  =  ( wj , . . .  ,a;m;u>o) над полем L тоді і тільки тоді, коли існує така фун
кція г (х ) , яка визначена на групі D n і приймає ненульові значення в L, що

г(х) О/(х) =  ги(х), 0 < degr(x) <  ~~j~-

Нехай V l =  {ір \ <р: D n —> L }. На множині V l х  V l задаємо функціонал ( , ) наступним 
чином: V a =  ( а ь . .. , a q), Vb =  (ßl t . . . ,  ß q) Є V l {q =  kn) ( a , b )  =  оц 0  ß\ ® . . .  Є  a q ©  ß*,  де 
ß* =  ß ^ 1, якщо ßi Ф 0, і ß* =  0 у протилежному випадку.

Наступна теорема дає практичний метод синтезу НЕ над полем Галуа.
Т е о р е м а  5. Функція k -значног логіки f  (k ^  2) реалізується одним нейронним  

елементом відносно системи характерів X  =  {Х іі , ■ ■ ■, Хгт} 3 вектором структури 
w  =  (ші , . . . ,  іот; lüo) над полем, L тоді і тільки тоді, коли існує така функція г(х) ,  
r:  D n —> L \ {0 } ,  що

0 <  d eg r (x ) <  (r (x ) © / ( x ) . X j ( x ) )  =  0,

для всіх Xj €  X ( D n), крім j  =  0, г і , . . .  , i m.
Якщ о функція fc-значної логіки f ( x i , . . .  , х п) задовольняє умову теореми 5. то коорди

нати вектора структури w  =  (о>і,. . .  ,и т:и,'о) НЕ, що реалізує функцію / ,  знаходимо за 
формулами

ujq = к ~ п © (г(х) 0  /(х ). хо(х)),

ojj =  к~п О (г(х) © /(х), ХгДх)), j  =  1.2.... ,тг.
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