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ЛЕКСИКОГРАФIЧНА ЗГОРТКА БАГАТЬОХ КРИТЕРIЇВ ЯК
НАДКРИТЕРIЙ ЇХ ПАРЕТIВСЬКОЇ ЗГОРТКИ

В статтi розглядається лексикографiчна згортка багатьох критерiїв в один вектор-
ний критерiй. Ця згортка одержана на основi умови попарної рiзної важливостi кри-
терiїв. Також розглянута вiдповiдна лексикографiчнiй згортцi критерiїв задача вiд-
шукання альтернативи, оптимальної в нiй, — задача лексикографiчної оптимiзацiї.

В статтi доведено, що лексикографiчна згортка багатьох критерiїв є надкритерiєм
паретiвської згортки критерiїв. На основi цього доведення показано, що розв’язання
задачi багатокритерiального вибору за паретiвською згорткою зводиться до розв’язання
задач лексикографiчної оптимiзацiї. Розглянуто також лексикографiчне лiнiйне про-
грамування i побудована двоїста задача, як задача лiнiйного програмування з вектор-
ними змiнними i доведенi теореми двоїстостi. Описано варiант симплексного алгори-
тму стосовно задачi лексикографiчного лiнiйного програмування.

Ключовi слова: лексикографiчна згортка багатьох критерiїв, векторний критерiй,
надкритерiй паретiвської згортки критерiїв.

1. Вступ. Розв’язання сучасних проблем в економiцi неможливе без засто-
сування моделей, якi описують сприйняття людиною навколишньої дiйсностi.
До таких моделей вiдносяться багатокритерiальнi моделi, структура яких ви-
значається набором найбiльш суттєвих критерiїв та зв’язкiв мiж ними. Клас
проблем, який описується такими моделями, є найбiльш поширеним на практи-
цi, а їх вирiшення найбiльш складними.

Властивостям i методам розв’язування багатокритерiальних задач оптимi-
зацiї, лексикографiчної оптимiзацiї, присвячено багато наукових праць, число
яких нараховує уже декiлька сотень найменувань. Так в працi [1] розглядає-
ться метод знаходження оптимальних розв’язкiв лiнiйної задачi лексикографi-
чної багатокритерiальної оптимiзацiї шляхом зведення її до однокритерiальної
з скалярною цiльовою функцiєю. Праця [2] присвячена розгляду симплексно-
го алгоритму для багатокритерiальної лексикографiчної задачi лiнiйного про-
грамування та його удосконалення. [3] присвячена розробцi та обґрунтуванню
математичних моделей та обчислювальних методiв розв’язання векторних за-
дач дискретної оптимiзацiї на комбiнаторних множинах. В [4] встановлено умо-
ви iснування розв’язкiв багатокритерiальних задач лексикографiчної оптимi-
зацiї з необмеженою множиною допустимих розв’язкiв на основi використання
властивостей рецесивного конусу опуклої допустимої множини, конусу, що ле-
ксикографiчно впорядковує її вiдносно критерiїв оптимiзацiї. Саме в працi [5]
введено поняття надкритерiю будь-якого критерiю i побудовано окремi надкри-
терiї паретiвської згортки критерiїв. Праця [6] присвячена розгляду моделей,
в яких множина альтернатив, на якiй необхiдно здiйснити вибiр, впорядковує-
ться за визначеним порядком вiддачi переваги. Якщо на множинi альтернатив
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задається багато порядкiв вiддачi переваги, то вони згортаються в один єди-
ний порядок за допомогою додаткових умов пiдпорядкованостi одних порядкiв
iншим.

2. Постановка задачi. Метою дослiдження є розв’язання задач багатокри-
терiальної оптимiзацiї, в яких критерiї порiвнюються попарно за важливiстю.
Для цього, кожна з цих задач формулюється як задача з векторним критерi-
єм, значення якого вiдповiдно впорядковується, тобто на множинi альтернатив
визначається вiдповiдний порядок вiддачi переваги. Якщо цей порядок є пов-
ним порядком, то вiдповiдна задача є задачею лексикографiчної оптимiзацiї,
яка розв’язується вiдомими методами. Якщо порядок вiддачi переваги є час-
тковим порядком, то вiдповiдна задача розв’язується шляхом замiни її однiєю
або багатьма задачами, порядок вiддачi переваги в яких є повним порядком
на множинi альтернатив, отже, кожна з них є або задачею лексикографiчної
оптимiзацiї, або задачею скалярної оптимiзацiї.

3. Лексикографiчна згортка багатьох критерiїв як надкритерiй їх
паретiвської згортки. Розглядаються критерiї

𝑐𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. (1)

Їх лексикографiчна згортка базується на строгому ранжируваннi. Нехай, 𝑗1-
ий критерiй має найвищий ранг, 𝑗2-ий критерiй має нижчий за нього ранг, i т.д.,
𝑗𝑘-ий критерiй має найнижчий ранг. Тодi, альтернатива x вважається кращою
за альтернативу y, якщо i тiльки якщо або

𝑐𝑗1(x) > 𝑐𝑗1(y),

або
𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y),

𝑐𝑗2(x) > 𝑐𝑗2(y),

або
𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y),

𝑐𝑗2(x) = 𝑐𝑗2(y),

𝑐𝑗3(x) > 𝑐𝑗3(y),

або i т.д., або
𝑐𝑗(x) = 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑘−1

𝑐𝑗𝑘(x) > 𝑐𝑗𝑘(y).

Альтернатива x вважається рiвноцiнною альтернативi y, якщо i тiльки якщо
𝑐𝑗(x) = 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘. Iнакше, альтернатива x краща за альтернативу y,
якщо i тiльки якщо значення (𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) векторного критерiю c =
= (𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , . . . , 𝑐𝑗𝑘) лексикографiчно бiльше за значення (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y))
цього векторного критерiю, (в подальшому, вiдношення лексикографiчно бiльше
позначатимемо через >𝐿). Альтернатива x рiвноцiнна альтернативi y, якщо i
тiльки якщо

(𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) = (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y)).
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Число всiх рiзних ранжирувань критерiїв (1) дорiвнює числу перестановок
iндексiв 1, 2, . . . , 𝑘, яке рiвне 𝑘!. Отже, з цих критерiїв можна утворити 𝑘! рiзних
їх лексикографiчних згорток. Паретiвська згортка цих критерiїв єдина, бо вона
не залежить вiд впорядкування цих критерiїв, так як її основою є попарна рiв-
новажливiсть критерiїв. Основою ж лексикографiчної згортки, в якiй критерiї
ранжируються, є попарна їх рiзноважливiсть [6, с. 102–108].

Припустимо, що критерiї (1) ранжированi в порядку зростання їх номерiв:
𝐴1 має найвищий ранг, 𝐴2 має ранг, нижчий за ранг критерiю 𝐴1, i так далi,
𝐴𝑘 має найнижчий ранг.

Отже, альтернатива x є кращою за альтернативу y, якщо i тiльки якщо
c(x) >𝐿 c(y), i альтернатива x рiвноцiнна альтернативi y , якщо i тiльки якщо
c(x) = c(y).

Таким чином, лексикографiчна згортка критерiїв (1) є критерiєм, який ви-
значається шкалою як множиною векторних оцiнок 𝑅𝑘, впорядкованою за до-
помогою вiдношення лексикографiчно бiльше, i векторною критерiальною фун-
кцiєю c = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘).

Лексикографiчне впорядкування в 𝑅𝑘 є повним впорядкуванням, тому не-
покращуване значення векторного критерiю A єдине (назвемо його лексикогра-
фiчним максимумом множини !) [6, с. 102–108].

Отже, якщо A* є лексикографiчним максимумом векторної функцiї A(x)
на множинi 𝑋, то множиною оптимальних альтернатив в цiй лексикографiчнiй
згортцi є пiдмножина допустимих альтернатив, у яких векторна функцiя A
досягає значення A*: 𝑋* = {x ∈ 𝑋|c(x) = c*} .

Знаходження альтернатив, оптимальних в лексикографiчнiй згортцi крите-
рiїв (1), зводиться до розв’язання 𝑘 однокритерiальних задач оптимiзацiї.

Покрокова схема цього зведення виглядає так:
1-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐1(x), x ∈ 𝑋. (2)

Якщо задача (2) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-
тиви в лексикографiчнiй згортцi не iснує.

Нехай 𝐴*
1 є максимумом критерiю c1(x) на: 𝑋2 = {x ∈ 𝑋|𝑐1(x) = 𝑐*1} . Тодi

переходимо до другого кроку.
2-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐2(x), x ∈ 𝑋2. (3)

Якщо задача (3) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-
тиви в лексикографiчнiй згортцi також не iснує.

Нехай 𝐴*
2 є максимумом критерiю 𝐴2(x) на 𝑋2: 𝑋3 = {x ∈ 𝑋2|𝑐2(x) = 𝑐*2} .

Тодi переходимо до третього кроку. I так далi.
𝑘-ий крок. Розв’язується задача

max 𝑐𝑘(x), x ∈ 𝑋𝑘−1. (4)

.
Якщо задача (4) не має оптимального розв’язку, то оптимальної альтерна-

тиви в лексикографiчнiй згортцi не iснує.
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Нехай 𝐴*
𝑘 є максимумом критерiю 𝑐𝑘(x) на 𝑋𝑘−1: 𝑋*

𝑘 = {x ∈ 𝑋𝑘−1|𝑐𝑘(x) = 𝑐*𝑘} .
Тодi 𝑋*

𝑘 є множиною оптимальних альтернатив в лексикографiчнiй згортцi кри-
терiїв (1).

Очевидно, описана схема, яку ми назвемо схемою скаляризацiї, дає можли-
вiсть знаходити множину всiх альтернатив, оптимальних в лексикографiчнiй
згортцi критерiїв (1).

Множини альтернатив, оптимальних в рiзних лексикографiчних згортках
критерiїв (1) є, взагалi кажучи, рiзними пiдмножинами допустимої множини 𝑋
(число цих пiдмножин рiвне 𝑘!) [2, с. 1–3].

Теорема 1. Нехай критерiї (1) ранжированi в порядку 𝑐𝑗1 , 𝑐𝑗2 , . . . , 𝑐𝑗𝑘 Тодi
вiдповiдна їм лексикографiчна згортка на множинi 𝑋 є надкритерiєм їх паре-
тiвської згортки на 𝑋.

Доведення. Нехай x ∈ 𝑋 краща y ∈ 𝑋 в паретiвськiй згортцi критерiїв (1).
Тодi виконуються нерiвностi

𝑐𝑗(x) ≥ 𝑐𝑗(y), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘, (5)

i iснує 𝑡, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘, таке, що виконується строга нерiвнiсть

𝑐𝑡(x) > 𝑐𝑡(y). (6)

Нехай 𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘) — найменший iндекс, такий, що 𝑐𝑗𝑟(x) > 𝑐𝑗𝑟(y). Тодi,
якщо 𝑟 = 1, то

(𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . . , 𝑐𝑗𝑘(x)) >
𝐿 (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . . , 𝑐𝑗𝑘(y)).

Якщо ж 𝑟 > 1, то з нерiвностей (5) випливає, що 𝑐𝑗1(x) = 𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(x) =
= 𝑐𝑗2(y), . . ., 𝑐𝑗𝑟−1(x) = 𝑐𝑗𝑟−1(y).

Отже, (𝑐𝑗1(x), 𝑐𝑗2(x), . . ., 𝑐𝑗𝑘(x)) >
𝐿 (𝑐𝑗1(y), 𝑐𝑗2(y), . . ., 𝑐𝑗𝑘(y)) (iснування но-

мера 𝑟, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘, випливає з iснування строгої нерiвностi (6)).
Таким чином, якщо x краща за y в паретiвськiй згортцi, то x краща за y i в

будь-якiй розглядуванiй лексикографiчнiй згортцi критерiїв (1), звiдки, за озна-
ченням надкритерiю [5, с. 102–108], ця лексикографiчна згортка є надкритерiєм
паретiвської згортки критерiїв (1). Теорема доведена.

Ця теорема дає можливiсть зводити вiдшукання альтернатив, оптимальних
в паретiвськiй згортцi критерiїв (1), до вiдшукання альтернатив, оптимальних
в лексикографiчнiй згортцi цих критерiїв [5, с. 102–108] .

4. Лексикографiчне лiнiйне програмування. Задача вiдшукання аль-
тернативи x* ∈ 𝑋, оптимальної в лексикографiчнiй згортцi 𝐿 критерiїв (1),
розв’язується за схемою скаляризацiї.

Коротко, цю задачу записуватимемо так:

max 𝐿𝑐(x), x ∈ 𝑋. (7)

Називатимемо її задачею лексикографiчної максимiзацiї, або задачею лекси-
кографiчної максимiзацiї векторної функцiї c(x) = (𝑐1(x), 𝑐2(x), . . ., 𝑐𝑘(x)) на
допустимiй множинi 𝑋.

Альтернатива x* ∈ 𝑋, така, що лексикографiчна нерiвнiсть

c(x*) ≥𝐿 c(x), (8)
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виконується для всiх x ∈ 𝑋, називається оптимальним розв’язком цiєї задачi,
а значення A* = A(x*) – лексикографiчним максимумом функцiї на 𝑋.

Аналогiчно, формулюється й задача лексикографiчної мiнiмiзацiї векторної
функцiї A на 𝑋, яку, коротко, записуватимемо так:

min 𝐿c(x), x ∈ 𝑋. (9)

Очевидно, що задача (9) зводиться до задачi лексикографiчної максимiзацiї
векторної функцiї−A(x) на𝑋, так як лексикографiчна нерiвнiсть c(x*) ≤𝐿 c(x)
рiвносильна лексикографiчнiй нерiвностi−c(x*) ≥𝐿 −c(x). Тому, достатньо роз-
глядати тiльки задачу (7).

Схема скаляризацiї, викладена вище є загальним способом розв’язання цiєї
задачi; вона базується на методах розв’язання однокритерiальних задач ма-
ксимiзацiї. Але, якщо критерiї (1), якi складають векторну функцiю c(x), є
лiнiйними функцiями на R𝑛, а допустима множина 𝑋 задається за допомогою
лiнiйних обмежень, то маємо задачу лексикографiчного лiнiйного програмува-
ння, частинним випадком якої є звичайна задача лiнiйного програмування як
задача однокритерiальної максимiзацiї лiнiйної функцiї на допустимiй множинi
𝑋, заданої системою лiнiйних обмежень [3, с. 192–203].

Нехай, лiнiйнi критерiальнi функцiї (1) мають вигляд:

𝑐𝑖(x) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘; (10)

допустима множина 𝑋 ⊂ R𝑛 задається за допомогою лiнiйних обмежень-рiв-
ностей

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑞𝑗𝑥𝑗 = 𝑎𝑞0, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚, (11)

i умов невiд’ємностi змiнних 𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛:

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (12)

Векторну лiнiйну функцiю, складену з критерiїв (10), запишемо у формi:

c(x) =
𝑛∑︁

𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗, (13)

де

c𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝑐1𝑗
𝑐2𝑗
. . .
𝑐𝑘𝑗

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑘, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

— заданi вектори.
Систему лiнiйних обмежень (11) запишемо у виглядi:

𝑛∑︁
𝑗=1

a𝑗𝑥𝑗 = a0, (14)

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ЛЕКСИКОГРАФIЧНА ЗГОРТКА БАГАТЬОХ КРИТЕРIЇВ ЯК НАДКРИТЕРIЙ ЇХ . . . 221

де

a𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1𝑗
𝑎2𝑗
. . .
𝑎𝑚𝑗

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛,

— заданi вектори, а умову (12) у виглядi:

x ≥𝑃 0, (15)

де x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 — вектор невiдомих, а 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ R𝑛 —
нульовий вектор.

Отже, розглядаємо задачу лексикографiчної максимiзацiї векторної функцiї
(13) на множинi 𝑋 ⊂ R𝑛, яка задається обмеженнями (14) i (15) [3, с. 192–203].

Легко показати, якщо функцiя (13) досягає на 𝑋 лексикографiчного макси-
мума, то цей максимум досягається хоча б в однiй крайнiй точцi опуклої бага-
тогранної множини 𝑋, або, iнакше, цей максимум досягається хоча б в одному
базисному допустимому розв’язку системи лiнiйних рiвнянь (14). (Базисним
допустимим розв’язком цiєї системи, що визначається будь-якою її канонiчною
формою, назвемо такий розв’язок, у якого всi невiдомi приймають невiд’ємнi
значення, а невiдомi, якi є незалежними в данiй канонiчнiй формi, приймають
нульовi значення) [2, с. 1–3].

Таким чином, вище наведену задачу можна розв’язувати за допомогою на-
прямленого перебору базисних допустимих розв’язкiв системи рiвнянь (14), так
як локальний лексикографiчний максимум векторної лiнiйної функцiї на опу-
клiй багатограннiй множинi є й глобальним її лексикографiчним максимумом
на цiй множинi.

Отже, розв’язання цiєї задачi може бути здiйснене за допомогою схеми сим-
плексного алгоритму. Опишемо змiст загального кроку цiєї схеми.

Припустимо, що система рiвнянь (14) записана в еквiвалентнiй їй допустимiй
канонiчнiй формi:

𝑚∑︁
𝑞=1

e𝑞𝑥𝑞 +
𝑛∑︁

𝑞=𝑚+1

b𝑞𝑥𝑞 = b0, (16)

де e𝑞 ∈ R𝑚, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚, — одиничний вектор при базиснiй змiннiй 𝑥𝑞, у якого
𝑞-ва координата рiвна 1, а всi iншi координати рiвнi 0;

b𝑞 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏1𝑞
𝑏2𝑞
. . .
𝑏𝑚𝑞

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚, 𝑞 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑛,

— вектор коефiцiєнтiв при небазиснiй змiннiй 𝑥𝑞;

b0 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏10
𝑏20
. . .
𝑏𝑚0

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑚

— вектор, складений з правих частин.
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Отже, точка x0 = (𝑏10, 𝑏20, . . . , 𝑏𝑚0, 0, 0, . . . , 0) ∈ R𝑛 зображає базисний допу-
стимий розв’язок системи рiвнянь (14), який визначається цiєю канонiчною
формою (16).

Користуючись рiвнiстю (16) виразимо базиснi змiннi 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, через не-
базиснi змiннi 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . , 𝑥𝑛, i пiдставимо цi вирази замiсть цих базисних
змiнних у функцiю (13). В результатi одержимо

c(x) =
𝑛∑︁

𝑞=𝑚+1

d𝑞𝑥𝑞 + d0, (17)

де

d𝑞 = c𝑞 −
𝑚∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑏𝑗𝑞, 𝑞 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑛.

Очевидно, d𝑞 = 0, 𝑞 = 1, 2, . . . ,𝑚. Рiвностi (16) i (17), разом, складають допу-
стиму канонiчну форму розглядуваної задачi лексикографiчної максимiзацiї. d0

— значення векторної функцiї c(x) в розглядуваному базисному розв’язку.
Легко показати, якщо виконуються лексикографiчнi нерiвностi

d𝑞 ≤𝐿 0, 𝑞 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . , 𝑛, (18)

то цей базисний допустимий розв’язок x0 є розв’язком розглядуваної задачi,
тобто оптимальною альтернативою, а d0 — лексикографiчним максимумом ве-
кторної функцiї c(x) на допустимiй множинi 𝑋 [3, с. 192–203].

Нехай iснує iндекс 𝑙,𝑚 + 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛, такий, що d𝑙 >
𝐿 0. Тодi, якщо b𝑙 ≤𝑃 0,

то, очевидно, задача оптимального розв’язку не має, так як векторна функцiя
c(x) на 𝑋 лексикографiчно необмежена зверху. В супротивному, тобто, якщо
b𝑙 мiстить хоча б одну додатну компоненту, здiйснюється перехiд до наступної
допустимої канонiчної форми (аналогiчно, як це робиться в звичайному сим-
плексному алгоритмi), яка визначає наступний допустимий базисний розв’язок.
Продовжуючи цей процес, або знайдеться оптимальний допустимий базисний
розв’язок, який є шуканою оптимальною альтернативою, або встановлюється
лексикографiчна необмеженiсть зверху векторної функцiї c(x) на 𝑋 [2, с. 1–3].

Якщо виконуються лексикографiчнi нерiвностi

c𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=1

c𝑖𝑏𝑖𝑗 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (19)

то базисний розв’язок x0 є оптимальним розв’язком задачi (13)–(15), тобто опти-
мальним розв’язком задачi лексикографiчної максимiзацiї лiнiйної векторної
функцiї (13), при умовах (14) i (15).

Задачу лексикографiчної мiнiмiзацiї лiнiйної векторної функцiї

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖, (20)

при умовах
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖 ≥𝐿 c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (21)
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де y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2 . . . ,𝑚, — невiдомi векторнi змiннi, назвемо двоїстою задачею
до задачi (13)–(15). Легко показати, що для будь-яких допустимих розв’язкiв
прямої задачi (13)–(15) i двоїстої задачi (20) i (21) виконується лексикографiчна
нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗 ≤𝐿

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖. (22)

Теорема 2. Якщо пряма задача (13)–(15) має оптимальний розв’язок, то
i двоїста задача (20), (21) має оптимальний розв’язок, причому, оптимальнi
значення їх векторних цiльових функцiй спiвпадають.

Доведення. Нехай пряма задача розв’язана симплексним методом;

𝑚∑︁
𝑖=1

e𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=𝑚+1

b𝑖𝑥𝑖 = b0 (23)

— знайдена оптимальна канонiчна форма, де e𝑖 ∈ R𝑚 — одиничний вектор при
базиснiй змiннiй 𝑥𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚), 𝑖-ва компонента якого дорiвнює 1, а всi iн-
шi компоненти дорiвнюють 0; x0 = (𝑏10, 𝑏20, . . . , 𝑏𝑚0, 0, 0, . . . , 0) — вiдповiдний
оптимальний базисний розв’язок задачi, який визначається канонiчною фор-
мою (23). Позначимо через 𝐵 матрицю порядку 𝑚 × 𝑚, складену з векторiв
a𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, при базисних змiнних в системi рiвнянь (14). Цi вектори
утворюють базис в просторi R𝑚. Тодi, виконуються лексикографiчнi нерiвностi
(19). Але, так як b𝑗 = 𝐵−1a𝑗 , то

∑︀𝑚
𝑖=1 c𝑗𝑏𝑖𝑗 = (c1, c2, . . . ,c𝑚)𝐵−1a𝑗 як добутку

матрицi, складеної з вектор-стовпцiв c1, c2, . . . , c𝑚, на вектор-стовпець 𝐵
−1a𝑗 .

Отже, лексикографiчнi нерiвностi (1) запишуться так:

c𝑗 − (c1, c2, . . . , 𝑐𝑚)𝐵−1a𝑗 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (24)

Позначимо (y10, y20, . . . , y𝑚0) = (c1, c2, . . . , c𝑚)𝐵−1, де y𝑖0 ∈ R𝑘. Тодi, не-
рiвностi (24) запишуться так:

c𝑗 − (y10, y20, . . . , y𝑚0)a𝑗 = c𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖0 ≤𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

тобто
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖0 ≥𝐿 c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

звiдки (y10, y20, . . . , y𝑚0) є допустимим розв’язком двоїстої задачi (20), (21).

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖0 = (y10, y20, . . . , y𝑚0)a0 = (c1, c2, . . . , c𝑚)𝐵−1a0 =

= (c1, c2, . . . , c𝑚)b0 =
𝑛∑︁

𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗0,

тобто значення векторної функцiї (20) в допустимому розв’язку двоїстої задачi
(y10, y20, . . . , y𝑚0) дорiвнює оптимальному значенню векторної функцiї (14)
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прямої задачi. Так як, за умовою (22), повинна виконуватися лексикографiчна
нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑗=1

c𝑗𝑥𝑗0 ≤𝐿

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖0,

то
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖0y𝑖0 є лексикографiчним мiнiмумом функцiї (20), при умовах (21),
тобто (y10, y20, . . . , y𝑚0) є оптимальним розв’язком задачi (20), (21). Теорема
довдена.

Двоїста задача (20) i (21) є задачею лiнiйного програмування вiдносно ве-
кторних змiнних y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Ввiвши допомiжнi лексикографiчно невiд’ємнi векторнi змiннi y𝑚+𝑗 , 𝑗 =
= 1, 2, . . . , 𝑛, запишемо цю задачу так: лексикографiчно мiнiмiзувати векторну
функцiю

𝑚+𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖0y𝑖, (25)

при умовах
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗y𝑖 − y𝑚+𝑗 = c𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (26)

y𝑚+𝑗 ≥𝐿 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (27)

де 𝑎𝑖0 = 0, 𝑖 = 𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛.
Ця задача також розв’язується симплексним методом. Припустимо, що си-

стема лiнiйних рiвнянь (26) з векторними змiнними y𝑖 ∈ R𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚+ 𝑛,
записана в еквiвалентнiй допустимiй канонiчнiй формi

y𝑗 +
𝑚+𝑛∑︁
𝑖=𝑛+1

𝑑𝑖𝑗y𝑖 = g𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (28)

де y𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 — базиснi векторнi змiннi, а y𝑖, 𝑖 = 𝑛 + 1, . . . , 𝑛 + 𝑚 —
небазиснi векторнi змiннi;

(y10, y20, . . . , y𝑛+𝑚,0) = (g1, g2, . . . , g𝑛, 0, 0, . . . , 0)

— вiдповiдний базисний допустимий розв’язок, який визначається канонiчною
формою (28). Легко показати, якщо виконуються умови

𝑎𝑖0 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0𝑑𝑗𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (29)

𝑎𝑖0 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0𝑑𝑗𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 𝑚+ 1, . . . ,𝑚+ 𝑛, (30)

то цей базисний допустимий розв’язок є оптимальним розв’язком задачi (25)–
(27). Якщо задача (25)–(27) має оптимальний розв’язок, то i задача (14)–(15)
має оптимальний розв’язок, причому, оптимальнi значення їх векторних цiльо-
вих функцiй спiвпадають. Якщо цi двi задачi допустимi, то кожна з них має
оптимальний розв’язок [2, с. 1–3].
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5. Висновки. Побудовано новi моделi i запропонованi методи розв’язання
задач, до яких зводиться аналiз цих моделей. Вони, в сукупностi, вирiшують
як з теоретичної , так i з практичної точки зору, важливi проблеми багатокри-
терiального вибору, або, iнакше, важливi проблеми теорiї прийняття рiшень
за багатьма критерiями. Результати дають можливiсть формалiзувати процеси
прийняття рiшень в умовах, коли альтернативи оцiнюються за багатьма кри-
терiями, будь-яка пара з яких або є рiвноважливою, або є рiзноважливою при
оцiнцi альтернатив. Сформульована лексикографiчна задача багатокритерiаль-
ної оптимiзацiї, критерiєм в якiй є векторна згортка багатьох критерiїв, за умо-
ви, що множина цих критерiїв розбита на попарно рiзноважливi критерiї. Якщо
𝑋*(𝐿) — множина оптимальних альтернатив в лексикографiчнiй згортцi бага-
тьох критерiїв, 𝑋*(𝑃 ) — множина оптимальних альтернатив в їх паретiвськiй
згортцi, то 𝑋*(𝐿) ⊂ 𝑋*(𝑃 ). Показано, що багатокритерiальнi задачi оптимi-
зацiї, критерiями в яких є згортки, за умовами рiвної важливостi або рiзної
важливостi, або змiшаної важливостi критерiїв, зводяться до задач скалярної
оптимiзацiї або до задач векторної лексикографiчної оптимiзацiї. Для лiнiйних
задач лексикографiчної оптимiзацiї запропоновано варiант симплексного мето-
ду; побудована двоїста задача (як задача з векторними змiнними) i доведенi
вiдповiднi теореми двоїстостi.
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Chervak-Smerichko O. Yu. Lexicographic convolution of multiple criteria as a
supercriterion of their paretian convolution.

This article focuses on research, constructing new models, and developing methods
to solve problems that involve analyzing these models. They tackle essential concerns
regarding multiple criteria selection, considering both theoretical and practical aspects.
Introducing a concept known as the super criterion has improved the selection process.
This concept evaluates alternatives based on a shared set of options. Studies have demon-
strated that any substitute that satisfies the super criterion is also the best choice based on
the initial criteria for the identical range of alternatives. The choice is a significant aspect
of purposeful activity. Almost every complex practical problem of choice is multi-criteria.
Typically, it’s challenging to find an alternative that meets all the criteria. Combining
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various criteria into a single one with agreed-upon conditions by all parties involved is a
practical approach to simplify the process. Various conditions lead to different criteria con-
volutions, resulting in distinct challenges for multiple criteria optimization. A commonly
used method for evaluating alternatives is the Paretian convolution, which involves pairwise
balancing all the criteria. One way to combine multiple criteria into a single vector is by
assigning pairwise different levels of importance to each of them. The type of convolution
used in this context is called a lexicographic convolution.

It involves solving a lexicographic optimization problem to determine the best possible
alternative. Note that the criterion order given by this convolution is a complete order on
the set of options. The article considers the lexicographic convolution of multiple criteria
into one vector criterion. Studies have demonstrated that multiple criteria combination
results in a superior criterion compared to relying solely on the Paretian convolution.
This proof indicates that solving the problem of multi-criteria selection through Paretian
convolution can be simplified by solving lexicographic optimization issues instead. In op-
timization, one area of study is lexicographic linear programming, which involves creating
a dual problem that uses vector variables and is demonstrated as a linear programming
problem. Proofs related to duality have been presented within this framework. Further-
more, this article explains a version of the simplex algorithm used for lexicographic linear
programming.

Keywords: lexicographic convolution of multiple criteria, vector criterion, supercriterion
of the Paretian convolution of criteria.
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