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The paper highlights the weak non-linear operator equations with generalized inverse operator in
the linear part. The operators function in Banach spaces. The author has obtained necessary and
sufficient conditions for finding the solutions of such equations in the critical case of the second
order. The author also managed to establish the converging iterative procedures for constructing
the only possible solution, or at least one of possible solutions.
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(Az(·, ε))(t) = f(t) + εF (z(t, ε), t, ε) ���

� �'�'1���� �'����(� �$�������� A ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2)) )�* $� �����
#- ��� $���&%�/1�� �$��������� ���#���� )2*- )
*

(Az0)(t) = f(t), �2�

������� $��������" , ��� $� ε = 0 $� #($����� ����#"

(PYA
f)(t) = 0 �
�

���� �������#� ��0��� )345*

z0(t) = (PN(A)ẑ)(t) + (A−f)(t), �3�

�%� PYA
- PN(A)− �����(� ���������(� $�������( )�*- ẑ(t)− $��,#��!�(�

������� '���6�#� $���������#� l∞(I,B1), A
− : l∞(I,B2) → l∞(I,B1) − ������

����(� �'�'1������'����(� �$������ � �$������� A )3*- )�4�*�
7� $���1 ,����(

z(t, ε) = z0(t, ẑ0) + x(t, ε),

�%� ẑ0 = ẑ0(t)− ��0��� ���#���" %�" $���&%�/16 ��������# )�*

(Gẑ0(·))(t) = (PYA
F (z0(·, ẑ0), ·, 0))(t) = 0, ���

��",� #2���, �1-���( "�&�". 34�5. #�!� 6� 7389
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������	� x(t, ε) �
 ����������� �����	� �����	� �����

����� ������	�

(Ax(·, ε))(t) = εF (z0(t, ẑ0) + x(t, ε), t, ε). ���

��������� �������	� ���	������ ���
������� 		 F (z, t, ε)

F (z0(t, ẑ0) + x(t, ε), t, ε) = F0(t, ẑ0) + (Tx(·, ε))(t) +R(x(t, ε), t, ε), �!�
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�� ����
����� �	�
���

x(t, ε) = (PN(A)x̂(·, ε))(t) + x̄(t, ε),

(B0x̂(·, ε))(t) = −(PYA
{T x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t), �&�

x̄(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + Tx(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

�
���� ������	� ��
���� �����	�� 
��� 	 
����� 
���$ ���� �#�������
�����	�

(PYB0
PYA

{T x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) = 0, �'�

��� B0 = PYA
TPN(A), B0 : l∞(I,B1) → YA− �	����#� ����	����#� �"�"�����

�"�
	�#� ����
��$ ����
����	� 	� ����
���
� l∞(I,B1) � �������
����

�� YA ⊂ l∞(I,B2), PYB0

: YA → YB0− ����	����#� �����
��$ YB0− �������
�
���
�� ����
���
� YA 	��������� ���������
���
�� N(B∗0) �����������
�� � B0 ����
�� B∗0 (

)�	 PYB0
PYA

= 0$ �����	� �'� ����� �#������
�� 	 �
 ����
����� �	�
��#
�&� ��	*��	� � ����
����� �	�
���+

x(t, ε) = (PN(A)x̂(·, ε))(t) + x̄(t, ε),

x̂(t, ε) = −B−0 PYA
{T x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + x̆�(t, ε),

x̄(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + T [(PN(A)x̂(·, ε)) + x̄(·, ε)] + R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

�,-�

��� B−0 . �"�"�������"�
�#� ����
�� � ����
��� B0, x̆
�(t, ε) . �	��	�����
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��	
 A ∈ GI(l∞(I,B1), l∞(I,B2));
���
 F  ���������� �� z ������������ ��������������� �������

� ����������� ����� �!"��� ��#���� ||z − z0|| ≤ q �$��� ����%���
 ��! &��#� �� z � ������'���� �� ������������ ����$���'( z, t, ε,
ε ∈ [0, ε0]� q � ε0   ��������� $��'� ��������')

��*
 F (z, t, ε) ������'���  ������������$� �� ε � �����������
����� �!"��� ��#���� �+
)

��+
 F (0, t, 0) = 0, F ′z(0, t, 0) = 0;
��,
 f(t) ∈ l∞(I,B2)-

�		


����� ����� �!"�� ����������� ��������� ��
 �$��� ��$������ ��#����
�+
 � �'������� ������� PN(B0) �= 0-

��� �'�������� ������� �.
 ������ �% ��������� �����$' �/
 �$��� ��#����
� �� � ���$�� ��$$'

x̂(t, ε) = x̂(1)(t, ε) + x̂(0)(t, ε), �	�


� �
x̂(1)(t, ε) = (PN(B0)x̂(·, ε))(t) = (PN(B0)x̂

(1)(·, ε))(t)
 ����%�����'� 0��$��� �% N(B0)� PN(B0)− ����������'� ���������

x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T x̄(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

x̂(0)(·, ε) ∈ l∞(I,B1)−N(B0), x̂
(0)(t, ε) = ((I − PN(B0))x̂(·, ε))(t)� B−0  ������'�

����������'� �1�1"������1����'� �������� � ��������� B0� I  ��� �������
�'� �������� � ������������ l∞(I,B1).

2���� ����$����$  �� ������ ��%������� �3
- 4������ ��� ������$� ��� �
�3
 �������� R(x, t, ε) � ����������� �������$�

R(0, t, 0) = 0, R′x(0, t, ε) = 0, �	*


� � R′x  ������'� ��������� ��� ������!"�� ��1�� ����%�� ��! &��#� ��
����������� ��������� R �� ����$����� x ��� x = 0-

5���'��� ��� ��������� �	�
� �% �������� ��������� ����������� �����$'
�	6
 �������$ ��� �!"�� �'��������

x̄(t, ε) = ε(A1PN(B0)x̂
(1)(·, ε))(t) + x̄(1)(t, ε),

� � A1 = A−TPN(A) : l∞(I,B1)→ l∞(I,B1)− ������'� ����������'� ���������

x̄(1)(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + T [PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε) + x̄(1)(·, ε)] + R(x(·, ε), ·, ε)})(t).

7% ������� ��%��#�$���� �.
 ������� ��������� ����������� �����$' �/
 ����
(� �$ � ����������$� ��������!  �� ���� ������ x̂(1)(t, ε) ∈ N(B0) :

ε(B1x̂
(1)(·, ε))(t) + (PYB0

PYA
{T x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) = 0, �	+


����� ������ ������ ��!"�# $%&'# ��(� )& *$+,
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��� B1 = PYB0
PYA

TA1PN(B0), B1 : l∞(I toB1), YB0 � ������	� 
��������	�
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����� B1 ∈ GI(l∞(I,B1), YB0) � 
�
�����
 
������	� 
�����
�� ��
�����
���� PN(B1) : N(B0)→ N(B1)� PYB1

: YB0 → YB1 
��������	� ��
���
�	� B
−
1 −

������	� 
��������	� 
�
�����
�
�����	� 
�����
� � 
�����
�� B1� �
���
��
��
���
� � �
����
�
� ���
 �� �����!��
��� ��� ����" #$%& 
��
�������

εx̂(1)(t, ε) ������  ��'

(PYB1
PYB0

PYA
{T x̄(1)(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)})(t) = 0. #$(&

���  	�
������ )�
�
 ���
 �" 
�����
��
� ��� ����� #$%& �����!��
 
��
���
�����
 εx̂(1)(t, ε) � ����� ��!����

εx̂(1)(t, ε) = x̂(2)(t, ε)− (B−1 PYB0
PYA

{T x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

��� x̂(2)(t, ε)− ��
�� 
���	� )������ �� ���������" �������
������� N(B0)
� N(B1), x̂(2)(t, ε) = (PN(B1)x̂

(1)(·, ε))(t) = (PN(B1)PN(B0)x̂
(1)(·, ε))(t) ∈ N(B0) ∩

N(B1).
�� �������	
� ��
	����		�� ����	
�� �����
�
*��� �
 ����������

�������
������� N(B0) � N(B1) ���� 
�� ���� PN(B1)PN(B0) = 0� �
��� 
�����
��
�
� ��� ����� #$%& ����� ������ ���
� ��!����� +�"  	�
�����" ���
 �" #$(&
�
����
�
� �
�	

PYB1
PYB0

PYA
= 0.

����� 
����
�� ��� ���
 �"�

PN(B0) �= 0, PN(B1)PN(B0) = 0, PYB1
PYB0

PYA
= 0 #$,&


� ������	 #$-& ����
��� � )� � ������
� �������

x(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε))(t)+

+ε(A1PN(B0)x̂
(1)(·, ε))(t) + x̄(1)(t, ε),

x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T [εA1PN(B0)x̂

(1)(·, ε)+
+x̄(1)(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

εx̂(1)(t, ε) = −(B−1 PYB0
PYA

{T x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t), #$.&

x̄(1)(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + T [PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε)] + x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t).

/ ����� PN(B0) �= 0 
�����
���" ������� #0& �� ��������*�� � ������ ����
���� ��" ��!���" �
�
�	� �������� ���
� ��
��	� �����1�� 234� 2$-4�

�
��*��� �
  	�������� �
�
��������
� ��������
� ������� #0& ��� ���
�
 �"� #$,& � 
����" � 
�����
��
� ������� #$.&� ��" ��!���" �
�
�
� ��������
��
�"����" ���
� ��
��	� �����1���

/ ���� �����5��� 
�
������"'

y(·, ε) = col(x(·, ε), x̂(0)(·, ε), x̃(1)(·, ε), x̄(1)(·, ε))

���� ������ ������� ���� ����� �� � !� "�#$
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� �������	��
��� � �������� ���	����	��� B = l∞(I,B1)×l∞(I,B1)×l∞(I,B1)×
l∞(I,B1)� ��� x̃(1) = εx̂(1)�

�	��������
���� ����������� ����������

P12 = PN(A)(I − PN(B0)), P13 = A1PN(B0),

B23 = −B−0 PYA
TA1PN(B0), B24 = −B−0 PYA

T, B34 = −B−1 PYB0
PYA

T ;

�������� �������� ������������
����� ���� 	�	���
����� � ���������
��� ����������

W2 =

⎡
⎢⎢⎣

0 P12 P13 I
0 0 B23 B24

0 0 0 B34

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ ; �� !

���������"����#

U2(y(t, ε), t, ε) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

−(B−0 PYA
R(x(·, ε), ·, ε))(t)

−(B−1 PYB0
PYA

R(x(·, ε), ·, ε))(t)

ε(A−{F0(·, ẑ0) + T [PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε)] + x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t).

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

������$ ����
�����$�� �	
��$� �%&!� �%'! � ���!(
)	��
���$ ��������� ���������$� 		���� ��*! ��+�� ����	����� � ���

������������ �������$

y(t, ε) = (W2y(·, ε))(t) + (U2(y(·, ε), ·, ε))(t). ��,!

- 	
� 	�������� �
���������������� ��������� W2 ������������
����� ���
	 ��
���� �
����� �� �
����� ������
  �+� ����������$ 		���� �� !
�����������	$ � 		����

V2y = U2(y, t, ε),

��� �������� V2 ���� ���

V2 = IB −W2 =

⎡
⎢⎢⎣

I −P12 −P13 −I
0 I −B23 −B24

0 0 I −B34

0 0 0 I

⎤
⎥⎥⎦ .

.�
�� ��������� ��������� ��� �������� V2 ���� ����������� ��������(
- 	
� 	�������� �
���������������� ��������� V2 ������������
�����

��� 	 ��+��	������� ���������� �� �
����� ������
 �������� V2 ����
�������� �������� V −12 ����

V −12 =

⎡
⎢⎢⎣

I P12 P12B23 + P13 I + P12[B23B34 +B24] + P13B34

0 I B23 B23B34 +B24

0 0 I B34

0 0 0 I

⎤
⎥⎥⎦ . �&/!

����� ������ ������ ��!"�# $%&�# ��'� (& )$*+



�� �� �� ���	�
��

�������� V −12 ��	
����� � �������
������ y = col(x, x̂(0), x̃(1), x̄(1)) �� ����

�����

V −12 y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x+ P12x̂
(0) + [P12B23 + P13]x̃

(1)+
+[I + P12(B23B34 +B24) + P13B34]x̄

(1)

x̂(0) +B23x̃
(1) + [B23B34 +B24]x̄

(1)

x̃(1) +B34x̄
(1)

x̄(1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

��� ����������
��� ��������
�� ��������� V −1 �������� ��� 
���
����

�� ��
���� c1 > 0 ������ ��� ��������
� �����
���

|||V −1y|||B ≤ c1{|||x|||l∞(I,B1) + |||x̂(0)|||l∞(I,B1) + |||x̃(1)|||l∞(I,B1)}+ |||x̄(1)|||l∞(I,B1)}.
���  ���� ������� ��������
�� �����	 �������� ������� y � ����

!���� ���
���
��� l∞(I,B1)�
��������� P12, P13, B23, B34, B34− �������� ��� 
����������� ��������

�! ����������" �������� �! ���� � ���
���
��� l∞(I,B1)� 
������
�����
������

|||P12|||l∞(I,B1) = p12, |||P13|||l∞(I,B1) = p13,

|||B23|||l∞(I,B2) = b23, |||B24|||l∞(I,B2) = b24, |||B34|||l∞(I,B2) = b34.

#������� ������� ���������� ��� �����	 �������� ������� V −1y
��������

|||x+ P12x̂
(0) + [P12B23 + P13]x̃

(1) + [I + P12(B23B34 +B24) + P13B34]x̄
(1)|||l∞(I,B1) ≤

≤ |||x|||l∞(I,B1) + |||P12x̂
(0)|||l∞(I,B1) + |||[P12B23 + P13]x̃

(1)|||l∞(I,B1)+

+|||[I + P12(B23B34 + B24) + P13B34]x̄
(1)|||l∞(I,B1) ≤

≤ |||x|||l∞(I,B1) + p12|||x̂(0)|||l∞(I,B1) + [p12b23 + p13]|||x̃(1)|||l∞(I,B1)+

+[1 + p12(b23b34 + b24) + p13b34]|||x̄(1)|||l∞(I,B1);

|||x̂(0) +B23x̃
(1) + [B23B34 +B24]x̄

(1)|||l∞(I,B1) ≤
≤ |||x|||l∞(I,B1) + |||B23x̃

(1)|||l∞(I,B1) + |||[B23B34 +B24]x̄
(1)|||l∞(I,B1) ≤

≤ |||x|||l∞(I,B1) + b23|||x̃(1)|||l∞(I,B1) + [b23b34 + b24]|||x̄(1)|||l∞(I,B1);

|||x̃(1) +B34x̄
(1)|||l∞(I,B1) ≤ |||x̃(1)|||l∞(I,B1) + b34|||x̄(1)|||l∞(I,B1).

$���� ��������

|||V −1y|||B ≤ |||x|||l∞(I,B1)+[1+p12]|||x̂(0)|||l∞(I,B1)+[1+b23+p12b23+p13]|||x̃(1)|||l∞(I,B1)+

+[2 + (1 + p12)(b23b34 + b24) + p13b34]|||x̄(1)|||l∞(I,B1) ≤
≤ c1{|||x|||l∞(I,B1) + |||x̂(0)|||l∞(I,B1) + |||x̃(1)|||l∞(I,B1) + |||x̄(0)|||l∞(I,B1)},

���� ������ ������� ������ ��� � ��!� "� #��$



�����������	�
� ��������
� ��������� � � � ��

��� c1 = max{1, [1+ p12], [1+ b23+ p12b23+ p13], [2+ (1+ p12)(b23b34+ b24)+ p13b34]}.
��� ����� 	�
������	��� 	��
��	
� V −11 �	�������
� ���	� ��������� ���� 	�	������� ������� 	��
��	
��� ������� ����

� ���� 
y = V −12 U2y = V −12 Ũ2(ε)y,

��� Ũ2(ε), �		�!� �	�	
"# ��$������� 	�
�������� 	��
��	
� %�����" 	�
�&
�����	��� 	��
��	
� V −12 , �	'�	 �	�	�
��� ε∗ ∈ [0, ε0] ���	�# �	 �$" ����

ε ≤ ε∗ 	��
��	
 V −12 Ũ2(ε) ����� �'����!��� (����� �$�����# �	 	��
��	
��"
������� ���� ����� ������������ ���	���'��� �	��# �	�	
�" ����� 
�������
�
������" ����

)
�'��# �� ��
	��� ���
�*�	���� �
	*���
�# 
����	�
�� 	��
��	
�	�
�
������� �+� � �	$�� 	�!�� �$���# �	���# � 	�$��� 	� ��,�# ����� ����	 ��$	&
���

R(0, t, 0) = 0, R′x(0, t, 0) = 0.

-$" .�	�	 ��	��� 
��$	'���� ���# ����$�� � ��� �!� 	��	 �$�����	� $�&
����	� �	 x � ε� /��	$���" ��$	��� (a3) �� ���� � �	�
��"" �$" R(x, t, ε) �	�$�
����$���" �� ���	 �$�����	�	 εT1x �
�'��� 	�	�������# �	$��� �$" ��$�&
����	�	 	��
��	
� F (z0(t, z

�
0) + x(t, ε), t, ε) �$����!�� 
��$	'���� ���� ���

F (z0(t, ẑ0) + x(t, ε), t, ε) = F0(t, ẑ0) + (Tx(·, ε))(t)+
+ε(T1x(·, ε))(t) +R(x(t, ε), t, ε),

��� T1 = F ′′z,ε(z, t, ε)
∣∣∣ z=z0(t,ẑ0)

ε=0

: l∞(I,B1) × I → l∞(I,B2) 0 $������� 	�
�����&

��� 	��
��	
1
2 
����	�
���	� ���� �$��� T1 = 0�
)
����"" ��	
��� 3 �� 45# 6� ,789# �	 ���$	��� � �
�����!��� ���$������#

	� 	��
��	
�	�	 �
������"

(Ax(·, ε))(t) = ε{F0(t, ẑ0) + (Tx(·, ε))(t) + ε(T1x(·, ε))(t) +R(x(t, ε), t, ε)} �3��

�
��	��� � .�����$����	� �� ��	'����� ����	
&:���*�� x(t, ε) ∈ l∞(I,B1)
	��
��	
�	� �������

x(t, ε) = PN(A)x̂(t, ε) + x̄(t, ε),

(B0x̂(·, ε)(t) = −(PYA
{T x̄(·, ε))(t) + εT1[PN(A)x̂(·, ε)+

+x̄(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)})(t), �33�

x̄(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1]x(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)})(t).
2�	
	� �� �
������� �33� 
��
����	 �	��� � �	$��	 �	���# �	���

(PYB0
PYA

{T x̄(·, ε) + εT1[PN(A)x̂(·, ε) + x̄(·, ε)]+

+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) = 0,
�3,�

� �
� .�	� ����� 
������ � ���� �
"�	� ����� x̂ = x̂(0) + x̂(1)# ���

x̂(0) = x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T x̄(·, ε) + εT1x̄(·, ε) + R(x(·, ε), ·ε)})(t);

����� ������ ������ ��!"�# $%&'# ��(� )& *$+,



�� �� �� ���	�
��

x̂(1) = x̂(1)(t, ε) = (PN(B0)x̂(·, ε))(t) = (PN(B0)x̂
(1)(·, ε))(t) ∈ N(B0).

�� �������� 	�
����� ����
������ ������ ���� � 	����� ������
����� x̂
���	�� x̄(t, ε) = ε(A1PN(B0)x̂

(1)(·, ε)(t) + x̄(1)(t, ε)� ��� ������� ���
�������
����
��� A1 ������������� �
�  �
���� �� ����	�� A1 = A−TPN(A), 
 �������
�	���� x̄(1)(t, ε) ���� ��

x̄(1)(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I−

−PN(B0))x̂
(0)(·, ε) + x̄(·, ε)] + R(x(·, ε), ·, ε)})(t).

� 	����� ������
����� A1  x̂(t, ε) � 	����� �� � �
���!���� �������
� 	�
����� ���� ���	�� 	�
����� ��� ���������� εx̂(1)(t, ε)"

ε(B1x̂
(1)(·, ε))(t) + (PYB0

PYA
{T x̄(1)(·, ε) + εT1[PN(A)(I − PN(B0)x̂

(0)(·, ε)+

+x̄(1)(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) = 0,

��� B1 = PYB0
PYA

[
TA1 + T1PN(A)

]
PN(B0) # ������� ���
������� ����
���$

%	��� �
�  �
��� B1 : N(B0)→ YB0− �&�&'���� �&�
���� ����
���$
(&���
�
�� �
�  �
��!�� ����� PN(B1)  PYB1

��������� �
 �	���������
�����
N(B1)  ���������
����� YB1 �� 	�����) �*+� �� ����
������ ������ ����
��)��� � ������

x(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε))(t)+

+ε(A1(t)PN(B0)x̂
(1)(·, ε) + x̄(1)(·, ε))(t),

x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T [εA1PN(B0)x̂

(1)(·, ε) + x̄(1)(·, ε)]+
+εT1x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t), ��,�

εx̂(1)(t, ε) = −(B−1 PYB0
PYA

{T x̄(1)(·, ε) + εT1x(·, ε)+
+R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

x̄(1)(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε)] + x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}(t).

�������	� ��������� ��!� �&���
����� �
�!�� ����
����	- �����	 ��,�
� ���

y(t, ε) = (W2y(·, ε))(t) + (U3(y(·, ε), ·, ε))(t),
��� ����������
������ ����
��� W2 ���� ������
����� �*.�� � ������� ����
�
��� B1 = PYB0

PYA

[
TA1 + T1PN(A)

]
PN(B0), 
 ����
��� U3 &	��� ���� ��"

U3(y(t, ε), t, ε) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

−(B−0 PYA
{εT1x(·, ε)−R(x(·, ε), ·, ε)})(t)

−(B−1 PYB0
PYA

{εT1x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t)

ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(t, ε)+

+εA1(·)PN(B0)x̂
(1)(t, ε)] + x̄(1)(t, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

���� ������ ������� ������ ��� � ��!� "� #�$%



�����������	�
� ��������
� ��������� � � � ��

� ���� ��������	 ��
�������������� ��
������ W2 �
��
��
��������
���� � ��
�	�� ��
����� � ������ �������� � ��
 ��
������� ����
��
���� ��
������
��� � ����
��

y(t, ε) = (V −12 U3(y(·, ε), ·, ε))(t),
��
 V −12 ��

� ��
������
�
 �� �!

" ��
��� ��
�
	� �	#
 ������
�� ����#
� ��
������$ ����
�� ����
� ���
%

y = V −12 U3y = V −12 Ũ3(ε)y,

��
 Ũ3(ε), ����&
 ������' 
��
�	� ������
	� ��
�����! (���	��� �����
��
���� ��
������ V −12 , ���� ��������� ε∗ ����
' ��� ��� ��
� ε ≤ ε∗
��
����� V −12 Ũ3(ε) ���
� �����$&��! )��$�� ��
��
�' ��� ��
������� ���
��
�� ���� ��

� 
�����
�$ 
�������$ �����' ������� ���
� �
#
�
�
����
�� �*�!

+���� �������' ��� ��
������� ����
�	 ���� ����
�� �
��� �����	� ��
�
��,�� ��� �����
�� �
#
�� ��
�������� ����
�� �-� � �����
 �
�����
.��,�� 
��
�	�	� �� ε' ����&�$&���� � ��� ��� ε = 0! /� ����
 ��
�
������� ����
�	 ���� �������� ��
��,��	� ���,
�� �����
�� �
#
��
x(t, ε)' x(·, ε) ∈ l∞(I,B1)' x(t, ·) ∈ Cε ��
�������� ����
�� �-�!

0
���
 �������
�
 x1(t, ε) � x(t, ε) ���
� ��� �
#
�
 ��
�������� �����

��

(Ax1(·, ε))(t) = εF0(t, ẑ0).

1
#
�
 x1(t, ε) ��&
����
� � ���� �	���� 2�
�
�� ẑ0(t) ∈ l∞(I,B1) �� ����
�
�� �3� ��� �������$&�� �
#
��%

x̄
(1)
1 (t, ε) = ε(A−F (·, ẑ0))(t).

0�� 2��� �
���
 �������
�
 x1(t, ε) � x(t, ε) �����
� ���	� x̄
(1)
1 (t, ε)!

�����
 �������
�
 x̄
(1)
2 (t, ε) � x̄(1)(t, ε) ������ ��� �����
 �
#
�
 ��
�

�������� ����
��

(Ax̄
(1)
2 (·, ε))(t) = ε{F0(t, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂

(0)
1 (t, ε)+

+x̄(1)(t, ε)] +R(x
(1)
1 (t, ε), t, ε)}).

��3�

"�&
�������
 �
#
�� x̄
(1)
2 (t, ε) ��
��
����
��� �	����� 2�
�
�� x̂

(0)
1 (t, ε) ��

������� ����
#������ ����
�� ��3�

(B0x̂
(0)
1 (·, ε))(t) = −(PYA

{[T + εT1]x̄
(1)
1 (·, ε) +R(x̄

(1)
1 (·, ε), ·, ε)})(t). ��-�

� ���$ ��
�
��' 
��������
 � ���������
 ������
 ����
#������ ����
��
��-� ��

� ���%

(PYB0
PYA

{[T + εT1]x̄
(1)(·, ε) + R(x̄(1)(·, ε), ·, ε)})(t) = 0. ��4�

0�� �	���
�� ������� ��4� �� ��
�������� ����
�� ��-� ���
�
��� �
���


�������
�
 x̂
(0)
1 (t, ε) � x̂(0)(t, ε) �� .�����
%

x̂
(0)
1 (t, ε) = −(B−0 PYA

{[T + εT1]x̄
(1)(·, ε) + R(x̄(1)(·, ε), ·, ε)})(t).

����� ������ ������ ��!"�# $%&'# ��(� )& *$+,



�� �� �� ���	�
��

� �������� ��	
	�	 �
������ x2(t, ε) � ��	�	�� 
����� x(t, ε) �	�����
��
������

x2(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)
1 (·, ε))(t) + x̄

(1)
2 (t, ε).

�
���� �
������ ��� ��� 
����� 	��
��	
�	�	 �
������

(Ax3(·, ε))(t) = ε(F0(·, ẑ0) + [T + εT1]([PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)
2 (·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)
1 (·, ε) + x̄

(1)
2 (·, ε)]) +R(x2(·, ε), ·, ε))(t),

��� x̂
(0)
2 (t, ε)  	�
��������� � ���	�� ��	 
��
���	��

(B0x̂
(0)
2 (·, ε))(t) = −(PYA

{[T + εT1][εA1PN(B0)x̂
(1)
1 (·, ε)+

+x̄
(1)
2 (·, ε)] + R(x2(·, ε), ·, ε)})(t).

� � ��	��	��	�	  �	����	��	�	 ���	�� 
��
���	�� �	�������	 �
������
	��	������	 x̂

(0)
2 (t, ε) �	������ �
������ ��� 	�
������� εx̂

(1)
1 (t, ε) ∈ N(B0)�

ε(B1x̂
(1)
1 (·, ε))(t) = −(PYB0

PYA
{T x̄(1)

2 (·, ε) + R(x̄2(·, ε), ·, ε)})(t).
 
 ���	���� ���	�! PN(B0)PN(B1) = 0  PYB1

PYB0
PYA

= 0" � �	���#

��� ���� ����� 	��	�����	 ���	�� ��
�	� �
������ x̂
(1)
1 � x̂(1)  ��	
	�

�
������ x̂
(0)
2 � x̂(0) �	 $	
�����

εx̂
(1)
1 (t, ε) = −(B−1 PYB0

PYA
{Tx(2)

2 (·, ε) +R(x2(·, ε), ·, ε)})(t),

x̂
(0)
2 (t, ε) = −(B−0 PYA

{[T + εT1][εA1PN(B0)x̂
(1)
1 (·, ε)+

+x
(1)
2 (·, ε)] + R(x2(·, ε), ·, ε)})(t).

� �������� �
�����	 �
������ x̂
(2)
3 (t, ε) � x̂(1)(t, ε)  x3(t, ε) � ��	�	�� 
�#

���� x(t, ε) ��
��

x̄
(1)
3 (t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂

(0)
2 (·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)
1 (·, ε) + x̄

(1)
2 (·, ε)] +R(x2(·, ε), ·, ε)})(t).

x3(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)
2 (·, ε))(t) + ε(A1PN(B0)x̂

(1)
1 (·, ε))(t) + x̄

(1)
3 (t, ε).

 
	�	���� ����	����! �
	%��� ������" � 	��
��	
�	! ������ &'() �	#
������ ��������� ��
�%	���� �
	%���
� ��� ���	����� 
����� x(t, ε)
	��
��	
�	�	 �
������ &*)" 	�
�������	�� � ���� �
 ε = 0�

εx̂
(1)
k−1(t, ε) = −(B−1 PYB0

PYA
{Tx(2)

k (·, ε) + εT1xk(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)})(t),

x̂
(0)
k (t, ε) = −(B−0 PYA

{[TεA1PN(B0)x̂
(1)
k−1(·, ε) + x̄

(1)
k (·, ε)]+

+εT1xk(·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)})(t),
x̄
(1)
k+1(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂

(0)
k (·, ε)+ &'+)

���� ������ ������� ������ ����� ����  � !�"#



�����������	�
� ��������
� ��������� � � � ��

+εA1PN(B0)x̂
(1)
k−1(·, ε) + x̄

(1)
k (·, ε)] +R(x̄

(1)
2 (·, ε), ·, ε)})(t),

xk+1(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)
k (·, ε))(t)+

+ε(A1PN(B0)x̂
(1)
k−1(·, ε))(t) + x̄

(1)
k+1(t, ε),

x0(t, ε) = x
(2)
0 (t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, 2, 3, ... .

����� ����	��
 ����	��� �������

������� �� ����� ���	
��	��� �	
����� ��� ���������	��� �������
����� 
 ��������������� ��	���
���� �	
����� ��� �	 ����� ��� ���
�� ��������� ��	���
��� 	����� ��� !�"�
� ��� B0 ∈ GI(l∞(I,B1), YA),
B1 ∈ GI(l∞(I,B1), YB0)� �� ��� #
���"� $������
 ẑ�0 ∈ l∞(I,B1)� ����������
	����"� �	
����� ��� ��	���
��� %��#&� �'� �	 �(������ ������

PN(B0) �= 0, PN(B0)PN(B1) = 0, PYB1
PYB0

PYA
= 0,

(PYB0
PYA

{[T + εT1]x̄
(1)
1 (·, ε) +R(x̄

(1)
1 (·, ε), ·, ε)})(t) = 0 ����

���	
��	��� �	
����� ��� ���� ����������� 	����� z(t, ε) ���	�	(���� ��
ε  �)	
�
������ �	 ε = 0 � ��	���
���� z0(t, ẑ0) � ��	���
���� %��#&��
ẑ0 ∈ l∞(I,B1) *�� 	����� ����� �
�� � ������� �������"��� �
 [0, ε∗] ⊂
[0, ε0] ��	
&����"� �	�&���
 ��+�  %�	���(

zk(t, ε) = z(t, ẑ0) + xk(t, ε).

	� 
�������� �� ������ ���� ����� ������� ����� �����������

�� ����������� �������������� N(B0) � N(B1) �� ������� �������
 ���
PN(B1)PN(B0) �= 0� �� �� �	 ��	��!����� ��������� � ��������� ��"� �������
���������� ���������

(B0x̂
(0)(·, ε))(t) = −(PYA

{[T + εT1][εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε)+

+x̄(1)(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)})(t).
�#$�

% �	 ����&����� � � �������� � ������� ��	��!����� ��������� �#$�
���������� x̂(0)(t, ε) �������� ��������� ��� ����������� εx̂(1)(·, ε) ∈ N(B0)'

ε(B1x̂
(1)(·, ε))(t) = −(PYB0

PYA
{T x̄(1)(·, ε) +R(x̄(·, ε), ·, ε)})(t). �#"�

����� ����	��
 ��� ������� PYB1
PYB0

PYA
= 0 ������� ��	��!����� �����

����� �#"� ���� ��� �� ��������� � ��� ���� ���� �� ���(��( ���� ����
��!���� ���������� εx̂(1)(t, ε)

εx̂(1)(t, ε) = −(B−1 PYB0
PYA

{T x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (PN(B1)x̆
(1)
0 (·, ε))(t),

 �� x̆
(1)
0 (·, ε)− ����	������( )����� ���������� N(B1), 	�*��������� ����

��(
 �� �������� �������� ������ ��!���� (x̂(1))�(t, ε) = (PN(B1)x̆
(1)
0 (t, ε))(t).

�� ��
 ��������� ��(�����( )����� x̂(1)(t, ε) � ������� ��	��!����� �����
����� �#$�
 ��������� � � ����������� + )�� ������ ���������� ���������
�#$� ���� ���� �� ���(��( ���� ���� ��!���� x̂(0)(t, ε)

x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T x̄(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (PN(B1)x̆

(0)
0 (t, ε))(t),

����� ������ ������ ��!"�# $%��# ��&� '� ($)*



�� �� �� ���	�
��

��� x̆
(0)
0 (·, ε)− �����	�
��� �
����� ����������	� l∞(I,B1), ���������	�	 ���

����� � 	������ ��������� ������� ������� (x̂(0))�(t, ε) = (PN(B0)x̆
(0)
0 (t, ε))(t).

����� �������� ������� ��
�	�� ������	�	���� ������� � ���������� �����
��	��������� �� ������  !" ���#���� � ��	�	�
������ ����������� �������

x(t, ε) = (PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε))(t)+

+ε(A1PN(B0)x̂
(1)(·, ε))(t) + x̄(1)(t, ε),

x̂(0)(t, ε) = −(B−0 PYA
{T [εA1PN(B0)x̂

(1)(·, ε)+
+x̄(1)(·, ε)] +R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (x̂(0))�(t, ε),  $%"

εx̂(1)(t, ε) = −(B−1 PYB0
PYA

{T x̄(1)(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (x̂(1))�(t, ε),

x̄(1)(t, ε) = ε(A−{F0(·, ẑ0) + T [PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(·, ε)+

+εA1PN(B0)x̂
(1)(·, ε)] + x̄(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)})(t),

	 ������� x̂(0)(t, ε) � εx̂(1)(t, ε) ��#������ ��� �������� ������ ������� ����
��������� ���	�����  &'" � 	������ ���	����� ������  !"(

)
� ������� ������  &*" �������� ����� �����# �����+��� �����
���
��� �������	��� 	 	���

y(t, ε) = (W2y(·, ε))(t) + U4(y(t, ε), t, ε)  $$"

��� �������� W2 ������
����� �� �����
�  &!"� � �������� U4 ����� 	��,

U4(y(t, ε), t, ε) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

−(B−0 PYA
{εT1x(·, ε)−R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (x̂(0))�(t, ε)

−(B−1 PYB0
PYA

{εT1x(·, ε) + R(x(·, ε), ·, ε)})(t) + (x̂(1))�(t, ε)

ε(A−{F0(·, ẑ0) + [T + εT1][PN(A)(I − PN(B0))x̂
(0)(t, ε)+

+εA1(·)PN(B0)x̂
(1)(t, ε)] + x̄(1)(t, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)}(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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 ��������������� ��	���
���� �	
����� ��� �	 ����� ��� ���
�� ��������� ��	���
��� 	����� ��� !�"�
� ��� B0 ∈ GI(l∞(I,B1), YA),
B1 ∈ GI(N(B0), YB0)� �� ��� #
���"� $������
 ẑ0 ∈ l∞(I,B1)� ���������	���
��"� �	
����� ��� ��	���
��� %��#&� �'� �	 �(������ ������

PN(B0) �= 0, PN(B0)PN(B1) �= 0, PYB1
PYB0

PYA
= 0,

(PYB0
PYA

{[T + εT1]x̄
(1)
1 (·, ε) +R(x̄

(1)
1 (·, ε), ·, ε)})(t) = 0  $'"

���	
��	��� �	
����� ��� ���� �� #	
���� ��	� ���� 	����� z(t, ε) ���	��
	(���� �� ε  �)	
�
������ �	 ε = 0 � ��	���
���� z0(t, ẑ0) *�� 	�����
����� �
�� � ������� �������"��� �
 [0, ε∗] ⊂ [0, ε0] ��	
&����"� �	��
&���
 ����  %�	���(

zk(t, ε) = z(t, ẑ0) + xk(t, ε).
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