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In this paper we study the properties of bithreshold neurons. The necessary and sufficient condition
of the realizability of Boolean functions on bithreshold neurons are given in the paper. Finally, we
estimate lower and upper bounds for the number of bithreshold function of the algebra of logic.
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������' $�"�$���� % ���'�� �� ��! <� �"����� *� "������ ����%���' �� 
= ���
� ����> 
 �?����$��>! '� $��"�$���� ����%���' %$�*����& � ! � ����
�����*��& "����$�& #����$�& ?������ $
� "� n ≥ 2 = $�����> "�����
���>
���
��� ?������! ����%�$��& �� �� � � %$('%�� % ��� %��*��� ������ $��
�����= $��)�����' ���#&����& �� ��������& ���$! $�������' '��& %�#�%"�*�=
����%�$����� #����$�& ?������ 	@A� �� �� � B���
 ���������> = "�#����
$�����$����' ������ "���
����� ����� �$�"����$�& #����$�& ?������� C�#���
������=���' % �$�& *������ � "�)�� *������ �� ��$� ������ ������������ ���
$����� ���#&���� � �������� ���$� ����%�$����� #����$�& ?������ ����� �� �
���� *������ ������� ������ *���� "����$�& �� �$�"����$�& #����$�& ?����
��� � ��
� �%��'�����' '� "���$
���' �#��� +D,�

(� ��)*+,)�+- .&*���/ 0&1��+� 1) 2�'�3�4��/ 1��3�11�/ �*�5
6�1%)/� ��&�� Z2 = {0, 1}, Zn

2 E n�� ������$� ���"��� ���
��� Z2 � f(x1, . . . , xn)
E #����$� ?�����' $�� n %�����&! ��#�� f : Zn

2 → Z2� �$�"����$�� ��������
��������� % �����> α (�� α; α ∈ {0, 1}) ��%�$�=���' ����� ����*��� "�����
% n $&�����! ���� '���� �"���=���' $������ x = (x1, . . . , xn) ∈ Z

n
2 � $�&����

f(x)! '��� "����= %��*���' F �#� �G

f(x) =

{
α, '�<� x ·wT > p1 �#� x ·wT < p2,
α, '�<� p2 < x ·wT < p1,

(1)

�� α E ��$���$��� %��*���' α, w = (ω1, . . . , ωn) E ������� n�$������ $����!
'��� ��%�$�=���' $���$��H p1, p2 (p1 > p2) E ������ *���� 	"�����! [w; p1; p2] E
$���� ������� �$�"����$��� ��������� �������� % �����> α! · E �"����'
���
���' �������

@����$� ?�����' f : Z
n
2 → Z2 ����%�=���' ����� �$�"����$�� ������

��� ��������� % �����> α! '�<� ����= ����� n�$������ ������� $���� w =
(ω1, . . . , ωn) � ���� ������ *���� p1, p2! <� $�����=���' ���$� 	���
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�������� ������� ��	
�� f1(x1, x2) = x1 x2 ∨ x1x2 ����������� 	� ������
�������� 	����		��� �����	�� ���1 � ��
����� ����
���� [w = (−1,−1);−0,5;
−1,5]� � f2(x1, x2) = x1x2∨x1x2 � 	� ������������� 	����		��� �����	�� ���0

� ��� ����� ��
����� ����
���� !����"	� �����#���� $� 	� ��	
�� f1(x1, x2)�
	� ��	
�� f2(x1, x2) 	� �������%��� 	� ��	��� �� � ��������% ��	
���% �
���
����& 

'
$� "������ ��	
�� f (x1, . . . , xn) ����������� 	� ��	��� ��� � ���
�% (
�"� )� �� "����� ��������� $� ��	� ����������� ��	�� ������������ 	����		��
�����	��� 

��*�� Ωn � �	�#�	� ���* n������	�* ����	�* ��
����� w� ��
�*� $� ��
"����
�* ���	�* x1,x2 ∈ Z

n
2 +���� x1 ·wT � x2 ·wT ���	� ,��
� "�+���� $� 
���

"������ ��	
�� f (x1, . . . , xn) ����������� ��	�� ���α � ��
����� ����
����
[w; p1; p2]� �� w �∈ Ωn� �� ��	�� ���α � ��
����� ����
���� [w′; p1; p2]� 
��
�������� �% # ���� ��	
��% � w′ ∈ Ωn ���� "����� ��������� ����
� ��
�
���α (α∈{0, 1})� �� 
�* ������� ��
��� w∈Ωn 

��*�� w � ��
����	�� ��
��� � Ωn !��	�+��� +���� Qα(w) 
��� "������*
��	
���� $� �������%��� ��	�� ���α � ������� ��
����� w� � +���� ρ(w) �
��
� �����
���	� �	�#�	� "������* ��
����� (x1,x2, . . . ,x2n)� $� xi · wT >
xi+1 · wT  -�
���� w1,w2 ∈ Ωn 	�����%��� �
������	�	���� 
$� ρ(w1) =
ρ(w2) 

	
��
�� � ���� ������	 w1,w2∈Ωn ���
�����
� ���
 Qα(w1)=Qα(w2)�

���������� ��*�� f (x1, . . . , xn) ∈ Qα(w1) .��� ��	�%�� ��
� +���� p1 � p2�
$� x ∈ f−1(α)⇐⇒ p2 < x·wT

1 < p1 / �
������	�	���� ��
����� w1,w2 ��������0

$� max{x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)}=xmax ·wT
1 � �� xmax ·wT

2 =max{x ·wT
2 |x ∈ f−1(α)}�


$� min
{
x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)
}
= xmin·wT

1 � �� xmin·wT
2 = min

{
x ·wT

2 |x ∈ f−1(α)
}

 
1�#�� ��	��	� ��	
��& w1(x) = x ·wT

1 , w2(x) = x ·wT
2 , ������%�� 	��"���2� ��

	����	2� �	�+�		 	� �	�#�	� f−1(α) ��������	� � ��+
�* xmax � xmin .��� �
���� ����� $� w2 ∈ Ωn� ���#�� ��#	� �
����� ��
� �����	� +���� ε� $� ���α

�� ��
����� ����
���� [w2, v1, v2]� �� v1 = xmax · wT
2 + ε � v2 = xmin · wT

2 − ε�
�������� ��	
��% f  3� ��	�+��� $� f ∈ Qα(w2) � Qα(w1) ⊂ Qα(w2) 

4	�����+	� ��#	� ��
������ $� Qα(w2) ⊂ Qα(w1) 1�#�� ρ(w1) = ρ(w2) =⇒
Qα(w1) = Qα(w2) 

'
$� +���� Ωi
n (i = 1, 2, . . . t) ���	�+��� 
���� �
������	�	���� Ωn ���	��

2�		 ρ� ��"�� w,v ∈ Ωi
n ⇐⇒ ρ(w) = ρ(v)� ���� � ������� ) "���������	��

��������0

	
��
�� �� ���� wi � ��������	� ����� Ωi
n� ���
 ���	� ��
� ������

�	� ����
� �
� n ��
	�� ��
 ����
�� ���� ��	� �������!��	� ����	�

�������� ��
�����" �
⋃

α∈{0,1}

t⋃
i=1

Qα(w
i)�

��*�� L=(aij) � ������ ������	�	���� � M=
⋃

N∈Mτ

S(N) 567 (i=1, . . . , 2n−1;

j = 1, 2, . . . , n) -������ ���	�+�		0 L(r, q) = (aij) (i = r, r + 1, . . . , q; j = 1,
2, . . . , n)� �� r ≤ q '
$� r > q� �� ���#����� $� ������ L(r, q) 	� �������
#��	��� ��
� 

-��	�+��� �������% � 	�� �������� L1, L2 ∈ M � L(r1, q1)� L(r2, q2)

����� ���� � 
!"#$#% ��&'�( )*++( � ,� )) ( - )
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(L ∈M) ����

L1�L2 =

(
L1

L2

)
, L(r1, q1)�L(r2, q2) =

(
L(r1, q1)

L(r2, q2)

)
,

���� r1 ≤ q1, r2 ≤ q2 � L(r1, q1)�L(r2, q2) = L(r2, q2)	 ���� r1 > q1	 L(r1, q1)�
L(r2, q2) = L(r1, q1)	 ���� r2 > q2
 ����� � �������� � � ����������� �������
Zw ��� ����� �����������	 �� ���������� ������� ����  ��!���� "�����#
�� n �������	 �� ���������!�� ���� ��$�������� ��#������ ���������	 ���%
�����!�� ���&� $� ���� ������� ������! ������������� En =

⋃
w∈Ωn

Lw
 '�%

� ������� Δ : Ωi
n → Lwi (i = 1, 2, . . . , t)	 � wi ( $��������� ����� Ωi

n	 ���)

 �)������ ��� ������� Ω̃n = {Ωi
n | i = 1, 2, . . . , t} �� En	 �� �� Δ(Ω̃n) = En


*���# ϕ
(r1,r2)
L (x1, . . . , xn)α (  ��!��� "������ �� n �������	 �� $��#��) ���%

&���� α (α ∈ {0, 1}) �� ��� � ���!�� ��� �� ����	 ��� ��$����� ) ������
������� L̂(r1, r2) (L̂ = L�L∗), L ∈ En, r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n}


'����&��� �������  ��!���� "�����# π(2)(ϕα) �����$��� &�����

π(2)(ϕα) =
⋃

L∈En

2n⋃
r1=1

2n⋃
r2=r1

ϕ
(r1,r2)
L (x1, . . . , xn)α.

+��� &���� π
(2)
n $����&��� ������� ����  ��!���� "�����# �� n �������	

�� ���������!�� ���� ��$�������� ��#������ ���������	 ��� �� ������
Δ(Ω̃n) = En � ������� � ��)���

π(2)
n =

⋃
α∈{0,1}

π(2)(ϕα). (2)

*���# K(f) ( ��� ���  ��!���, "�����, f (x1, . . . , xn) � q = |K(f)|

������� �� ������� ��	
�� f (x1, . . . , xn) ����������� ��	�� ����������

��� 	����		�� �����	��� ���� � ����
� ����� 
��� ��	�� ��
�� �����	�

ξ ∈ Sq � ��
� ������ ������	�	���� L ∈ En� �� �� ��� K(f) ��������	�

��	� � �����

-. ��	���� ��
�  ���� q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1+1}� �� Kξ(f) =
L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1)�
�. ��	���� ��
�  ���� r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2)� �� Kξ(f) = L̂(r1, r2)!

���������� /���	 ��  ��!��� "������ f (x1, . . . , xn) �������)�!�� ����
��$�������� ��#������ ��������� �� ������� �������� w ∈ Ωn
 +��� K(f) =
f−1(α) (α ∈ {0, 1}) � L = Lw	 ���	 ����� 0�.	 ������� �����$�� �� ��$����
-. ��� K(f)  ��!���, "�����, f (x1, . . . , xn) ������! �� ���� ������� L̂ =
= L�L∗	 ��� �� ) ������ ������� L̂(r1, r2)	 � r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} � r2 − r1 ≥
2n−11
�. ��� K(f)  ��!���, "�����, f (x1, . . . , xn) ������! ��� ���� ������� L̂(r1, r2)	
� r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} � r2 − r1 ≤ 2n−1 − 1


2 $��3��� ��$��� f ∈ π
(2)
n (ϕα) �	 �&�����	 ����) ����# ������� ξ ∈ Sq	 ��

Kξ(f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1)

2 ������ ��$��� ��)��� Kξ(f) = L̂(r1, r2) � ��� ������! ������
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����� �� K(f) = f−1(α) � Kξ(f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1)� �	 L ∈ En� q1 ∈
{0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1+1}
 ���� f ∈ π

(2)
n (ϕα) ⊂ π

(2)
n 
 ��� Kξ(f) =

L̂(r1, r2)� �	 L ∈ En� ���� f ∈ π
(2)
n (ϕα) ⊂ π

(2)
n 
 �	��	�� ���	�	��


�	��� f (x1, . . . , xn) � ������� ������ � K(f) � �� ����
 ��	�	��� �����
�������� ������ f (x1, . . . , xn) �� ���!��"� ���#��� K(f)i = giK(f)� �	 gi =
((−1)γi1 , . . . , (−1)γin) � (γi1, . . . , γin) ∈ K(f)
 ��� (γi1, . . . , γin) ∈ Z

n
2 \ K(f) �

gi = ((−1)γi1 , . . . , (−1)γin)� �� ���#��� K(f)′i = giK(f) �� ���!��"�  ����$���
 �	�	��� ����� �������� ������ f (x1, . . . , xn)
 %��#���  �	�	��� ��	� �����&
��� ������ '� ��(��� (	�	 T (f)� � ���#��� �"��  ����$���  �	�	��� ��	�
(	�	 T (f)′


������� �� ������� ��	
�� f (x1, . . . , xn) ����������� ��	�� ����������
��� 	����		�� �����	��� ���� � ����
� ����� 
��� ���� � �� ��	��� ������
	��� ��� K(f)i ∈ T (f) ��� ���	��	���� �����	��� ��� K(f)′j ∈ T (f)′ �� 	�
�
����� ��
� �����	�� σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|)� ������! ������	��
	���� L ∈ E−n � ��
� ����� q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}� q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1 + 1}�
r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2)� "� ��� ����� ��	� � ����#
$% Kσ

ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1)&
'% Kσ

ξ (f)
′
j = L̂(r1, r2)(

���������� ��� ������� ������ f (x1, . . . , xn) �	��� �!��"� ����� ���&
'���)���� �	������� 	�	�	���� � K(f) = f (−1)(α) (α ∈ {0, 1})� ���� ���'������
�� �	��	�� * ���� K(f) ������ f ��'�"�! ���	 �  ����#	��+

��� f ∈ π(2)
n (ϕα), �� Kξ(f) = H(1, q1)�H∗(q2, 2n−1), (3)

��� f ∈ π(2)
n (ϕα), �� Kξ(f) = Ĥ(r1, r2), (4)

�	 ξ ∈ Sq, H ∈ En
 � �����"�� E ′n = En ,-. ��'����!� �� H = (gL)σ� �	 g ∈ Gn, σ ∈
Sn � L ∈ E−n 
 ����"� L = g−1Hσ−1

��  )���� /*0� /10�  ����������� g−1 = g ��!��+

gKσ−1

ξ (f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1), (5)

���
gKσ−1

ξ (f) = L̂(r1, r2). (6)

��� ��! ��"�	 /20 ��� /30 '�� r1 = 1� ����  ��)�� �� '	�$�� ���� ����&���
������� ���	������"�� L ∈ E−n "����!��"�  ������ ��'����!� ��+ ���� ��"����
���� ����� (γi1, . . . , γin)� �� gσ = gi (gi = ((−1)γi1 , . . . , (−1)γin)) �

gKσ−1

ξ (f) = (gσKξ(f))
σ−1

= (giKξ(f))
σ−1

= Kσ−1

ξ (f)i.

4�#	� � ������ ��'��� ��� ������ f (x1, . . . , xn)� �� �	��� �!��"� ����� ���&
'���)���� �	������� 	�	�	����� ��#�� �� ��� ��	  �	�	�	 ���� K(f)i ∈
T (f)� ��

Kσ−1

ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1).

��� ��! ��"�	 �����"�� /30� ���� � "��� �	�����"�� r1 > 1 � L ∈ E−n ��!��+
gσ = gj = ((−1)γj1 , . . . , (−1)γjn)� �	 (γj1, . . . , γjn) ∈ Z

n
2 \ K(f), gKσ−1

ξ (f) =

(gσKξ(f))
σ−1

= (gjKξ(f))
σ−1

= Kσ−1

ξ (f)′j ∈ T (f)′
 4�#	�  ����$�!  �	�	�	 ����

K(f)′j  ���������! ����� Kσ−1

ξ (f)′j = L̂(r1, r2)


����� ���� � 
!"#$#% ��&'�( )*��( � +� )) ( , )



�� �� �� ����� 	� 
� ���	�����

����� ����� 	
�������� ��� � ���	�

Kσ
ξ (f)i = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1), (7)

Kσ
ξ (f)

′
j = L̂(r1, r2), (8)

�� σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq � L ∈ E−n �
��������� �� ������ f (x1, . . . , xn) ������������ ��
� �	����� �	
� ��!

��
� ��������� ����� L = Lw� �� w ∈ Ω−n � "��� (Lw �L∗w) ·wT = cTw � ����!
�
��
 c1, c2, . . . , c2n 	������ cTw ����	����#�� ���	� 0 > c1 > c2 > . . . > c2n �

����$
�� w1 = giw
σ � ����

(
Lw1 �L∗w1

) ·wT
1 = cTw1

� �� cw1 =
(
c
(1)
1 , . . . , c

(1)
2n

)
�

c
(1)
1 > c

(1)
2 > . . . > c

(1)
2n �

��
����
��� �� ��� ����� ��	���� %&' � K(f) = f−1(α) (α ∈ {0, 1})� "���
q1, q2 ����	����#�� ��� �� 
�$��	���
� ���	 � ������ f (x1, . . . , xn) ���!
��������� ��
� �	����� �	
� ����
� �������� � �����# α � 	����	��
�
	������� ��������
�
(' ���� q1 �= 0 � q2 �= 2n−1 + 1� ���� �� 	����� ��������
 �	����� �	� � ��!
��� � ������� � �����# α� �� �������� �����# f (x1, . . . , xn)� ���� 	
!

)���
 	����� [w1; p1; p2]� �� p1 ∈
(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
� � p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+q2
, c

(1)

2n−1+q2−1
)

��

���	
� �� q1 �= 2n−1 �)� q2 �= 1� *��� q1 = 2n−1� ���� p1 ∈
(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
�

p2 ∈
(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
� �� ε + ��	���� ������ $
���� , 	
������ ���
 q2 = 1�

������ p1 ∈
(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
� p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+1, c
(1)

2n−1

)
� �� ε > 0�

-' ���� q1 = 0 � q2 �= 2n−1 + 1� ���� [w1; p1; p2]�

�� p1 ∈
(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
� p2 ∈

(
c
(1)

2n−1+q2
, c

(1)

2n−1+q2−1
)

� ε > 0�

.' ���� q1 �= 0 � q2 = 2n−1 + 1� ���� [w1; p1; p2]�

�� p1 ∈
(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
� p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
� ε > 0�

/' ���� q1 = 0 � q2 = 2n−1 + 1� ���� [w1; p1; p2]�

�� p1 ∈
(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
� p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
� ε > 0�

����� ��� ����� ��	���� %0' ��
 ���	�� �� r1 > 1 �K(f) = f (−1)(α)� "��� ������
f (x1, . . . , xn) ������������ � ����� 1�2α � 	������� ��������
 [w1; p1; p2]� ��

p1 ∈
(
c
(1)
r1 , c

(1)
r1−1

)
� p2 ∈

(
c
(1)
r2+1, c

(1)
r2

)
� *��� r1 = 1� ���� ����� 	
����� %&' ��


���	�� �� q1 = r2 � q2 = 2n−1 + 1� 3���� ������� ��	�����
4�� ����� ������ ����$�� "��)� 	����	
�
 �������	���� )����	
� ��!

���� f1(x1, x2, x3) � f2(x1, x2, x3) � �	����� �	
� ����
� ��������� ����
f−11 (1) = {(0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)} � f−12 (1) = {(0, 1, 1), (1, 0, 1)}� ��)������ ��!
�
� �	���
� ���� T (f1), T (f2)�

T (f1) =

⎧⎨
⎩K(f1)1 =

⎛
⎝0 0 0
1 0 0
1 1 1

⎞
⎠ , K(f1)2 =

⎛
⎝1 0 0
0 0 0
0 1 1

⎞
⎠ , K(f1)3 =

⎛
⎝1 1 1
0 1 1
0 0 0

⎞
⎠
⎫⎬
⎭ ;

T (f2) =

{
K(f2)1 =

(
0 0 0
1 1 0

)
, K(f2)2 =

(
1 1 0
0 0 0

)}
.

����� ������ ������ ��!"�� �#$$� ��%� �� � & �



����������� 	���
 ����������� �
������ �
�	��� �� � � � ��

������� E−3 ��	�
����� � 
��� ������� � ���� ����

L1 =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

⎞
⎟⎟⎠ , L1 =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

�	� ���
����� �
�� K(f1)1 ������ K(f1)1 = L1(1, 2)�L∗1(4, 4)� ������ w =
(−1,−2,−4) ��
���	��� ������� (L1�L∗1) · wT = cTw�  �
� �� ������! ������
�"#1� $� ���	��%� &%����' f1(x1, x2, x3)� ���� (%�� ��(����! ������ w1 =
((−1)0, (−1)0, (−1)1)w = (−1,−2, 4)� ������% w1 ��
)���
�� �������

Lw1 = ((−1)0, (−1)0, (−1)1)L1 =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 1
1 0 1
0 1 1
1 1 1

⎞
⎟⎟⎠ .

 �
� )����� p1 � p2 ��
)���
�� (��%��� � �������	�� (c3, c2)� (c8, c7)� 
�
c2 = (1, 0, 1) · wT

1 = 3, c3 = 2, c7 = −2, c8 = −3� *���� �"#1 � ��������
���%��%�� [w1; 2,5;−2,5] ���	��%� &%����' f1(x1, x2, x3)�

+�����' )��������' 	���� )����������� � ���%� $� ���
��� �
�� T (f2) ��
��
���	��'� %���� ������� ,�  �
� 
	� &%����- f2(x1, x2, x3) )�(%
%��� ���.
���% �����/��� ���
���� �
�� T (f2)

′�

T (f2)
′=

{
K(f2)

′
1 = ((−1)0, (−1)0, (−1)0)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
0 1 1
1 0 1

)
, . . .

. . . , K(f2)
′
6 = ((−1)1, (−1)1, (−1)1)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
1 0 0
0 1 0

)}
.

�	� �����/���� ���
����� �
�� K(f2)
′
6 ������ K(f2)

′
6 = L̂1(2, 3)�  �
� �� ��.

����! ������ �"#1 ����� ��(���� ������ w2 = (−1,−1,−1)w = (1, 2, 4)� �
)����� p1, p2 ��(���'��� � �������	�� p1 ∈ (c2, c1)� p2 ∈ (c3, c4)� 
�

Lw2 = (−1,−1,−1)L1 =

⎛
⎜⎜⎝
1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ,

(
Lw2 �L∗w2

) ·wT
2 = cTw2

� c2 = 6, c1 = 7, c4 = 4, c3 = 5�
*���� �"#0 � �������� ���%��%�� [w2; 6,5; 4,5] ���	��%� &%����' f2(x1, x2, x3)�
+����
�� ������� )������� 0� �� ����� ������ ��
�0% )�������� ���	����.

����� (%	���� &%����! ��
 n ������� �
��� 
��)�������� "# 
� ��
�0� )���.
����� ���	��������� (%	���� &%����! ��
 n−1 ������-1 ��
)���
 �� )�����	���
)������ �������� % ����%)��! ��������

������� �� ������� ��	
��

f(x1, . . . , xn−1, xn) = xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨ xnf(x1, . . . , xn−1, 0)

����� ���� � 
!"#$#% ��&'�( )*++( � ,� )) ( - )



�� �� �� ����� �� 	� 
�����
��

��������	
�� ���� �������� �������� ������	� �� ���	�� �	���

�	��� [w = (ω1, . . . , ωn); p1; p2] 	�� � 	��
�� 	��� ��� ���
�� �������

f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1), f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0)

�������� ��������	
�� �� �������� �������� ������	�� � ���	����

�	���	��� [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11; p21]� [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20]� ����
���� �����
���	
 ���� p10 − p11 = p20 − p21�

���������� ����� �� ��	
��� ������ f (x1, . . . , xn) ���	�����
�� �����
���α (α ∈ {0, 1})� �� �������� �� ����� ���� n + 2 �������� ����� [w =
(ω1, . . . , ωn); p1; p2]� ��

x ∈ f−1(α)⇔ p2 < x ·wT < p1. (9)

�� ��	
���! ������! (x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Z
n
2 �"�������#���� $%& ��"�#��
�� ��'

(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α)⇔ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 + ωn < p1,

���

(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α)⇔ p2 − ωn < ω1x1 + . . . . . .+ ωn−1xn−1 < p1 − ωn.

�� ������ ������
�(� �"�������#���� ��)�� ������)������ �� ��	
��� ��� 
��� f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1) ���	�����
�� �� ���α � ������� ���� 
���� [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11 = p1 − ωn; p21 = p2 − ωn]� �� ��	
���! ������!
(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Z

n
2 �"�������#���� $%& ��� ���� ��(	��'

(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ f−1(α)⇐⇒ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 < p1.

*�)�� ���α �� ������� �������� [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10 = p1; p20 = p2] ��� 
	���� �����+ f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0)� ,���(� p11, p21, p10, p20 ���"� 
��(���! ��������! �	�������� �� ���	���+�
 ���"������ �����- f1(x1, . . . , xn−1)�
f2(x1, . . . , xn−1)� ��������� ������	
��+�
 ����� ωn = p10−p11 = p20−p21� *�)��
����!������
 ���������

,���!����� �� ��������� ������������ ����� �� �����- f1(x1, . . . , xn−1) =
f(x1, . . . , xn−1, 1)� f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0) ���	���+�
�� ����� ���α

� ���"�������� �������� �������� [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11; p21]�
[w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20]� �� p10 − p11 = p20 − p21� .�� "�	����� ��
ωn = p10−p11 = p20−p21� ���� ���α � ������� �������� [w = (ω1, . . . , ωn−1, ωn);
p1 = p10; p2 = p20] ���	���� �����+ f(x1, . . . , xn−1, xn) = xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨
xnf(x1, . . . , xn−1, 0)� *�)�� ������� ���������

/� �������� E ′n = En � ������� 0 ���"�������
� ��"	����'

������� ��  �! ���
�� ������� f(x1, . . . , xn) ��������	
�� ���� ����
����� �������� ������	�� 	�� �"�� � ���	����� �������#

1& f1(x1, . . . , xi . . . , xn) = f(x1, . . . , xi . . . , xn)�
2& f2(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)�
3& f3(x1, . . . , xi . . . , xj . . . , xn) = f(x1, . . . , xj . . . , xi . . . , xn),
	��" ��������	
�� ���� �������� �������� ������	��

����� ������ ������� �� !�� "#$$� ��%� "" � & "



����������� 	���
 ����������� �
������ �
�	��� �� � � � ��

�� ������ 	�
�� n��
��� ��������� �� ������������ �������� ���
��� LTn � �	
��	� ��� n����	�� �
�
�
��� ���
��� �	���� ������ LBTn

� �	
��	� n����	��  �
�
�
�
��� ���
��� �	���� �!����" #�$�	
���		%

��	
�  �% �
$�	
�$� ���� LTn  
���� &�� ��
 
 	�� ' ��
�� 	�� 	���%����
 
��� ��	�  �
�
�
��� �
����" ( ��� &��$�	� � � �
���)�	
 �� 
�� 
��	��  �%
CardLBTn $� '� *�  
�
�
�
+ ��$�	
���	
� )


lim
n→∞

log2 CardLTn

n2
= 1.

,	-��� ��$
 ��� �
���� 	% �
���� ���  
�� �	�  ./0" 1�� ����� � �
�
��'�	
� )
 ����$��
�$� !��� �
�$� �$� ���
���$�	�  �% ��$�	
���		%
����$��
�$�� �����&	�� ���" �� ��� ��  �% '�&	
�$� '���� � ��
 �
'��%�
 �$� ��  ������$� E2 = {−1, 1}� ������  
 %�
�
 �� ������$ Z

n
2 ' ���	+2$��%

'�  
�
�
�
+ ��	��	
�
 ����$�
��		% y = 2x − 1" ��� ��
� �� !�3 � ��

�
'��$�  �
�
�
�
�� 	���
		� �����	$� ' ��$�
+ 4"

������� �� ��� ���� �	
��	���� n

CardLBTn < 3 · 2n2+n+1, (10)

CardLBTn < 2n
2−nlog2n+3,45n+o(n). (11)

���������� #��
���$�2�
 $��� ��		% 4 �
�
$� .50  �% n������	
�
 
 ��
	�&	
�
 ��������" 6
 � ' �����		%� $
�
� )
 m = CardEn

2 = 2n $� �
����
�47� .50

CardLBTn < 3 · (2 · 2
n)n+1

(n+ 1)!
≤ 3 · 2n2+n+1.

8������� (n+ 1)! = 2log2(n+1)! = 2(n+1)log2(n+1)−(n+1)log2e+o(n)� $


CardLBTn < 3 · 2n2+2n−(n+1)log2n+1,443n+o(n) < 2n
2−nlog2n+3,45n+o(n).

����������  � ��� n > 8 � ��������
� ���� ��� ����� �
���	
� ����������
�	��	�
 ����

CardLBTn < 2n
2

, n > 8.

!�% ��
�
  
��$� �
��'�$�� )
 �	���% 3 · 22n+1/ (n+ 1)! ��� n > 3 2 �
	
�
$
		
 ��� 	
+ � ��� n = 9 ������2 '	�&�		%� %�� ��	-� '� 1"

9���' �� ����� ��
  
 ��$�	
���		% 	��	�� 
��	
�" ��� ��
� � � ���
�
���$�	� ��$
 ��� �
�
$� .470"

!���  �  ��	� ���!��� n"��������� ��#	 En
2 x1, . . . ,xm (m < n) ��#�	"

�� 
	��� $����% &� 〈x1, . . . ,xm〉 ∩ En
2 = {±xi|i = 1, . . . ,m}' (��� �������
��

〈x1, . . . ,xm〉 ��)�	 �������
� �� (n− 1)"��������� ��������� �������
���
H = {x| (w,x) = 0} 
	��� $����% &�# H �� ���
�� 
�$�� En

2 % ��������� ���
±xi, i = 1, . . . ,m

���������� �����$��
 ��
$����	�: �
�	�� (n− 1)������	�� �� ��
�$���
%��� ���$�$� ��	��	 
�
�
	� $
&
� x1, . . . ,xm� '� 
�
��	%2 �
�� ����" #��
�����
 $���� �� ��
�$�� H = {x| (w,x) = 0}� %��� ���$�$� 	����	- �
����

����� ���� � 
!"#$#% ��&'�( )*++( � ,� )) ( - )



�� �� �� ����� 	� 
� ���	�����

��������� ����� 	 E ′ = En
2 \ {±xi|i = 1, . . . ,m}
 ���� ������ y ∈ E ′ 	��������

��� ����� (w,y) = 0
 ���� 	��������� ����� ������ v ∈ R
n� �� (v,xi) = 0,

i = 1, . . . ,m, (v,y) = 1
 ���� δ = min {|(w,x)| |x ∈ En
2 \H}
 ��	������� ������

w′ = w+ δ
2n‖v‖v
 �����  ������ �� (w′,y) �= 0� (w′,xi) = 0, i = 1, . . . ,m � ��� ���

x ∈ En
2 (w,x) �= 0 ⇒ (w′,x) �= 0
 ���� !��!������ H ′ = {x| (w′,x) = 0} �������

���"� ����� ���#��� E ′ ��# !������ H
 $������� !��������� �������� ����

��� 	���� ����� ����# �����!�� ����� ����������� � %&&'


���� �� ��������	
 ���� ��� ���	����� C > 0� �� 
��� m ≤ n − C 

����� x1, . . . ,xm ���������� ����� ������ � ������� En
2 � ��

P
(〈
x1, . . . ,xm

〉 ∩ En
2 �=

{±x1, . . . ,±xm
})

= (1 + o (1)) 4C3
m

(
3

4

)n

.

���� �� ��� ��	������ ������� n ��
 m ≤ n−C ����	�� 	��	��� ������

��	������	� {x1, . . . ,xm} ⊂ En
2 � 
�� ���������
� ����� 〈x1, . . . ,xm〉 ∩ En

2 =
{±xi|i = 1, . . . ,m} �� ����� �� 2mn−1 

���������� (������������ ����) *� 	� ���) !�� ��������� ������ n
����������� ����� �� 〈x1, . . . ,xm〉 �� ������� ���"�� En

2 � �������� ��� ±xi�
i = 1, . . . ,m !����� �� &
 ���� �� ���"� !������� 	 ��� !������������� ������
�� x1, . . . ,xm ∈ En

2 	���������)�� ����� ����


��	
��� �� ��������	
 ���� ��� ���	����� C > 0� �� ��� ��	������

������� !

CardLBTn > 2n
2−(n−C)log2(n−C)−Cn. (12)

���������� +�������� ��������� ��	�� (n− 1)�������� !��!�������� H�
��� ��#�� ��������� ��!�����"� ���#��� {x1, . . . ,xm} ⊂ En

2 � ����� ������
�� H ∩ En

2 = {±x1, . . . ,±xm}� �� m = n − C
 ,� ����) - !�� ��������� ���
���� n � �� ���"� ��# 2(n−C)n−1 !�������������� ��� 	���������)�� �����
〈x1, . . . ,xm〉 ∩ En

2 = {±xi|i = 1, . . . ,m}
 ,� ����) & ���� !������������ ��#��
��!������ �� (n− 1)���������� !��!������� H = {x| (w,x) = 0} ���� �� H ��
������� ����� n���������� �� �� �������� ��� ±xi, i = 1, . . . ,m
 +������� ���
#��� !��!������ H !����#������ ��  ���"� ��# 2n−C (n− C)! !��������������

���� ��������� ��	�� !��!�������� H �� ���"� 	�

2(n−C)n−1

2n−C (n−C)!
=2n

2−Cn−1−(n−C)log2(n−C)+(n−C)log2
e
2
−log2

√
2π(n−C)+o(1)>

2n
2−Cn

2(n−C)log2(n−C)
.

, ��������. ���������� ��!����� /&*0� �������� ��#���� !��!������� H� ����
	���������� ����� ���� &� ��#�� !�������� � ���!��������� 1+23 f (x) ����
�� f (x) = −1 ⇔ x ∈ H
 1�� 4���� ������ ��	������� 1�5 	� ���������)
(w,−δ, δ)� �� δ = 1

2
min {| (w,x) | |x ∈ En

2 \H }

��	
��� �� "�
 ��	�� "�#$ ��%�� �	�� 	����������


CardLBTn = 2n
2−nlog2n+O(n), lim

n→∞
log2 CardLBTn

n2
= 1,

lim
n→∞

1

n
log2

CardLBTn+1

CardLBTn

≥ 2, lim
n→∞

1

n
log2

CardLBTn+1

CardLBTn

≤ 2.
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��������� ��	
����  ������ � � ��
� ������������� ���� 
���� ��������

�������� 	
 ��� ������� 	 
�� ���� ���� ���������� ���������

2n
2−nlog2n−Cn < CardLBTn < 2n

2−nlog2n+3,45n.

����
�������  � ��!�� �"���� #��
� $%� ���
�����& �� �'(� ��!� )*��
����������� �
� �������
���� ��+��� �,  ������& �� ����	����#���* ��*-
������ ��!��& �"���� �
� #��
� .-�����& /%� '�� ����)����� ����*	�� 
�-
�� 0�123

��� �
 �� h(x1, . . . , xn) ����������� �� ��� �� ��������� (w, t1, t2)
��
� � ������ ��
�� ����

h(x) = f(x) ∨ g(x), (13)


� f(x), g(x) � n� ��� ��� ��� ����������� �� �
��!���"���� �� �� �����
���� � (w, t1), (w, t2)#

��� �
 ��� ����"� ����������"� n

2n−4CardLTn < CardLBTn ≤ 1

2
CardLTn+1.

���������� 4� � )*
���� 5*��"�� h(x) ���
�*����� �� �'( � ���*��*-
��6 (w, t1, t2)� �� ���� ���
�*����� � �� �'( � ���*��*��6 (−w� t′1� t′2)� ��
t′1� t′2 7 ����� ���� 	������ 8��* �
� ��!��, 5*��"�, h(x) ����� 0�� ���
�����,
�� �'(� ��+�*���� 	����+��� ��� ���� 	��� (f1, g1), (f2, g2)� �����  � �	����-
�
���6 � �������� ��9�� '�&�+ sn (f) 7 #��
� n-�����& /$% ��� ��6�� ��+ ����+
������+ �������  � + /$% f(x)� 8���  
��� : �����*����  �

CardLBTn ≤ 1

2

CardLTn∑
i=1

sn(fi),

�� �*�*����� 	���������� 	� ���� .-������ /$%� � ��)��� 0�12 	�������  �
	���� #������ 	�	�������, ���������� ����� CardLTn+1�  � + �������� 	���*
#�����* ���������� � *���� 
����
�
� ��������� 
���, #������ ���
����� LT ′n 7 ���!��* ��& n-�����& /$%

�n > 3�� ��� �����
���6�� *���* Card {x|f (x) = 1} ≤ 2n−1� ;#�������  �
CardLT ′n = 1

2
CardLTn� '�&�+ f (x) ∈ LT ′n ���
�*����� �� '( � ���*��*��6(

wf , tf2

)
� ����� ����	�
�� � ��	 �
��
� 	��������
� ��������� ����� �����
��

� ∀x,y ∈ En
2

(
wf ,x

)
=

(
wf ,y

)⇒ x = y� �������� 	������� ������ tf1 
����

������ � Card
{
x| (wf ,x

)
< tf1

}
< 2n−2� �� 	 ������� f (x) ∈ LT ′n ������

�
����
� 2n−2 ��	�� !"#$� ��� �����	��
��� �� !%& �	 En
2 '(����
���� )*+

�
���
����
(
wf , tf1 , t

f
2

)
� "�������� � (�� ��	�� f, g ∈ LT ′n ����(����� 	 �� 

!"#$ 	 ���
����� �
���
��
(
wf , tf1 , t

f
2

)
� (wg, tg1, t

g
2) ����
� �������
� 
�����


�(�� ���� (�� �� ������,
��� �����{
x| (wf ,x

)
< tf1

}
= {x| (wg,x) > tg2} . (14)

����� ���	
� ������ �	���� ����� �
�� �� � � �



�� �� �� ����� 	� 
� ���	�����

���������	 ��	��
���� �� ��������� ����
�	��� ��������� �����	 ������
��� �	 wf

i > 0� i = 1, . . . , n� ���	 (1, . . . , 1) /∈ {x| (wg,x) > tg2}� �	 �	��
���	
����	� x0� ��� ���	�	
��! ��	��(

wf ,x0
)
= max

{(
wf ,x

) |x ∈ {
x| (wf ,x

)
> tf2

}
∩ {x| (wg,x) > tg2}

}
.

"
� ���	��� �	����� �����	 �������� �	 x0 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−k

)� #	��

�	�
����� ! $ ������ �������%
&'

(
wf ,−x0

)
< tf1 ( #	�� �	��
���	 ����	� y = x0+2ek+1� �� ek+1 ) ����	����

� 	�������	�� *���
���
(
wf ,y

)
>

(
wf ,x0

)
� �	 (wg,−y) > tg2 � (w

g,y) < tg1� +	��
�
���	 ���	
��� ����	�� z′ = (z1, . . . , zk,−1, zk+2, . . . , zn) � z

′′ = (−z1, . . . ,−zk,
−1,−zk+2, . . . ,−zn)� *���
��� (wg, z′) + (wg, z′′) = (wg,−y) + (wg,x0) > 2tg2� �	
���	 	�� � ����	��� z′ �� z′′ �	����
�! � �	��� {x| (wg,x) < tg1}� #	�� ,�
�	��� ��! �	������� � ��-� �� 2n−2� �	 ���������� ���	�� �	�	�� tg2�

$'
(
wf ,−x0

)
> tf1 � .�������	� �	 � �����
� ���	�� ����	�� x ���
���!� �	

wg
j < 0, j = k + 1, . . . , n� �	 ���-� (wg,x0 + 2ej) > (wg,x0)� +	��
���	 ����	�

y = (y1, . . . , yk,−1, . . . ,−1)� �� yj = signwg
j � #	�� (w

g,y) = max {(wg,x) |x ∈ En
2 }�

*���
��� �	��� {x| (wg,x) < tg1} � �	�	��� �	 � �/ 	�	�0���	�	 �	����
�
�! ����	� −y� 	���
��� (wg,−y) = min {(wg,x) |x ∈ En

2 }� ��1� ϑw,t1,t2(x) =
((w,x)− t1) ((w,x)− t2)� #	�� � �	�	� �	 ϑwf ,tf1 ,t

f
2
(±y) > 0 ���
���!� �	(

wf ,−x0
)
< tf1 � 2� 	�����
� ��	������� �� ��������� $� *��� � 	�	1 ���

�����1 ������� 3&4' �	������
���������	 ������ �	 (1, . . . , 1) ∈ {x| (wg,x) > tg2}� +	��
���	 ����	� x�

��� ���	�	
��! ��	��(
wf ,x0

)
= max

{(
wf ,x

) |x ∈ {
x| (wf ,x

)
> tf2

}
∩ {x| (wg,x) < tg1}

}
.

5����	 �������� �	 x0 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n−k

)� ����	�� k < n� 6���	 �����	��

����� �	 wg
j > 0, j = k + 1, . . . , n� �	 ���-� (wg,x0 + 2ej) < (wg,x0)� ���	(

wf ,−x0
)
< tf1 � �	 �	��
���	 ����	� y = x0+2ek+1 � ����	�� z′ = (z1, . . . , zk, 1,

zk+2, . . . , zn)� z
′′ = (−z1, . . . ,−zk, 1,−zk+2, . . . ,−zn)� *���
��� (wg, z′)+(wg, z′′) =

(wg,y)+(wg,−x0) > 2tg2� �	 ���	 	�� � ����	��� z′ �� z′′ �	����
�! � �	���
{x| (wg,x) < tg1}� #	�� ,� �	��� ��! �	������� � ��-� �� 2n−2� �	 �����
������ ���	�� �	�	�� tg2�

���	
(
wf ,−x0

)
> tf1 � �	 �	��
���	 ����	� (y1, . . . , yk,−1, . . . ,−1)� �� yj =

− signwg
j � #	�� (wg,y) = min {(wg,x) |x ∈ En

2 }� . ��	�	�	��� �	���
{x| (wg,x) > tg2} ���
���!� �	 � �/ 	�	�0���	�	 �	����
�! ����	� −y� #	�� � �	�
�	� �	 ϑwf ,tf1 ,t

f
2
(±y) > 0 ���
���!� �	

(
wf ,−x0

)
< tf1 � 2� 	�����
� ��	�������

� ���������
(
wf ,−x0

)
> tf1 � 2	�
��� �����	�� �	
�

{
x| (wf ,x

)
> tf2

}
⊂

{x| (wg,x) > tg2}� #	�� ���������� �������� � ������� ������ �	��

����	������ �	 �	���
{
x| (wf ,x

)
< tf1

}
� . ���1����� 3&4' 	�����!�	%

CardLBTn >
1

2
· 2n−2 · 1

2
CardLTn = 2n−4 CardLTn.

6��� �	������
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CardLTn = 2n
2−nlog2n+O(n), CardLBTn < 2(C+5,45)n+o(n) CardLTn,

lim
n→∞

1

n
log2

CardLTn+1

CardLTn

≥ 2, lim
n→∞

1

n
log2

CardLTn+1

CardLTn

≤ 2, lim
n→∞

log2CardLTn

n2
= 1.
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