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In this paper the general solutions of degenerative systems of differential equations were built.
Necessary and sufficient conditions for the existence were obtain and the solution of degenerative
boundary-value problems were found. The results are illustrated in the example.
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B0(t)
dz

dt
= A0(t)z + f(t), t ∈ [a, b], 	��

lz(·) = d, 	8�

�) A0(t)$ B0(t) . ((n + m) × (n + m))���"��� "�����$ rankB0(t) = n + m − 1
∀t ∈ [a, b]$ J . (m ×m)���"��� ���(� "����!$ f(t) . (n +m)���"��� �)����
*�����!$ !�� "�&�� �����'�� �������7

B0(t) =

[
B1(t) 0
0 J

]
, A0(t) =

[
A1(t) 0
0 A2(t)

]
, f(t) =

[
f (1)(t)
f (2)(t)

]
,

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
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0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0
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A1(t)� B1(t) � (n × n)������	�� A2(t) � (m × m)������	
 �
������ ����	�	��
��� � ����	��� 	�������	��� 	
 ����� ��	����� � A1(t), A2(t), B1(t) ∈ C[a, b]�
detB1(t) �= 0� f (1)(t) � n������	
� f (2)(t) � m������	
 ��������	��� � ��������
C[a, b]� d � (n+m)������	�� �������!� ��� �
� 	
����	� ��������

d =

[
d1
d2

]
,

�� d1 � n������	��� d2 � m������	�� ��
"� �������������� l � "�	��	�� ���
���	�� ��	���	
" �� 	
#�	�� 	
 �������� (n + m)������	��� 	�������	��
	
 ����� ��������	���� l = col(l1, l2)� l : C[a, b] → Rn+m� l1 = col(l11 , . . . , l1n)�
l1 : C[a, b]→ Rn� l2 = col(l21 , . . . , l2m)� l2 : C[a, b]→ Rm� −∞ < a ≤ t ≤ b <∞$
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#� ()* � (+* ,����� �� ����� 	����
����	� ������	�����	� 	
 [a, b] (n+m)������	� ��������	��-

z(t) =

[
x(t)
y(t)

]
,

�� x(t) ∈ Rn� y(t) ∈ Rm� �
  
����"!	�� ������� ()* � �
���� ����� (.*$

�� �������	 
�������� ��
������� ������ ����
����	����� 
������

/� 0"�	��� �����'�	� "�	��	� 	���	����	� ������� ������	��
"!	�� ���	�	! ()*$
1�
����-#� �������� �
����! A0(t)� B0(t) �
 ��������	��� f(t)� ������
 ()*
�� 2��"-��!�� 	
 ��� 	� 
"�'	� ��	
 ��� ��	�� ������� ���	�	!

x′ = B−11 (t)A1(t)x+B−11 (t)f (1)(t); (3*

Jy′ = A2(t)y + f (2)(t). (4*

5
0
"!	�� �� �&� � 	������'�	�� ������	��
"!	�� ������� (3* �
� ��0"��

x(t) = X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds,

�� X(t) � (n × n)������	
 ��	�
��	�
"!	
 �
����� ��������	�� (3* ��	����	��
������� ���	�	!� c̄ ∈ Rn � ����� ����"!	�� ��
"��$

%�����
���� �
����- A2(t) 	
����	�� #�	��

A2(t) =

[
D1(t) D2(t)

a
(2)
m,1(t) D3(t)

]
,

�� D1(t) � ((m − 1) × 1)������	
� D2(t) � ((m − 1) × (m − 1))������	
� D3(t) �
(1× (m− 1))������	
 �
�����$

6��
�
y(t) = col [y1(t), v(t)] , f (2)(t) = col

[
p(t), f (2)

m (t)
]
,

�� v(t) = col(y2(t), . . . , ym(t))� p(t) = col(f
(2)
1 (t), . . . , f

(2)
m−1(t)) � (m − 1)������	�

��������	���$
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v′ = D1(t)y1 +D2(t)v + p(t), ���

0 = a
(2)
m,1(t)y1 +D3(t)v + f (2)

m (t), ���

�	 ��� � �	 ���	�� ������
�� ���	�	
��� �
�� ���
�
� m − 1 �����!�" ��� �
� #	$��%�
� ���	��&

'��!��� ����(��!� ������	
�% ���	�� ���	�	
��� �
�� ���
�
� �)�" �*�

$��	 �� 	��� ��� �
��	

� a
(2)
m,1(t)& +��# �
	�� ��� ��� �����!�&

���� ,	��� a
(2)
m,1(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]& -������� y1 � ���

y1 = − 1

a
(2)
m,1(t)

(
D3(t)v + f (2)

m (t)
)

� ��������� ��#� � ���	�� ���.

v′ =

(
D2(t)− 1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)D3(t)

)
v +

(
p(t)− 1

a
(2)
m,1(t)

D1(t)f
(2)
m (t)

)
. �/�

0�#� �
�� ����(���! ���	�� ���
�
� �/� ��1 ��# ��

v(t) = V (t)c̃+ V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds, �2�

�	 V (t) � ((m− 1)× (m− 1))������
� ��
���	
� �
� ������ ��������
�% �/�
��
����
�% ���	�� ���
�
�" c̃ ∈ Rm−1 � �	!�� ���� �
�� �� ��&

��!�� ��
��" ���	�� �������.

y1(t) = − 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t)c̃−

− 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds− 1

a
(2)
m,1(t)

f (2)
m (t).

�)3�

4$1�
�5�� �2� � �)3� ��	����� ��#� �
�� ����(���! ������	
�% ���	��
���	�	
��� �
�� ���
�
� ���.

y(t)=K(t)V (t)c̃+K(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(t), �))�

�	 K(t) � (m × (m − 1))������
� ������" L(t) � m������
�� �	!�������	��
��# ���

K(t) =

⎡
⎢⎢⎣
− 1

a
(2)
m,1(t)

D3(t)

Em−1

⎤
⎥⎥⎦ , L(t) =

⎡
⎢⎢⎣
− 1

a
(2)
m,1(t)

f (2)
m (t)

0m−1

⎤
⎥⎥⎦ ,

Em−1 � ((m− 1)× (m− 1))������
� ���
��
� ������" 0m−1 � (m− 1)������
��

� ����� �	!�������	��&
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�

�	���
�� 	�
�
� ���� ��� ����
������ ������ a
(2)
m,1(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]� ���	 ����

���
� ������� �����
�	���
�� 	�
�
� ���� ��� ��� (n+m−1)�������� 
�

�	�!" �#�!�#�	� ��$����

z(t)=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

K(t)V (t)c̃+K(t)V (t)

t∫
t0

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. ����

	�	� ���	
 a
(2)
m,1(t) ≡ 0� t ∈ [a, b]� ������	���� �� ����� ���� i� 2 ≤ i ≤ m� ���

����� a
(2)
m,i(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]� �� �!"��� #��$��%&�����' v(t) �	�$����� (����

v(t) = col [u1(t), vi−1(t), u2(t)] ,

�� u1(t) = col (v1(t), . . . , vi−2(t)) ) (i− 2)%#�����	� u2(t) = col (vi(t), . . . , vm−1(t)) )
(m− i)%#�����	 #��$��%&�����*�

+��� $���� ���	

u(t) = col [u1(t), u2(t)] .

,���� ���$��	 ��#���- �.� �� �	��$-�� �	 �#� ���$��� ��#���-/

v′i−1 = a
(2)
i−1,i(t)vi−1 +D5(t)u+ a

(2)
i−1,1(t)y1 + f

(2)
i−1(t), ����

u′ = D7(t)u+D6(t)vi−1 +D4(t)y1 + p1(t), ��0�

	 ���$��	 �1�  	��2�$-�� $	�

a
(2)
m,i(t)vi−1 +D8(t)u+ f (2)

m (t) = 0, ��3�

�� D4(t)� D6(t) ) ((m−2)×1)%#������� D5(t)� D8(t) ) (1×(m−2))%#������� D7(t) )
((m−2)×(m−2))%#�����	 �	$����� p1(t) ) ((m−2)×1)%#�����	 #��$��%&������
#������/

D4(t) = col
(
a
(2)
1,1(t), . . . , a

(2)
i−2,1(t), a

(2)
i,1 (t), . . . , a

(2)
m−1,1(t)

)
,

D6(t) = col
(
a
(2)
1,i (t), . . . , a

(2)
i−2,i(t), a

(2)
i,i (t), . . . , a

(2)
m−1,i(t)

)
,

D5(t) =
(
a
(2)
i−1,2(t), . . . , a

(2)
i−1,i−1(t), a

(2)
i−1,i+1(t), . . . , a

(2)
i−1,m(t)

)
,

D8(t) =
(
a
(2)
m,2(t), . . . , a

(2)
m,i−1(t), a

(2)
m,i+1(t), . . . , a

(2)
m,m(t)

)
,

D7(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(2)
1,2(t) . . . a

(2)
1,i−1(t) a

(2)
1,i+1(t) . . . a

(2)
1,m(t)

���
� � �

���
� � �

���

a
(2)
i−2,2(t) . . . a

(2)
i−2,i−1(t) a

(2)
i−2,i+1(t) . . . a

(2)
i−2,m(t)

a
(2)
i,2 (t) . . . a

(2)
i,i−1(t) a

(2)
i,i+1(t) . . . a

(2)
i,m(t)

���
� � �

���
� � �

���

a
(2)
m−2,2(t) . . . a

(2)
m−1,i−1(t) a

(2)
m−1,i+1(t) . . . a

(2)
m−1,m(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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p1(t) = col
(
f
(2)
1 (t), . . . , f

(2)
i−2(t), f

(2)
i (t), . . . , f

(2)
m−1(t)

)
.

�������� vi−1 � �	
�

vi−1 = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D8(t)u+ f (2)

m (t)
)

� ��������� ���� � �	��� �	���

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)u
′ − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D′

8(t)−
a
(2)′
m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

)
u−

− 1

a
(2)
m,i(t)

(
f (2)′
m (t)− a

(2)′
m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

)
=

=−
(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)−D5(t)

)
u+ a

(2)
i−1,1(t)y1−

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)−f

(2)
i−1(t)

)
,

�	��

u′=−
(

1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t)−D7(t)

)
u+D4(t)y1−

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t)−p1(t)

)
. �	��

��������� �	�� ��
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t) �� ������ �� �	��� ��������

S(t)y1 +R(t)u = H(t), �	 �

�� R(t) ! (1× (m− 2))"������� �����#$� S(t)� H(t) ! �%�&$��� '(�%#�)�

S(t) = a
(2)
i−1,1(t) +

1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t),

R(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
D′

8(t)−
a
(2)′
m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

)
−

−
(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

D8(t)−D5(t)

)
− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t)−D7(t)

)
,

H(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

(
f (2)′
m (t)− a

(2)′
m,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

)
+

(
a
(2)
i−1,i(t)

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)− f

(2)
i−1(t)

)
+

+
1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

(
1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t)− p1(t)

)
.

*�+�� S(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]� �������� y1 � �	 ��

y1 = −S−1(t)R(t)u+ S−1(t)H(t).

����� ���� � �!"#$#% ��&'�( �)��( � *� �� ( + �



��� �� �� ��	
���

��������	
 y1 � �����	� ������ ����� �����	
 �������� (m− 2)���	���
�����	� ��������� ��������� ���� ������

u′ = P (t)u+W (t), ��!�

�� P (t) " ((m− 2)× (m− 2))���	��� 	�����# W (t) " (m− 2)���	��� ��$�
�
���$���%

P (t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)D8(t) +D7(t)−D4(t)S
−1(t)R(t),

W (t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D6(t)f
(2)
m (t) + p1(t) +D4(t)S

−1(t)H(t).

&�'� ���� 
��(��
$ �����	� ������ ��!� 	�) ��' ��

u(t) = U(t)c̃+ U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds, �*+�

�� U(t) " ((m− 2)× (m− 2))���	��� �����	���� ��� 	����� ����
����
, ��!�

��
���
, �����	� ������# c̃ ∈ Rm−2 " ��$�
 �
�� ���� ��� ���

-�$�	 ���
	# 	
��	
 ��������

y1(t) = −S−1(t)R(t)U(t)c̃− S−1(t)R(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ S−1(t)H(t), �*��

vi−1(t) = − 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)U(t)c̃−

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds− 1

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t).

�**�

�.()���/�� �*��# �**� �� �*+� 
����	
 ��'� ���� 
��(��
$ ��
����
, ���
���	� ��������� ���� ������ �0�

y(t) = K1(t)U(t)c̃+K1(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t), �*1�

�� K1(t) " (m× (m− 2))���	��� 	�����# L1(t) " m ���	���� ��$�
���
�����
��' ���

K1(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−S−1(t)R(t)
E1

− 1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)

E2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, L1(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S−1(t)H(t)
0i−2

− 1

a
(2)
m,i(t)

f (2)
m (t)

0m−i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



�������� ��	�
�	�� ���������� �������� 	���� ���

E1(t) = [Ei−2, N ] , L1(t) =
[
NT , Em−i

]
,

Ei−2 � ((i − 2) × (i − 2))�������	
 Em−i � ((m − i) × (m − i))�������	 �������
�	�����
 N � ((i−2)×(m− i))�������	 ������	 �	������ 0i−2 � (i−2)���������

0m−i � (m− i)��������� ������� ���������������

������� �� ����� ��� �	
	�
�� 
���
�	�
�� ������
�� ������� �����
�
�	���
�� 	�
�
� ���� ��� ����
������ �����

�� a
(2)
m,1(t) ≡ 0� t ∈ [a, b]�

�� 	�
�� �	�� i� 2 ≤ i ≤ m� ��� ��� � a
(2)
m,i(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]�

!� a
(2)
i−1,1(t) +

1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) �= 0"

#��	 ������
� ������� �����
�	���
�� 	�
�
� ���� ��� ��� (n+m− 2)�
$������%
� �	�&� �'�&�'�	� �� ����

z(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)c̄+X(t)

t∫
t0

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

K1(t)U(t)c̃+K1(t)U(t)

t∫
t0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. �� �

	� 
������ ���������� ��������� �������� ����� !���� �" �������
�����# ��	����# "	�	�# ��� � ��� ��"$������ ��������� ��	���� "	�	�%

B0(t)
dz

dt
= A0(t)z,

lz(·) = 0.

��&�

'�� ��$�
 (�) ��"�*�"�� z(t) ������� ��� )�� ��"�*�"��� ��	����+ "	�	� ��� �
��� ���),���� � ����	���� "	���������� ��	���� ������

-��������� �� ����������$� ��"����
 � "	��.����� ��� "�	���� a
(2)
m,1(t) ��"�

$������ ��	 ���	����
	��� /�,	� a

(2)
m,1(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]� !����	���#� ��"�*�"�� z(t) ��$���� ���� �

��	���� ����� ��� ����.��� 	�$�)�	+�� �������� c̄ ∈ Rn � c̃ ∈ R(m−1) �������
" ((n+m)× (n+m− 1))��������# �	�����# D

D

[
c̄
c̃

]
=

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
, ��0�

�� D =

[
Q 0
0 G

]
, Q = l1X(·), G = l2K(·)V (·),

l1x̃(·) = l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠ ;

����� ���� � �!"#$#% ��&'�( �)��( � *� �� ( + �



��� �� �� ��	
���

l2ỹ(·) = l2

⎛
⎝K(·)V (·)

·∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+ L(·)

⎞
⎠ .

��������� ��	
��� ����� rankD = n1 < n + m − 1� ��	
� �
	�� � ����
���������� ������� ���� ��	� ��� !"���# ��	
 
 �
�$%� ��	
� %���  �%���&�$�"
��� �

PD∗

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
= 0, ��'�

	� PD∗ ( ((n + m) × (n + m))) ��
��� �����*" �����+���%����� "%� +���%��&
+����
� Rn+m �� ���$)+����
� N(D∗) �����*
 D∗,

PD∗ : Rn+m → N(D∗), N(D∗) = PD∗Rn+m,

+������

PD∗ =

[
PQ∗ 0
0 PG∗

]
,

PQ∗ ( (n× n)) ��
����� PG∗ ( (m×m)) ��
���� ����+���%���� �����*$ Q∗ ��
G∗  
	+� 
	���

����� rankPD∗ = n + m − n1 = k� ��	
 ��� � ��'� �%��	�&�$�" � k �
�
���
������-��� ��� 
 ((n+m)× (n+m))) ��
��� �����*# PD∗  ��'� ��-�� ���
)
���� (k × (n+m))) ��
���# �����*�# PD∗

k
� "%� �%��	�&�$�" 
� +� ��� �������

k �
�
��� ������-��� �"	%
 �����*
 PD∗ � +������

PD∗
k
=

[
PQ∗

k1
0

0 PG∗
k2

]
,

	� PQ∗
k1

( (k1× n)) ��
���� PG∗
k2

( (k2×m)) ��
��� �����*
� "%
 �%��	�#�$�" 
�

+� ��� ������ k1 �� k2 �
�
��� ������-��� �"	%
 �����*$ PQ∗ �� PG∗  
	+� 
	)
���

��	
� �����
	�� 
 	������" ��� � ��� !"�����
 ����������� ������� ���� ��)
+�.��$�" �  ��"	


PD∗
k

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
= 0. ��/�

0%1� ��� � ��/�  �%���&�$�"� �� ������� ���� ��& r)+����������� (r =
= n+m− 1− n1) �
�!# ��� !"�%
  ��"	�[

c̄
c̃

]
= PDr

[
c̄r1
c̃r2

]
+D+

[
d1 − l1x̃(·)
d2 − l2ỹ(·)

]
,

	� D+ ( &	��� +�� 	��������� �� 2����)3�������� 	� D �����*"4 PDr ( ((n+
m)×r)) ��
��� �����*"� "%� �%��	�&�$�" � r �
�
��� ������-��� ��� +*
 ((n+
m − 1) × (n + m − 1))) ��
���� �����*
 PD� "%� & ����+���%����� � +�������
Rn+m−1 �� ���$)+����
� N(D) �����*
 D,

PD : Rn+m−1 → N(D), N(D) = PDR
n+m−1,

+������

D+ =

[
Q+ 0
0 G+

]
, PDr =

[
PQr1

0
0 PGr2

]
,

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



�������� ��	�
�	�� ���������� �������� 	���� ���

Q+� G+ � ����� �	
����
��
�� �� �������
������� �� Q �� G ������� ����
�������� PQr1

� (n × r1)��������� PGr2
� ((m − 1) × r2)�������� �������� ���

	��������	� � r1 �� r2 ������� �
���
��� 	������� (n × n)��������! �������
PQ �� ((m− 1)× (m− 1))��������! ������� PG � � �������
������� ������� Q
�� G ����������"

���	������#� �����
�� ���	����� c̄ �� c̃ � $%&' ��
����� ��(������ ����)����
�������! ����#� $%' � $*'

z(t, c̄r1 , c̃r2) =

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)PQr1
c̄r1 +X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

K(t)V (t)PGr2
c̃r2+K(t)V (t)

t∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds−

−K(t)V (t)G+l2

⎛
⎝K(·)V (·)

·∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)

⎞
⎠+

+L(t) +K(t)V (t)G+d2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
$&+'

������� �� ����� ��� 	
������� �����	�� ������ $%' � $*' 	
���������
���	


��a
(2)
m,1(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]�

��rankD = n1 < n+m− 1�
 ��� ����������� 	
������ �����	� ������ $%' � $*' !��� ���	"����� ���� �

�����
 ����� ���
 	
����#���� ���	�

PD∗
k

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 − l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

d2−l2

⎛
⎝K(·)V (·)

·∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)

⎞
⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=0, $*,'

� $�
 %���� �����	� ������ $%' � $*' ��# r&$�������
��� ���"� ������� ����&
���
� ���	"����	 	
'���� $&+'�

	�
������� ������
� -
 �� rankD = n1 = n + m − 1" .��� �������
��� ������� ����#� $&/' ��� ������ ����������� ����)����� ���� �
���������
������� ����#� $%' � $*' ��
 ����)����� ���� � ������ ����� ���� ���������	�

����� ������ � !"#"$ ��%&�' ()��' ��*� (( ' + (



��� �� �� ��	
���

����� ���	 
 �� ����� ����� ���� ��������� ������

z(t) =

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)

t∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds+

+X(t)Q+d1 −X(t)Q+l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

K(t)V (t)

t∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds−

−K(t)V (t)G+l2

⎛
⎝K(·)V (·)

·∫
a

V −1(s)

[
p(s)− 1

a
(2)
m,1(s)

D1(s)f
(2)
m (s)

]
ds+L(·)

⎞
⎠+

+L(t) +K(t)V (t)G+d2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
���	

������� �� ����� ��� 	
������� �����	�� ������ ��	 � ��	 	
���������
���	


��a
(2)
m,1(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]�

��rankD = n1 = n+m− 1�
 ��� ����������� 	
������ �����	� ������ ��	 � ��	 ���	!���� ���� � �����


����� ���
 	
����"���� ���	� ���	� #�
 $���� �����	� ������ ��	 � ��	 ��"
"�
�
� ���	!���� 	
%���� ���	�

	�
� � ������� ��� a
(2)
m,1(t) ≡ 0� t ∈ [a, b] �� 
���� �
�� i� 2 ≤ i ≤ m� ���

����� a
(2)
m,i(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]� �������� ������
 �
 �
��������! "��#����$�

%� �� �
��������
 ��������� ������ �&'	 � ������� ����� �&	 � ����(����
����)��* �� �
������ c̄ ∈ Rn 
 c̃ ∈ R(m−2) ������ � ((n + m) × (n + m − 2))+
��
���, ������, D-

D =

[
Q 0
0 Ḡ

]
, Ḡ = l2K1(·)U(·),

l2ỹ(·) = l2

⎛
⎝K1(·)U(·)

·∫
a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)
⎞
⎠ ,

��#���� �� ���������
�� �����# �������� ����� ��������!

������� �� ����� ��� 	
������� �����	�� ������ ��	 � ��	 	
���������
���	


�� a
(2)
m,1(t) ≡ 0� t ∈ [a, b]�

�� ����" $��� i� 2 ≤ i ≤ m� ��� ���%� a
(2)
m,i(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]�

&� a
(2)
i−1,1(t) +

1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) �= 0�

���� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �



�������� ��	�
�	�� ���������� �������� 	���� ���

��rankD = n2 < n+m− 2�
���� �	����
���� �
���	�� �
����� ������ ��� � ��� ���	 
��������� ���� �

����� ����� ��� ���������� �����

PD∗
k

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

d1 − l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

d2 − l2

⎛
⎝K1(·)U(·)

·∫
a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)
⎞
⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0, ����

�	 PD∗
k

� (k × (n+m)) ���
�� ���
!� "�
��#
�	���
�$

PD∗
k
=

[
PQ∗

k1
0

0 PḠ∗
k2

]
,

#
 !���� �
����� ������ ��� � ��� ��� r #�
��	�
��� (r = n + m − 2 − n2)
����� ������� �	���	��% 
��������� �&����

z(t, c̄r1 , c̃r2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)PQr1
c̄r1 +X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

K1(t)U(t)PḠr2
c̃r2 +K1(t)U(t)

t∫
a

U−1(s)W (s)ds−

−K1(t)U1(t)Ḡ
+l2

⎛
⎝K1(·)U(·)

·∫
a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)
⎞
⎠+

+L1(t) +K1(t)U(t)Ḡ+d2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

�	 D+ � ���� #�	�����	
�	�� �� '�
�� (	�
����� �� D ���
!�) PDr � ((n+
m)× r) ���
�� ���
!� "�
��#
�	���
�$

D+ =

[
Q+ 0
0 Ḡ+

]
, PDr =

[
PQr1

0
0 PḠr2

]
.

������� �� *	%�� ��� �
���	��+ �
�����+ ������ ��� � ��� ����������
����

,� a
(2)
m,1(t) ≡ 0� t ∈ [a, b]�

-� ����� !��	 i� 2 ≤ i ≤ m� ��� ���&� a
(2)
m,i(t) �= 0 ∀t ∈ [a, b]�

.� a
(2)
i−1,1(t) +

1

a
(2)
m,i(t)

D8(t)D4(t) �= 0�

����� ������ � !"#"$ ��%&�' ()��' ��*� (( ' + (



��� �� �� ��	
���

��rankD = n2 = n+m− 2�
���� �	����
���� �
���	�� �
����� ������ ��� � ��� 
�������� ���� � �����

����� ��� ���������� ����� ����� �
 ����� �
����� ������ ��� � ��� ���
���� 
�������� � ����

z(t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X(t)Q+d1 +X(t)

t∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds−

−X(t)Q+l1

⎛
⎝X(·)

·∫
a

X−1(s)B−11 (s)f (1)(s)ds

⎞
⎠

K1(t)U(t)

t∫
a

U−1(s)W (s)ds−

−K1(t)U(t)Ḡ+l2

⎛
⎝K1(·)U(·)

·∫
a

U−1(s)W (s)ds+ L1(·)
⎞
⎠+

+L1(t) +K1(t)U(t)Ḡ+d2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

���	
��������� �	
����� �
�������� �� ������	��

�������� �������
�� ����	�
�� ������� ��	� �⎛
⎜⎜⎝

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ dy

dt
=

⎛
⎜⎜⎝

1 0 1 2
2 −1 3 1
1 1 2 0
0 2 −1 1

⎞
⎟⎟⎠ y +

⎛
⎜⎜⎝

8t+ sin t
2 sin t
sin t
2t

⎞
⎟⎟⎠ , ����

ly(·) = y(0)− y(
π

2
) =

⎛
⎜⎜⎝

π + 1
π
2π
π

⎞
⎟⎟⎠ . ��!�

"���	
�� ����#���� ����	�
��$ ��
�� 	�%
�
�&������' ������� �����

(������ a
(2)
41 (t) ≡ 0) ���� i = 2) 	�� ����� a

(2)
42 (t) �= 0) S(t) =

1

2
�= 0) �� �����

����	�� ���� *����&� D4) D5) D6) D7) D8 �� �
����+%���&�� p1(t) ��������
�����	,

D4 =

(
2
1

)
, D5 =

(
1 2

)
, D6 =

( −1
1

)
,

D7 =

(
3 1
2 0

)
, D8 =

(−1 1
)
, p1(t) =

(
2 sin t
sin t

)
.

-�� ���'�	�
��� ����#���� ����	�
��$ ��
�� 	�%
�
�&������' ������� ����
�����.�� ������ %��	��
������� �����&/ �������$ ��� ����$ ��
�� 	�%
+
�
�&������' �������

du

dt
=

1

2

( −3 −5
1 −5

)
u−

(
4 + 27t
2 + 15t

)
.

���� ������ ������� ������ � ��� ��!� �� � " �



�������� ��	�
�	�� ���������� �������� 	���� ���

���� ��� ��	
��

U(t) =

⎛
⎜⎝

1

2
e−2t(2 cos t+ sin t) −5

2
e−2t sin t

1

2
e−2t sin t

1

2
e−2t(2 cos t− sin t)

⎞
⎟⎠ ,

� ��������� �� ��� �

U−1(t) =

⎛
⎜⎝

1

2
e−2t(2 cos t− sin t)

5

2
e−2t sin t

−1

2
e−2t sin t

1

2
e−2t(2 cos t+ sin t)

⎞
⎟⎠ .

����� �	���� �����
� ����� ��

K1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 −2

1

2
−1

2

1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, L1(t) =

⎛
⎜⎜⎝
−2− 14t− sin t

−t
0
0

⎞
⎟⎟⎠ ,

������ ������ � ��	�
!��" ����#���$ ���������� ��� ��� �������%��
!��&
������! ����

y(t) =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2e−2t(cos t+ sin t)c̃1 − 2e−2t(cos t− 3 sin t)c̃2 +
8

25
e−2t(cos t− 43 sin t)−

− sin t+
62

5
t− 58

25

1

2
e−2t cos tc̃1− 1

2
2e−2t(cos t+2 sin t)c̃2+

2

25
e−2t(21 cos t+22 sin t)− 2

5
t− 42

25

1

2
e−2t(2 cos t+ sin t)c̃1 − 5

2
e−2t sin tc̃2 − 2

5
e−2t(4 cos t− 13 sin t)− 6t− 8

5

1

2
e−2t sin tc̃1+

1

2
e−2t(2 cos t−sin t)c̃2− 2

25
e−2t(22 cos t−21 sin t)− 36

5
t+

44

25

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

����� ����"���� �� ���&������� ����#��$� ���������� $��"���� ����'� �����
��(�) *� ��%� Ḡ� �� �����$ ��� PḠ� PḠ∗  � �������������� �� ��%� Ḡ+ ��� !
��	
��

Ḡ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2e−π − 2 −6e−π − 2

1

2
e−π − 1

2

−1

2
e−π + 1

5

2
e−π

−1

2
e−π

1

2
e−π + 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

����� ���� � �!"#$#% ��&'�( )*��( � +� )) ( , )



��� �� �� ��	
���

PḠ∗ =
1

18

⎛
⎜⎜⎝

2 0 4 4
0 12 −6 6
4 −6 11 5
4 6 5 11

⎞
⎟⎟⎠ , PḠ = 0,

Ḡ+ =
1

18(e−2π + 1)

⎛
⎝8e−π − 4 18e−π + 6 16e−π + 7 −20e−π − 5

−4 6e−π − 6 6e−π − 5 −6e−π + 7

⎞
⎠ .

��������� �	
��
	� ���	����	� ������� ������ ���� 
��������� � ������

ỹ(t) = K1(t)U(t)

t∫
0

U−1(s)W (s)ds+ L1(t).

����� �	 �	

ỹ(t) =
1

25

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

8e−2t(cos t− 43 sin t)− 25 sin t+ 310t− 58

2e−2t(21 cos t+ 22 sin t)− 10t− 42

10e−2t(4 cos t+ 13 sin t)− 150t− 40

2e−2t(−22 cos t+ 21 sin t)− 180t+ 44

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

lỹ(·) = lỹ(0)− lỹ(
π

2
) =

1

25

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

344e−π − 155π + 33

−44e−π + 5π − 42

−130e−π + 75π + 40

−42e−π + 90π − 44

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

�������� rankḠ = 2� �	 k2 = m− rankḠ = 2 �

PḠ∗
2
=

1

9

(
1 0 2 2

0 6 −3 3

)
.

!��������	 ���	���� ��	�� ��"�

1

9

(
1 0 2 2

0 6 −3 3

)⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
⎛
⎜⎜⎝

π + 1
π
2π
π

⎞
⎟⎟⎠− 1

25

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

344e−π − 155π + 33

−44e−π + 5π − 42

−130e−π + 75π + 40

−42e−π + 90π − 44

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ = 0.

����� ��	�� 	��	�	�����	��� ���	������# �������� �� ����	 �������$���

���� ������ ������� ������ � ��� ��!� �� � " �



�������� ��	�
�	�� ���������� �������� 	���� ���

�������� 	� 
����� �������� ������� ������ ����� ���� ���� ��	� ������

y(t) =
1

25(e2π + 1)
×

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

20(9e2π−17eπ)πe−2t cos t−20(17e2π+9eπ)πe−2t sin t− 25(e2π+1) sin t+

+310(e2π+1)t−58(e2π+1)

5(4e2π+13eπ)πe−2t cos t+5(13e2π−4eπ)πe−2t sin t−10(e2π+1)t−42(e2π+1)

−25(e2π−6eπ)πe−2t cos t+25(6e2π+eπ)πe−2t sin t−150(e2π+1)t−40(e2π+1)

−5(13e2π−4eπ)πe−2tcos t+5(4e2π+13eπ)πe−2tsin t−180(e2π+1)t+44(e2π+1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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