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In this paper we study a property of matrix representations for a natural class of semigroups
generated by idempotents.
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e0ei = eie0 = 0 �'& i ∈ I ∪ 0�0
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�������� �	������� �	�����	��� n ���������� S = S(I, J) ∈ I ��� (�'��
k " �� 
*+���� *�+�'���+� �*��#���& ���-�#��+� *�)-�$���& ��(�+-�(�� ��)�-
���-��� -�*��-� n × n M = {M(ei) | i ∈ I ∪ 0} * �'�������� �* k% �����% 6�
�����7���& �����(�� ����/

�� M(e0) = 00

�� [M(ei)]
2 = M(ei) �'& ���'���+� i ∈ I0

1� M(ei)M(ej) = 0 �'& ���'���� (�-� (i, j) ∈ J �

���-&#� (-� ���-�#�� *�)-�$���& M ��(�+-�(� S(I, J)% �� )����� ��*����
'�.� ���-��� M(ei) �'& i �= 0�

��������������� ��������� �	������ M = {M(ei) | i ∈ I} � N = {N(ei) |
i ∈ I} ��(�+-�(� S(I, J) �*��#�2 �������& �)�-����� ���-��� C% �����% 6�
M(ei) = C−1N(ei)C �'& ��! i ∈ I�
��$��� ��(�+-�(� S = S(I, J) ∈ I 
�)�% 6� �� $ ����% (�-� (I, J)� (�������

� ��(�������� ����� �-�2������� +-�8 Λ = (Λ0,Λ1) * ���$���7 �-.�� Λ0 �
���$���7 ��-�'�� Λ1/ Λ0 = E(I) = {ei | i ∈ I}% � Λ1 ��'���2���& *� ��-�'�� ei →
ej% �� (i, j) (-�)�+�2 ���$��� J � ,�*��#��� ��� +-�8 #�-�* Λ = Λ(I, J) = Λ(S)�
,-��� ��'� �$'��.� -�'� )��� +-��� �-�2������� +-�8 Λ = Λ(I, J) =

Λ(S) * ���$���7 �-.�� Λ0 �� ���$���7 ��-�'�� Λ1% &��� �*��#�2���& 
����� �(���)/ Λ0 = Λ0% � ei → ej ��'�$��� Λ1 ���� � '�.� ����% ��'� ei → ej
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�� �������� Λ1 	 
�� ���� i �= j� ������ ������� �	�������� ���� Λ �
�
������� ����� Λ � 
��� �	������� ����� ��� 
����� ���� ����
�	������� ������ ���� �� ��� ���	�� ������� a→ a 	 ��� � � ���	 ���
���	��� a→ b ��� ��	����! ������ a 	 b �= a"�

# ������ $ ��
	����
� S ∈ I ����� � �	����%����� 
 ����� 	�
�������! �	�������! ����	��

& �����	 '() ��� ������� $ ��
	����
� S = S(I, J) ��	� ���� ��	 	 ����
��	� ��� ���� Λ(S) �����	 ��� ���� �� �	����� �	�������! ����	�"�

*�����% A ∈Matn×n(k) ������ ����� ����	
����
�� ��$ x2 �� �	����
++ �	�	������� ��� ��� mA(x)�

���� �� ���	���� ���	��� P � ����� ����	
����
� �
�� � ���� �
���
�
�� �
�� �
����� �	���� ���� ����	
����
� ���	��� A � ����
�
� ���	��� B
����	��� A ��
 B �
�� ���� ����
�
� 	
���	�
���� 

���������� ,����� �
 ���� ������	���� -�!�� 	���� ����� �������

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

����� $ ���������� ����� �� �	��	���

P = X−1QX =

(
X11 X12

X21 X22

)−1 (
A 0
0 B

)(
X11 X12

X21 X22

)
,

�� A . ���������� �������� � B = 0 �������� ������	 X �������� � ��/
������ ������	 Q"� ,������ $ ������� P ����� �����������

0� �	�� ������ ������������ ������������� ������� 	� �	�	��+ ��/
����� ��� �������! 
������"� ��� ���������+ ������	 A ���	����	 d ≥
1 ���������� mA(0) �= 0 ����� ��$ mA(x) = α0 + α1x + . . . + αs−1xs−1 +
xs� � �	�����  ��� α0 �� ��	��%� ���%"� *	�	������� ��� ���� �����+
������	 B � mB(x) = x� #��	���� 
�	��	 ������	 ��%�� �����	 �	�	�����	
��� ����� � �	�	������� ��� ��� 
���+ ���� ������� ��	��%� ������/
��� �
	����� ������� +! �	�	������! ��� ���	� �������� � ����� ��/

���� mA(x) �� mB(x) �� ��%�� �
	����! �	�	���! ������	�"� �

mP (x) = mQ(x) = mA(x)mB(x) = (α0 + α1x+ . . .+ αs−1xs−1 + xs)x =

= α0x+ α1x
2 + . . .+ αs−1xs + xs+1.

1�	��� ��� ���	��	��% α0 �= 0" ��
������ $ x2 �� �	���� mP (x)� #���� ��	��
��� ���� ������� P � ����� ���������%�

2�
�� ������ ���!	��	��� ���������� �	�+ ����� -�!�� ������� P ∈
Matn×n(k) ����� ����������� 3	��� $ ��	���� ������� 
�	��� 
���	�
���	 ���������+ �� �	��
�����+ �������� ��	 	���� ���� ���������� ���/
����

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

$ ���������� ����� �� �	��	���

P = X−1QX =

(
X11 X12

X21 X22

)−1 (
A 0
0 B

)(
X11 X12

X21 X22

)
,
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�� A � �������	��
� 
 B � ����������
 �
������ ��������� �� B = 0�
�� �	� ��
���
��� ����� �����
���� �������� �������	���� �
�����

A �
 ����� mA(x) = α0 + α1x + . . . + αs−1xs−1 + xs� �� α0 �= 0� !� �������
��� �
������� "���� #���
�
 �����
 � �� ����������
 �
����� B ����$�

������ ���� ����� #���
�
 �  ����� �
���� ��
������ 0� %��� �����
����
�������� �� B �
 ����� mB(x) = xp� �� p &1 ≤ p ≤ n' ������( �
�$��)���
������� ������ #���
�
 � �
���� ����� 0�

%
��� ������ �� �
����� P �����
���� ����������  

mP (x) = mQ(x) = mA(x)mB(x) = (α0 + α1x+ . . .+ αs−1xs−1 + xs)xp =

= α0x
p + α1x

p+1 + . . .+ αs−1xp+s−1 + xp+s.

* ������� P �
�	� �������	��
 &��$�� x2 � mP (x)'� �� �����
 ��� �� p < 2
&
 �
��� p = 1'� +�	�� mB(x) = x� ������ �����
 � �� B = 0�

,��
 - �������
�

!� ���
������� � ��$��
. /01 � /21 ����
���� "���� �
������. ��$�
	���
���������. �
������� S(I, J) ∈ I �����
 �
�� �����	�����

������� �� ���� S = S(I, J) � ����	
��� ��������� �� I � M = {M(ei) |
i ∈ I} � �� ������
 �������
 �����	�
 ������
��� ��� ���
� k� �� �������
P =

∑
i∈I M(ei) � �� �
 �
�����
��!"

3 ��� ��
��� �� �������� ��� "
�� $�������������

	� 
������ �������� ��������� ������� - $����� ��������� �
 �����4
�� ( �� n� �� n = |I|�

#��� ��������" 5�.
� n = 1� ���� ���� �)� ���
 �
�������
 S = S(I, J) ��
I� � ���
 �
 ����� S = 〈0, e1 | e21 = e1〉� 6� ��� ����
��� ��
" Λ(S) ��
�
 ����
�)� � ���� � ���)��� e1 � �� �
 ������� ������� �
������ ��$�
	���� M
�
�������� S(I, J) ��
�
 ���� � ���� � �
����� M = {M(e1)}� ��� ����� ��4
���� ���� ���������)���� [M(e1)]

2 = M(e1)� !� ������� ��� �
������� "����
#���
�
 $������������ �����
 � �� �
����� M(e1) ����$�
 �
�����

A0 =

(
E 0
0 0

)
, &-'

�� E � �������
 �
������ %�$�� ���� �$�����
 �
�����

X =

(
X11 X12

X21 X22

)
,

�
�
� �� ������ ���� �
�����
 ��������

M(e1) = X−1A0X =

(
X11 X12

X21 X22

)−1 (
E 0
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
.

%
��� ������ �
����� P = M(e1) ����$�
 ������ ���� �������	���� &���4
������' �
 ������� �
������ 
� ��	�� �
 ���( - P  �
�	� �������	���(� ��
� �������� $
�� ���������

$�����
��� ��������" 5�.
� n � ������� �
���
��� ����� 7����������
�� �� $���4���� ���������� �
�������� S(I, J)� ��
 �����	��
 ����������
��

����� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �
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e0, e1, . . . , en � ��� �����	�
��� ���� Λ(S) ��� n ������� ����������� ��������
��� ��������

���� �����	�
�  �������� !� ������� ����������� �	� |I| = n + 1� "�#��
S = S(I, J) ∈ I $ ����	��� ����
���� ��%�����%�� %�������� ����%��������
e0, e1, . . . , en+1� � �����	�
��� ������������ ������ Λ(S)� &�������� !� �	�
����	����� ����������� ��'������� M = {M(ei) | i = 1, . . . , n + 1} ��%�����%�
S(I, J) ��� %�	�� k ������� P =

n+1∑
i=1

M(ei) � ����� �����������(�

)� ����
����� �����
���� ��'������� ��%�����%� S(I, J) �� I ����� ����
�%������������* [M(ei)]

2 = M(ei) �	� ���# i = 1, . . . , n+ 1 � M(ei)M(ej) = 0 �	�

���# %�� (i, j) ∈ J � &��	����� A1 = M(e1), . . . , An+1 = M(en+1)� ���� P =
n+1∑
i=1

Ai�

+%�
���� ���#����� � ����� Λ(S) ���� �������� � ���, �� ��#����� �����,
����	�� �� ��	� ����	�
����� ����� Λ(S) #�
� ' ���� ���� ������� ������
������ "�#�� ������� el (1 ≤ l ≤ n+ 1) ������	���� �( ������
 �	� ����	����� %����%�����%� S ′ ��%�����%� S� ��� %�������� ��������

e′0, e
′
1, . . . , e

′
n� �� e′0 = e0, e′1 = e1, . . . , e′l−1 = el−1, e′l = el+1, . . . , e

′
n = en+1�

-
������� !� ���� Λ(S ′) �%��%���� � ������ Λ(S) \ el� � ��'�� ������� T =
{T (e′1), . . . , T (e′n)}� �� T (e′1) = A1, . . . , T (e

′
l−1) = Al−1, T (e′l) = Al+1, . . . , T (e′n) =

An+1� � �����
��� ��'�������� ��%�����%� S ′�
)� %��%�!����� �������, �	� �����
���� ��'������� T ��%�����%� S ′ ����

���� P ′ =
n∑

i=1

T (e′i) = A1 + . . . + Al−1 + Al+1 + . . . + An+1 = P − Al � �����

�����������(� .��� � 	��� / ��%	����� !� ����� �'������ �������

X =

(
X1 X2

X3 X4

)
,

����� !� ����������� �����
�� ��������

P ′ =
(

X1 X2

X3 X4

)−1(
P0 0
0 0

)(
X1 X2

X3 X4

)
, �0

�� P0 $ ����������� �������� &�� ����� ������� Al ��'��� ������ ���	���*

Al =

(
X1 X2

X3 X4

)−1 (
B1 B2

B3 B4

)(
X1 X2

X3 X4

)
. �1

-���	��� � ����� Λ(S) � ������� el �� ��#����� �����, ����	�� �� ��	�
��'��� ���, �������� �� AlAj = 0 �	� ���# j ∈ I \ l� )������� �����������
�%������������ Al

(∑
j∈I\l Aj

)
= 0 ��'�� !� �� � ����� AlP

′ = 0� )������ ����

#���(
� �������� �0 � �1� ��%	����*(
X1 X2

X3 X4

)−1 (
B1 B2

B3 B4

)(
P0 0
0 0

)(
X1 X2

X3 X4

)
=

(
0 0
0 0

)
.

 ��������� �( �������� �	��� �� X � �%���� �� X−1� ��������� �%��	� %����
�������� ������� ��������(

B1P0 0
B3P0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

����� ���� � �!"#$#% ��&'�( )*��( � +� )) ( , )



��� �� �� ��	�
��

� ���� �����	
�� ������ P0 ����������� ���	���� �� B1 = B3 = 0� ����
������ ������ Al �� ��� ����� �� ���	�� 

Al =

(
X1 X2

X3 X4

)−1 (
0 B2

0 B4

)(
X1 X2

X3 X4

)
. �!�

"���� ������������ �� � �������� A2
l = Al ���	��� B2

4 = B4#  ��� $%	�
������� ����� ����������� ������ ����$� ������ A0 ����� �&��� '����
���%� �$����� ������

Y =

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
,

��� �� �����%��
�� ������ �������


B4 = Y −1A0Y =

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)−1 (
E 0
0 0

)(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
. �(�

)���	����� �	� ��% �����* 

Z =

(
E 0
0 Y

)
=

⎛
⎝ E 0 0

0 Y1 Y2

0 Y3 Y4

⎞
⎠ .

+�� ����������� ����	
�� �����������* � ������ Y � ����� ��,��%*�� ���-
����
 �(�� �������� ��� �������
 $	�����, �����
� ���%��� 

Z

(
0 B2

0 B4

)
Z−1 =

(
E 0
0 Y

)(
0 B2

0 B4

)(
E 0
0 Y −1

)
=

=

(
0 B2Y

−1

0 Y B4Y
−1

)
=

(
0 B2Y

−1

0 A0

)
,

������ ���,��%*�� ���	�� ����
 A0 � Z � ������.� B2Y
−1 � C� ���	���

(
0 B2

0 B4

)
= Z−1

(
0 C
0 A0

)
Z =

=

⎛
⎝ E 0 0

0 Y1 Y2

0 Y3 Y4

⎞
⎠
−1⎛

⎝ 0 C1 C2

0 E 0
0 0 0

⎞
⎠

⎛
⎝ E 0 0

0 Y1 Y2

0 Y3 Y4

⎞
⎠ . �/�

0� ���� �

Z

(
P0 0
0 0

)
Z−1 =

(
E 0
0 Y

)(
P0 0
0 0

)(
E 0
0 Y −1

)
=

(
P0 0
0 0

)
,

������ ���	���

(
P0 0
0 0

)
=

⎛
⎝ E 0 0

0 Y1 Y2

0 Y3 Y4

⎞
⎠
−1 ⎛

⎝ P0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎠

⎛
⎝ E 0 0

0 Y1 Y2

0 Y3 Y4

⎞
⎠ . �1�

����� ������ ������� ������ ����� �� � �� � ! �
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���������	� 
������� �� � ��� ���
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