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РIВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З ВИПАДКОВИМИ
ПОЧАТКОВИМИ УМОВАМИ З ПРОСТОРIВ ОРЛIЧА Lp(Ω)

The condition of application of the Fourie method to heat equation with strictly Orlicz random
initial conditions from Lp(Ω) spaces is investigated.

Робота мiстить умову застосування методу Фур’є до рiвнянь теплопровiдностi коли початковi
умови є строго Орлiчевi випадковi процеси з Lp(Ω).

Вступ. В роботi знайдено умову застосування методу Фур’є до рiвнянь те-
плопровiдностi з випадковими початковими умовами. Робота є продовженням
роботи [4], результати якої використовуються для отриманням умов застосува-
ння методу Фур’є для тiєї ж задачi, коли початковi умови є строго Орлiчевi
випадковi процеси з Lp(Ω). Наведено приклади.

1.Випадковi процеси з простору Орлiча

Означення 1. [1] Парна неперервна опукла функцiя U(x) така, що U(0) =
0, U(x) 6= 0 при x 6= 0 називається С-функцiєю.

Нехай {Ω,=, P} стандартний iмовiрнiсний простiр.

Означення 2. [2] Простором Орлiча LU(Ω) випадкових величин, поро-
дженим С-функцiєю U(x), називається такий простiр випадкових величин
ξ(ω) = ξ, ω ∈ Ω, що для кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує така константа rξ, що
EU( ξ

rξ
) < ∞.

Простiр Орлiча LU(Ω) є Банаховим простором вiдносно норми

‖ ξ ‖LU
= inf{r > 0 : EU(

ξ

r
) ≤ 1}. (1)

Означення 3. Процес X(t) = {X(t), t ∈ T} належить простору Орлiча
LU(Ω), якщо для всiх t ∈ T випадкова величина X(t) належить LU(Ω).

Означення 4. С-функцiя U пiдпорядкована С-функцiї V , U ≺ V , якщо
iснують x0 ≥ 0 та С>0, що при |x| > x0 має мiсце нерiвнiсть U(x) ≤ V (cx).
С-функцiї U(x) та V (x) еквiвалентнi, якщо U(x) ≺ V (x) та V (x) ≺ U(x).

Означення 5. [3] Нехай U(x) С-функцiя така, шо V (x) = x2 пiдпорядко-
вана функцiї U(x). Сiм’я випадкових величин ξ з простору Орлiча (Eξ = 0)
називається строго Орлiчевою, якщо iснує стала C∆, що для скiнченного чи-
сла ξi ∈ ∆, i ∈ I i для будь-якого λi ∈ R1, виконується нерiвнiсть

‖
∑
i∈I

λiξi‖LU
≤ C∆(E(

∑
i∈I

λiξi)
2)1/2.

Означення 6. Випадковий процес x = {x(t), t ∈ T}, (x ∈ LU(Ω)) називає-
ться строго Орлiчевим, якщо сiм’я випадкових величин x = {x(t), t ∈ T} – є
строго Орлiчевою. Випадковi процеси x = {x(t), t ∈ T} та y = {y(t), t ∈ T}
називаються сумiсно строго Орлiчевими, якщо сiм’я випадкових величин x =
{x(t), y(t), t ∈ T} являється строго Орлiчевою.
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Означення 7. [1] Для C-функцiї U виконується умова g якщо iснують
такi константи z0 ≥ 0, k > 0, та A > 0, що для всiх x ≥ z0 та y > z0

виконується нерiвнiсть
U(x)U(y) ≤ AU(kxy).

Зауваження 1. Якщо U(x) = |x|p, p ≥ 2, то для U(x) виконується умова g
(z0 = 0, A = 1, K = 1), крiм того, функцiя U(x) = |x|2 при p ≥ 2 пiдпорядкована
функцiї |x|p.

2.Постановка задачi та основнi результати
Розглянемо крайову задачу для параболiчного рiвняння з двома незалежни-

ми змiнними: 0 ≤ x ≤ π, t > 0

∂

∂x

(
p
∂V

∂x

)
− qV − ρ

∂V

∂t
= 0, (2)

V (0, t) = 0, V (π, t) = 0, (3)

V (x, 0) = ξ(x), (4)

де ξ(x) - випадковий процес з простору Орлiча LU(Ω).
Функцiї p = (p(x), x ∈ [0, π]), q = q(x), x ∈ [0, π], ρ = (ρ(x), x ∈ [0, π]) задо-

вольняють умови:

1) p(x) > 0, q(x) ≥ 0, ρ(x) > 0, x ∈ [0, π];

2) ρ(x), p(x) двiчi неперервно диференцiйованi функцiї на x ∈ [0, π];

3) q(x) неперервно диференцiйована на x ∈ [0, π].

Наступна теорема доведена в роботi [4].

Теорема 1. Нехай випадковий процес ξ = {ξ(x), x ∈ [0, π]} з 4 є строго Ор-
лiчевим випадковим процесом з простору Орлiча випадкових величин LU(Ω),
де U(x) така C-функцiя, що функцiя V (x) = x2 пiдпорядкована U(x) та для
U(x) виконується умова g. ξ - сепарабельний, неперервний в середньому ква-
дратичному, Eξ(x) = 0, Eξ(x)ξ(y) = B(x, y). Нехай

V (x, t) =
∞∑

k=1

ξke
−λktXk(x), (5)

де Xk(x) - власнi функцiї, а λk - власнi значення задачi Штурма-Лiувiлля

L(v) =
d

dx

(
p
dv

dx

)
− qv + λρv = 0, (6)

v(0) = 0, v(π) = 0, (7)

ξ(k) =

π∫

0

Xk(x)ξ(x) dx.
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Нехай iснує функцiя ϕ = {ϕ(λ), λ > 0} така, що ϕ - неперервна, ϕ(λ) > 0,
λ > 0, монотонно зростає та функцiя Ψ(λ) = λ

ϕ(λ)
, λ > 0 монотонно зростає

при λ ≥ v0, де v0 деяка константа та

sup
|x−y|≤h

(E(ξ(x)− ξ(y))2)
1
2 ≤ C

(
ϕ

(
1

h
+ v0

))−1

. (8)

Крiм того, для будь-яких ε > 0 та C > 0 виконується умова
∫ ε

0

U (−1)

(
π

2

(
ϕ(−1)

(
c

v

)
− v0

)
+ 1

)
dv < ∞. (9)

Якщо збiгається ряд

∞∑

k=1

∞∑

l=1

|Eξkξl|ϕ(λk + v0)ϕ(λl + v0) < ∞, (10)

тодi для будь-якого σ > 0 рiвномiрно по 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ з iмовiрнiстю одиниця
збiгаються ряди

∞∑

k=1

ξke
−λktλm

k X
(s)
k (x) = Sms(x, t),

де m = 0, 1, при m = 0, s = 0, 1, 2, при m = 1, s = 0, (тобто ряд (5) та ряди
отриманi з (5) почленним диференцiюванням V (x, t) два рази по x та один
раз по t). В областi 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ функцiя V (x, t) з iмовiрнiстю одиниця
задовольняє рiвняння (2). Крiм того, рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi
x ∈ [0, π] V (x, t) → ξ(x) при t → 0.

Якщо ж функцiя ϕ така, що для будь-якого ε > 0 та c > 0 виконується
умова ∫ ε

0

U (−1)

((
π

2

(
ϕ(−1)

(
c

v

)
− v0

)
+ 1

)2
)

dv < ∞ (11)

та збiгається ряд

∞∑

k=1

∞∑

l=1

|Eξkξl|ϕ(λk + v0)ϕ(λl + v0) < ∞, (12)

тодi V (x, t) → ξ(x) рiвномiрно по x ∈ [0, π] при t → 0 з iмовiрнiстю одиниця.

Основним результатом роботи є наступна теорема.

Теорема 2. Нехай випадковий процес ξ = {ξ(x), x ∈ [0; π]} з (4) є стро-
го Орлiчевим випадковим процесом з простору LU(Ω), де U(x) = |x|p, p ≥ 2
(тобто простору Lp(Ω)). Та ξ- сепарабельний неперервний в середньому ква-
дратичному Eξ(x) = 0, Eξ(x)ξ(y) = B(x, y). Нехай

V (x, t) =
∞∑

k=1

ξke
−λktXk(x),
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де Xk(x)- власнi функцiї, а λk - власнi значення задачi Штурма-Лiувулля (6),
(7) та

ξk =

T∫

0

Xk(x)ξ(x)dx.

Нехай виконується умова

sup
|x−y|≤h

(E(ξ(x)− ξ(y))2)
1
2 ≤ C|h|β (13)

при β > 1
p
. Якщо при β > 1

p
збiгається ряд

∞∑

k=1

∞∑

k=1

∣∣∣Eξkξl

∣∣∣λβ
kλβ

l < ∞, (14)

тодi для будь-якого σ > 0 рiвномiрно по 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ з iмовiрнiстю одиниця
збiгаються ряди

∞∑

k=1

ξke
−λktλm

k X
(s)
k (x) = Sms(x, t),

де m = 0, 1, при m = 0, s = 0, 1, 2, при m = 1, s = 0, (тобто ряд (5) та ряди
отриманi з (5) почленним диференцiюванням V (t, s) два рази по x та один раз
по t). В областi 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ функцiя V (x, t) з iмовiрнiстю одиниця задо-
вольняє рiвняння (2). Крiм того рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi x ∈ [0, π]
V (x, t) → ξ(x) при t → 0.

Якщо умова (13) виконується при β > 2
p
то якщо при цих β збiгається

ряд (14), тодi V (x, t) → ξ(x) рiвномiрно по x ∈ [0, π] при t → 0 з iмовiрнiстю
одиниця.

Доведення. Теореми випливає з теореми 1. Дiйсно, в нашому випадку U(x) = |x|p
та функцiї U(x) задовольняє всiм умовам теореми 1. Покладимо ϕ(x) = |x|β,
β > 1

p
. Перевiримо, що для цiєї функцiї виконується умова (9). Дiйсно,

ε∫

0

(
π

2

(C

v

) 1
β

+ 1

) 1
p

dv

≤
ε∫

0

(
π

2

(C

v

) 1
β

) 1
p

dv +

ε∫

0

dv

=
(π

2

) 1
p
C

1
pβ

βp

βp− 1
e1− 1

βp + ε < ∞,

Тобто, якщо β > 1
p
, то перше твердження теореми випливає з збiжностi ряду

(14). Аналогiчно, друге твердження теореми випливає з збiжностi ряду (14) при
β > 2

p
.

¤
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3.Приклад
Розглянемо частинний випадок задачi 2-4, а саме таку задачу (p = 1, ρ = 1, q = 0):

0 ≤ x ≤ π, t > 0,
∂2V

x2
− ∂V

∂t
= 0, (15)

V (0, t) = 0, V (π, t) = 0, (16)

V (x, 0) = ξ(x), (17)

де ξ(x)- строго Орлiчевий випадковий процес з простору Lp(Ω), де p > 2.

Теорема 3. Нехай ξ(x) сепарабельний випадковий процес, Eξ(x) = 0,
Eξ(x)ξ(y) = B(x, y),

V (x, t) =
∞∑

k=1

ξe−k2t

√
2

π
sinkx, ξk =

√
2

π

π∫

0

ξ(x)sinkxdx.

Нехай в областi 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π iснує неперервна похiдна

∂4B(x, y)

∂x2∂y2
,

тодi для будь-якого σ > 0 рiвномiрно по 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ з iмовiрнiстю
одиниця збiгаються ряди

∞∑

k=1

ξke
−k2t(k2)m

(√
2

π
sinkx

)(s)

= Sms(x, t),

де m = 0, 1, при m = 0, s = 0, 1, 2, при m = 1, s = 0, (тобто ряд (5) та ряди
отриманi з (5) почленним диференцiюванням V (x, t) два рази по x та один раз
по t). В областi 0 ≤ x ≤ π, t ≥ σ функцiя V (x, t) з iмовiрнiстю одиниця задо-
вольняє рiвняння (2). Крiм того рiвномiрно за ймовiрнiстю в областi x ∈ [0, π]
V (x, t) → ξ(x) при t → 0.

Доведення. Досить перевiрити виконання умов (13) та (14) теореми (2). В
нашому випадку (див. [5]) λn = n2, Xn(x) =

√
2
π
sinnx.

Для того щоб виконувалась умова (14) досить, щоб для деякого β > 1
p
збi-

гався ряд:
∞∑

k=1

∞∑

l=1

∣∣Eξkξl

∣∣n2βl2β < ∞.

Для цього досить, щоб для всiх k ≥ 1, l ≥ 1 виконувалась нерiвнiсть

∣∣Eξkξl

∣∣ ≤ C

nln2β+ε
l2β+ε,

де ε > 0, β > 1
p
. Легко бачити, що iснує таке β > 1

p
(p>2) та ε > 0, що 2β + ε ≤ 1(

1
p

< β < 1−ε
2

)
.
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Тому досить перевiрити, що

|Eξkξl| ≤ C

k2l2
.

Остання нерiвнiсть випливає з таких спiввiдношень:

B(x, 0) = B(x, π) = 0,

∂2B(x, 0)

∂x2
=

∂2B(x, π)

∂x2
= 0,

Eξkξl

π∫

0

π∫

0

sinkxsinlyB(x, y)dxdy =
1

l

π∫

0

π∫

0

∂B(x, y)

∂y
cosly · sinkxdydx

= − 1

l2

π∫

0

π∫

0

∂2B(x, y)

∂y2
sinly · sinkxdydx =

1

l2k

π∫

0

π∫

0

∂3B(x, y)

∂y2∂x
sinly · coskxdydx

=
1

l2k2

π∫

0

π∫

0

∂4B(x, y)

∂y2∂x2
sinly · sinkxdydx,

тобто
∣∣∣Eξkξl

∣∣∣ ≤ 1

k2l2

π∫

0

π∫

0

∣∣∣∣
∂4B(x, y)

∂x2∂y2

∣∣∣∣dxdy.

Легко бачити, що 13 також виконується. Дiйсно

E(ξ(x)− ξ(y))2 = Eξ(x)2 + Eξ(y)2 − 2Eξ(x)ξ(y)

= B(x, x) + B(y, y)− 2B(x, y) =

y∫

x

y∫

x

∂2B(x, y)

∂x∂y
dxdy.

Отже, E(ξ(x)− ξ(y))2 ≤ C|x− y|2, де C = sup
0≤x≤π
0≤y≤π

∂2B(x,y)
∂x∂y

. Тобто

sup
|x−y|≤h

(
E(ξ(x)− ξ(y))2

) 1
2 ≤ C

1
2 · h.

¤
Наведемо приклад випадково процесу для якого виконуються умови теореми

2. Нехай ξ(x) =
∞∑

k=1

ϕk(x)ξk, 0 ≤ x ≤ π, де ξk (Eξk = 0) незалежнi однаково

розподiленнi випадковi величини з простору Lp(Ω), p > 2, R = E|ξk|p
Eξ2

k
та ряд

∞∑
k=1

ϕ2
k(x)ξk збiгається в середньому тобто

∞∑
k=1

ϕ2
k(x) < ∞, 0 ≤ x ≤ π. Тодi згiдно
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з прикладом 2 роботи [3] x(t) є строго Орлiчевим процесом з простору Lp(Ω) з
C4 = R

√
D, де D – певна константа.

B(x, y) = Eξ(x)ξ(y) =
∞∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y),

тому ∂4B(x,y)
∂x2∂y2 =

∞∑
k=1

ϕ′′k(x)ϕ′′k(y). Остання рiвнiсть має мiсце коли ряд
∞∑

k=1

ϕ′′k(x)ϕ′′k(y)

збiгається рiвномiрно в областi 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π. Тодi ж ∂4B(x,y)
∂x2∂y2 є неперев-

ною функцiєю.
Попереднi умови виконуються коли, наприклад, ϕk(x) = 1

k4 sinkx.
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