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МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ КОКСА
КЕРОВАНИХ КВАДРАТИЧНО ГАУССОВИМ ВИПАДКОВИМ
ПОЛЕМ

In this paper we deal with one of the possible methods of the random Cox processes simulation.
The case when the Cox processes random intensity generated by a random square-gaussian field are
considered. We construct models of such processes with accuracy and reliability given beforehand.

Розглядається один iз можливих методiв моделювання випадкових процесiв Кокса. А саме,
дослiджується випадок, коли iнтенсивнiсть процесу Кокса породжується випадковим полем.
Будуються моделi таких процесiв, якi наближають їх з певною точнiстю та надiйнiстю, зада-
ними наперед.

1. Вступ. В данiй роботi розглядаються процеси Кокса керованi випадко-
вою iнтенсивнiстю, яка породжується квадратично гауссовим випадковим по-
лем. Такi процеси, у випадку коли iнтенсивнiсть породжується логарифмiчно
гауссовим та ще деякими процесами, добре вивченi в роботах [1–3]. В цих ро-
ботах також описаний один iз можливих методiв їхнього моделювання. В данiй
роботi пропонується вiдмiнний вiд вище згаданого методу моделювання, який
дає можливiсть будувати моделi випадкових процесiв Кокса з наперед заданою
точнiстю та надiйнiстю. Аналогiчний пiдхiд до моделювання вже був розгляну-
тий в роботах [4], [5].

Нехай {Ω,F,P} – стандартний ймовiрнiсний простiр, B – σ-алгебра борелiв-
ських множин T, T ⊂ Rn,

{
Y

(
~t
)
, ~t ∈ T

}
– центроване, гауссове, неперервне в

середньому квадратичному випадкове поле.

Означення 1. Нехай Z
(
~t
)
невiд’ємне випадкове поле. Якщо умовний роз-

подiл {ν (B) , B ∈ B} при будь-якiй реалiзацiї Z
(
~t
)
є Пуассонiвським процесом

з функцiєю iнтенсивностi µ (B) =
∫

B
Z

(
ω0,~t

)
d~t, то ν (B) називається випад-

ковим процесом Кокса керованим полем Z
(
~t
)
.

Якщо Z
(
~t
)

= Y 2
(
~t
)
, то ν (B) будемо називати процесом Кокса керованим

квадратично гауссовим полем Y 2
(
~t
)
, або просто квадратично гауссовим проце-

сом Кокса. Надалi в данiй роботi розглядатимуться тiльки квадратично гауссовi
процеси Кокса.

Оскiльки {ν (B) , B ∈ B} це подвiйно стохастичний випадковий процес, то
його модель будується в два етапи. Спочатку моделюємо гауссове випадкове
поле

{
Y

(
~t
)
, ~t ∈ T

}
, далi розглядаємо деяке розбиття DT областi T i на кожно-

му елементi розбиття DT будуємо модель пуассонiвської випадкової величини з
вiдповiдним середнiм.

Нехай T = [0, T ] × . . . × [0, T ], T ∈ R+, виберемо розбиття DT наступним
чином:

Bi1,...,in =

{[
ti11 , ti1+1

1

)× . . .× [
tinn , tin+1

n

) ∣∣∣∣ timm < tim+1
m ,

tim+1
m − timm = d =

T

k
, k ∈ N, m = 1, n, im = 0, k − 1

}
.
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Введемо наступнi позначення: нехай Ỹ
(
~t
)
– модель поля Y

(
~t
)
, µ̃ (Bi1,...,in) =

=
∫

Bi1,...,in
Ỹ 2

(
~t
)
d~t, ν̃ (Bi1,...,in) – модель ν (Bi1,...,in), тобто модель пуассонiвської

випадкової величини з середнiм µ̃ (Bi1,...,in) .
Оскiльки ν̃ (Bi1,...,in) це число точок моделi, що належать областi Bi1,...,in , а

ми не знаємо їхнього справжнього розташування, то розмiщуємо їх в Bi1,...,in

довiльно. Якщо ж ν̃ (Bi1,...,in) = 1, то точку розмiщуємо в центрi областi.
Зрозумiло, що модель можна вважати допустимою, якщо умовнi ймовiрностi

pkY (Bi1,...,in)=P
{
ν (Bi1,...,in) = k / Y

(
~t
)
,~t ∈ T

}
та p̃kY (Bi1,...,in)=P

{
ν̃ (Bi1,...,in) =

= k / Ỹ
(
~t
)
,~t ∈ T

}
вiдрiзняються мало, а також ймовiрнiсть того, що число то-

чок ν (Bi1,...,in) (вiдповiдно i ν̃ (Bi1,...,in)) буде бiльше одиницi також мала. Отже,
задача моделювання квадратично гауссового процесу Кокса розбивається на двi
задачi, а саме побудову моделi поля Y

(
~t
)
та вибору розбиття областi T.

2. Задача побудови моделi поля Y
(
~t
)
. Оскiльки

{
Y

(
~t
)
, ~t ∈ T

}
, T ⊂

Rn– центроване, гауссове, неперервне в середньому квадратичному випадкове
поле, то його коварiацiйна функцiя B

(
~t, ~s

)
неперервна на T×T.

Розглянемо однорiдне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

φ
(
~t
)

= λ

∫

T

B
(
~t, ~s

)
φ (~s) d~s. (1)

Як вiдомо, множина власних значень λk такого рiвняння для неперервного та
невiд’ємно визначеного ядра не бiльш як злiченна, власнi функцiї φk

(
~t
)
непе-

рервнi, а самi власнi значення λk невiд’ємнi [6]. Занумеруємо власнi значення
λk, k = 1, 2, . . . в порядку зростання: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . . Вiдповiднi
їм власнi функцiї будемо вважати ортонормованими, тобто

∫

T

φk(~s)φl(~s)ds =

{
1, k = l,
0, k 6= l.

Має мiсце зображення

B
(
~t, ~s

)
=

∞∑

k=1

φk

(
~t
)

φk (~s)

λk

,

причому ряд в правiй частинi збiгається рiвномiрно по s ∈ T а також ряд
∞∑

k=1

1
λk

є збiжним [6].
Тодi саме поле Y

(
~t
)
допускає зображення

Y
(
~t
)

=
∞∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
, (2)

де ξk = N (0, 1), Eξkξl = δkl, δkl – символ Кронекера, тобто ξk – незалежнi,
причому ряд збiгається в середньому квадратичному (це випливає з теореми
Карунена).
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За модель такого поля прийматимемо суму

Ỹ
(
~t
)

=
N∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
.

3. Задача вибору розбиття областi T. Розбиття областi T (тобто d або
k) вибираємо так, щоб виконувалась нерiвнiсть

P {ν (Bi1,...,in) > 1} < δ, (3)

де δ певне наперед задане число (наприклад, δ = 0.01).

Теорема 1. Нехай {ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} процес Кокса, породжений ква-
дратично гауссовим неоднорiдним полем Y 2

(
~t
)
, власнi функцiї iнтегрального

рiвняння (1) обмеженi,
∣∣φk

(
~t
)∣∣ ≤ L, ∀~t ∈ T,∀k ∈ N.

Для того, щоб виконувалась нерiвнiсть (3) досить вибрати d = T
k
так, щоб

виконувалась нерiвнiсть

d ≤


 δ exp {2}

8
√

2
(
L2

∑∞
k=1

1
λk

)2




1
2n

.

Доведення. Оскiльки

P{ν (Bi1,...,in)>1}=E (1−exp{−µ (Bi1,...,in)} −µ (Bi1,...,in) exp{−µ (Bi1,...,in)}) ,

та при x > 0 1 − exp {−x} (1 + x) ≤ x2

2
, то для виконання (3) досить щоб

виконувалась нерiвнiсть

E
µ2 (Bi1,...,in)

2
< δ. (4)

Eµ2 (Bi1,...,in) = E




∫

Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
d~t




2

= E

∫

Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
d~t

∫

Bi1,...,in

Y 2 (~s) d~s =

= E

∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
Y 2 (~s) d~td~s =

∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

EY 2
(
~t
)
Y 2 (~s) d~td~s.

(5)

Використовуючи (4), (5), маємо

P {ν (Bi1,...,in) > 1} ≤
∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

EY 2
(
~t
)
Y 2 (~s)

2
d~td~s.
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Внаслiдок нерiвностi Гельдера для u1, u2 таких, що 1
u1

+ 1
u2

= 1

P {ν (Bi1,...,in) > 1} ≤
∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

(
EY 2u1

(
~t
)) 1

u1 (EY 2u2 (~s))
1

u2

2
d~td~s. (6)

Для гауссової випадкової величини ξ з параметрами 0 i σ2 справедливе на-
ступне спiввiдношення:

E|ξ|p = cp

(
σ2

) p
2 , (7)

причому
cp ≤

√
2p

p
2 exp

{
−p

2

}
. (8)

Оскiльки, скориставшись зображенням (2),

EY 2
(
~t
)

= E

( ∞∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
)2

=
∞∑

k=1

φ2
k

(
~t
)

λk

≤ L2

∞∑

k=1

1

λk

,

то в силу (7),

EY 2u1
(
~t
)

= c2u1

(
L2

∞∑

k=1

1

λk

)u1

.

Аналогiчно й EY 2u2 (~s) = c2u2

(
L2

∑∞
k=1

1
λk

)u2

. Розписавши c2u1 та c2u2 за до-
помогою спiввiдношення (8), та поклавши u1 = u2 = 2, твердження теореми
випливає з (6).

4. Наближення квадратично гауссового процесу Кокса з певною
точнiстю та надiйнiстю. Оскiльки модель квадратично гауссового процесу
Кокса {ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} потрiбно будувати так, щоб умовнi ймовiрностi
pkY (Bi1,...,in) та p̃kY (Bi1,...,in) з ймовiрнiстю близькою до одиницi вiдрiзнялись
мало, то природнiм є наступне означення.

Означення 2. Скажемо, що модель квадратично гауссового процесу Кокса
{ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} наближає його з точнiстю α, 0 < α < 1 та надiйнi-
стю 1− γ, 0 < γ < 1, якщо виконується нерiвнiсть

P

{
max

Bi1,...,in∈B
| pkY (Bi1,...,in)− p̃kY (Bi1,...,in) | > α

}
< γ.

Лема 1. Нехай Y
(
~t
)
– центроване, неперервне в середньому квадратич-

ному випадкове поле, власнi функцiї iнтегрального рiвняння (1) обмеженi,∣∣φk

(
~t
)∣∣ ≤ L, ∀~t ∈ T,∀k ∈ N.

тодi ∀p > 1 має мiсце оцiнка

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}

≤

√
2kndnp(v1v2)

p
2

(
2L2

√( ∞∑
k=N+1

1
λk

)( ∞∑
k=1

1
λk

))p

pp exp {−p}

αp
,

де v1, v2 – такi числа, що 1
v1

+ 1
v2

= 1.
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Доведення.

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}

≤
k∑

i1,...,in=0

P {|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α}

≤ kn max
Bi1,...,in∈B

P {|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α} .

Використовуючи нерiвнiсть Чебишева,

P {|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in) | > α} ≤ E |µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)|p
αp

.

В силу узагальненої нерiвностi Мiнковського

E |µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)|p ≤ E




∫

Bi1,...,in

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣ d~t




p

≤




∫

Bi1,...,in

(
E

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p) 1
p

d~t




p

Таким чином, iз останнiх трьох нерiвностей випливає наступна

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}

≤
kn

(
∫

Bi1,...,in

(
E

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p) 1
p

d~t

)p

αp
.

(9)

Для v1, v2 таких, що 1
v1

+ 1
v2

= 1, в силу нерiвностi Гельдера, матимемо:

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}

≤
kn

(
∫

Bi1,...,in

(
E

∣∣∣Y
(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1
) 1

pv1
(
E

∣∣∣Y
(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

pv2
) 1

pv2
d~t

)p

αp
. (10)

Беручи до уваги спiввiдношення (7),

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1

= cpv1

(
E

∣∣∣Y
(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2
)pv1

2

.
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Врахувавши, що в зображеннi (2) поля Y
(
~t
)

Eξkξl = δkl, де δkl – символ
Кронекера, матимемо

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)−

N∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
∣∣∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
∣∣∣∣∣

2

=
∞∑

k=N+1

φ2
k

(
~t
)

λk

≤ L2

∞∑

k=N+1

1

λk

.

Отже,

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1 ≤ cpv1 Lpv1

( ∞∑

k=N+1

1

λk

)pv1
2

. (11)

Повнiстю аналогiчно, використовуючи зображення (2) i (16) поля та його моде-
лi,

E
∣∣∣Y

(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)

+
N∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
∣∣∣∣∣

2

= E

∣∣∣∣∣2
N∑

k=1

ξk√
λk

φk

(
~t
)

+
∞∑

k=N+1

ξk√
λk

φk

(
~t
)
∣∣∣∣∣

2

= 4
N∑

k=1

φ2
k

(
~t
)

λk

+
∞∑

k=N+1

φ2
k

(
~t
)

λk

≤ 4L2

∞∑

k=1

1

λk

.

Беручи до уваги останню нерiвнiсть,

E
∣∣∣Y

(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

pv2

= cpv2

(
E

∣∣∣Y
(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

2
)pv2

2

≤ cpv2 (2L)pv2

( ∞∑

k=1

1

λk

)pv2
2

. (12)

Враховуючи (11) та (12) а також оцiнку (8) для cpv1 i cpv2 , пiсля елементарних
перетворень твердження леми випливає iз (10).

Лема 2. Нехай Y
(
~t
)
– центроване, неперервне в середньому квадратич-

ному випадкове поле, власнi функцiї iнтегрального рiвняння (1) обмеженi∣∣φk

(
~t
)∣∣ ≤ L ∀~t ∈ T, k ∈ N.

Якщо α > 4dnL2

√( ∞∑
k=N+1

1
λk

)( ∞∑
k=1

1
λk

)
, тодi

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|pkY (Bi1,...,in)−p̃kY (Bi1,...,in)| > α

}

≤
√

2kn exp




− α

4dnL2

√(∑∞
k=N+1

1
λk

)(∑∞
k=1

1
λk

)





.
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Доведення. Оцiнимо рiзницю | pkY (B)− p̃kY (B) |, B ∈ B, застосувавши
формулу Лагранжа скiнченних приростiв. Нехай k 6= 0,

| pkY (B)− p̃kY (B) | =
∣∣∣∣∣
exp {−µ (B)} (µ (B))k

k!
− exp {−µ̃ (B)} (µ̃ (B))k

k!

∣∣∣∣∣ =

= |µ (B)− µ̃ (B)| 1

k!
exp {−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k−1 |k − µ̂ (B)| =

=




|µ(B)−µ̃(B)| 1

(k−1)!
exp{−µ̂(B)} (µ̂(B))k−1≤|µ(B)−µ̃(B)| , k ≥ µ̂ (B) ;

|µ (B)−µ̃ (B)| 1

k!
exp{−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k ≤ |µ (B)−µ̃ (B)| , k < µ̂ (B) .

При k = 0

|p 0Y (B)− p̃ 0Y (B)| = |exp {−µ (B)} − exp {−µ̃ (B)}| =
= |µ (B)− µ̃ (B)| exp {−µ̂ (B)} ≤ |µ (B)− µ̃ (B)| .

Таким чином оцiнка | pkY (B)−p̃kY (B) | зводиться до оцiнки |µ (B)−µ̃ (B)| i ви-
конується нерiвнiсть

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|pkY (Bi1,...,in)−p̃kY (Bi1,...,in)| > α

}

≤ P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
.

Мiнiмiзуючи
√

2kndnp(v1v2)
p
2

(
2L2

√(∑∞
k=N+1

1
λk

)(∑∞
k=1

1
λk

))p

pp exp{−p}
αp по змiннiй p та по-

клавши v1 = v2 = 2, легко бачити, що дана лема є наслiдком останнього спiв-
вiдношення та леми 1.

Теорема 2. Нехай Y
(
~t
)
– центроване, неперервне в середньому квадратичному

гауссове поле, власнi функцiї iнтегрального рiвняння (1) обмеженi
∣∣φk

(
~t
)∣∣ ≤ L ∀~t ∈ T, k ∈ N,

тодi модель процесу Кокса {ν̃ (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} , керованого квадратично
гауссовим неоднорiдним полем Ỹ 2

(
~t
)
, наближає його з точнiстю α та надiй-

нiстю 1− γ, якщо виконуються умови:

α > 4dnL2

√√√√
( ∞∑

k=N+1

1

λk

)( ∞∑

k=1

1

λk

)
,

√
2kn exp




− α

4dnL2

√(∑∞
k=N+1

1
λk

)(∑∞
k=1

1
λk

)





< γ.

Доведення. Твердження теореми є наслiдком леми 2 та означення 2.
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5. Висновки. В данiй роботi описано один iз методiв моделювання ква-
дратично гауссових випадкових процесiв Кокса з наперед заданою точнiстю та
надiйнiстю. Розглянуто випадок, коли iнтенсивнiсть породжується випадковим
полем. Основний результат статтi – теорема 2, дає достатнi умови наближення
квадратично гауссових процесiв Кокса їх моделями.
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