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УДК 519.21

Г. I. Сливка-Тилищак (Ужгородський нац. ун-т)

ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО
РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ПРО КОЛИВАННЯ ПРЯМОКУТНОГО
ПАРАЛЕЛЕПIПЕДА З ВИПАДКОВИМИ ФАКТОРАМИ

Conditions of existence with probability one generalized solution of hyperbolic equations type par-
tial differential equation of mathematical physics with random strongly Subϕ(Ω) initial conditions
are found in the multidimensional case.

В роботi знайдено умови iснування з iмовiрнiстю одиниця узагальненого розв’язку гiпербо-
лiчного рiвняння в частинних похiдних математичної фiзики з строго Subϕ(Ω) випадковими
початковими умовами.

Вступ. Дослiдження умов збiжностi випадкових рядiв в рiзних функцiональ-
них просторах є одним з найважливiших напрямкiв в теорiї випадкових про-
цесiв. Це пояснюється тим, що результати в цьому напрямку широко викори-
стовуються в теорiї випадкових процесiв та застосуваннi цiєї теорiї. Зокрема
при обґрунтуваннi застосування методу Фур’є до крайових задач математи-
чної фiзики з випадковими факторами. Вперше застосування методу Фур’є до
крайової задачi математичної фiзики з випадковими початковими умовами бу-
ло обґрунтовано рiзними методами в роботах [2], [3]. В цих роботах випадковi
процеси, що задавали початковi умови, вважалися гауссовими, або процесами
другого порядку. В роботi [6] дослiджувались достатнi умови iснування з iмо-
вiрнiстю одиниця двiчi неперервно диференцiйованого розв’язку задачi матема-
тичної фiзики гiперболiчного типу у багатовимiрному випадку з випадковими
початковими умовами з простору Subϕ(Ω). Знайдено достатнi умови iснування
з iмовiрнiстю одиниця класичного розв’язку задачi математичної фiзики гiпер-
болiчного типу у багатовимiрному випадку з випадковими початковими умова-
ми з простору Орлiча у роботi [7]. Перша крайова задача математичної фiзики
для неоднорiдного гiперболiчного рiвняння з випадковою строго ϕ-субгауссовою
правою частиною та нульовими початковими та крайовими умовами дослiджу-
валася в [4]. Посилання на iншi роботи, якi проводилися в даному напрямку
можна знайти в монографiях [1] i [5].

1.Рiвняння коливання прямокутного паралелепiпеда з сумiсно стро-
го Subϕ (Ω) випадковими початковими умовами.

Розглянемо рiвняння

∆u− ∂2u

∂t2
= 0, (1)

x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c], t ∈ [0, T ],

яке задовольняє початковим умовам

u|t=0 = ξ(x, y, z),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η(x, y, z), (2)

крайовiй умовi

u|x=0 = u|x=a = u
∣∣
y=0

= u
∣∣∣
y=b

= u

∣∣∣∣
z=0

= u

∣∣∣∣
z=c

= 0, (3)
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Початковi умови (ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]) i (η(x, y, z) x ∈ [0, a],
y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]) є сумiсно строго Subϕ(Ω) випадковi поля, для яких викону-
ються умови

ξ(0, y, z) = ξ(a, y, z) = ξ(x, 0, z) = ξ(x, b, z) = ξ(x, y, 0) = ξ(x, y, c) = 0, (4)

η(0, y, z) = η(a, y, z) = η(x, 0, z) = η(x, b, z) = η(x, y, 0) = η(x, y, c) = 0. (5)

Позначимо кореляцiйнi функцiї цих полiв

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1) = Eξ(x, y, z)ξ(x1, y1, z1),

x, x1 ∈ [0, a], y, y1 ∈ [0, b], z, z1 ∈ [0, c],

Bη(x, y, z, x1, y1, z1) = Eη(x, y, z)η(x1, y1, z1),

x, x1 ∈ [0, a], y, y1 ∈ [0, b], z, z1 ∈ [0, c].

Тодi з (4) i (5) випливає, що

Bξ(0, y, z, x1, y1, z1) = Bξ(x, 0, z, x1, y1, z1) = Bξ(x, y, 0, x1, y1, z1) =

= Bξ(a, y, z, x1, y1, z1) = Bξ(x, b, z, x1, y1, z1) = Bξ(x, y, c, x1, y1, z1) =

= Bξ(x, y, z, 0, y1, z1) = Bξ(x, y, z, x1, 0, z1) = Bξ(x, y, z, x1, y1, 0) =

= Bξ(x, y, z, a, y1, z1) = Bξ(x, y, z, x1, b, z1) = Bξ(x, y, z, x1, y1, c), (6)

Bη(0, y, z, x1, y1, z1) = Bη(x, 0, z, x1, y1, z1) = Bη(x, y, 0, x1, y1, z1) =

= Bη(a, y, z, x1, y1, z1) = Bη(x, b, z, x1, y1, z1) = Bη(x, y, c, x1, y1, z1) =

= Bη(x, y, z, 0, y1, z1) = Bη(x, y, z, x1, 0, z1) = Bη(x, y, z, x1, y1, 0) =

= Bη(x, y, z, a, y1, z1) = Bη(x, y, z, x1, b, z1) = Bη(x, y, z, x1, y1, c). (7)

Згiдно [8] розв’язок даного рiвняння шукається у виглядi

u =
∞∑
i=1

Vi(x, y, z) (ai cos λit + bi sin λit) , (8)

де власнi функцiї Vi(x, y, z) є розв’язком рiвняння

∆Vi + λ2
i Vi = 0, (9)

якi задавольняють умовi (3). Використовуючи метод вiдокремлення змiнних Vi

можна записати у виглядi

Vi(x, y, z) =

√
8

abc
sin

πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
.

Власнi функцiї Vi(x, y, z) вiдповiдають власним значенням λi рiвняння (9)

λ2
i = π2

(
k2

i

a2
+

l2i
b2

+
m2

i

c2

)
. (10)
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Коефiцiєнти ai i bi мають вигляд

ai =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

ξ(x, y, z)Vi(x, y, z)dxdydz,

bi =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

η(x, y, z)Vi(x, y, z)dxdydz.

Позначимо через D = [o, a]× [0, b]× [0, c].

Означення 1. Узагальненим розв’язком задачi (1) — (3) в областi D на-
зивається ряд, що зображується у виглядi (8) i який для всiх x ∈ [0, a], y ∈
[0, b], z ∈ [0, c], t ∈ [0, T ] збiгається рiвномiрно за ймовiрнiстю.

Розглянемо умови, що забезпечують рiвномiрну збiжнiсть за ймовiрнiстю ря-
ду (8), якщо початковi умови (ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]) i (η(x, y, z)
x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]) є сумiсно строго Subϕ(Ω) випадковi поля. Позна-
чимо для i ≥ 1

Sn =
n∑

i=1

Vi(x, y, z) (ai cos λit + bi sin λit) .

2. Умови iснування узагальненого розв’язку з ймовiрнiстю одини-
ця рiвняння коливання прямокутного паралелепiпеда у частинному
випадку.

Теорема 1. Нехай випадковi поля є сумiсно SSubϕ(Ω). Для того щоб з
ймовiрнiстю одиниця iснував узугальнений розв’язок задачi (1) — (3) в областi
D, що зображується у виглядi рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду (8) ,
достатньо щоб виконувались умови:

1) для всiх (x, y, z, t) ∈ D збiгається ряд

∞∑
i=1

∞∑
j=1

Vi(x, y, z)Vj(x, y, z) (Eaiaj cos λit cos λjt +

+ Ebibj sin λit sin λjt + 2Eaibj cos λit sin λjt) < ∞;

2) для n ≥ 1

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h
|t−t1|≤h

(
E |Sn(X, t)− Sn(Y, s)|2)

1
2 ≤ σ(h),

де σ (h) — неперервна монотонно зростаюча функцiя, така що σ (h) → 0
при h → 0, i виконується умова

∫

0+

Ψ

(
ln

1

σ(−1) (ε)

)
dε < ∞,

де Ψ (u) = u
ϕ(−1)(u)

, σ(−1) (ε) –обернена до функцiї σ (ε) .
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Доведення. Умова 1) забезпечує збiжнiсть в середньому квадратичному
ряду (8). З умови теореми 1.8 роботи [5] випливає, що ряд (8) збiгається за
ймовiрнiстю в областi D.

2. Умови iснування узагальненого розв’язку з ймовiрнiстю одини-
ця рiвняння коливання прямокутного паралелепiпеда у частинному
випадку.

Теорема 2. Нехай випадковi процеси (ξ(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], i z ∈ [0, c])
i (η(x, y, z), x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]) є сумiсно строго Subϕ(Ω), де ϕ(x) —
така функцiя, що ϕ(x) = |x|p, при |x| > 1, p > 1.

Bξ (x, y, z, x1, y1, z1) = Eξ(x, y, z)ξ(x1, y1, z1),

Bη (x, y, z, x1, y1, z1) = Eη(x, y, z)η(x1, y1, z1).

Для того, щоб з ймовiрнiстю одиниця iснував узагальнений розв’язок задачi
(1) — (3) в областi D, що зображується у виглядi ряду (8), який є рiвномiрно
збiжним за ймовiрнiстю, достатньо, щоб виконувались умови:

1) для достатньо малих h виконується нерiвностi

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h

(Bξ(x, y, z, x, y, z) + Bξ(x1, y1, z1, x1, y1, z1) −

− 2Bξ(x, y, z, x1, y1, z1))
1
2 ≤ C

| ln |h||δ ,

sup
|x−x1|≤h
|y−y1|≤h
|z−z1|≤h

(Bη(x, y, z, x, y, z) + Bη(x1, y1, z1, x1, y1, z1)

− 2Bη(x, y, z, x1, y1, z1))
1
2 ≤ C1

| ln |h||δ ,

де δ > 1− 1
p
;

2) збiгається наступний ряд

∞∑
i=1

∞∑
j=1

[|Eaiaj|+ |Ebibj + 2 |Eaibj||] < ∞;

3) для довiльних δ > 1− 1
p
i |h| < 1 виконується наступна умова

∞∑
i=1

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln mi)
δ + (ln li)

δ
)

< ∞.

Доведення. Умови 1, 2 даної теореми забезпечують виконання умови 2 те-
ореми 1. Доведемо, що iз виконання умови 3 даної теореми випливає виконання
умови тiєї ж теореми.
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Розглянемо (
E |Sn(x, y, z, t)− Sn(x1, y1, z1, t1)|2

) 1
2 =

=

(
E

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

√
8

abc
sin

πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
(ai cos λit + bi sin λit)−

−
n∑

i=1

√
8

abc
sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin

πmiz1

c
(ai cos λit1 + bi sin λit1)

∣∣∣∣∣

2



1
2

≤

≤
√

8

abc

n∑
i=1

[(
Ea2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin
πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
cos λit−

− sin
πkix1

a
sin

πliy1

b
sin

πmiz1

c
cos λit1

∣∣∣∣ +

+
(
Eb2

i

) 1
2

∣∣∣∣sin
πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
sin λit−

− sin
πkix1

a
sin

πliy1

b
sin

πmiz1

c
sin λit1

∣∣∣∣
]

.

∣∣∣∣sin
πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
cos λit− sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin

πmiz1

c
cos λit1

∣∣∣∣ ≤

≤
[∣∣∣∣sin

πkix

a
− sin

πkix1

a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
πliy

b
− sin

πliy1

b

∣∣∣∣ +

+
∣∣∣sin πmiy

c
− sin

πmiz1

c

∣∣∣ + |cos λit− cos λit1|
]
≤

≤ 2

(∣∣∣∣sin
πki(x− x1)

2a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
πli(y − y1)

2b

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣sin
πmi(z − z1)

2c

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
λi(t− t1)

2

∣∣∣∣
)
≤

≤ 2

((
ln

(
πki

2a
+ eδ

))δ

|ln |x− x1||δ
+

(
ln

(
πli
2b

+ eδ
))δ

|ln |y − y1||δ
+

+

(
ln

(
πmi

2c
+ eδ

))δ

|ln |z − z1||δ
+

(
ln

(
λi

2
+ eδ

))δ

|ln |−t1||δ
)
≤

≤ 2

|ln |h||δ
((

ln

(
πk1

2a
+ eδ

))δ

+

(
ln

(
πl1
2b

+ eδ

))δ

+

+
(
ln

(πm1

2c
+ eδ

))δ

+


ln


π

√
k2

i

a2 +
l2i
b2

+
m2

i

c2

2
+ eδ







δ

 ≤

≤ 2

|ln |h||δ
(

(ln ki)
δ + (ln mi)

δ + (ln li)
δ +

1

2

(
(ln ki)

δ + (ln mi)
δ + (ln li)

δ
))

=

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2009, вип. 18



146 Г. I. СЛИВКА-ТИЛИЩАК

=
3

|ln |h||δ
(
(ln ki)

δ + (ln mi)
δ + (ln li)

δ
)

.

∣∣∣∣sin
πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

c
sin λit− sin

πkix1

a
sin

πliy1

b
sin

πmiz1

c
sin λit1

∣∣∣∣ ≤

≤
[∣∣∣∣sin

πkix

a
− sin

πkix1

a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
πliy

b
− sin

πliy1

b

∣∣∣∣ +

+
∣∣∣sin πmiy

c
− sin

πmiz1

c

∣∣∣ + |sin λit− sin λit1|
]
≤

≤ 2

(∣∣∣∣sin
πki(x− x1)

2a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
πli(y − y1)

2b

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣sin
πmi(z − z1)

2c

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣sin
λi(t− t1)

2

∣∣∣∣
)
≤

≤ 3

|ln |h||δ
(
(ln ki)

δ + (ln mi)
δ + (ln li)

δ
)

.

Отже (
E |Sn(x, y, z, t)− Sn(x1, y1, z1, t1)|2

) 1
2 ≤ C

|ln |h||δ ,

де

C =

√
72

abc

∞∑
i=1

[(
Ea2

i

) 1
2 +

(
Eb2

i

) 1
2

] (
(ln ki)

δ + (ln mi)
δ + (ln li)

δ
)

.

Отже, виконання умови 2 даної теореми забезпечує виконання умови 2 теоре-
ми 1.

Накладемо деякi умови на кореляцiйнi функцiї Bξ(x, y, z, x1, y1, z1) i Bξ(x, y, z,
x1, y1, z1), при яких будуть справедливi твердження теореми 2. Продовжимо
функцiї Bξ(x, y, z, x1, y1, z1), Bξ(x, y, z, x1, y1, z1) на весь простiр так, щоб вони
були перiодичними функцiями з перiодом 2a за x i x1, 2b за y i y1, 2c за z i z1 i
щоб виконувались рiвностi

Bξ(−x, y, z, x1, y1, z1) = Bξ(x,−y, z, x1, y1, z1) =

= Bξ(x, y,−z, x1, y1, z1) = −Bξ(x, y, z, x1, y1, z1) =

= Bξ(x, y, z,−x1, y1, z1) = Bξ(x, y, z, x1,−y1, z1) =

= Bξ(x, y, z, x1, y1,−z1),

Bη(−x, y, z, x1, y1, z1) = Bη(x,−y, z, x1, y1, z1) =

= Bη(x, y,−z, x1, y1, z1) = −Bη(x, y, z, x1, y1, z1) =

= Bη(x, y, z,−x1, y1, z1) = Bη(x, y, z, x1,−y1, z1) =

= Bη(x, y, z, x1, y1,−z1).

Нехай
∆τ1τ2τ3τ4τ5τ6f(x, y, z, x1, y1, z1) =

= f(x + τ1, y + τ2, z + τ3, x1 + τ4, y1 + τ5, z1 + τ6)−
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−f(x + τ1, y, z, x1, y1, z1)− f(x, y + τ2, z, x1, y1, z1)−
−f(x, y, z + τ3, x1, y1, z1)− f(x, y, z, x1 + τ4, y1, z1)−
−f(x, y, z, x1, y1 + τ5, z1)− f(x, y, z, x1, y1, z1 + τ6) =

+f(x, y, z, x1, y1, z1).

B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1) =

∂18Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)

∂x3∂y3, ∂x3∂x3
1∂y3

1∂z3
1

,

B∗
η(x, y, z, x1, y1, z1) =

∂18Bη(x, y, z, x1, y1, z1)

∂x3∂y3, ∂x3∂x3
1∂y3

1∂z3
1

.

Теорема 3. Нехай випадковi поля ξ(x, y, z) i η(x, y, z) є сумiсно строго
Subϕ(Ω). Для того, щоб iснував з ймовiрнiстю одиниця узагальнений розв’язок
задачi (1) — (3), при наведених вище обмеженнях, що зображений у виглядi
рiвномiрно збiжного за ймовiрнiстю ряду (8), достатньо, щоб виконувались
умови:

1) для достатньо малих τ1, τ2, τ3, τ4, τ5, τ6 > 0 виконуються умови
∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∆τ1τ2τ3τ4τ5τ6

∣∣B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣ dxdydzdx1dy1dz1 ≤

≤ c1τ1τ2τ3τ4τ5τ6,
∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∆τ1τ2τ3τ4τ5τ6

∣∣B∗
η(x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣ dxdydzdx1dy1dz1 ≤

≤ c2τ1τ2τ3τ4τ5τ6;

2) для достатньо малих τ1, τ2, τ3, > 0 i δ > 1− 1
p
виконуються умови

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∆τ1τ2τ3

∣∣B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣ dxdydzdx1dy1dz1 ≤

≤ c1τ
2
1 τ 2

2 τ 2
3

(ln τ1)δ + (ln τ2)δ + (ln τ3)δ
,

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∫ a

−a

∫ b

−b

∫ c

−c

∆τ1τ2τ3

∣∣B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣ dxdydzdx1dy1dz1 ≤

≤ c2τ
2
1 τ 2

2 τ 2
3

(ln τ1)δ + (ln τ2)δ + (ln τ3)δ
.

Доведення. Для того, щоб при зроблених припущеннях виконувались умови
теореми 2 достатньо показати, що

|Eaiaj| ≤ c

|kikjmimjlilj|4
, (11)

|Ebibj| ≤ c

|kikjmimjlilj|4
, (12)
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|Eaiaj| ≤ c

|kikjmimjlilj|8 |(ln τ1)δ + (ln τ2)δ + (ln τ3)δ| , (13)

|Ebibj| ≤ c

|kikjmimjlilj|8 |(ln τ1)δ + (ln τ2)δ + (ln τ3)δ| , (14)

де c – деяка стала. За означенням

Eaiaj =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

×Vj(x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1,

Ebibj =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bη(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

×Vj(x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1,

Ea2
i =

(∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Eξ(x, y, z)Vi(x, y, z)dxdydz

)2

=

=

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

×Vi(x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1,

Eb2
i =

(∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Eη(x, y, z)Vi(x, y, z)dxdydz

)2

=

=

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bη(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

×Vi(x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1.

Розглянемо

Eaiaj =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

×Vj(x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1 =

=
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)×

× sin
πkix

a
sin

πliy

b
sin

πmiz

b
sin

πkjx1

b
sin

πljy1

b
sin

πkjz

c
dxdydzdx1dy1dz1.

Iнтегруючи частинами i використовуючи (6), отримаємо
∣∣∣∣Eaiaj =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)Vi(x, y, z)×

× Vj(x1, y1, z1)| dxdydzdx1dy1dz1 ≤

≤ 8 |abc|5
π18 |kilimikjljmj|3

∣∣∣∣
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∂18Bξ(x, y, z, x1, y1, z1)

∂x3∂y3, ∂x3∂x3
1∂y3

1∂z3
1

×
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× cos
πkix

a
cos

πliy

b
cos

πmiz

b
cos

πkjx1

b
cos

πljy1

b
cos

πkjz

c
dxdydzdx1dy1dz1

∣∣∣∣ ≤

≤ 8 |abc|5
π18 |kilimikjljmj|3

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∣∣B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣×

×dxdydzdx1dy1dz1.

Розглянемо величину
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1.

Оскiльки функцiя B∗
ξ перiодична з перiодом 2a за x i x1, 2b за y i y1, 2c за z i

z1, то ∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1 =

=

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

B∗
ξ (x +

a

ki

, y +
b

li
, z +

c

mi

, x1 +
a

kj

, y1 +
b

lj
, z1 +

c

mj

)×

×dxdydzdx1dy1dz1.

Крiм того
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1 =

= −
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

B∗
ξ (x +

a

ki

, y, z, x1, y1, z1)dxdydzdx1dy1dz1.

Звiдси, враховуючи умову 1 даної теореми, отримаємо

1

8

∣∣∣∣
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

[
B∗

ξ (x +
a

ki

, y +
b

li
, z +

c

mi

, x1 +
a

kj

, y1 +
b

lj
, z1 +

c

mj

)−

−B∗
ξ (x +

a

ki

, y, z, x1, y1, z1)−B∗
ξ (x, y +

b

li
, z, x1, y1, z1)−

−B∗
ξ (x, y, z +

c

mi

, x1, y1, z1)−B∗
ξ (x, y, z, x1 +

a

kj

, y1, z1)−

−B∗
ξ (x, y, z, x1, y1 +

b

lj
, z1)−B∗

ξ (x, y, z, x1, y1, z1 +
c

mj

)+

+ B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

]
dxdydzdx1dy1dz1

∣∣ ≤

≤ 1

8

∫ b

0

∫ c

0

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

∣∣∣∣∆ a
ki

, b
li

c
mi

a
kj

, b
lj

c
mj

B∗
ξ (x, y, z, x1, y1, z1)

∣∣∣∣ ≤

≤ C

kilimikjljmj.

Звiдси й отримаємо, що виконується (11).
Виконання умов (12), (12) i (13) доводимо аналогiчно.
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