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(äî 80-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Âñòóïëåíèå. 2 ñåíòÿáðÿ 2008 ãîäà ïðîôåññîðó Íàóìó Íèñîíîâè÷ó Àéçåíáåðãó
èñïîëíèëîñü áû 80 ëåò. Âðåìÿ íåóìîëèìî áåæèò. Íàóì Íèñîíîâè÷ óøåë îò íàñ
4 èþíÿ 2002 ãîäà. Âîò óæå ñåäüìîé ãîä åãî íåò ñ íàìè. Íî æèâî åãî êîëîñ-
ñàëüíîå íàó÷íîå íàñëåäèå, ïðîäîëæàþò ðàçâèâàòüñÿ åãî ëó÷øèå íàó÷íûå èäåè,
îêàçàâøèå îãðîìíîå âëèÿíèå íà íåñêîëüêî ïîêîëåíèé ó÷åíûõ, è ïðîäîëæàþùèå
îêàçûâàòü òàêîå æå ñèëüíîå âëèÿíèå è ñåãîäíÿ.

Äëÿ ñîàâòîðîâ ýòîé ñòàòüè Íàóì Íèñîíîâè÷ áûë íå ïðîñòî Ó÷èòåëåì ñ áîëü-
øîé áóêâû, íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, êîëëåãîé è ñîàâòîðîì (íå ãîâîðÿ î òîì,
÷òî äëÿ îäíîãî èç íàñ îí áûë î÷åíü ëþáÿùèì îòöîì), íî è áëèæàéøèì äðóãîì,
îáðàçöîì ×åëîâåêà, îïÿòü æå, èìåííî ñ áîëüøîé áóêâû.

Íàóì Íèñîíîâè÷ áûë óäèâèòåëüíûì ìàòåìàòèêîì ñ î÷åíü ãëóáîêèìè, áî-
ëåå, ÷åì ýíöèêëîïåäè÷åñêèìè, çíàíèÿìè ñîâåðøåííî ðàçíûõ åå ðàçäåëîâ. Îí
áûë áëåñòÿùèì ïåäàãîãîì. Â àóäèòîðèè, ãäå îí ÷èòàë ëåêöèþ, áóäü òî íåáîëü-
øàÿ ãðóïïà, ñëóøàþùàÿ ñïåöêóðñ, îãðîìíàÿ àóäèòîðèÿ ïåðâîêóðñíèêîâ, êëàññ
â ñðåäíåé øêîëå, ïðåäñòàâèòåëüíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ, íå ìîãëî áûòü ðàâ-
íîäóøíûõ. Îí íå ïðîñòî ïåðåäàâàë ñâîè ãëóáîêèå çíàíèÿ òåì, êîìó ÷èòàë ëå-
êöèè, íî äåëàë ýòî ìàñòåðñêè, íàõîäèë ñïîñîáû îáúÿñíÿòü ñàìûå ñëîæíûå âåùè
ïðîñòî è äîõîä÷èâî. Íåòðèâèàëüíîå, íà ïåðâûé âçãëÿä î÷åíü ñëîæíîå, äîêàçà-
òåëüñòâî ëþáîé ñåðüåçíîé òåîðåìû â åãî èçëîæåíèè ñòàíîâèëîñü ñîâåðøåííî ëî-
ãè÷íûì. Îñîáåííî ïîäêóïàë ëþáóþ àóäèòîðèþ øèðî÷àéøèé èíòåëëåêò Íàóìà
Íèñîíîâè÷à. Åãî çíàíèÿ îòíþäü íå èñ÷åðïûâàëèñü ìàòåìàòèêîé. Îí óâëåêàëñÿ
áèîëîãèåé, çàíèìàÿñü èçó÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåêòîâ ãåíåòè÷åñêîãî êîäà,
ïûòàÿñü "îòêîïàòü"åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðèðîäó, à òàêæå çàíèìàÿñü êëàññèôè-
êàöèåé ìèêðîîðãàíèçìîâ. Åãî äðóãèì óâëå÷åíèåì áûëà ÿäåðíàÿ ôèçèêà, îí ñ
óâëå÷åíèåì èñêàë àëãåáðàè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
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áûëî áû îïèñàòü ïîâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Çàíèìàÿñü ðàñïîçíàâàíèåì
îáðàçîâ, îí ðàçðàáàòûâàë ìåòîäû äèàãíîñòèêè ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé, ìåòî-
äû äèàãíîñòèêè íåèñïðàâíîñòè àâèàöèîííûõ äâèãàòåëåé, ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ
ïîäâîäíûõ ëîäîê, áàëëèñòè÷åñêèõ ðàêåò è êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, âíèêàÿ âî âñå
äåòàëè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé íàóêè. Åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó, ÷òî Íàóì Íè-
ñîíîâè÷ ïåðå÷èòàë ïðàêòè÷åñêè âñþ ìèðîâóþ êëàññè÷åñêóþ õóäîæåñòâåííóþ
ëèòåðàòóðó, áûë òîíêèì çíàòîêîì ïñèõîëîãèè è ïñèõîàíàëèçà, îáëàäàë òîí÷àé-
øèì ÷óâñòâîì þìîðà, òî ñòàíåò ïîíÿòíî, êàêîå îãðîìíîå âëèÿíèå îí îêàçûâàë
íà îêðóæàþùèõ åãî ëþäåé, êàê èíòåðåñíî ñ íèì áûëî îáùàòüñÿ è äðóçüÿì, è
êîëëåãàì, è àñïèðàíòàì, è ñòóäåíòàì.

Áóäó÷è î÷åíü îáùèòåëüíûì è îòêðûòûì ÷åëîâåêîì, Íàóì Íèñîíîâè÷ î÷åíü
ëþáèë óñòðàèâàòü èìïðîâèçèðîâàííûå íàó÷íûå ñåìèíàðû ïðÿìî ó ñåáÿ äîìà.
Åäâà ëè íå åæåäíåâíî â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò åãî ãîñòÿìè áûëè àñïèðàíòû, ñîòðó-
äíèêè, äèïëîìíèêè, êóðñîâèêè è êîëëåãè, ïðèåçæàâøèå ñî âñåõ êîíöîâ áûâøå-
ãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. Ýòè âñòðå÷è ìîãëè ïðîäîëæàòüñÿ ÷àñàìè, ÷àñòî íàó÷íûå
áäåíèÿ íåçàìåòíî äëÿ èõ ó÷àñòíèêîâ çàòÿãèâàëèñü çà ïîëíî÷ü. Òàê ðîæäàëèñü,
ïðîâåðÿëèñü è ðàçâèâàëèñü íîâûå íàó÷íûå èäåè.

Íàóì Íèñîíîâè÷ áûë èíèöèàòîðîì è îðãàíèçàòîðîì ïðîâåäåíèÿ â Óæãîðîäå
ìíîãèõ âñåñîþçíûõ êîíôåðåíöèé è ñåìèíàðîâ ïî òåîðèè èíôîðìàöèè è êîäè-
ðîâàíèÿ, ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, ïî ìíîãîçíà÷íîé ïîðîãîâîé ëîãèêå.
Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì â 1970-å � 1980-å ãîäû â Óæãîðîäå ðàáîòàë ïîñòîÿííûé
ñåìèíàð "Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå", äîêëàä÷èêà-
ìè íà êîòîðîì î÷åíü ÷àñòî âûñòóïàëè âåäóùèå ó÷åíûå èç êðóïíåéøèõ íàó÷íûõ
öåíòðîâ áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà. Ýòè ñåìèíàðû è êîíôåðåíöèè âî ìíîãîì
ñïîñîáñòâîâàëè òîìó, ÷òî Óæãîðîäñêèé Íàöèîíàëüíûé Óíèâåðñèòåò áûë øèðî-
êî èçâåñòåí è â Ñîâåòñêîì Ñîþçå, è çà åãî ïðåäåëàìè.

Óâëåêàÿñü è çàíèìàÿñü â ðàçíûå ïåðèîäû âðåìåíè íàó÷íûìè èññëåäîâà-
íèÿìè â ðàçíûõ îáëàñòÿõ, îò òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï äî èñêóññòâåííûõ
íåéðîñåòåé, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïîëó÷èë ðÿä óíèêàëüíûõ, îñíîâîïîëàãàþùèõ ðå-
çóëüòàòîâ âî âñåõ ýòèõ îáëàñòÿõ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå
è ïîëîæèëè íà÷àëî ðàçâèòèþ íåñêîëüêèõ íîâûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñïëåòåíèé è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï, ïîëèíîìè-
àëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, ìíîãîçíà÷íàÿ ïîðîãîâàÿ
ëîãèêà, òåîðèÿ ïðîñòûõ òåñòîâ, òåîðèÿ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ïðîè-
çâîëüíîì áàçèñå, òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ è ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíîâ. 11 ó÷åíèêîâ
Íàóìà Íèñîíîâè÷à, â òîì ÷èñëå 8 àñïèðàíòîâ Óæãîðîäñêîãî Íàöèîíàëüíîãî
Óíèâåðñèòåòà, ñòàëè ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì êàíäèäàòàìè íàóê. Ê íåìó î÷åíü
÷àñòî ïðèåçæàëè íà êîíñóëüòàöèè àñïèðàíòû åãî êîëëåã èç äðóãèõ ãîðîäîâ, îí
÷àñòî î÷åíü òåñíî è ïëîäîòâîðíî ñîòðóäíè÷àë ñ êîëëåãàìè èç âåäóùèõ íàó÷íûõ
öåíòðîâ áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà, à ïîçäíåå, êîãäà ïîñëå òîãî, ÷òî ðóõíóë
"æåëåçíûé çàíàâåñ", ýòî ñòàëî âîçìîæíûì, è ñ çàðóáåæíûìè êîëëåãàìè. Ñðåäè
åãî ñîàâòîðîâ àêàäåìèê Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê Þ.È. Æóðàâëåâ, àêàäåìèê
Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê Óêðàèíû è ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ðîññèéñêîé Àêà-
äåìèè Íàóê À.À. Ñòîãíèé, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê
Óêðàèíû À.À. Ëåòè÷åâñêèé, àêàäåìèê Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Åñòåñòâåííûõ Íà-
óê Ä.À. Ïîñïåëîâ, àêàäåìèê Ôèíñêîé Àêàäåìèè Íàóê ß. Àñòîëà (Ôèíëÿíäèÿ),
ïðîôåññîðà Ñ. Àãàÿí (ÑØÀ), É. Âàíäåâàëëå (Áåëüãèÿ), Þ.Ë. Èâàñüêèâ (Êèåâ),
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Ê. Åãèàçàðÿí (Ôèíëÿíäèÿ), Ê. Ìîðàãà (Ãåðìàíèÿ), Ç.Ë. Ðàáèíîâè÷ (Êèåâ), Ð.
Ñòàíêîâè÷ (Ñåðáèÿ), Æ. Òîøè÷ (Ñåðáèÿ), À.Ã. Ôðàíöóç (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) è
ìíîãèå äðóãèå.

Íàóì Íèñîíîâè÷ ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì äâóõ ìîíîãðàôèé1 [1, 2], áîëåå, ÷åì 150
ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ ñîâåòñêèõ, óêðàèíñêèõ è çàðóáåæíûõ íà-
ó÷íûõ æóðíàëàõ, â ñáîðíèêàõ ñòàòåé è â òðóäàõ êîíôåðåíöèé, à òàêæå âîñüìè
èçîáðåòåíèé.

Âñÿ åãî íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü íåðàçðûâíî ñâÿçàíà ñ Óæãîðîäîì, â êîòîðîì
îí ïðîæèë 49 ëåò, ïðèåõàâ èç Êèåâà â 1949 ãîäó ìîëîäûì ñïåöèàëèñòîì, è ñ
Óæãîðîäñêèì Íàöèîíàëüíûì Óíèâåðñèòåòîì, â êîòîðîì îí ïðîðàáîòàë ñ 1951
ïî 1998 ãîäû.

Â ýòîé ñòàòüå ìû õîòåëè áû ðàññêàçàòü î Íàóìå Íèñîíîâè÷å Àéçåíáåðãå,
Ó÷åíîì è ×åëîâåêå, ïðèâåñòè êðàòêèé îáçîð åãî îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
è ðàññêàçàòü î òîì, êàê ýòè ðåçóëüòàòû îòðàçèëèñü íà äàëüíåéøåì ðàçâèòèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé íàóêè, êàê àêòóàëüíû ìíîãèå èç íèõ ñåãîäíÿ.
1. Ïðèìåíåíèå ÝÂÌ â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïåð-
âîé ëþáîâüþ Íàóìà Íèñîíîâè÷à â íàóêå áûëà àëãåáðà, è, áåëåå òî÷íî, òåîðèÿ
êîíå÷íûõ ãðóïï. Ýòî ñëó÷èëîñü íå áåç âëèÿíèÿ åãî íàñòàâíèêîâ � ïðîôåññî-
ðà Ñ.Ä. Áåðìàíà, êîòîðûé áûë îäíèì èç êðóïíåéøèõ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè
ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï è çàâåäîâàë â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ êàôåäðîé àë-
ãåáðû â Óæãîðîäñêîì óíèâåðñèòåòå, è ïðîôåññîðà Ë.À. Êàëóæíèíà, êîòîðûé
ââåë ïîíÿòèå ñïëåòåíèÿ ãðóïï è áûë îäíèì èç êðóïíåéøèõ â ìèðå ñïåöèàëè-
ñòîâ â îáëàñòè êîíå÷íûõ ãðóïï. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Íàóì Íèñîíîâè÷ áûë óâëå-
÷åí âîçìîæíîñòÿìè, êîòîðûå îòêðûâàëî ïðèìåíåíèå òîëüêî ïîÿâëÿâøåéñÿ òî-
ãäà âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Çäåñü íå îáîøëîñü áåç âëèÿíèÿ àêàäåìèêà Â.Ì.
Ãëóøêîâà (íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ Ãëóøêîâ ïðîÿâëÿë
áîëüøîé èíòåðåñ ê ðàáîòàì Íàóìà Íèñîíîâè÷à, áûë íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì åãî
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâèë íåñêîëüêî åãî ñòàòåé ê ïóáëèêàöèè â âå-
äóùåì è â ñîâåòñêîå âðåìÿ ýëèòàðíîì æóðíàëå "Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑ-
ÑÐ") è åãî ó÷åíèêîâ À.À. Ëåòè÷åâñêîãî, Þ.Ë.Èâàñüêèâà è Þ.Â.Êàïèòîíîâîé,
ñòàâøèìè èçâåñòíåéøèìè ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè êèáåðíåòèêè. Èññëåäîâàíèÿ
Íàóìà Íèñîíîâè÷à â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñïëåòåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï [3, 4]
ëåãëè â îñíîâó åãî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äàëüíåéøèå
ñîâìåñòíûå èññëåäîâàíèÿ Íàóìà Íèññîíîâè÷à è Àëåêñàíäðà Àäîëüôîâè÷à Ëå-
òè÷åâñêîãî â ýòîé îáëàñòè [5�7] áûëè íå ïðîñòî ïèîíåðñêèìè, à, ïî-âèäèìîìó,
âîîáùå ïåðâûìè â ìèðå ïîïûòêàìè ïðèìåíèòü âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû êàê
â òåîðèè ãðóïï (ðàáîòû ïî ïðèìåíåíèþ ÝÂÌ â èññëåäîâàíèè ñïîðàäè÷åñêèõ
ïðîñòûõ ãðóïï ïîÿâèëèñü íåñêîëüêî ïîçæå), òàê è äëÿ ðåøåíèÿ íå ÷èñòî âû÷è-
ñëèòåëüíîé, à ñëîæíîé ëîãèêî-àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è.

Êàê âñÿêàÿ ïåðâàÿ ëþáîâü, ëþáîâü ê àëãåáðå íàëîæèëà îòïå÷àòîê íà âñå áó-
äóùèå èññëåäîâàíèÿ Íàóìà Íèñîíîâè÷à. ×åì áû îí íè çàíèìàëñÿ, îí ïûòàëñÿ
óâèäåòü �àëãåáðàè÷åñêóþ ïîäîïëåêó�. È ýòî æåëàíèå �ïîäîãðåâàëîñü� óñïåõàìè
â èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðèìåíåíèþ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï â àë-
ãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ïðîâîäèìûõ â Óæãîðîäå ïîä ðóêîâîäñòâîì

1Çäåñü è äàëåå äàþòñÿ ññûëêè òîëüêî íà îñíîâíûå ðàáîòû Í.Í. Àéçåáåðãà. Íåñêîëüêî
ññûëîê íà äðóãèå èñòî÷íèêè äàåòñÿ â ñíîñêàõ â òåêñòå.
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Ñ.Ä. Áåðìàíà. Êàê ýòî áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, ïî÷òè âñå íîâàòîðñêèå èäåè
Íàóìà Íèñîíîâè÷à áûëè ñëåäñòâèåì íåñòàíäàðòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî âçãëÿäà
íà âåùè.
2. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Â ñåðåäèíå
60õ ãîäîâ Ä.À. Ïîñïåëîâ ïîñòàâèë çàäà÷ó îïèñàíèÿ âñåõ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé
ëîãèêè, ïðåäñòàâèìûõ ïîëèíîìàìè íàä êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ.
Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿëà ïðèêëàäíîé èíòåðåñ, ò.ê. â òî âðåìÿ íà÷àëèñü ðàçðà-
áîòêè ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñî ìíîãèìè óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Áîëåå òî÷íî, òðåáîâàëîñü îïèñàòü âñå òàêèå ôóíêöèè

f : Rn → Rn,

ãäå Rn � êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, ÷òî

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + kxk.

Â ñëó÷àå, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî è, ñîîòâåòñòâåííî, Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,
êàæäàÿ ôóíêöèÿ, êàê ïîêàçàë Íàóì Íèñîíîâè÷, ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì [8].

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ ïåðâûõ ïðèìåðîâ, ó Íàóìà Íèñîíîâè÷à ïîÿâèëàñü ãèïî-
òåçà, ÷òî ãðóïïà ïîëèíîìèàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé èçîìîðôíà ñïëåòåíèþ
íåêîòîðûõ ïîäãðóïï ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Çàäà÷à îáîçðåíèÿ âñåõ ïîëèíîìèàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé ìíîãîçíà-
÷íîé ëîãèêè áûëà ïîñòàëåíà Íàóìîì Íèñîíîâè÷åì è ðåøåíà â [9]. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé áàçèñ â êîëüöå ïîëèíîìîâ
íàä Rn:

f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x(x− 1), . . . , fi(x) = x(x− 1) · · · (x− i + 1).

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî áàçèñà çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî âîïðîñ î
ïîëèíîìèàëüíîé ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â ýòîì áàçèñå ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î
ðàçðåøèìîñòè òðåóãîëüíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèé íàä êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî íå òîëüêî îáîçðåòü âñå ïîëèíîìèàëüíî ïðåäñòà-
âèìûå ôóíêöèè, íî è ïîäñ÷èòàòü èõ êîëè÷åñòâî [10]: â ñëó÷àå, êîãäà n = pk,
êîëè÷åñòâî ïîëèíîìèàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé ðàâíî

p
∑k−1

i=0
(m(pi+1)−m(pi)(k − i)),

ãäå ôóíêöèÿ m(n) = s(n)− 1, à s(n) � ýòî íàèìåíüøåå öåëîå òàêîå, ÷òî s(n)! ≡
0(mod n).

Ïîñêîëüêó êîëüöî ïîëèíîìîâ íàä Rn, ãäå n = pα1 ...pαt , èçîìîðôíî ïðÿ-
ìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëåö ïîëèíîìîâ íàä Rpα , ïåðåõîä îò ìîäóëÿ âèäà pα ê
ïðîèçâîëüíîìó ìîäóëþ, � ïðîñòî äåëî òåõíèêè. Êàê òîëüêî ïîÿâèëàñü âîçìî-
æíîñòü ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïîëèíîìèàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé, ñòàëî
ÿñíî, ÷òî êðàñèâàÿ ãèïîòåçà î ñâÿçè ñî ñïëåòåíèÿìè, ê ñîæàëåíèþ, íå âåðíà.
Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèè ïîëèíîìèàëüíîé ïðåäñòàâèìîñòè ìíîãîçíà÷íûõ ôóí-
êöèé ïîäðîáíî áûëè ðàññìîòðåíû â [11].
3. Òåñòîâûå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â êîíöå 60-õ ãîäîâ ïîä âëè-
ÿíèåì âûøåäøåé òîãäà êíèãè Ì.Ì. Áîíãàðäà2 è îáùåíèÿ ñ ïðîôåññîðîì À.Ã.

2Áîíãàðä Ì.Ì. Ïðîáëåìà óçíàâàíèÿ Ì.: Ôèçìàòãèç, 1967.
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Ôðàíöóçîì, Íàóì Íèñîíîâè÷ óâëåêñÿ ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (ñëå-
äóåò îòìåòèòü åãî ïåðâóþ ðàáîòó â ýòîé îáëàñòè [12]), òî÷íåå ãîâîðÿ, òåñòî-
âûìè ìåòîäàìè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (ïåðâîíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí
�òåñòîð�).

Â ðàáîòå [13] Íàóìîì Íèñîíîâè÷åì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîñòîãî òåñòà
(òåñòîðà) è íàìå÷åíû îñíîâíûå ïóòè ïðèìåíåíèÿ ïðîñòûõ òåñòîâ äëÿ ðåøåíèÿ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïóñòü E = Ek1 × Ek2 × ... × Ekn � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ìíîæåñòâ Eki

= {0, 1, ..., ki − 1} , ãäå i = 1, ..., n. Ïóñòü [A1, ..., As] � íàáîð ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. Íàáîð L = [A′

1, ..., A
′
s], ãäå

A′
i ⊆ Ai (i = 1, ..., s), íàçûâàåòñÿ îáó÷àþùåé âûáîðêîé. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ

ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðåøàþùåãî ïðàâèëà - àëãîðèòìà, îòíîñÿùåãî íà îñíîâå
îáó÷àþùåé âûáîðêè âåêòîð èç ∪Ai ê îäíîìó èç êëàññîâ A1, ..., As , êîãäà íàáîð
[A1, ..., As] íåèçâåñòåí.

Ïðèçíàêàìè íà E íàçîâ¼ì ôóíêöèè π1, ..., πn òàêèå, ÷òî πi((α1, ..., αn)) = αi

äëÿ âñåõ i = 1, ..., n.
Íàáîð ïðèçíàêîâ 〈πi1 , . . . , πir〉 íàçûâàåòñÿòåñòîâûì (äëÿ îáó÷àþùåé âûáîð-

êè L), åñëè äëÿ ëþáûõ A′
i è A′

j ëþáûå äâà âåêòîðà ai ∈ A′
i è aj ∈ A′

j ðàçëè÷àþòñÿ
íà ýòîì íàáîðå ïðèçíàêîâ, ò. å. (πi1(ai),...,πir(ai)) 6= (πi1(aj),...,πir(aj)). Åñëè âå-
êòîð c íà òåñòîâîì íàáîðå ïðèçíàêîâ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç âåêòîðîâ èç A′

i, òî
c íà ýòîì íàáîðå ïðèçíàêîâ íå ìîæåò ñîâïàäàòü íè ñ îäíèì âåêòîðîì èç âñåõ
îñòàëüíûõ êëàññîâ è åãî åñòåñòâåííî îòíåñòè ê êëàññó Ai. Ðàçëè÷íûå òåñòîâûå
àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè òåñòîâûõ íàáîðîâ ñ ðàçëè-
÷íûìè âåñàìè [14].

Òåñòîâûé íàáîð ïðèçíàêîâ íàçûâàåòñÿòóïèêîâûì, åñëè èç íåãî íåëüçÿ âûêè-
íóòü íè îäíîãî ïðèçíàêà òàê, ÷òî ïîëó÷åííûé íàáîð ÿâëÿåòñÿ òîæå òåñòîâûì.
Èìåííî òóïèêîâûå òåñòû èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ
àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, Íàóì Íèñîíîâè÷ íà âñ¼ ñìîòðåë àëãåáðàè÷åñêèìè
ãëàçàìè. Îí ïðåäëîæèë çàäàòü íà ìíîæåñòâàõ Ek1 , Ek2 , ..., Ekn îïåðàöèþ ñëîæå-
íèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ, ïðåâðàòèâ, òàêèì îáðàçîì, ýòè ìíîæåñòâà
â àáåëåâû ãðóïïû. Ïðè ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òåñòó ñîïîñòàâèòü
ïîäãðóïïó âñåõ ýëåìåíòîâ èç E, ðàâíûõ íóëþ íà âñåõ ïðèçíàêàõ òåñòîâîãî íà-
áîðà, òî òåñòîâîìó àëãîðèòìó ñîîòâåòñòâóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâ A′

1, ..., A
′
s ñìå-

æíûìè êëàññàìè ïî ýòîé ïîäãðóïïå [15]. Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà òåñòîâ è èõ çíà÷å-
íèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â [16].
Ïîçäíåå [17] óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òåñòîâûå ïîäãðóïïû � ýòî ïîäãðóïïû, îïðå-
äåëÿåìûå íåêîòîðûìè áåçãðàíè÷íî äåëèìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ÷òî îáúÿñíèëî
âåðîÿòíîñòíóþ ïðèðîäó òåñòîâûõ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ.

Îïðåäåëèì íà E äâóìåñòíûå ïðåäèêàòû ñõîæåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pi(a, b) =

{
1, åñëè πi(a) = πi(b),
0, åñëè πi(a) 6= πi(b),

i = 1, 2, ..., n.

Åñëè 〈πi1 , ..., πir〉 � òåñòîâûé íàáîð ïðèçíàêîâ, òî

(∀i 6= j)(∀ai ∈ A′
i)(∀aj ∈ A′

J)Pi1(ai, aj)&...&Pir(ai, aj) = 0.

Òàêîé ïåðåõîä îò íàáîðîâ ïðèçíàêîâ ê íàáîðó ïðåäèêàòîâ ñóùåñòâåíåí, ò.ê.
ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òåñòû êàê èìïëèêàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ áóëåâûõ
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ôóíêöèé è ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ
ïîèñêà òóïèêîâûõ òåñòîâ. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê èçâåñòíî, çàäà÷à ìèíèìè-
çàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïåðåáîðíîé çàäà÷åé.

Ïóñòü f(x1, x2, ..., xn) � áóëåâà ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî f(a1, a2, ..., an) = 0 òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ äâà âåêòîðà ai è aj èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
îáó÷àþùåé âûáîðêè òàêèõ, ÷òî a1 = P1(ai, aj), ..., Pn(ai, aj), ò.å. f � ôóíêöèÿ,
ïðèíèìàþùàÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ ñõîäñòâî ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè è, ñîîòâåòñòâåííî, ýòà
ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå, êîãäà ñõîäñòâà íåò, ò.å. êëàññû ðàçëè÷àþòñÿ. Îáîáùèì
ïîíÿòèå òåñòîâîãî íàáîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàáîð ïðåäèêàòîâ P̃i1 , ..., P̃iτ íàçîâåì òåñòîâûì, åñëè

(∀i 6= j)(∀ai ∈ A′
i)(∀aj ∈ A′

J)P̃i1(ai, aj)&...&P̃ir(ai, aj),

ãäå âîëíà îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäèêàòû ìîãóò âõîäèòü â íàáîð ñ îòðèöàíèåì èëè
áåç. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ òóïèêîâîãî òåñòà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîñòîãî òåñòà,
ò.å. òåñòà (ñîäåðæàùåãî ïðåäèêàòû âîçìîæíî ñ îòðèöàíèåì), íèêàêîé ïîäíà-
áîð êîòîðîãî óæå íå ÿâëÿåòñÿ òåñòîâûì. Ñíÿòèå îãðàíè÷åíèÿ íà èñïîëüçîâàíèÿ
îòðèöàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàñïîçíàâàíèè ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå íå òîëü-
êî òå ïðèçíàêè, íà êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ îáúåêòû èç ðàçíûõ êëàññîâ âûáîðêè,
íî è ïðèçíàêè, íà êîòîðûõ îáúåêòû ñõîæè. Â ñëó÷àå, êîãäà E � ìíîæåñòâî áóëå-
âûõ âåêòîðîâ, E ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä GF (2),
è â ýòîì ñëó÷àå óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ, îñíîâàííûå
íà ïðîñòûõ òåñòàõ, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êîäèðîâàíèÿ � çàìåíû áàçèñà â
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå [14,15,18]. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ â ðàáî-
òàõ [13�18] òåîðèÿ ïðîñòûõ òåñòîâ ÿâèëàñü íå ïðîñòî êðàñèâîé ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèåé, íî è îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ
â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, â ìèêðîáèîëîãèè äëÿ êëàññèôèêàöèè ìè-
êðîîðãàíèçìîâ [19], â ìåäèöèíå äëÿ äèàãíîñòèêè çàáîëåâàíèé ñî ìíîæåñòâîì
ñõîäíûõ ñèìïòîìîâ [20]. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ðÿä ñóùåñòâåííûõ ïðèëîæå-
íèé òåîðèè ïðîñòûõ òåñòîâ, ðàçðàáîòàííûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì Íàóìà Íèñîíî-
âè÷à, â òî âðåìÿ (1970-å ãîäû) "çàêðûòûõ"è â ñèëó ýòîãî íå ïóáëèêîâàâøèõñÿ:
äèàãíîñòèêà íåèñïðàâíîñòåé àâèàöèîííûõ äâèãàòåëåé â ðåàëüíîì âðåìåíè, ðà-
ñïîçíàâàíèå ïîäâîäíûõ ëîäîê ("ñâîé"/"÷óæîé"), ðàñïîçíàâàíèå êîñìè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà áàëëèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî-
çäíåå, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïðåäëîæèë î÷åíü ýôôåêòèâíûé áûñòðûé àëãîðèòì ïîè-
ñêà òóïèêîâûõ òåñòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíúþíêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ìû
âåðíåìñÿ ê ýòîìó àëãîðèòìó íèæå, ðàññìàòðèâàÿ öèôðîâóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ
â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå).
4. Ìíîãîçíà÷íàÿ ïîðîãîâàÿ ëîãèêà. Åùå â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ Íàóì Íè-
ñîíîâè÷ óâëåêñÿ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêîé è èññëåäîâàë âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäõîäîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Âûøå ìû
óæå ðàññìàòðèâàëè ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Îòäåëüíî ñëåäóåò îòìåòèòü èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåì îïå-
ðàöèé è êàíîíè÷åñêèõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè [21]
(â äåñÿòêàõ ññûëîê íà ýòó ñòàòüþ â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ ðàçëè÷íûõ àâ-
òîðîâ ðàññìîòðåííàÿ â íåé ñèñòåìà îïåðàöèé íåèçìåííî íàçûâàëàñü ñèñòåìîé
Àéçåíáåðãà � Ðàáèíîâè÷à), ïðåäñòàâëåíèå ñóììû ïî mod m â m-çíà÷íîé ëîãè-
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êå [22]. 60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà áûëè òàêæå ïèêîì ïîïóëÿðíîñòè ïîðîãîâîé ëî-
ãèêè, èçó÷àâøåé ðåàëèçàöèþ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè ïîìîùè ïîðîãîâûõ ýëåìåí-
òîâ (ïðîîáðàçîâ èñêóññòâåííûõ íåéðîíîâ). Óâëå÷åíèå ïîðîãîâûìè ýëåìåíòàìè
áûëî îáóñëîâëåíî äâóìÿ ôàêòîðàìè: âîçìîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïîðîãîâûìè, íà îäíîì ýëåìåíòå, à òàêæå ñïîñîáíîñòüþ
ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ ê îáó÷åíèþ è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíå-
íèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è êëàññèôèêàöèè â òîì ñëó÷àå,
åñëè ðàñïîçíàþòñÿ (êëàññèôèöèðóþòñÿ) îáúåêòû, ïðèíàäëåæàùèå äâóì êëàñ-
ñàì è îïèñûâàåìûå áèíàðíûìè ïðèçíàêàìè. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ôóíêöèé ìíîãî-
çíà÷íîé ëîãèêè ïðåäñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèþ áóëåâûõ ôóíêöèé
â ïîðîãîâîé ëîãèêå, íå ñóùåñòâîâàëî. Åñëè áû åãî óäàëîñü íàéòè, ýòî ñòàëî áû
îãðîìíûì øàãîì âïåðåä, ïîñêîëüêó ñ îäíîé ñòîðîíû ïîçâîëèëî áû ñîçäàòü ìíî-
ãîçíà÷íûé ïîðîãîâûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìîã áû ðåøàòü çàäà÷è ìíîãîêëàññîâîé
êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ ìíîãîçíà÷íûìè ïðèçíàêàìè, à ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, óíèôèöèðîâàëî áû ïðåäñòàâëåíèå áîëüøîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé. Òðàäèöèîííî ìíîãîçíà÷íàÿ (k-çíà÷íàÿ) ëîãèêà ðàññìàòðèâàëàñü íàä
êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ Zk = {0, 1, ..., k−1}. Ïðè ýòîì âîçíèêàë ôèëîñîôñêèé
âîïðîñ: êàê òðàêòîâàòü çíà÷íîñòè ëîãèêè, ÿâëÿþùèåñÿ öåëûìè ÷èñëàìè? Íàóì
Íèñîíîâè÷ ðàññìîòðåë äàííóþ ïðîáëåìó ñ ñîâåðøåííî îðèãèíàëüíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Âðÿä ëè îí ñàì èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàë, ñêîëü îãðîìíûé
ïëàñò çàìå÷àòåëüíûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðèëîæåíèé ëåæèò çà òåì íîâûì
ïîäõîäîì ê ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêå, êîòîðûé îí ñôîðìóëèðîâàë â êîíöå 1960-õ
ãîäîâ è êîòîðûé ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ î÷åíü àêòóàëüíûì è ñåãîäíÿ, ÿâëÿÿñü
îñíîâîé òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíîâ (ñì. íèæå). Ýòîò íîâûé ïîäõîä áûë
ïðåäëîæåí â [23].

Ïóñòü M � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ìîùíîñòüþ íå ìåíüøå k. Ïóñòü
Ak = {a0, a1, ..., ak−1} , Ak ∈ M � ñòðóêòóðíûé àëôàâèò.

Ôóíêöèÿ f (x1, ..., xn) |f : An
k → Ak îò n ïåðåìåííûõ (ãäå An

k − n-ÿ äåêàðòîâà
ñòåïåíü Ak ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè íàä ãðóïïîé M . Îòìåòèì,
÷òî óæå ýòîãî îáîáùåíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ìíîãîçíà-
÷íûå ôóíêöèè íå òîëüêî íàä êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ, íî íàä ëþáîé àääè-
òèâíîé àáåëåâîé ãðóïïîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïû M âçÿòü àääè-
òèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Ak âçÿòü
ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé k�îé ñòåïåíè èç åäèíèöû Ek =

{
ε0, ε, ε2, ..., εk−1

}
, ãäå

ε = exp(i2π/k) (i � ìíèìàÿ åäèíèöà) � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü k�îé ñòåïåíè èç
åäèíèöû, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ f (x1, ..., xn) |f : En

k → Ek ÿâëÿå-
òñÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîãëàñíî òîëüêî
÷òî ðàññìîòðåííîìó îïðåäåëåíèþ. Î÷åâèäíî, è ñàìà ôóíêöèÿ, è åå àðãóìåíòû
ïðèíèìàþò â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè k�îé ñòåïåíè èç åäè-
íèöû: εj = exp(i2πj/k), j = 0, ..., k − 1. Ëþáîïûòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ê
ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêå çíà÷íîñòè ëîãèêè, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ íàä
êîëüöîì Zk, "àðèôìåòè÷åñêè"ðàâíîïðàâíû, íîðìàëèçîâàíû, èõ ìîäóëè ðàâíû
åäèíèöå, è, ÿâëÿÿñü êîðíÿìè k�îé ñòåïåíè èç åäèíèöû, îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ñâîèìè àðãóìåíòàìè.

Â ïîèñêàõ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ áóëåâîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè íà ìíîãîçíà-
÷íûé ñëó÷àé Íàóì Íèñîíîâè÷ èñêàë, êàêèì îáðàçîì ìîæíî îáîáùèòü êëþ÷å-
âîé ýëåìåíò â îïðåäåëåíèè áóëåâîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè, ôóíêöèþ çíàêà sign,
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íà ìíîãîçíà÷íûé ñëó÷àé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå áóëåâîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ ïîðîãîâîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé âåùåñòâåííî-
çíà÷íûé íàáîð èç n + 1 ÷èñåë (âåêòîð ñòðóêòóðû, èëè âåñîâîé âåêòîð) W =
(w0, w1, ..., wn), ÷òî íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ çàäàíà
ôóíêöèÿ, f(x1, ..., xn) = sign(w0 +w1x1 + ...+wnxn). Ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò, ðåàëè-
çóþùèé áóëåâû ïîðîãîâûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ ïîðîãîâûì ýëåìåíòîì (à òàêæå
ïîðîãîâûì íåéðîíîì, èëè ïåðñåïòðîíîì), à ôóíêöèÿ sign � åãî àêòèâèðóþùåé
ôóíêöèåé.

Â [23] è [24] Íàóìîì Íèñîíîâè÷åì áûëà ïðåäëîæåíà ôóíêöèÿ, êîòîðóþ
îí ïåðâîíà÷àëüíî íàçâàë CSIGN, (âïîñëåäñòâèè ïî åãî æå èíèöèàòèâå ñòàëî
èñïîëüçîâàòüñÿ íàçâàíèå ìíîãîçíà÷íûé ïðåäèêàò P):

P (z) = exp(i2π j/k), åñëè 2πj/k ≤ argz < 2π(j + 1)/k , (1)

ãäå arg z � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Ôóíêöèÿ (1) äåëèò êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü íà k ðàâíûõ ñåêòîðîâ è îòîáðàæàåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â
ìíîæåñòâî êîðíåé k�îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ýòà ôóíêöèÿ ñòàëà êëþ÷îì ê
îïðåäåëåíèþ ìíîãîçíà÷íîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè [24,25]. Ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëî-
ãèêè f(x1, ..., xn) íàçûâàåòñÿ k-çíà÷íîé ïîðîãîâîé ôóíêöèåé, åñëè íàéäåòñÿ òà-
êîé íàáîð èç n + 1 êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (âåêòîð ñòðóêòóðû, èëè âåñîâîé âåêòîð)
W = (w0, w1, ..., wn), ÷òî íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, íà
êîòîðûõ çàäàíà ôóíêöèÿ,

f(x1, ..., xn) = P (w0 + w1x1 + wnxn),

ãäå P � ôóíêöèÿ (1). Ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì ïîðîãîâûì ýëåìåíòîì, ëîãè÷å-
ñêèé ýëåìåíò, ðåàëèçóþùèé ìíîãîçíà÷íóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ, áûë íàçâàí
ìíîãîçíà÷íûì ïîðîãîâûì ýëåìåíòîì, èëè ýëåìåíòîì ìíîãîçíà÷íîé ïîðîãîâîé
ëîãèêè [24�28]. Ïîçäíåå, ó÷èòûâàÿ ñëîæèâøèåñÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåîðèè
èñêóññòâåííûõ íåéðîíîâ è íåéðîñåòåé òåíäåíöèÿìè, â 1992 ãîäó, ïî èíèöèàòèâå
Íàóìà Íèñîíîâè÷à áûëî ïðåäëîæåíî íàçûâàòü åãî ìíîãîçíà÷íûì íåéðîíîì [29].
Â [25] áûëî ïðåäëîæåíî äâà ìåòîäà ñèíòåçà ìíîãîçíà÷íîãî ýëåìåíòà � ïðè ïî-
ìîùè ñâåäåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ, îñíîâàííîãî íà êîððåêöèè âåñîâ â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî íóæíî èçìåíèòü âçâåøåííóþ ñóììó (åå àðãóìåíò).
Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî áûë ïåðâûé â ìèðå àëãîðèòì îáó÷åíèÿ íå äëÿ áóëå-
âîãî, à äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî íåéðîýëåìåíòà3. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óæå â ñåðåäèíå
1970-õ ãîäîâ, íåñìîòðÿ íà âñþ îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé òîãäàøíåé âû÷è-
ñëèòåëüíîé òåõíèêè, ìíîãîçíà÷íûé ýëåìåíò óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè â òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ äèà-
ãíîñòèêè íåèñïðàâíîñòåé àâèàöèîííûõ äâèãàòåëåé â ðåàëüíîì âðåìåíè. Òåîðèÿ
ìíîãîçíà÷íîé ïîðîãîâîé ëîãèêè áûëà âñåñòîðîííå ïðåäñòàâëåíà Íàóìîì Íèñî-
íîâè÷åì è Þ.Ë. Èâàñüêèâûì â èõ ìîíîãðàôèè [1]. Ýòà òåîðèÿ ÿâèëàñü îñíîâîé
äëÿ ðàçâèòèÿ âïîñëåäñòâèè òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ è óíèâåðñàëüíûõ íåéðîíîâ è
áàçèðóþùèõñÿ íà íèõ íåéðîñåòåé, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì íèæå.

3Ýòîò ôàêò, à òàêæå óíèêàëüíîñòü è çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [23]- [28] è
ñóììèðîâàííûõ â [1], ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèçíàííûì, îí ìíîãîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëñÿ ðàçíûìè
àâòîðàìè, âûäåëèì, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíóþ, íåäàâíî èçäàííóþ ìîíîãðàôèþ Hirose A.
Complex-valued neural networks fertilize electronics, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 2006.
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5. Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Öèôðîâàÿ
îáðàáîòêà ñèãíàëîâ ñ ìîìåíòà ñâîåãî âîçíèêíîâåíèÿ â êîíöå 50-õ - â íà÷àëå 60-õ
ãîäîâ ÕÕ âåêà òðàäèöèîííî èçó÷àëà îáðàáîòêó ñèãíàëîâ â áàçèñå äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ðåæå � â áàçèñå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà-
Àäàìàðà, ïîçäíåå øèðîêî ñòàëî ïðèìåíÿòüñÿ òàêæå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå è ðÿä äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèé4. Îñíîâíûì ñâîéñòâîì óêàçàííûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èõ îðòîãîíàëüíîñòü è íàëè÷èå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äëÿ èõ
âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî äî ñåðåäèíû 70-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà íå ñóùåñòâîâàëî åäèíîãî
ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè äèñêðåòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îíè
ðàññìàòðèâàëèñü èçîëèðîâàííî äðóã îò äðóãà, ñêîðåå íà îñíîâå èõ ôèçè÷åñêèõ,
íåæåëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íå ñóùåñòâîâàëî òàêæå îáîáùàþùèõ ïîäõî-
äîâ ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (ñâåðòêà,
ñäâèã, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ) â ðàçíûõ áàçèñàõ ñ åäèíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïîçèöèé. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â 1970-å � 1980-å ãîäû Íàóìîì Íèñîíîâè-
÷åì. Óâèäåòü è ðàçâèòü ñåðüåçíûå è î÷åíü êðàñèâûå àëãåáðàè÷åñêèå îáîáùåíèÿ
â îáëàñòè íàóêè, êîòîðîé çàíèìàëèñü ïðåèìóùåñòâåííî èíæåíåðû, è êîòîðàÿ
èçíà÷àëüíî áûëà äàëåêà îò ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ìîã òîëüêî î÷åíü
ãëóáîêèé ó÷åíûé. Ýòè îáîáùåíèÿ ïîçâîëèëè ñîçäàòü òåîðèþ öèôðîâîé îáðàáî-
òêè ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Íàóì Íèñîíîâè÷ îáíàðóæèë, ÷òî îñíîâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ â 1960-å � íà÷àëå
1970-õ ãîäîâ (ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è Óîëøà) ñîñòîÿò èç õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ
àáåëåâûõ ãðóïï (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � èç õàðàêòåðîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû,
à ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà � èç õàðàêòåðîâ äèàäè÷åñêîé ãðóïïû, äîñòàòî÷íî ïî-
äðîáíûé àíàëèç ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè Íàóìà Íèñîíîâè÷à [1]).
Â ïîèñêàõ îòâåòà íà âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ðàññìîòðåòü äðóãèå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
èìåþùèå ãðóïïîâóþ ïðèðîäó, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü ñèñòå-
ìó äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Õààðà è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà. Òàê ïîÿâè-
ëàñü ñòàòüÿ [30], â êîòîðîé áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äèñêðåòíûå ôóíêöèè
è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà è áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ,
ñòàâøèå âïîñëåäñòâèè î÷åíü ïîïóëÿðíûìè â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Â
ýòîé ñòàòüå, êðîìå òîãî, áûë ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïðåîáðàçî-
âàíèé, èìåþùèõ ãðóïïîâóþ ïðèðîäó. Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ ýòîãî ïîäõîäà.

Ïóñòü Zk = (0, 1, ..., k − 1) � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïî
mod k è Gn = Zk ⊕ Zk ⊕ ... ⊕ Zk - ïðÿìàÿ ñóììà n ãðóïï Zk. Ýëåìåíò α ãðóï-
ïû Gn - ýòî n-ìåðíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ïðèíàäëåæàùèìè Zk. Ýëåìåíòû
α = (α1, α2, ..., αn) ãðóïïû Gn áóäåì íóìåðîâàòü ïðè ïîìîùè íîìåðîâ, ïîëó÷à-
þùèõñÿ â âèäå ñóìì α =

n∑
i=1

αik
n−1. Òîãäà Gn = {α|0 ≤ α ≤ kn − 1}. Ïóñòü U �

óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Gn, ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g), îïðåäåëåííûì äëÿ ëþáûõ f, g ∈ U ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

4Îäíîé èç ñàìûõ óäà÷íûõ îáçîðíûõ ìîíîãðàôèé â äàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ N. Ahmed
and K.R. Rao, Orthogonal Transforms for Digital Signal Processing. Springer-Verlag: Berlin, Hei-
delberg, New York, 1975. Ðóññêèé ïåðåâîä: Í. Àõìåä, Ê.Ð. Ðàî, Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðè îáðàáîòêå öèôðîâûõ ñèãíàëîâ, Ì.: ðàäèî è Ñâÿçü, 1980.
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(f, g) =
∑

α∈Gn

f(α)ḡ(α),

ãäå ḡ - ôóíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ê g. Ðàññìîòðèì ãðóïïó êîìïëå-
êñíîçíà÷íûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû Gn. Õàðàêòåð Xα, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó
α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Gn, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xα(β) = εαβ, β = (β1, ..., βn) ∈ Gn,

ãäå ε - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü k-òîé ñòåïåíè èç åäèíèöû, αβ = α1β1 + α2β2 +
... + αnβn. Õàðàêòåð X0 = X0...0 ≡ 1 íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì õàðàêòåðîì ãðóïïû
Gn, à õàðàêòåðû Xkn−1 = X10...0, Xkn−2 = X010...0, . . . , X1 = X0...01 ÿâëÿþòñÿ
îáðàçóþùèìè ãðóïïû õàðàêòåðîâ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ
ãðóïïû Gn îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U . Ìàòðèöà õàðàêòåðîâ
ïîðÿäêà kn âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xn = ‖aαβ‖ , aαβ = εαβ, 0 ≤ α ≤ kn − 1, 0 ≤ β ≤ kn − 1.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå kn êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà Gn è íó-
ìåðóåìûõ ýëåìåíòàìè ãðóïïû Gn:

h0...0(β) ≡ 1, β ∈ Gn,

h0...0αiαi+1...αn(β1, ..., βn) =

{
εαiβi , åñëè (βi+1, ..., βn) = (αi+1, ..., αn) ,
0, åñëè (βi+1, ..., βn) 6= (αi+1, ..., αn) ,

ãäå αi - ïåðâàÿ ñëåâà íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà α = (α1, α2, ..., αn).
Ôóíêöèè {hα|α ∈ Gn} îðòîãîíàëüíû:

(hα, hβ) =

{
ki, åñëè α = β,
0, åñëè α 6= β,

ãäå αi íîìåð ïåðâîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòû âåêòîðà α = (α1, α2, ..., αn). Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèè {hα|α ∈ Gn} ôîðìèðóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
U .

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé ôóíêöèé {hα|α ∈ Gn}, ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèå ñèñòå-
ìû ôóíêöèé ñ ïîõîæèìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü S(n) - ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïå-
ðåñòàíîâîê n ñèìâîëîâ 1, 2, . . . , n. Îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè S(n) íàä ýëåìåíòàìè
ãðóïïû Gn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

σ =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
è α = (α1, α2, ..., αn) .

Òîãäà σ α = (αj1 , αj2 , ..., αjn), ò.å., îïåðàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå êîì-
ïîíåíò âåêòîðà α. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó α è σα äëÿ êàæäîãî σ ∈ S(n) è α ∈ Gn

îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû Gn. Åñëè f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà ãðóïïå Gn, òî ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S(n) ïåðåñòàâëÿåò êîìïîíåíòû âåêòîðà
α ∈ Gn, ò.å., σ f(α) = f(σ α).

Åñëè X - õàðàêòåð ãðóïïû Gn, òî σX òàêæå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóï-
ïû Gn. Â ÷àñòíîñòè, σX0 = X0 è ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ãðóïïû õàðàêòå-
ðîâ Xkn−1 , ..., X1 îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ ÷åðåç σ ∈ S(n). Ïóñòü σi àâòîìîðôèçì
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ãðóïïû, ïåðåñòàâëÿþùèé ïåðâóþ è i�òóþ êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, îñòàâëÿÿ âñå
îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íà èõ ìåñòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå Xkn−1 = σiXkn−1 . ∀σ ∈ S(n)
ìíîæåñòâî ôóíêöèé Ωσ = {σ hα|α ∈ Gn} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé îðòîãîíàëü-
íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ãðóïïå Gn. Î÷åâèäíî, ÷òî: ôóíêöèè σ hα ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà 0, 1, . . . , εk−1; ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (σ hα, σ hα) âñå-
ãäà ðàâíî íåêîòîðîé ñòåïåíè k; íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè ôóíêöèè
σ hα âõîäÿò â ðàçëîæåíèå ãåíåðèðóåìûõ õàðàêòåðîâ, ðàâíû åäèíèöå; õàðàêòåðû
ãðóïïû Gn ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ñëåäóþùèå ñóììû:

χr
kn−1 =

∑
α∈Gn−1

hr,α and χr
kn−1 =

∑
α∈Gn−1

σihr,α, (r = 1, 2, ..., k − 1; i = 1, 2, ..., n).

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Ωσ = {σ hα|α ∈ Gn, σ ∈ S(n)} íàçûâàåòñÿ k-ñèñòåìîé
ôóíêöèé Õààðà ñ ìåòêîé σ [30]. Äëÿ k=2 è σ =

(
1 2 ... n
n n− 1 ... 1

)
2-ñèñòåìà

Ωσ0 ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé ôóíêöèé Õààðà5 ñ òî÷íîñòüþ äî íóìå-
ðàöèè ôóíêöèé â ñèñòåìå. Íîðìèðóÿ âñå ôóíêöèè σ hα ∈ Ωσ0 ïðè ïîìîùè íîð-
ìû ‖σ hα‖ =

√
(σ hα, σ hα), ìû ïîëó÷àåì îðòîíîðìàëüíóþ k-ñèñòåìó ôóíêöèé

Φσ = {σϕα|ϕα = σhα/ ‖σhα‖}. Ïóñòü Dn - ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé ϕα.
Ïóñòü x = {x(0, ..., 0), ..., x(k − 1, ..., k − 1)} âåêòîð-ñòðîêà çíà÷åíèé ôóíêöèè
(ñèãíàëà) x(α), çàäàííîé íà ýëåìåíòàõ α ∈ Gn. Ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëÿåìîå
k-ñèñòåìîé ôóíêöèé Õààðà ñ ìåòêîé σ =

(
1 2 ... n
1 2 ... n

)

Fx = xD∗
n,

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Õààðà ñèãíàëà x(α). Òàêæå â [30] áûëè ðàññìî-
òðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáàçîâàíèÿ Õààðà è áûñòðûé àëãîðèòì åãî âû÷è-
ñëåíèÿ, à òàêæå áûñòðûé àëãîðèòì ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ñ
ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïðèâåëè Íàóìà Íèñîíîâè÷à ê ñîçäàíèþ ñòðîãîé
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçè-
ñå, îáîáùåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (ñïåêòð, ñâåð-
òêà, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåâûðîæäåííûõ äèñêðåòíûõ
ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ê ðàññìîòðåíèþ íîâîãî, íåîðòîãîíàëüíîãî, íî
î÷åíü ýôôåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � êîíúþíêòèâíîãî, íàøåäøåãî, íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è â òåîðèè
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [31�33] è âïîñëåä-
ñòâèè îáîáùåíû â [34]. Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ èäåþ ïðåäëîæåííîé òåîðèè. Ïóñòü
A = (aij) - ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N × N íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, è ai = (a0i, a1i, ..., aN−1i)

T � i-òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A, i, j =
0, 1, ..., N − 1. Ñòîëáöû ìàòðèöû A ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè, îïðåäåëåí-
íûå íà ïðîèçâîëüíîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå Q = {q0, q1, ..., qN−1}. Ðàññìî-
òðèì N -ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà Q. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V áóäåì ïðåäñòàâëÿòü, êàê N -ìåðíûå
âåêòîðû-ñòîëáöû íàä C. Óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ f = (f0, f1, ..., fN−1)

T ∈ V è
g = (g0, g1, ..., gN−1)

T ∈ V îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

f ◦ g = (f0g0, f1g1, ..., fN−1gN−1)
T . (2)

5Êà÷ìàæ Ñ., Øòåéíãàóç Ã. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 1958.
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Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ îïðåäåëåííûì íà íåì ïðîèçâåäåíèåì (2) îáðà-
çóåò àëãåáðó. Îáîçíà÷èì åå V (A, ◦). Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

{a0, a1, ..., aN−1} (3)
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A îáðàçóåò áàçèñ ýòîé àëãåáðû. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîè-
çâîëüíûõ ñòîëáöîâ ai ◦ aj i, j = 0, 1, ..., N − 1 ìàòðèöû A ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
áàçèñó (3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ai ◦ aj =
N−1∑

k=0

α
(k)
ij ak, (4)

ãäå α
(k)
ij i, j, k = 0, 1, ..., N − 1 - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû V (A, ◦). Èç

(4) ñëåäóåò, ÷òî ai ◦ aj = Aαij, ãäå αij =
(
α

(0)
ij , α

(1)
ij , ..., α

(N−1)
ij

)T

. Îòñþäà αij =

A−1 (ai ◦ aj)) è

α
(k)
ij =

N−1∑
p=0

ckpapiapj, (5)

ãäå A−1 = (cij) , i, j, k = 0, 1, ..., N − 1.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q = {q0, q1, ..., qN−1}, êàê ðàâíîó-

äàëåííûå òî÷êè íà îñè âðåìåíè (qi = i, i = 0, 1, ..., N − 1), òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà Q, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèñêðåòíûé ñèãíàë, çàäàííûé
íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Ðàññìîòðèì òàêæå àëãåáðó V (A, ∗), èçîìîðôíóþ àëãåáðå V (A, ◦), ýëåìåí-
òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, çàäàííûå íà
Q. Ïðîèçâåäåíèå â àëãåáðå V (A, ∗) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f0, f1, ..., fN)T ∗ (g0, g1, ..., gN)T =

=

(
N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

α
(0)
ij figj,

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

α
(1)
ij figj, ...,

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

α
(N−1)
ij figj

)T

.
(6)

Ïðîèçâåäåíèå (6) íàçûâàåòñÿ A-ñâåðòêîé ñèãíàëîâ [31�34]. A-ñïåêòîì ñè-
ãíàëà f íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå Af [31, 32]. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
î ñâåðêå, êîòîðàÿ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ðàññìàòðèâàëàñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ
áàçèñà Ôóðüå, áûëà äîêàçàíà â [31] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà â ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëèðîâêå: A-ñïåêòð A-ñâåðòêè ñèãíàëîâ f è g ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ A-ñïåêòðîâ
ýòèõ ñèãíàëîâ â àëãåáðå V (A, ◦):

A (f ∗ g) = Af ◦ Ag. (7)
Ïóñòü f = (f0, f1, ..., fN−1)

T - äèñêðåòíûé ñèãíàë, êîòîðûé îïðåäåëåí íà ìíî-
æåñòâå (íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå) {0, 1, ..., N − 1}, ò.å., f(x) = fx, x = 0, 1, ..., N −
1. Ñèãíàë

f (k)(x) = f(x÷ k) =
N−1∑
j=0

α
(x)
jk f(j), k = 0, 1, ..., N − 1, (8)
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íàçûâàåòñÿ A-ñäâèãîì ñèãíàëà f âî âðåìåíè íà k [32].
Åñëè A â (8) - ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà-Óîëøà, A-ñäâèã ñèãíàëà ñîâïàäàåò ñ

êëàññè÷åñêèì äèàäè÷åñêèì ñäâèãîì, åñëè A � äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå, òî A-ñäâèã ñîâïàäàåò ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì è ò.ä. Ìàòðèöà S(k) = (sij) =

= A−1(ak ◦ A) (ãäå sij = α
(i)
jk , à ak − k-òûé ñòîëáåö ìàòðèöû A) íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöåé ñäâèãà ñèãíàëà íà k îòñ÷åòîâ. Òàêèì îáðàçîì,

f (k) = S(k)f .

Ïîñêîëüêó α
(k)
ij = α

(k)
ji , òî ñâåðòêà (6), êàê ñëåäóåò èç (7) è (8), ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f ∗ g(x) =
N−1∑

k=0

f(k)g(x÷ k).

Òåïåðü ñòàëî âîçìîæíûì îïðåäåëèòü è äðóãèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ öèôðîâîé
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà. A-âçàèìíî-êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ Rfg ñèãíàëîâ f è g è, ñîîòâåòñòâåííî A-àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
Rf ñèãíàëà f îïðåäåëÿþòñÿ òàê [31,32]:

Rfg(x) =
N−1∑

k=0

f(k)g(x÷ k), Rf (x) =
N−1∑

k=0

f(k)f(x÷ k).

A-ñïåêòð ìîùíîñòè ef ñèãíàëà f è ýíåðãèÿ Ef ñèãíàëà f îïðåäåëÿþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, òàê [32,34]: ef = Af ◦ (

AT
)−1

f , Ef =
N−1∑
k=0

f 2
k .

Â [31], ðàçâèâàÿ ñâîþ èäåþ î òîì, ÷òî íå òîëüêî òðàäèöèîííûå îðòîãî-
íàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, êîñèíóñíîå èìåþò ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ è áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ, Íàóì Íèñîíîâè÷ âïåðâûå
ââåë â ðàññìîòðåíèå íîâîå ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ
� êîíúþíêòèâíîå, íàøåäøåå âïîñëåäñòâèè ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé. Ìàòðèöà êî-
íúþíêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Kn ïîðÿäêà 2n îïðåäåëÿåòñÿ êàê êðîíåêåðîâñêàÿ
n-àÿ ñòåïåíü ìàòðèöû K1 =

(
1 0
1 1

)
:

Kn = K⊗n
1 .

Ìàòðèöà Kn ñîñòîèò èç âñåõ êîíúþíêöèé n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ðàíãîâ îò 0
äî n. Ýòà ìàòðèöà çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî, áóäó÷è êðîíåêåðîâñêîé n-îé ñòåïåíü
ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ â ïðîèçâåäåíèå n ñëàáîçà-
ïîëíåííûõ ìàòðèö è, ñîîòâåòñòâåííî, êîíúþíêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîðÿäêà
N = 2n èìååò áûñòðûé àëãîðèòì (ïîäîáíî ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå è Óîëøà-
Àäàìàðà), òðåáóþùèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ñïåêòðà âûïîëíåíèÿ
âñåãî N

2
log2 N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Îáðàòíîå êîíúþíêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé K−1
n = (K−1

1 )⊗n, ãäå
K−1

1 =

(
1 0
−1 1

)
, à íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöà Kn îáðàòíà ñàìîé

ñåáå. Â [33] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîíúþíêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2008, âèï. 17



18 È. Í. ÀÉÇÅÍÁÅÐÃ, È. Â. ÑÅÌÉÎÍ, À. È. ÖÈÒÊÈÍ

ñòðîÿòñÿ áûñòðûå è î÷åíü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû îòûñêàíèÿ òóïèêîâûõ òå-
ñòîâ è ðàñïîçíàâàíèÿ ìîíîòîííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé. Â [35] è [36] Íàóì Íè-
ñîíîâè÷ ðàçðàáîòàë áûñòðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì áóëåâûõ óðàâíåíèé (ñì.
òàêæå [37]), ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ áóëåâñêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ âåêòîðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ ýòèõ çàäà÷ òàêæå óñïå-
øíî ïðèìåíÿëîñü êîíúþíêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü åùå öåëûé ðÿä êðàñèâûõ è âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ Íàóìîì Íèñîíîâè÷åì â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ êîëëåãàìè è ó÷åíèêàìè â
ðàçâèòèå òåîðèè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Â [38]
ïîíÿòèå ñâåðòêè ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå îáîáùåíî è ðàññìîòðåíî äëÿ
ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â [39] ðàññìîòðåíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ðåàëüíûìè îïòè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èõ öèôðîâûìè ìîäåëÿìè, ñòðîÿùè-
ìèñÿ ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëü-
íîì áàçèñå. Â [40] âïåðâûå â ìèðå ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à Êàðóíåíà-Ëîýâà.
Ïðåîáðàçîâàíèå Êàðóíåíà-Ëîýâà èçâåñòíî â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, êàê
îïòèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè, ñæà-
òèÿ èíôîðìàöèè, âûÿâëåíèÿ íàèáîëåå âàæíûõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñè-
ãíàëà (òàê íàçûâàåìûõ "ãëàâíûõ êîìïîíåíò"). Ïîñêîëüêó ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
ñòðîèòñÿ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû àíñàìáëÿ êîíêðå-
òíîãî êëàññà ñèãíàëîâ, åãî ïîñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, î÷åíü çàòðà-
òíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à Êàðóíåíà-
Ëîýâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè äëÿ äàííîãî ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
òàêîé àíñàìáëü ñèãíàëîâ, äëÿ êîòîðîãî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò èìåííî ïðå-
îáðàçîâàíèåì Êàðóíåíà-Ëîýâà. Â [40] ýòà çàäà÷à áûëà âïåðâûå óñïåøíî ðåøå-
íà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Â [41] îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ â
ïðîèçâîëüíîì áàçèñå ðàññìîòðåíû äëÿ ïàðû ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (â
÷àñòíîñòè, ââåäåí â ðàññìîòðåíèå A-ñïåêòð B-ñâåðòêè è íà åãî îñíîâå îáîáùå-
íû îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ). Â [42] ïîíÿòèå ôóíêöèè Ôðåíåëÿ îáîáùåíî äëÿ ïðîè-
çâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ôóí-
êöèè Ôðåíåëÿ áûëè äî ýòîãî èçâåñòíû èç îïòèêè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
è ïîçâîëÿëè âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîñðåäñòâîì ñâåðòêè (â îïòèêå
èìåííî ñâåðòêà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé, "ôèçè÷åñêîé", îïåðàöèåé). Â [42] ïîíÿ-
òèå ôóíêöèè è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðåíåëÿ îáîáùåíî äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî
íåâûðîæäåííîãî ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ, ïîëó÷åíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé Ôðåíåëÿ ó ñïåêòðàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàéäåíû ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðå-
íåëÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Ïîçäíåå, â [43] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷åòíîãî ïîðÿäêà èìååò äâå ôóíêöèè Ôðåíåëÿ, à íå÷åòíî-
ãî � òîëüêî îäíó. Ðàññìàòðèâàÿ ñâåðòî÷íóþ àëãåáðó ñèãíàëîâ (ñì. âûøå), Íàóì
Íèñîíîâè÷ ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ñâåðòî÷íûå àëãåáðû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è îäíîâðåìåííî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ êîððåêòíîñòè. Ýòà èäåÿ áûëà îáîñíîâàíà è ðàçâèòà â
ðàáîòå [44]. Ðàçâèâàÿ èäåþ, çàëîæåííóþ â ïðèðîäå êîíúþíêòèâíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü êëàññ áèíàðíûõ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå íàðÿäó ñ êîíúþíêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìî-
ãóò íàéòè óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè è
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ïîñòðîåíèè îòêàçîóñòîé÷èâûõ ñèñòåì. Ýòîò êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé è èõ ïðèìå-
íåíèÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [45]. Íàóì Íèñîíîâè÷ ïîñòîÿííî çàíèìàëñÿ ïîè-
ñêîì íîâûõ ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè (íàëè÷èå
áûñòðîãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðîñòîòà âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷). Òàê, â [46] ðàññìîòðåíî çîëîòîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôèááîíà÷÷è, ÿâëÿþ-
ùååñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ïðåäëîæåííîãî Íàóìîì Íèñîíîâè÷åì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïàñêàëÿ, è áûñòðûé àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ.

Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå ïðîäîëæàåò ðàçâèâà-
òüñÿ. Ìíîæåñòâî àâòîðîâ èñïîëüçóþò êîíúþíêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ðå-
øåíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷ â îáëàñòè òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè, ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ è ñèíòåçà ñõåì. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ôóíêöèè è ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôðåíåëÿ, íàéäåííûå â òîì ÷èñëå è äëÿ êîíúþíêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(îíè îêàçàëèñü çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ çîëîòûì ñå÷åíèåì).
6. Òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ è ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíîâ. Òåðìèíû "èñêóñ-
ñòâåííûé íåéðîí"è "èñêóññòâåííàÿ íåéðîñåòü"ñòàëè øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ,
íà÷èíàÿ ñ 1982 ãîäà, ïîñëå ïóáëèêàöèè èçâåñòíîé ðàáîòû Äæ. Õîïôèëäà6. Î÷åíü
áûñòðî ñëîâî "èñêóññòâåííûé"ñòàëè îïóñêàòü, ñêîðåå äîáàâëÿÿ ñëîâî "áèîëîãè-
÷åñêèé", êîãäà ðå÷ü øëà íå î èñêóññòâåííûõ, à î åñòåñòâåííûõ íåéðîíàõ. Â ðàáî-
òå Äæ. Õîïôèëäà áûëî ïðåäëîæåíî ðàäèêàëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû, âîøåäøåé
â íàó÷íóþ ëèòåðàòóðó ïîä íàçâàíèåì "îãðàíè÷åíèå Ìèíñêîãî-Ïåéïåðòà"7. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïðîáëåìó ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé êëàññè÷åñêîãî ïîðîãîâîãî
ýëåìåíòà, (êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, êàê óïðîùåííàÿ ìîäåëü áè-
îëîãè÷åñêîãî íåéðîíà, õîòÿ íåéðîíîì â òî âðåìÿ è íå íàçûâàëñÿ), Ìèíñêèé è
Ïåéïåðò ïîêàçàëè, ÷òî ïîðîãîâûé ýëåìåíò ñïîñîáåí îáó÷àòüñÿ ðåàëèçàöèè òîëü-
êî áóëåâûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, ÷èñëî êîòîðûõ óæå äàæå äëÿ 4-õ ïåðåìåííûõ
íè÷òîæíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ ðåàëèçàöèè
íåïîðîãîâûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî áûëî ñòðîèòü ñåòè èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîñêîëüêó íèêàêèõ îáùèõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ òàêèõ ñåòåé è èõ îáó÷åíèþ
òîãäà íå ñóùåñòâîâàëî, ýòî ïðèâåëî ê áûñòðîìó ïàäåíèþ â íà÷àëå 1970-õ ãî-
äîâ èíòåðåñà ê áóëåâîé ïîðîãîâîé ëîãèêå. Äæ. Õîïôèëä ïðåäëîæèë ñîåäèíèòü
ïîðîãîâûå ýëåìåíòû â ñåòü, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò ñîåäèíåí ñ êàæäûì,
ïðåäëîæèë íàçûâàòü ýëåìåíòû ñåòè íåéðîíàìè, ïîêàçàë, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå
âîçìîæíîñòè ýòîé ñåòè î÷åíü âåëèêè è ïðåäëîæèë àëãîðèòì îáó÷åíèÿ äëÿ ýòîé
ñåòè. Ïîÿâëåíèå äàííîé ðàáîòû ñïîñîáñòâîâàëî î÷åíü áûñòðîìó âîçíèêíîâåíèþ
íîâîé îáëàñòè â êèáåðíåòèêå � òåîðèè íåéðîñåòåé, êîòîðàÿ âêëþ÷èëà â ñåáÿ
ñâîþ èñòîðè÷åñêóþ ïðåäøåñòâåííèöó, ïîðîãîâóþ ëîãèêó. Âûøå ìû ðàññêàçàëè
î òîì, ÷òî â êîíöå 60-õ � â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Íàóì Íèñîíî-
âè÷ ñîçäàë ìíîãîçíà÷íóþ ïîðîãîâóþ ëîãèêó è, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãîçíà÷íûé
ïîðîãîâûé ýëåìåíò. Åñòåñòâåííî, ÷òî âíèìàíèå, êîòîðîå âíîâü ïðèâëåêëè ê ñå-
áå â íà÷àëå 80-õ áóëåâû "ïîðîãîâûå"èññëåäîâàíèÿ, íå ìîãëè ïðîéòè ìèìî åãî
âíèìàíèÿ. Âåðíóâøèñü â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ê àêòèâíûì èññëåäîâàíèÿì â ýòîé
îáëàñòè, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïðîäîëæàë èõ äî êîíöà ñâîåé æèçíè, çàëîæèâ îñíîâû

6Hop�eld J. �Neural networks and physical systems with emergent collective computational
abilities�, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 79, 1982, pp. 2554-2558.

7Minsky, M. & Papert, S. Perceptrons: An Introduction to Computational Geometry/MIT
Press, Cambridge, MA, 1969.
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òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ è óíèâåðñàëüíûõ íåéðîíîâ. Â [24] è â [1] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè k=2 ìíîãîçíà÷íàÿ ïîðîãîâàÿ ëîãèêà ïðåâðàùàåòñÿ â áóëåâó ïîðîãî-
âóþ ëîãèêó, à ìíîãîçíà÷íûé ýëåìåíò â îáû÷íûé ïîðîãîâûé ýëåìåíò, õîòÿ è ñ
êîìïëåêñíûìè âåñàìè. Âîïðîñ î òîì, âîçìîæíî ëè òàêèì îáðàçîì âèäîèçìå-
íèòü àêòèâèðóþùóþ ôóíêöèþ (1) ýëåìåíòà, ÷òîáû ïðè k=2 îí ðåàëèçîâûâàë
íåïîðîãîâûå áóëåâû ôóíêöèè, çàíèìàë Íàóìà Íèñîíîâè÷à ìíîãî ëåò. Ñíà÷àëà
âîçíèêëà èäåÿ, êàê ðåøèòü ýòó çàäà÷ó äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
(èç êîòîðûõ íåïîðîãîâûõ òîëüêî äâå � ñóììà ïî mod 2 è åå îòðèöàíèå). Ýòà
èäåÿ, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî äëÿ k=2 êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñëåäóåò äåëèòü íå
íà äâà ñåêòîðà (êàê ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè (1), à íà áîëüøåå èõ ÷è-
ñëî, áûëà ïðåäñòàâëåíà â [47], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ àêòèâèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ, "ðàçäåëÿþùàÿ"êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà 4 ñåêòîðà:

P (z) =

{
1, åñëè (0 ≤ arg z < π/2) ∨ (π ≤ arg z < 3π/2),
−1, åñëè (π/2 ≤ arg z < π) ∨ (3π/2 ≤ arg z < 2π).

Òàáëèöà 1. Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè ñóììà ïî mod 2

Íîìåð íàáîðà x1 x2 z = w0 + w1x1 + w2x2

W = (0, 1, i)
PB(z) XOR = x1 ⊕

x2

1) 1 1 1+i 1 1
2) 1 -1 1- i -1 -1
3) -1 1 -1+i -1 -1
4) -1 -1 -1- i 1 1

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìîùè ýòîé àêòèâèðóþùåé ôóíêöèè íà "íîâîì ïî-
ðîãîâîì"ýëåìåíòå ðåàëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ íåïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ � ñóììà ïî
mod 2, íàïðèìåð, âåñîâûì âåêòîðîì W=(0,1,i) (â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ èç Òàáëè-
öû 1), êàê, âïðî÷åì, ðåàëèçóåòñÿ è åå îòðèöàíèå, è âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè îò
äâóõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèåñÿ ïîðîãîâûìè. Â [48] áûëî ïðåäëîæåíî âûáèðàòü
äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü âåñîâ äëÿ "íîâîãî ïîðîãîâîãî"ýëåìåíòà â âèäå
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, ÷òî îáëåã÷àëî åãî àïïàðàòíóþ ðåàëèçàöèþ [49,50]. Îäíîâ-
ðåìåííî, ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé, Íàóì Íèñîíîâè÷ ïðåäëîæèë èäåþ ðåàëèçàöèè íåïîðîãîâûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé íà îäíîì ëîãè÷åñêîì ýëåìåíòå íàä êîëüöîì êëàññîâ âû÷å-
òîâ. Àïïàðàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ýëåìåíòà áûëà ïðåäëîæåíà â [51], à â [52]
è [53] äàííûé ïîäõîä áûë ãëóáîêî èññëåäîâàí, áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü àêòèâèðó-
þùåé ôóíêöèè, äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé çàäàííî-
ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íàä êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ñ -ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ìàêñèìàëüíîé äëèíû). Âîïðîñ ðàñøèðåíèÿ âîçìîæíî-
ñòåé ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè áûë èññëåäîâàí â [54], ãäå
áûëî ïðåäëîæåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé îò n
ïåðåìåííûõ íàä êâàçèïîëÿìè ïðè ïîìîùè (n+1)-ìåðíûõ âåñîâûõ âåêòîðîâ è
àêòèâèðóþùåé ôóíêöèè (ìíîãîçíà÷íîãî ïðåäèêàòà).

Ñîçäàâàÿ íîâûå ëîãè÷åñêèå (íåéðî-) ýëåìåíòû, Íàóì Íèñîíîâè÷ òàêæå ðà-
áîòàë íàä òåì, ÷òîáû ñîåäèíèòü èõ â ñåòè, à òàêæå íàä íîâûìè àëãîðèòìàìè
îáó÷åíèÿ è ñîáñòâåííî íåéðîíîâ, è ñåòåé. Êðîìå ñåòè Õîïôèëäà, â êîíöå 80-õ
� â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà î÷åíü ïîïóëÿðíîé ñòàëà êëåòî÷íàÿ íåéðî-
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ñåòü, â êîòîðîé êàæäûé íåéðîí ñîåäèíåí òîëüêî ñ ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì
áëèæàéøèõ ñîñåäåé èç îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè. Â [29] áûëà ïðåäëîæåíà êëå-
òî÷íàÿ íåéðîñåòü èç ìíîãîçíà÷íûõ ýëåìåíòîâ (êîòîðûå, íà÷èíàÿ ñ ýòîé ðàáîòû,
ñòàëè íàçûâàòüñÿ ìíîãîçíà÷íûìè íåéðîíàìè). Áûë ïðåäëîæåí òàêæå àëãîðèòì
îáó÷åíèÿ ýòîé ñåòè, è ðàññìîòðåíî åå èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå àññîöèàòèâíîé
ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé. Â [55, 56] áûëî ðàññìîòðå-
íî ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî áèíàðíîãî (áóëåâîãî) íåéðîíà ñ êîìïëåêñíûìè âå-
ñàìè, ðåàëèçóþùåãî ïðîèçâîëüíûå, à íå òîëüêî ïîðîãîâûå, áóëåâû ôóíêöèè,
îáîáùàþùåå îïèñàííûé âûøå "íîâûé ïîðîãîâûé"ýëåìåíò äëÿ ôóíêöèé ëþáî-
ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â [56] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ýòîãî íåéðîíà,
îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî åãî îáó÷åíèå ìîæíî ñâåñòè ê îáó÷åíèþ ìíîãîçíà÷íîãî
íåéðîíà. Àêòèâèðóþùàÿ ôóíêöèÿ óíèâåðñàëüíîãî íåéðîíà áûëà ïîëó÷åíà ïó-
òåì îáîáùåíèÿ àêòèâèðóþùåé ôóíêöèè (9). Äëÿ ðåàëèçàöèè âñåõ ôóíêöèé îò
n ïåðåìåííûõ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü äåëèòñÿ íà m ñåêòîðîâ, ãäå m ≥ 2n, è
àêòèâèðóþùàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ â âèäå àëüòåðíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, -1, 1, -1,. . . íà ýòèõ ñåêòîðàõ:

P (z) = (−1)j, åñëè 2π/j ≤ arg z < 2π/(j + 1). (9)

Â [56] áûëà ïðåäëîæåíà, à â [57] ðàçâèòà èäåÿ êëåòî÷íîé íåéðîñåòè íà óíè-
âåðñàëüíûõ íåéðîíàõ. Êëåòî÷íàÿ íåéðîñåòü, â êîòîðîé êàæäûé íåéðîí ñîåäè-
íåí òîëüêî ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè â çàäàííîì îêíå, î÷åíü óäîáíà äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé. Â [56, 57] áûëî ïîêàçàíî, êàê òàêàÿ ñåòü ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè çàäà÷è òî÷íîãî âûäåëåíèÿ êîíòóðîâ íà èçîáðà-
æåíèè. Ïðè ýòîì âûäåëåíèå êîíòóðîâ ñâîäèëîñü ê ðàçäåëåíèþ èçîáðàæåíèÿ íà
áèíàðíûå ñðåçû ñ ïîñëåäóþùåé èõ îáðàáîòêîé ïðè ïîìîùè áóëåâûõ ôóíêöèé
âûäåëåíèÿ êîíòóðîâ (ðàññìàòðèâàëèñü ôóíêöèè äëÿ âûäåëåíèÿ íèñõîäÿùèõ,
âîñõîäÿùèõ è ãëîáàëüíûõ ïåðåïàäîâ ÿðêîñòè). Âñå ýòè ôóíêöèè îò 9 ïåðåìåí-
íûõ (9 � ýòî êàê ðàç êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ â ëîêàëüíîì îêíå 3õ3, â
êîòîðîì îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ âûäåëåíèå êîíòóðîâ) áûëè íåïîðîãîâûìè, îäíà-
êî ëåãêî ðåàëèçîâûâàëèñü íà óíèâåðñàëüíîì íåéðîíå ïðè ïîìîùè íîâîãî àë-
ãîðèòìà îáó÷åíèÿ. Â [58] áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ íåéðîñåòü íà ìíîãîçíà÷íûõ
íåéðîíàõ � ñî ñëó÷àéíûìè ñâÿçÿìè, â êîòîðîé êàæäûé íåéðîí ñîåäèíÿëñÿ ñî
ñëó÷àéíî âûáðàííûì îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ
äðóãèõ íåéðîíîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ñåòè â êà÷åñòâå àññîöèàòèâíîé ïàìÿ-
òè äëÿ õðàíåíèÿ èçîáðàæåíèé, äàæå ïðè ñîåäèíåíèè êàæäîãî íåéðîíà íå áîëåå,
÷åì ñ äåñÿòîé ÷àñòüþ îñòàëüíûõ, îíà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèëà ïî ñâîèì âîçìî-
æíîñòÿì (êîëè÷åñòâî ñîõðàíÿåìûõ èçîáðàæåíèé, óñòîé÷èâîñòü ê øóìó è âîçìî-
æíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè ïî ôðàãìåíòó) ñòàâøóþ ê òîìó âðåìåíè
êëàññè÷åñêîé ñåòü Õîïôèëäà. Â [58, 59] áûë òàêæå ïðåäëîæåí íîâûé, âû÷è-
ñëèòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûé, àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî íåéðîíà �
àëãîðèòì ñ êîððåêöèåé îøèáêè, îáîáùàâøèé êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ
Ô. Ðîçåíáëàòòà ñ êîððåêöèåé îøèáêè äëÿ ïîðîãîâîãî ýëåìåíòà. Åñëè T � îæè-
äàåìûé (ïðàâèëüíûé) âûõîä íåéðîíà, Y � ðåàëüíûé (íî íåïðàâèëüíûé) âûõîä
íåéðîíà, W = (w0, w1, ..., wn)� (n+1)-ìåðíûé âåñîâîé âåêòîð, X = (x1, ..., xn) �
n-ìåðíûé âåêòîð âõîäîâ è x̄- ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê x, òî êîððåêöèÿ
âåñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:
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w̃i = wi + 1
(n+1)

(T − Y )x̄i; i = 1, ..., n,

w̃0 = w0 + 1
(n+1)

(T − Y ).
(10)

Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ (10), êàê îêàçàëîñü, âîîáùå íå çàâèñèò îò çíà÷íîñòè ëî-
ãèêè k â (1), è, êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè, îí óñïåøíî ðàáîòàåò äàæå äëÿ íå-
ïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ (k → ∞), ò.å., äëÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íîé ëîãèêè8. Â [58] áûëî
òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íûé íåéðîí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåä-
ñêàçàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â [60] ìíîãîçíà÷íûé íåéðîí áûë ïðåäñòàâëåí êàê
óíèâåðñàëüíûé àïïðîêñèìàòîð, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíàâëèâàòü ïîòåðÿííóþ èí-
ôîðìàöèþ, à òàêæå ïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ. Â [61] íà
îñíîâå àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ (10) ìíîãîçíà÷íîãî íåéðîíà áûë ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì îáó÷åíèÿ ñ êîððåêöèåé îøèáêè äëÿ óíèâåðñàëüíîãî íåéðîíà. Â [61] è [62]
ýòîò àëãîðèòì áûë èñïîëüçîâàí äëÿ îáó÷åíèÿ è ðåàëèçàöèè íà óíèâåðñàëüíîì
íåéðîíå íåïîðîãîâûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îáíàðóæåíèÿ è ôèëüòðàöèè èìïóëü-
ñíîãî øóìà. Ñîîòâåòñòâåííî, ôèëüòðàöèÿ èìïóëüñíîãî øóìà íà èçîáðàæåíèÿõ
áûëà ðåàëèçîâàíà íà êëåòî÷íîé íåéðîñåòè èç óíèâåðñàëüíûõ íåéðîíîâ. Â [63]
áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ìíîãîçíà÷íûé íåéðîí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðà-
ñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ, îïèñûâàþùèõ îáúåêòû,
èñïîëüçóþòñÿ ôàçîâûå ñîñòàâëÿþùèå íèçêî÷àñòîòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñïåêòðà
Ôóðüå èçíà÷àëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé îáúåêòîâ (íàïðèìåð, èõ èçîáðàæåíèé). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ôàçû, ÿâëÿþùèåñÿ ïîïðîñòó ãîâîðÿ àðãóìåíòàìè êîìïëåêñíûõ ñïå-
êòðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îïðåäåëÿþò íå ÷òî èíîå, êàê òî÷êè íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûìè âõîäàìè äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî
íåéðîíà.

Îòäåëüíî íåîáõîäèìî îòìåòèòü èäåþ ìíîãîçíà÷íîé ôèëüòðàöèè, îñíîâàííîé
íà ñãëàæèâàíèè äèñêðåòíîãî k-çíà÷íîãî ñèãíàëà ïðè ïîìîùè íåëèíåéíîé ôóí-
êöèè (1). Ìíîãîçíà÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèé è åå ðåàëèçàöèÿ ïðè ïîìîùè
êëåòî÷íîé íåéðîñåòè íà ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíàõ áûëà ðàññìîòðåíà â [64]. Êàê
îêàçàëîñü, ìíîãîçíà÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ âåñüìà ýôôåêòèâíà äëÿ ôèëüòðàöèè ãàóñ-
ñîâñêîãî àääèòèâíîãî è ìóëüòïëèêàòèâíîãî (ñïåêë) øóìà, à òàêæå äëÿ ìÿãêîãî
ïîâûøåíèÿ ëîêàëüíûõ êîíòðàñòîâ íà èçîáðàæåíèè, ÷òî âûðàæàåòñÿ â âûäåëå-
íèè ëèáî ñàìûõ ìåëêèõ äåòàëåé, ëèáî äåòàëåé çàäàííûõ ðàçìåðîâ. Ýòè î÷åíü
ïîëåçíûå ñâîéñòâà ìíîãîçíà÷íûõ ôèëüòðîâ (êàê è àëãîðèòì òî÷íîãî âûäåëå-
íèÿ êîíòóðîâ) ìîãóò ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óëó÷øåíèÿ
êà÷åñòâà ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé � âûäåëåíèÿ ñêðûòûõ äåòàëåé, âûÿâëåíèÿ
ñòðóêòóðû òêàíåé è ò.ä. Ïðèìåíåíèÿ êëåòî÷íûõ íåéðîñåòåé íà ìíîãîçíà÷íûõ
è óíèâåðñàëüíûõ íåéðîíàõ â îáðàáîòêå ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé ðàññìàòðè-
âàëîñü â [65] äëÿ óëüòðàçâóêîâûõ èçîáðàæåíèé, à â [66] äëÿ ðåíòãåíîâñêèõ è
òîìîãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.

Â [67] áûëè ðàññìîòðåíû áóëåâû ôóíêöèè äëÿ âûäåëåíèÿ êîíòóðîâ ïî çàäàí-
íûì íàïðàâëåíèÿì, èõ ðåàëèçàöèÿ íà óíèâåðñàëüíîì íåéðîíå è îáðàáîòêà ñ èõ

8Êîíòèíóàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé íåéðîí è íåéðîñåòü ñ ïðÿìûì ðàñïðîñòðàíåíèåì ñèãíàëà
è îáó÷åíèåì ñ îáðàòíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì îøèáêè íà òàêèõ íåéðîíàõ áûëè ïðåäëîæåíû â
ðàáîòå Aizenberg I. and Moraga C., "Multilayer Feedforward Neural Network based on Multi-
Valued Neurons and a Backpropagation Learning Algorithm"// Soft Computing, vol. 11, No 2,
January, 2007, pp. 169-183. Ê ñîæàëåíèþ, Íàóì Íèñîíîâè÷ óæå íå ìîã óâèäåòü ýòó ðàáîòó,
ÿâëÿþùóþñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðàçâèòèåì çàëîæåííûõ èì èäåé.
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ïîìîùüþ èçîáðàæåíèé íà êëåòî÷íîé íåéðîñåòè. Â [68] ìíîãîçíà÷íûå ôèëüòðû,
êëåòî÷íûå áóëåâû ôèëüòðû (îïðåäåëÿåìûå áóëåâûìè ôóíêöèÿìè âûäåëåíèÿ
êîíòóðîâ è ôóíêöèÿìè îáíàðóæåíèÿ è ôèëüòðàöèè èìïóëüñíîãî øóìà) áûëè
îáúåäèíåíû åäèíîé êîíöåïöèåé êëåòî÷íîé íåéðîôèëüòðàöèè. Â [69] è [70] áûëà
ïðåäëîæåíà íåéðîñåòü èç ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïî-
çíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â [70] îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö. Â [71] áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ìåòîäû îáðàáî-
òêè èçîáðàæåíèé íà êëåòî÷íûõ íåéðîñåòÿõ èç ìíîãîçíà÷íûõ è óíèâåðñàëüíûõ
íåéðîíîâ (ôèëüòðàöèÿ àääèòèâíîãî è ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ãàóññîâñêîãî øóìà,
âûäåëåíèå êîíòóðîâ, âûäåëåíèå äåòàëåé çàäàííûõ ðàçìåðîâ).

Íàèáîëåå ïîëíûì îáðàçîì òåîðèÿ ìíîãîçíà÷íûõ è óíèâåðñàëüíûõ íåéðî-
íîâ, âêëþ÷àþùàÿ è àëãåáðàè÷åñêèå, òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå îñíîâû, âêðàòöå ðàñ-
ñìîòðåííûå âûøå, è àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ íåéðîíîâ, è ïîäðîáíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà âñåõ ôàêòîâ, è îáçîð ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, áûëà ïðåäñòàâëåíà â ìîíîãðàôèè [2], íàïèñàííîé Íàóìîì
Íèñîíîâè÷åì ñîâìåñòíî ñ È.Í. Àéçåíáåðãîì è É. Âàíäåâàëëå. Íóæíî îòìåòèòü,
÷òî ýòà ìîíîãðàôèÿ, âûøåäøàÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå â èçâåñòíîì àìåðèêàíî-
ãîëëàíäñêîì èçäàòåëüñòâå, ñûãðàëà áîëüøóþ ðîëü â òîì, ÷òî î÷åíü ìíîãî ó÷å-
íûõ èç êðóïíåéøèõ íàó÷íûõ öåíòðîâ ðàçíûõ ñòðàí ñòàëè èñïîëüçîâàòü ìíî-
ãîçíà÷íûå íåéðîíû è ñåòè èç íèõ äëÿ ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷, ïðåæäå
âñåãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è êëàññèôèêàöèè. Ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâè-
òèå è ñîáñòâåííî ìíîãîçíà÷íûå íåéðîíû. Çà ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ââåäåíû â
ðàññìîòðåíèå íåéðîíû ñ íåïðåðûâíûìè âõîäàìè è âûõîäàìè, êîòîðûìè â ýòîì
ñëó÷àå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ìíîãî-
ñëîéíàÿ íåéðîñåòü íà ìíîãîçíà÷íûõ íåéðîíàõ ñ àëãîðèòìîì îáó÷åíèÿ, êîòîðûé
íå òðåáóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòè àêòèâèðóþùåé ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ ýòîé íî-
âîé ñåòè áûëî ðåøåíî ìíîæåñòâî íîâûõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, êîòîðûå ðàíüøå
ëèáî íå ðåøàëèñü âîîáùå, ëèáî ðåøàëèñü íåäîñòàòî÷íî õîðîøî. Áûë òàêæå
óñîâåðøåíñòâîâàí àëãîðèòì îáó÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîãî íåéðîíà.
Çàêëþ÷åíèå. Ìû ïîïûòàëèñü î÷åíü êðàòêî ïðåäñòàâèòü â ýòîé ñòàòüå Íàóìà
Íèñîíîâè÷à Àéçåíáåðãà, è ïðîñòî êàê ×åëîâåêà, è êàê Ó÷åíîãî. Ñòàòüÿ ïîëó-
÷èëàñü äîâîëüíî áîëüøîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàíäàðòîâ æóðíàëüíîé ñòàòüè. Íî
âìåñòå ñ òåì ìû ñìîãëè ïðèâåñòè ëèøü êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ íàó÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ Íàóìà Íèñîíîâè÷à ñî ññûëêàìè ìåíåå ÷åì íà ïîëîâèíó îïóáëèêî-
âàííûõ èì ðàáîò. Åãî òâîð÷åñêîå íàñëåäèå îãðîìíî, è, ÷òîáû ïîäðîáíî îñòàíî-
âèòüñÿ òîëüêî íà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ, ïðèäåòñÿ âûéòè äàëåêî çà ðàìêè îäíîé
æóðíàëüíîé ñòàòüè. Íàó÷íûå èäåè Íàóìà Íèñîíîâè÷à æèâû è ïðîäîëæàþò ðà-
çâèâàòüñÿ, è ýòî î÷åíü ïðèÿòíî. Ëþáîé ÷åëîâåê æèâ ñòîëüêî, ñêîëüêî æèâåò îí
â ïàìÿòè äðóãèõ ëþäåé, ñêîëüêî ïîìíÿò ëþäè òî õîðîøåå, ÷òî èì áûëî ñäåëà-
íî. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü åùå, ÷òî áîëüøîé Ó÷åíûé æèâ ñòîëüêî, ñêîëüêî
ðàáîòàþò è ðàçâèâàþòñÿ åãî íàó÷íûå èäåè.
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