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ÏÐÎ ÍÅÐÎÇÊËÀÄÍI ÌÀÒÐÈ×ÍI ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß
ÑÊIÍ×ÅÍÍÈÕ 2-ÃÐÓÏ ÍÀÄ ËÎÊÀËÜÍÈÌÈ ÎÁËÀÑÒßÌÈ
ÖIËIÑÍÎÑÒI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÍÓËÜ
It’s making up clear in the paper, when the set of the degrees of all indecomposable matrix
representations of a finite 2-group over a noetherian local integral domain of characteristic zero
with residue class field of characteristic 2 is finite.

Ç'ÿñîâó¹òüñÿ, êîëè ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíà ñòåïåíiâ âñiõ íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü
ñêií÷åííî¨ 2-ãðóïè íàä íåòåðîâîþ ëîêàëüíîþ îáëàñòþ öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì
ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè 2.

Íåõàé K � ëîêàëüíà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ
õàðàêòåðèñòèêè p i D(G,K) � ìíîæèíà ñòåïåíiâ âñiõ íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ
K-çîáðàæåíü ñêií÷åííî¨ ãðóïè G. Çàäà÷à ïðî ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè D(G,K)
ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà, ÿêùî K � ïîâíå äèñêðåòíî íîðìîâàíå êiëüöå ( [1]� [5]),
àáî G � p-ãðóïà i K � êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ âiä çìiííèõ x1, ..., xm

ç êîåôiöi¹íòàìè iç ïîâíîãî äèñêðåòíî íîðìîâàíîãî êiëüöÿ ( [6]� [7]).
Â äàíié ðîáîòi âèÿñíÿ¹òüñÿ, êîëè ìíîæèíà D(G,K) ñêií÷åííà, ÿêùî G �

ñêií÷åííà 2-ãðóïà i K � íåòåðîâà ëîêàëüíà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè
íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè 2.

Ëåìà 1 ( [8] ). Íåõàé L � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, G � ñêií÷åííà
ãðóïà, Γ : g → Γ(g) � ìàòðè÷íå L-çîáðàæåííÿ ãðóïè G (g ∈ G , Γ(g) ∈ GL(n, L))
i W (Γ) = {C ∈ M(n, L) |CΓ(g) = Γ(g)C, g ∈ G}, äå M(n, L) � ìíîæèíà âñiõ
ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì L. ßêùî W (Γ) � ëîêàëüíå êiëüöå, òî Γ ¹
íåðîçêëàäíèì ìàòðè÷íèì L-çîáðàæåííÿì ãðóïè G.

Ëåìà 2. Íåõàé H = 〈a〉 × 〈b〉�àáåëåâà 2-ãðóïà òèïó (2, 2) (a2 = b2 = e) i
K � ëîêàëüíà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðà-
êòåðèñòèêè 2. Ìíîæèíà D(H, K) íåñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ìàòðè÷íå K-çîáðàæåííÿ Γn ãðóïè H:

a → Γn(a) =




−E 0 0 J
0 E E 0
0 0 −E 0
0 0 0 E


 ,

b → Γn(b) =




E 0 E 0
0 −E 0 E
0 0 −E 0
0 0 0 E


 ,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêà n i J � æîðäàíîâà êëiòêà ïîðÿäêó n ç
îäèíèöÿìè ïî ãîëîâíié äiàãîíàëi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1 i äîâåäåííÿ òåîðåìè
1 â [9], íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî çîáðàæåííÿ Γn ¹ íåðîçêëàäíèì íàä êiëüöåì K.
Ëåìà äîâåäåíà.
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Ëåìà 3. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 4 i K � íåòåðîâà ëîêàëü-
íà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè
2. Ìíîæèíà D(H, K) íåñêií÷åííà, ÿêùî 2K íå ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì êiëüöÿ
K.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 2K íå ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì êiëüöÿ K. Òîäi iñíó¹
òàêèé íåîáîðîòíèé åëåìåíò t êiëüöÿ K, ùî t /∈ 2K. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4
â [9] âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíå ìàòðè÷íå K-çîáðàæåííÿ Γn ãðóïè H = 〈a〉 áóäå
íåðîçêëàäíèì:

Γn : a → Γn(a) =




0 −E tE 0
E 0 0 J
0 0 −E tE
0 0 0 E


 .

Ëåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé G � ñêií÷åííà 2-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 2 i K � íåòåðîâà

ëîêàëüíà îáëàñòü öiëiñíîñòi õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðè-
ñòèêè 2. Ìíîæèíà D(G,K) ñêií÷åííà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè G � öèêëi÷íà
ãðóïà ïîðÿäêó 4 i 2K � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ K.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç ëåì 2�3 i [2]� [4].
Ëåìà 4. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2 i K � íåòåðîâå ëîêàëü-

íå ôàêòîðiàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè
2, ÿêå íå ¹ äèñêðåòíî íîðìîâàíèì êiëüöåì. ßêùî 2 íå ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ
K, òî ìíîæèíà D(H, K) íåñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

2 = θtr1
1 · · · trs

s (ri > 1; i = 1, ..., s), (1)

äå θ ∈ K∗ (K∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ K), t1, ..., ts � ðiçíi ïðîñòi
åëåìåíòè êiëüöÿ K, òîáòî ti 6= θjtj ïðè i 6= j (θj ∈ K∗).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè â (1) s > 1. Ïîêàæåìî, ùî ìàòðè÷íå
K-çîáðàæåííÿ

Γ : a →
(

E t1E + t2J
0 −E

)
= Γ(a) (2)

¹ íåðîçêëàäíèì K-çîáðàæåííÿì ãðóïè H = 〈a〉. Ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 1. Íåõàé
C òàêà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 2n íàä êiëüöåì K, ùî

Γ(a)C = CΓ(a),

òîáòî
(

E t1E + t2J
0 −E

)(
C1 C2

C3 C4

)
=

(
C1 C2

C3 C4

)(
E t1E + t2J
0 −E

)
,

äå Ci � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n (i = 1, 2, 3, 4). Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî C3 = 0 i

t1C4 + t2JC4 = t1C1 + t2C1J + 2C2,
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òîáòî
t1(C4 − C1) + t2(JC4 − C1J) = 2C2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
C4 ≡ C1(modRadK),

JC4 ≡ C1J(modRadK).

Îòæå,
JC1 ≡ C1J(modRadK),

C ≡




α ∗
. . .

0 α


 (modRadK), (3)

äå α ∈ K, RadK � ðàäèêàë êiëüöÿ K.
Iç (3)îäåðæó¹ìî, ùî C àáîE

′−C ¹îáîðîòíîþìàòðèöåþíàä êiëüöåì K (E ′ �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 2n). Çâiäñè i ç ëåìè 1 îòðèìó¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ Γ
âèäó (2) ¹ íåðîçêëàäíèì K-çîáðàæåííÿì ãðóïè H = 〈a〉.

Íåõàé äàëi â (1) s = 1 i r1 > 1. Òîäi iñíó¹ òàêèé ïðîñòèé åëåìåíò u êiëüöÿ
K, ùî u 6= θ

′
t1 (θ

′ ∈ K∗). Àíàëîãi÷íî ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ïîêàçó¹òüñÿ,
ùî ìàòðè÷íå K-çîáðàæåííÿ

Γ
′
: a →

(
E t1E + uJ
0 −E

)
= Γ

′
(a)

áóäå íåðîçêëàäíèì K-çîáðàæåííÿì ãðóïè H = 〈a〉. Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 5. Íåõàé H = 〈a〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2 i K � íåòåðîâå ëîêàëü-

íå ôàêòîðiàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè
2, 2 � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K i ôàêòîðêiëüöå K/2K íå ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ
iäåàëiâ. Òîäi ìíîæèíà D(H, K) íåñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K = K/2K i RadK = u1K + ... + urK, äå u1, ..., ur �
ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ RadK (r > 2) i uj = uj + 2K (uj ∈ K; j =
= 1, ..., r). Î÷åâèäíî,

Γ : a →
( −E u1E + u2J

0 E

)
= Γ(a)

áóäå íåðîçêëàäíèì K-çîáðàæåííÿì ãðóïè H = 〈a〉. Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 6. Íåõàé K � íåòåðîâå íå äèñêðåòíî íîðìîâàíå ëîêàëüíå ôàêòî-

ðiàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòåðèñòèêè 2, 2 �
ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K i ôàêòîðêiëüöå K = K/2K � êiëüöå ãîëîâíèõ iäå-
àëiâ. Âñi íååêâiâàëåíòíi íåðîçêëàäíi ìàòðè÷íi K-çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè
H = 〈a〉 ïîðÿäêó 2 âè÷åðïóþòüñÿ òàêèìè çîáðàæåííÿìè:

∆1 : a → 1; ∆2 : a → −1;

Γi : a →
( −1 ui

0 1

)
(i ∈ N);

Γ
′
j : a →

(
1 uj

0 −1

)
(j ∈ N ∪ {0}),

äå RadK = uK, u = u + 2K (u ∈ K), N � ìíîæèíà âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, RadK = 2K + uK i K/uK � äèñêðåòíî íîðìîâàíå
êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, äå 2 = 2 + uK � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K/uK.
Àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó K = Z2[[x]] ( [6]), äå Z2 � êiëüöå öiëèõ 2-àäè÷íèõ
÷èñåë, äîâîäèòüñÿ, ùî âñi íååêâiâàëåíòíi íåðîçêëàäíi ìàòðè÷íi K-çîáðàæåííÿ
ãðóïè H = 〈a〉 âè÷åðïóþòüñÿ çîáðàæåííÿìè ∆1, ∆2, Γi (i ∈ N), Γ

′
j (j ∈ N∪{0}).

Ëåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 2. Íåõàé G � ñêií÷åííà 2-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 1, K � íåòåðîâå

ëîêàëüíå ôàêòîðiàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè íóëü ç ïîëåì ëèøêiâ õàðàêòå-
ðèñòèêè 2, ÿêå íå ¹ äèñêðåòíî íîðìîâàíèì êiëüöåì. Ìíîæèíà ñòåïåíiâ âñiõ
íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ K-çîáðàæåíü ãðóïè G ñêií÷åííà òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè G � ãðóïà ïîðÿäêó 2, 2 � ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ K i RadK/2K �
ãîëîâíèé iäåàë êiëüöÿ K/2K.
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