
12 А. Ю. БРИЛА,В. I. ГРЕНДЖА

УДК 519.8

А. Ю. Брила, В. I. Гренджа (Ужгородський нац. ун-т)

ЗАДАЧI ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ ПРО РАНЕЦЬ

The method of finding of attainable optimum solutions of lexicographic knapsack problem by
reduce it to the problem of onecriterion optimization with a scalar objective function is considered.

Розглядається метод знаходження досяжних оптимальних розв’язкiв задачi лексикографiчної
оптимiзацiї про ранець шляхом зведення її до однокритерiальної задачi з скалярною цiльовою
функцiєю.

Вступ

Прикладнi задачi лексикографiчної оптимiзацiї про ранець виникають у ви-
падку, коли оптимальний набiр у класичнiй задачi про ранець необхiдно знайти
на основi багатьох критерiїв, якi строго ранжированi за важливiстю. Для розв’я-
зання цiєї задачi в [1, 2] запропоновано пiдхiд, що ґрунтується на використаннi
схеми скаляризацiї. Такий пiдхiд для задачi про ранець має суттєвий недолiк,
оскiльки на першому кроцi розв’язується класична задача про ранець з одним
(першим) критерiєм, але на усiх наступних на множину допустимих розв’язкiв
накладається додаткове обмеження, яке не дозволяє застосувати на цих кроках
методи розв’язання задачi про ранець.

У данiй статтi пропонується пiдхiд до розв’язання лексикографiчної задачi
про ранець шляхом побудови функцiоналу ( [2,3]), що представляє лексикогра-
фiчний порядок вiддачi переваги на множинi допустимих розв’язкiв. Вибравши
цей функцiонал у якостi цiльової функцiї можемо знайти досяжнi оптимальнi
розв’язки розглядуваної задачi як задачi однокритерiальної оптимiзацiї i для її
розв’язання можна використати методи розв’язання класичної задачi про ра-
нець. Аналогiчний пiдхiд пропонується також при розв’язаннi лексикографiчно-
лексикографiчної задачi про ранець

1. Знаходження досяжних оптимальних розв’язкiв лексикографi-
чної задачi про ранець

Розглядається задача

maxLc̄ (x) , x ∈ X, (1)

де множина допустимих розв’язкiв X задається обмеженнями

n∑
j=1

wjxj ≤ C,

xj ∈ Z, j = 1, n.

Цiльова функцiя c̄ (x) = (c1 (x) , c2 (x) , ....., cq (x)), за якою порiвнюються
допустимi альтернативи, є векторною згорткою критерiїв ck (x) , k = 1, 2, ..., q у
субординацiї строгого ранжирування Rg (1, 2, ..., q), а кожен з критерiїв ck (x)–
лiнiйна скалярна функцiя n змiнних
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ck (x) =
n∑
j=1

ckjxj, 1 ≤ k ≤ q.

Ця функцiя є однiєї iз числових оцiнок допустимих альтернатив.
Нехай αq > 0 - деяке додатне число, а iншi додатнi числа αq−1, αq−2, ..., α1

поступово знаходяться з умови

αr >
1

µr

q∑
k=r+1

αkMk, r = q − 1, q − 2, ..., 1,

де 0 < µr ≤ min
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

cri ̸= crj

|cri − crj| ,

Mk ≥
(
max
j
ckj

) C

min
j
wj

−
(
min
j
ckj

) C

max
j
wj

 ,
( [ ] -цiла частина числа).

Теорема 1. Розв’язок задачi

maxL (x) =

q∑
k=1

αkck (x), x ∈ X, (2)

є розв’язком задачi (1).

Доведення теореми легко отримати, враховуючи спосiб вибору коефiцiєнтiв
додатної лiнiйної згортки.

Оскiльки субординацiя Rg є субординацiєю строгого ранжирування i ви-
значається перестановкою номерiв критерiїв (k1, k2, ... , kq) (де {k1, k2, ..., kq} =
{1, 2, ..., q}), то можна утворити стiльки рiзних субординацiй строгого ранжи-
рування, скiльки iснує перестановок номерiв критерiїв, а саме – q! . Зрозумiло,
що рiзним субординацiям, загалом кажучи, будуть вiдповiдати рiзнi набори до-
датних чисел αk, k = 1, 2, ..., q, за якими оптимальнi розв’язки є досяжними за
зваженою сумою рiзноважливих критерiїв.

Постає питання, чи iснує такий набiр додатних чисел αk, k = 1, 2, ..., q, за
яким оптимальнi розв’язки лексикографiчної задачi (1) є досяжними за зва-
женою сумою з даними коефiцiєнтами рiзноважливих критерiїв у будь-якiй iз
субординацiй строго ранжирування, яка визначається довiльною перестанов-
кою номерiв критерiїв (k1, k2, ... , kq), де {k1, k2, ..., kq} = {1, 2, ..., q}. Введемо
величини µ∗, M∗:

0 < µ∗ ≤ min {|cri − crj|| cri ̸= crj, r ∈ {1, 2, ..., q} , i, j ∈ {1, 2, ..., n}} ,

M∗ ≥
(
max
j
ckj

) C

min
j
wj

−
(
min
j
ckj

) C

max
j
wj

 , k = 1, 2..., q.
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Нехай α∗
k, k = 1, 2, ..., q, – набiр додатних чисел, де α∗

q > 0 вибрано довiльним
чином, а iншi числа α∗

q−1, α
∗
q−2, ..., α

∗
1, поступово визначенi згiдно умови

α∗
r >

1

µ∗

q∑
k=r+1

α∗
kM

∗. (3)

Розглянемо субординацiю строгого ранжирування, що визначається пере-
становкою номерiв критерiїв (k1, k2, ..., kq). Запишемо задачу знаходження опти-
мального розв’язку в заданiй субординацiї строгого ранжирування

maxL c̃ (x) =
(
ck1 (x) , ck2 (x) , ..., ckq (x)

)
, x ∈ X. (4)

Розглянемо функцiонал

B (x) =

q∑
l=1

α∗
l ckl (x) (5)

та вiдповiдну задачу однокритерiальної оптимiзацiї

max B (x) =

q∑
l=1

α∗
l ckl (x), x ∈ X, (6)

де коефiцiєнти α∗
k, k = 1, 2, ..., q, вибрано згiдно (3).

Теорема 2. Розв’язок задачi (6) є розв’язком задачi лексикографiчної опти-
мiзацiї (4) для довiльної перестановки (k1, k2, ..., kq) номерiв критерiїв.

Доведення теореми легко отримати враховуючи вибiр коефiцiєнтiв µ∗, M∗

та коефiцiєнтiв α∗
k, k = 1, 2, ..., q.

2. Знаходження досяжних оптимальних розв’язкiв лексикографiч-
нолексикографiчної задачi про ранець

Розглянемо задачу лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї про ра-
нець

maxLLc′ (x) , x ∈ X, (7)

де множина допустимих розв’язкiв X, така ж, як i у задачi (1), c′ (x) = (c1 (x) ,
c2 (x) , . . . , cq (x)) – векторна згортка критерiїв c̄k (x) , k = 1, 2, ..., q у суборди-
нацiї строгого ранжирування Rg (1, 2, ..., q), а кожен з критерiїв c̄k (x) = (ck1
(x) , ck2 (x) , . . . , ckqk (x)) , k ∈ {1, 2, ..., q}, в свою чергу, є векторною згорткою
скалярних критерiїв cki, i = 1, 2, ..., qk в субординацiї Rg (1, 2, ..., qk).

У [1] доводиться, що задача лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї
(7) еквiвалентна задачi лексикографiчної оптимiзацiї

maxLc̃′ (x) , x ∈ X, (8)

де

c̃′ =
(
c11, c12, ..., c1q1 , c21, c22, ..., c2q2 , ..., cq1, cq2, ..., cqqq

)
.
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Тому, для розв’язання задачi (8), а отже i для розв’язання задачi (7), можуть
бути використанi тi ж самi пiдходи, що i для розв’язання задачi лексикографi-
чної оптимiзацiї.

Висновки
Зведення задачi (1) до задачi (2), а також задач (4) до задач (6) дає можли-

вiсть перейти вiд задачi багатокритерiальної оптимiзацiї до звичайної задачi
про ранець, для розв’язання якої можна застосувати вiдомi методи.

Недолiком такого пiдходу є те, що швидко зростають коефiцiєнти додатної
лiнiнiйної згортки, якi визначають функцiонал, що задає лексикографiчний по-
рядок вiддачi переваги на множинi допустимих розв’язкiв. Для подолання цiєї
проблеми необхiдно при їх знаходженнi усi коефiцiєнти додатної лiнiйної згор-
тки подiлити на найбiльший iз них.
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