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1. Поняття динамiчної системи, її розв’язкiв

ОЗНАЧЕННЯ 1. Нормальна система диференцiальних рiвнянь нази-
вається динамiчною (або автономною), якщо її правi частини не зале-
жать явно вiд незалежної змiнної; тобто динамiчна система — це систе-
ма вигляду

x′i = fi(x1, x2, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, (1)

де функцiї fi визначенi й неперервнi в областi D ⊂ Rn.

Оскiльки правi частини системи (1) не залежать явно вiд незалежної
змiнної t, то, очевидно, ця система визначена в областi G = R × D. Якщо
(t0, x

0
1, . . . , x

0
n) ∈ G, то початковi умови для системи (1) можна задати так:

x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n. (2)

Надалi будемо користуватися векторним записом задачi Кошi (1), (2)

−→x ′ =
−→
f (−→x ), −→x (t0) = −→x 0. (3)

Припустимо, що −→x = −→ϕ (t) — розв’язок системи (1), визначений на про-
мiжку [a, b]. Графiк цього розв’язку в областi G, тобто множину точок

(t,−→x ) : t ∈ [a, b],−→x = −→ϕ (t),

називаємо iнтегральною кривою системи (1).

ОЗНАЧЕННЯ 2. Нехай −→x = −→ϕ (t) — розв’язок системи (1), визначе-
ний на промiжку [a, b]. Образ l промiжку [a, b] при вiдображеннi −→ϕ назива-
тимемо траєкторiєю системи (1).

Очевидно, l ∈ D. Якщо зiставити поняття iнтегральної кривої i траєкторiї
системи (1), то легко бачити, то траєкторiя є проекцiєю iнтегральної кривої
на простiр Rn змiнних x1, x2, . . . , xn у напрямi осi Ot.

Оскiльки правi частини системи (1) визначенi i неперервнi в областi D ⊂
⊂ Rn, то кожнiй точцi −→x 0 поставимо у вiдповiднiсть вектор

−→
f (−→x 0) =

(−→
f 1(
−→x 0, . . . ,

−→
f n(
−→x 0
)
,
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який виходить з точки −→x 0. Сукупнiсть цих векторiв утворює в областi D
векторне поле системи (1). Якщо −→x = −→ϕ (t) — розв’язок задачi Кошi (3)
i l — його траєкторiя, то у момент t траєкторiя l проходить через точку
P (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) ∈ D. Але −→ϕ ′(t) виражає вектор швидкостi руху то-
чки вздовж траєкторiї l у момент t, бо

d−→ϕ (t)

dy
≡
−→
f (−→ϕ (t)).

Тому вектор швидкостi руху точки вздовж траєкторiї l в кожнiй точцi P цiєї
траєкторiї збiгається з вiдповiдним вектором поля

−→
f (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)).

Простiр розмiрностi n, в якому розв’язок динамiчної системи (1) iнтерпре-
тується як траєкторiя, а сама динамiчна система — як веторне поле, називає-
ться фазовим простором системи (1). Траєкторiї називаються фазовими
траєкторiями , вектори

−→
f (−→y ) називаються фазовими швидкостями .

ОЗНАЧЕННЯ 3. Якщо −→x = −→ϕ (t), t ∈ [a, b], — розв’язок системи
(1) такий, що −→ϕ (t) = −→a , t ∈ [a, b], то розв’язок −→ϕ називається стацiо-
нарним розв’язком динамiчної системи, а точка −→a фазового простору —
станом рiвноваги динамiчної системи.

ТЕОРЕМА 1. Для того, щоб точка −→a була станом рiвноваги системи
(1), необхiдно й достатньо, щоб

−→
f (−→a ) = 0.

ОЗНАЧЕННЯ 4. Розв’язок −→ϕ системи (1), для якого

−→ϕ (t1) = −→ϕ (t2), t1 6= t2,

називається перiодичним, а його траєкторiя — замкненою траєкто-
рiєю або циклом.

2. Дослiдження розв’язкiв динамiчних систем

ОЗНАЧЕННЯ 5. Стiйкою iнтегральною кривою називають таку
iнтегральну криву, що всi достатньо близькi до неї при t = t0 iнтегральнi
кривi залишаються близькими до неї при всiх t ≥ 0.

Вiдповiдний їм розв’язок називається стiйким розв’язком .
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У протилежному випадку кажуть, що розв’язок нестiйкий.
Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

−→x ′ =
−→
F (−→x ),−→x ,

−→
F ∈ Rn. (4)

Нехай −→ϕ (t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) є розв’язком системи (4).

ОЗНАЧЕННЯ 6. Розв’язок −→ϕ (t) системи (4) називається стiйким
за Ляпуновим, якщо

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∀t ≥ t0 ||x(t0)− φ(t0)|| < δ ||x(t)− ψ(t)|| < ε, (5)

ОЗНАЧЕННЯ 7. Розв’язок −→ϕ (t) системи (4) називається асимпто-
тично стiйким, якщо для кожної компоненти розв’язку

1. Вiн є стiйким за Ляпуновим.

2. Має мiсце умова:
lim
m→∞

||xi(t)− ϕi(t)|| = 0. (6)

Дослiдження на стiйкiсть будь–якого розв’язку системи (4) можна звести
до дослiдження на стiйкiсть тривiального розв’язку цiєї системи.

Нехай
−→z (t) = −→x (t)−−→ϕ (t) (7)

— нова шукана функцiя. Пiдставимо її в (4):

−→z ′(t) +−→ϕ ′(t) =
−→
F (−→z (t) +−→ϕ (t));

−→z ′(t) +
−→
F (−→ϕ (t)) =

−→
F (−→z (t) +−→ϕ (t));

−→z ′(t) =
−→
F (−→z (t) +−→ϕ (t))−

−→
F (−→ϕ (t)). (8)

Дослiдження на стiйкiсть розв’язку −→ϕ (t) системи (4) можна замiнити на до-
слiдження стiйкостi тривiального розв’язку системи (8).

Отже, будемо дослiджувати на стiйкiсть систему диференцiальних рiв-
нянь (4), для якої

−→
F (0) = 0.
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ОЗНАЧЕННЯ 8. Тривiальний розв’язок системи називається стiй-
ким за Ляпуновим, якщо

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∀t ≥ t0 ||x(t0)|| < δ ||x(t)|| < ε. (9)

ОЗНАЧЕННЯ 9. Тривiальний розв’язок системи називається асимп-
тотично стiйким, якщо

1. Вiн є стiйким за Ляпуновим.

2. Виконується умова:
lim
m→∞

||x(t)|| = 0. (10)

Дослiдити на асимтотичну стiйкiсть нелiнiйну систему (4) можна шляхом
її лiнеаризацiї.

Вiдповiдна лiнiйна модель з певною точнiстю може описувати поведiнку
нелiнiйної моделi.

Нехай

A =
∂F

∂x

∣∣∣∣
x=0

=


∂F1

∂x1
∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xn
∂F2

∂x1
∂F2

∂x2
. . . ∂F2

∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂Fn

∂x1
∂Fn

∂x2
. . . ∂Fn

∂xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=0

. (11)

Iнакше кажучи, розкладемо праву частину системи (4) у ряд Тейлора в
околi т. x = 0:

x′ = Ax+R(x), (12)

де R(x) мiстить тiльки нелiнiйнi члени розкладу в ряд Тейлора.

ТЕОРЕМА 2. Якщо дiйснi частини усiх власних значень матрицi A
системи (12) вiд’ємнi, то тривiальний розв’язок нелiнiйної системи (4) є
асимптотично стiйким. Якщо серед власних значень матрицi A системи
(12) є хоча б одне з додатною дiйсною частиною, то тривiальних розв’язок
системи (4) нестiйкий.

Якщо серед власних значень матрицi A системи (12) є хоча б одне з нульо-
вою дiйсною частиною, а решта мають вiд’ємнi дiйснi частини, то тривiальний
розв’язок системи (4) може бути як стiйким (асимптотично стiйким), так i
нестiйким, тобто з факту стiйкостi або нестiйкостi системи першого набли-
ження (12) не можна зробити висновок про стiйкiсть (нестiйкiсть) тривiаль-
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ного розв’язку системи (4). У цьому випадку, який називають критичним,
дослiдження на стiйкiсть за першим наближенням неможливе й потрiбно ви-
користовувати властивостi наступних (нелiнiйних) членiв розкладу або iншi
методи.

Розглянемо тепер таку автономну систему диференцiальних рiвнянь

x′ = f(x), x, f ∈ Rn, (13)

розв’язком якої є значення x = x0, тобто

f(x0) ≡ 0. (14)

Потрiбно дослiдити поведiнку розв’язкiв (фазових кривих) в околi поло-
ження рiвноваги.

З цiєю метою необхiдно замiнити нелiнiйну систему (13) деякою лiнiйною
системою, яка є достатньо близькою до заданої в околi положення рiвноваги
(точки x = x0).

З цiєю метою лiнеаризуємо нелiнiйну систему в околi положення рiвнова-
ги:

f(x) =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x0

· (x− x0) +R(x− x0), (15)

де R мiстить степенi (x− x0) вiд 2–го порядку i вище.
З урахуванням (15) система диференцiальних рiвнянь (13) перепишеться

у виглядi:

x′ =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x0

· (x− x0) +R(x− x0). (16)

Система (16) є лiнеаризованою в околi точки x = x0 системою, яка вiдпо-
вiдає автономнiй диференцiальнiй системi (13).

Позначимо через

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x0

(17)

якобiан функцiї f .
Тодi отримаємо, що дослiдження на стiйкiсть положення рiвноваги систе-

ми (13) зводиться до дослiдження на стiйкiсть тривiального розв’язку систе-
ми

x′ = Ax. (18)
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ТЕОРЕМА 3. Якщо дiйснi частини усiх власних значень матрицi A
вигляду (17) вiд’ємнi, то положення рiвноваги x = x0 асимптотично стiй-
ке; якщо серед власних значень матрицi A є хоча б одне з додатною дiйсною
частиною, то положення рiвноваги x = x0 нестiйке.

Розглянемо нелiнiйну автономну систему диференцiальних рiвнянь:{
dx
dt = P (x, y),
dy
dt = Q(x, y).

(19)

ОЗНАЧЕННЯ 10. Особливою точкою системи (19) будемо назива-
ти точку (x0, y0) таку, що {

P (x, y) = 0,

Q(x, y) = 0.
(20)

Для того, щоб дослiдити фазовi кривi системи (19) потрiбно:
1. Знайти положення рiвноваги системи.
2. Лiнеаризувати систему в околi цих положень рiвноваги.
3. Дослiдити тип положень рiвноваги.
Лiнеаризацiєю для заданої нелiнiйної автономної системи (19) в околi по-

ложення рiвноваги (x0, y0) є система:
dx
dt = ∂P (x,y)

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

· (x− x0) + ∂P (x,y)
∂y

∣∣∣
(x0,y0)

· (y − y0),
dy
dt = ∂Q(x,y)

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

· (x− x0) + ∂Q(x,y)
∂y

∣∣∣
(x0,y0)

· (y − y0).
(21)

Представимо систему диференцiальних рiвнянь (21) у виглядi:(
dx
dt
dy
dt

)
= A

(
x− x0
y − y0

)
, (22)

де

A =

(
P ′x P ′y
Q′x Q′y

)∣∣∣∣∣
(x0,y0)

. (23)

Дослiдження положення рiвноваги (x0, y0) системи (22) еквiвалентно до-
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слiдженню положення рiвноваги (0, 0) системи:(
u′

v′

)
= A

(
u

v

)
, (24)

де u = x− x0, v = y − y0.

ТЕОРЕМА 4. Положення рiвноваги (x0, y0) нелiнiйної диференцiальної
системи (19) є:

1. Асимптотично стiйким, якщо дiйснi частини власних значень мат-
рицi A вигляду (23) вiд’ємнi.

2. Нестiйким, якщо дiйсна частина хоча б одного власного значення
матрицi A додатня.

3. Якщо дiйсна частина хоча б одного власного значення матрицi A до-
рiвнює нулевi, то дослiдження на стiйкiсть за першим наближенням є
неможливим. Потрiбне застосування додаткових критерiїв.

ПРИКЛАД 1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням ну-
льовий розв’язок системи:{

dx
dt = 2x− ln(1 + y) + sinx,
dy
dt = ex + sin(x+ y)− cos2y.

(25)

На основi (25) побудуємо систему першого наближення вигляду (21). Одер-
жимо: {

dx
dt = (2 + cosx)|(0,0)x− 1

1+y

∣∣
(0,0)y ,

dy
dt = (ex + cos(x+ y))|(0,0)x+ (cos(x+ y) + 2sin2y)|(0,0)y.

Таким чином, одержуємо систему рiвнянь:{
dx
dt = 3x− y,
dy
dt = 2x+ y,

матрицею якої є

A =

(
3 −1

2 1

)
.
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Знайдемо власнi значення матрицi A:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣ 3− λ −1

2 1− λ

∣∣∣∣∣ = 0,

λ2 − 4λ+ 5 = 0,

λ1,2 = 2± i.

Оскiльки Re(λ1,2) = 2 > 0, нульовий розв’язок системи (25) є нестiйким.

3. Фазовi портрети станiв рiвноваги

Розглянемо динамiчну диференцiальну систему:{
x′ = a11x+ a12y,

y′ = a21x+ a22y,
(26)

де A =

(
a11 a12
a21 a22

)
— невироджена матриця з дiйсними сталими компонен-

тами.
Системi (26) вiдповiдає одне рiвняння з дробово–лiнiйною правою части-

ною
dy

dx
=
a21x+ a22y

a11x+ a12y
. (27)

Особливою точкою системи диференцiальних рiвнянь (26) будемо нази-
вати точку (x0, y0), яка є розв’язком системи алгебраїчних рiвнянь:{

a11x+ a12y = 0, a21x+ a22y = 0. (28)

Оскiльки система (28) є лiнiйною однорiдною диференцiальною системою,
а її детермiнант вiдмiнний вiд нуля, то особливою точкою системи (26) буде
(x0, y0) = (0, 0).

Позначимо через λ1, λ2 коренi характеристичного рiвняння:∣∣∣∣∣ a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣∣ .
10



Розглянемо можливi випадки:
I. Нехай λ1, λ2 дiйснi, рiзнi та λ1 · λ2 > 0. Тип особливої точки — вузол.

1. Якщо λ1 > 0 та λ2 > 0, то вузол є нестiйким i рух по фазовим кривим
iде вiд початку координат на ∞.

Рис. 1:

2. Якщо λ1 < 0 та λ2 < 0, то вузол є асимптотично стiйким i рух по
фазовим кривим iде вiд ∞ до початку координат.

Рис. 2:
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Напрямнi S1 та S2 шукаємо у виглядi y = kx, де кутовий коефiцiєнт k
обчислюється пiдстановкою значення y у рiвняння (27).

II. Нехай λ1, λ2 дiйснi, рiзнi та λ1 · λ2 < 0. Тип особливої точки — сiдло.
Оскiльки одне з власних значень завжди додатне, то сiдло нестiйке.

Рис. 3:

III. Нехай λ1 = λ2 = λ 6= 0. Тип особливої точки — вироджений вузол.

1. Якщо λ > 0, то вироджений вузол нестiйкий i рух по фазовим кривим
iде вiд початку координат на ∞.

Рис. 4:

2. Якщо λ < 0, то вироджений вузол є асимптотично стiйким i рух по
фазовим кривим iде вiд ∞ до початку координат.
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Рис. 5:

IV. Нехай λ1 = λ2 = λ 6= 0 i система диференцiальних рiвнянь (26) має
вигляд: {

x′ = ax,

y′ = ay.

Тип особливої точки дикритичний вузол.
1. Якщо λ > 0, то дикритичний вузол нестiйкий i рух по фазовим кривим

iде вiд початку координат на ∞.

Рис. 6:

2. Якщо λ < 0, то дикритичний вузол є асимптотично стiйким i рух по
фазовим кривим iде вiд ∞ до початку координат.
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Рис. 7:

V. Нехай λ1 = 0, λ2 6= 0. Тип особливої точки — пряма положень
рiвноваги.

1. Якщо λ2 > 0, то пряма положень рiвноваги нестiйка i рух по фазовим
кривим iде вiд початку координат на ∞.

Рис. 8:

2. Якщо λ2 < 0, то пряма положень рiвноваги є асимптотично стiйкою
i рух по фазовим кривим iде вiд ∞ до початку координат.
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Рис. 9:

VI. Нехай λ1 = λ2 = 0. Тип особливої точки — прямi положень рiв-
новаги. Прямi положень рiвноваги стiйкi.

Рис. 10:

VII. Нехай λ1 = iβ, λ2 = −iβ. Тип особливої точки — центр. Центр
завжди стiйкий.

Для вiдшукання напрямної S дослiджуємо на екстремум функцiю:

f(x, y) := x2 + y2 → extr;

f ′ = 2xx′ + 2yy′ = 0⇒ 2x(a11x+ a12y) + 2y(a21x+ a22y) = 0.
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Рис. 11:

VIII. Нехай λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ. Тип особливої точки — фокус.
1. Якщо Re(λ1) = α > 0, то фокус нестiйкий i рух по фазовим кривим

iде вiд початку координат на ∞.

Рис. 12:

2. Якщо Re(λ1) = α < 0, то фокус є асимптотично стiйким i рух по
фазовим кривим iде вiд ∞ до початку координат.

ПРИКЛАД 2. Визначити тип положення рiвноваги та побудувати
його фазовий портрет: {

dx
dt = x,
dy
dt = x+ 2y.

(29)

Особливою точкою заданої системи є точка (0, 0). Визначимо її тип.
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Рис. 13:

Знайдемо власнi значення матрицi заданої системи:

|A− λE| =

∣∣∣∣∣ 1− λ 0

1 2− λ.

∣∣∣∣∣ = 0.

Отримаємо рiвняння:
λ2 − 3λ+ 2 = 0,

розв’язками якого є
λ1 = 1, λ2 = 2.

Таким чином, тип особливої точки вузол, причому вiн нестiйкий.
Для його побудови потрiбно 2 напрямнi. Кожну з них шукаємо у виглядi:

S : y = kx.

Перейдемо вiд системи (29) до диференцiального рiвняння:

dy

dx
=
x+ 2y

x

та пiдставимо значення
y = kx, y′ = k.

Одержимо:

k =
x+ 2kx

x
⇒ k = 1 + 2k,

k = −1.

17



Отже, рiвняння напрямної є таким:

S1 : y = −x.

Другою напрямною буде
S2 : x = 0.

При цьому фазовий портрет особливої точки буде наступним:

Рис. 14:

4. Системи рiвнянь у симетричнiй формi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (СДР):
dx1
dt = F1(t, x1, x2, . . . , xn),
dx2
dt = F2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . .
dxn
dt = Fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(30)

або еквiвалентний їй запис

dX

dt
= F (t,X).

СДР (30) є системою диференцiальних рiвнянь n–го порядку у нормаль-
ному виглядi.
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Сукупнiсть функцiй 
x1 = φ1(t, c1, c2, . . . , cn),

x2 = φ2(t, c1, c2, . . . , cn),

. . .

xn = φn(t, c1, c2, . . . , cn),

(31)

такi, що φi є неперервно диференцiйовними функцiями в D i при пiдстановцi
їх у (30) перетворюють кожне з рiвнянь системи на тотожнiсть, називається
загальним розв’язком.

Систему (31) можна розв’язати вiдносно довiльних сталих ci:
c1 = ψ1(t, x1, x2, . . . , xn),

c2 = ψ2(t, x1, x2, . . . , xn),

. . .

cn = ψn(t, x1, x2, . . . , xn).

(32)

Розглянемо систему функцiй (32). Правi частини цiєї системи не є то-
тожньо рiвними константi, а перетворюються на константу тiльки тодi, коли
замiсть xi пiдставити будь–який частинний розв’язок системи.

Таку систему функцiй називають загальним iнтегралом системи (30), а
рiвностi

ψi(t, x1, x2, . . . , xn) = ci, i = 1, n (33)

називають першими iнтегралами системи.
Функцiя ψ(t, x1, x2, . . . , xn) називається iнтегралом системи (30), якщо

вона перетворюється на сталу при замiнi x1, x2, . . . , xn на будь–який частин-
ний розв’язок системи (30).

Рiвнiсть
ψ(t, x1, x2, . . . , xn) = c, (34)

де ψ(t, x1, x2, . . . , xn) є iнтегралом системи, називається першим iнтегралом
системи.

Загальним iнтегралом системи (30) називається сукупнiсть (32) з n неза-
лежних перших iнтегралiв, яка є розв’язаною вiдносно x1, x2, . . . , xn, причому
в результатi одержуємо загальний розв’язок 31) системи.

Першi iнтеграли, якi утворюють загальний iнтеграл, є лiнiйно незалежни-
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ми, якщо iснує функцiя

Φ(ψ1, ψ2, . . . , ψn) = const. (35)

Диференцiальна система n–го порядку має рiвно n незалежних перших
iнтегралiв.

Система вигляду

dy1
g1(t, y1, y2, . . . , yn)

=
dy2

g2(t, y1, y2, . . . , yn)
=

= . . . =
dyn+1

gn+1(t, y1, y2, . . . , yn)
(36)

називається системою диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi по-
рядку n.

Покажемо, що будь–яку нормальну систему (30) можна звести до симет-
ричної системи (36) i навпаки.

Iз (30) одержимо: 
dt = dx1

F1(t,x1,x2,...,xn)
,

dt = dx2
F2(t,x1,x2,...,xn)

,

. . .

dt = dxn
Fn(t,x1,x2,...,xn)

,

(37)

Як видно iз одержаних рiвностей, система (37) є еквiвалентною диферен-
цiальнiй системi у симетричнiй формi вигляду:

dt

1
=

dx1
F1(t, x1, x2, . . . , xn)

=
dx2

F2(t, x1, x2, . . . , xn)
=

= . . . =
dxn

Fn(t, x1, x2, . . . , xn)
(38)

Нехай функцiя φ(t, x1, x2, . . . , xn) є спiльним знаменником функ-
цiй Fi(t, x1, x2, . . . , xn), i = 1, n. Домножимо знаменники дробiв у (38) на
φ(t, x1, x2, . . . , xn):
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dt

1
=

dx1
φ(t, x1, x2, . . . , xn)F1(t, x1, x2, . . . , xn)

=

=
dx2

φ(t, x1, x2, . . . , xn)F2(t, x1, x2, . . . , xn)
= . . . =

=
dxn

φ(t, x1, x2, . . . , xn)Fn(t, x1, x2, . . . , xn)
. (39)

У рiвностях (39) зробимо замiну змiнних:
y1(t) = t,

y2(t) = x1(t),

. . .

yn+1(t) = xn(t);

(40)

та 
g1(t, x1, x2, . . . , xn) = φ(t, x1, x2, . . . , xn),

g2(t, x1, x2, . . . , xn) = φ(t, x1, x2, . . . , xn)F1(t, x1, x2, . . . , xn),

. . .

gn+1(t, x1, x2, . . . , xn) = φ(t, x1, x2, . . . , xn)Fn(t, x1, x2, . . . , xn).

(41)

Замiни (40), (41) зводять систему (39) до системи (36).
Зведемо тепер симетричну систему (36) до нормальної системи (30).
У симетричнiй СДР усi змiннi є рiвносильними. Без обмеження загаль-

ностi припустимо, що gn+1(t, x1, x2, . . . , xn) 6= 0 в областi визначення системи
(36). Тодi: 

dy1
dyn+1

= g1(t,y1,y2,...,yn)
gn+1(t,y1,y2,...,yn)

,
dy2
dyn+1

= g2(t,y1,y2,...,yn)
gn+1(t,y1,y2,...,yn)

,

. . .
dyn
dyn+1

= gn(t,y1,y2,...,yn)
gn+1(t,y1,y2,...,yn)

.

(42)

У виразах (42) введемо замiну змiнних:
x1(t) = y1(t),

x2(t) = y2(t),

. . .

t = yn+1(t);

(43)
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
F1(t, x1, x2, . . . , xn) = g1(t,y1,y2,...,yn)

gn+1(t,y1,y2,...,yn)
,

F2(t, x1, x2, . . . , xn) = g2(t,y1,y2,...,yn)
gn+1(t,y1,y2,...,yn)

,

. . .

Fn(t, x1, x2, . . . , xn) = gn(t,y1,y2,...,yn)
gn+1(t,y1,y2,...,yn)

.

(44)

Замiни змiнних (43), (44) зводять симетричну СДР (36) до нормальної
системи (30).

Iнтегровною комбiнацiєю будемо називати вираз вигляду:

dx1
φ1(x1)

=
dx2
φ2(x2)

, (45)

звiдки ∫
dx1
φ1(x1)

−
∫

dx2
φ2(x2)

= c. (46)

Якщо знайти n незалежних iнтегровних комбiнацiй симетричної системи,
то тим самим ми знайдемо n незалежних перших iнтегралiв, тобто побудуємо
загальний iнтеграл СДР у симетричнiй формi.

Для вiдшукання iнтегровної комбiнацiї надалi використовуватимемо пра-
вило рiвних дробiв, яке задається рiвнiстю:

a1
b1

=
a2
b2

= . . . =
an
bn

=
k1a1 + k2a2 + . . .+ knan
k1b1 + k2b2 + . . .+ knbn

, (47)

де ai, bi, ki = const, i = 1, n.

ПРИКЛАД 3. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симе-
тричнiй формi:

dx

xz
=
dy

yz
=

dz

−xy
.

Видiлимо в заданiй системi 2 iнтегровнi комбiнацiї. Першою буде:

dx

xz
=
dy

yz
,

dx

x
=
dy

y
⇒ ln|x| = ln|y|+ lnC1,

x = C1y, (48)

C1 =
x

y
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— перший промiжний iнтеграл.
Друга iнтегровна комбiнацiя є такою:

dy

yz
=

dz

−xy
. (49)

Пiдставимо (48) у (49). Одержимо:

dy

yz
=

dz

−C1y2
,

C1ydy = −dz ⇒ C2 =
C1y

2

2
+ z,

C2 =
xy

2
+ z.

Таким чином, загальним розв’язком системи буде{
C1 = x

y ,

C2 = xy
2 + z.

Завдання для самостiйної роботи

Варiант 1
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = 2xy − x+ y,

y′ = 5x4 + y3 + 2x− 3y.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

2y − z
=
dy

y
=
dz

z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
2x+ y

3x+ 4y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y − x
3x+ 6

.
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Варiант 2
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = ax− 2y + x2,

y′ = x+ y + xy.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y
=
dy

x
=
dz

z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
x− 4y

2y − 3x
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
4y2 − x2

2xy − 4y − 8
.

Варiант 3
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ax+ y + x2,

y′ = x+ ay + y2.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y + z
=

dy

x+ z
=

dz

x+ y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
x+ 4y

2x+ 3y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y

x2 − y2 − 1
.
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Варiант 4
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ex+2y − cos3x,
y′ =

√
4 + 8x− 2ey.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y − x
=

dy

x+ y + z
=

dz

x− y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
x− 2y

3x− 4y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
x2 + y2 − 2

x− y
.

Варiант 5
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = x+ ay + y2,

y′ = bx− 3y − x2.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

z
=
dy

u
=
dz

x
=
du

y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
x+ 4y

2x+ 3y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y

x2 − y2 − 1
.
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Варiант 6
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ln(4y + e−3x),

y′ = 2y − 1 + 3
√

1− 6x.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y − u
=

dy

z − x
=

dz

u− y
=

du

x− z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
x− 2y

3x− 4y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
y +
√

1 + 2x2

x+ y + 1
.

Варiант 7
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = y + sinx,

y′ = ax+ by.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

z
=
dy

xz
=
dz

y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
2x− y
x− y

.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = x2 − y,
y′ = ln(1− x− x2)− ln3.
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Варiант 8
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ln(3ey − 2cosx),

y′ = 2ex − 3
√

8 + 12y.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

x2 − y2
=
dy

x
= −dz

y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
y − 2x

2y − 3x
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = ln(2− y2),
y′ = ex − ey.

Варiант 9
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = 2e−x −

√
4 + ay,

y′ = ln(1 + 9x+ ay).

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

x
=
dy

y
=

dz

xy + z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
4y − 2x

x+ y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = (2x− y)(x− 2),

y′ = xy − 2.
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Варiант 10
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = tg(y − x),

y′ = 2y − 2cos
(
π
3 − x

)
.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

xz
=
dy

yz
=

dz

xy
√
z2 + 1

.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
y

x
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ =

√
x2 − y + 2− 2,

y′ = arctg(x2 + xy).

Варiант 11
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = ln(e+ ax)− ey,
y′ = bx+ tgy.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

x+ y2 + z2
=
dy

y
=
dz

z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
4x− y
3x− 2y

.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = x2 − y,
y′ = x2 − (y − 2)2.
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Варiант 12
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = 2xy − x+ y,

y′ = 5x4 + y3 + 2x− 3y.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

−dx
x2

=
dy

xy − 2z2
=
dz

xz
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = 3x,

y′ = 2x+ y.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = lny

2−y+1
3 ,

y′ = x2 − y2.

Варiант 13
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = ax− 2y + x2,

y′ = x+ y + xy.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

x(z − y)
=

dy

y(y − x)
=

dz

y2 − xz
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = 2x− y,
y′ = x.
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4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ = ln(1− y + y2),

y′ = 3−
√
x2 + 8y.

Варiант 14
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ax+ y + x2,

y′ = x+ ay + y2.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

x(y2 − z2)
= − dy

y(z2 + x2)
=

dz

z(x2 + y2)
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = x+ 3y,

y′ = −6x− 5y.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:{
x′ =

√
(x− y)2 + 3− 2,

y′ = ey
2−x − e.

Варiант 15
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ex+2y − cos3x,
y′ =

√
4 + 8x− 2ey.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

2y − z
=
dy

y
=
dz

z
.
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3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = x,

y′ = 2x− y.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y − x
3x+ 6

.

Варiант 16
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = x+ ay + y2,

y′ = bx− 3y − x2.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y
=
dy

x
=
dz

z
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = −2x− 5y,

y′ = 2x+ 2y.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
4y2 − x2

2xy − 4y − 8
.

Варiант 17
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ln(4y + e−3x),

y′ = 2y − 1 + 3
√

1− 6x.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y − x
=

dy

x+ y + z
=

dz

x− y
.
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3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = 3x+ y,

y′ = y − x.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y

x2 − y2 − 1
.

Варiант 18
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = y + sinx,

y′ = ax+ by.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

z
=
dy

u
=
dz

x
=
du

y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = 3x− 2y,

y′ = 4y − 6x.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
x2 + y2 − 2

x− y
.

Варiант 19
1. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок

системи: {
x′ = ln(3ey − 2cosx),

y′ = 2ex − 3
√

8 + 12y.

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

y − u
=

dy

z − x
=

dz

u− y
=

du

x− z
.
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3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:{
x′ = y − 2x,

y′ = 2y − 4x.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
2y

x2 − y2 − 1
.

Варiант 20
1. Дослiдити, при яких значеннях параметрiв нульовий розв’язок асимп-

тотично стiйкий: {
x′ = 2e−x −

√
4 + ay,

y′ = ln(1 + 9x+ ay).

2. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi:

dx

z
=
dy

xz
=
dz

y
.

3. Визначити тип особливої точки та побудувати її фазовий портрет:

y′ =
2x+ y

3x+ 4y
.

4. Знайти та дослiдити особливi точки:

y′ =
y +
√

1 + 2x2

x+ y + 1
.
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