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This paper is concerned with the properties of bithreshold elements. We shall first investigate
the sufficient condition of bithreshold separability in n-dimensional space and correct a previously
published results. Finally, we shall estimate lower and improve upper bounds for the capacity of
bithreshold elements, using reduction to the case of linear separability.

Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíi ç äâîïîðîãîâèìè íåéðîííèìè åëåìåíòàìè. Âñòàíîâ-
ëþþòüñÿ íîâi òà óòî÷íþþòüñÿ âiäîìi äîñòàíi óìîâè äâîïîðîãîâî¨ âiääiëüíîñòi â n-âèìiðíîìó
ïðîñòîði. Íàâîäÿòüñÿ ïîêðàùåííÿ âiäîìèõ îöiíîê äâîïîðîãîâî ñåïàðàáåëüíèõ äèõîòîìié ñêií-
÷åííî¨ ìíîæèíè.

Íåéðîííi åëåìåíòè òà íåéðîìåðåæi, ïîáóäîâàíi ç íèõ çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ
ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi øèðîêîãî êîëà ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ [1]. Ó çâ'ÿçêó ç îáìåæå-
íèìè ìîæëèâîñòÿìè êëàñè÷íèõ ïîðîãîâèõ åëåìåíòiâ iíòåíñèâíî âèâ÷àëèñÿ ¨õ
ðiçíîìàíiòíi óçàãàëüíåííÿ [2]. Äâîïîðîãîâi íåéðîííi åëåìåíòè (ÄÍÅ) ç äiéñíè-
ìè âàãàìè òà ïîðîãàìè (bithreshold neuron) áóëè ââåäåíi ó ðîçãëÿä áàãàòüìà
àâòîðàìè (íàïðèêëàä ó ðîáîòàõ [3-8]). Ó öèõ ðîáîòàõ áóëè âñòàíîâëåíi îöiíêè
êiëüêîñòi äâîïîðîãîâî ñåïàðàáåëüíèõ äèõîòîìié ñêií÷åííèõ ìíîæèí ó ïðîñòîði
Rn. Ïîäàëüøi âëàñòèâîñòi ÄÍÅ ðîçãëÿäàëèñÿ ó [9], äå áóëè âñòàíîâëåíi äîñòà-
òíi óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü äâîïîðîãîâó ñåïàðàáåëüíiñòü ïiäìíîæèíè Rn. Ó
ðîáîòàõ [10-11] ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü òîëåðàíòíîñòi òà õàðà-
êòåðèñòè÷íèõ âåêòîðiâ äîñëiäæóâàëèñÿ ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ìîæëèâiñòþ âiä-
îêðåìëåííÿ âåðøèí n-âèìiðíîãî ãiïåðêóáà çà äîïîìîãîþ ÄÍÅ. Ó äàíié ðîáîòi
íàâîäÿòüÿ êîíòðïðèêëàäè äî îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ ðîáîòè [9] ïðî äâîïîðîãîâó
ñåïàðàáåëüíiñòü, âñòàíîâëþþòüñÿ êîðåêòíi äîñòàòíi óìîâè äâîïîðîãîâî¨ ñåïà-
ðàáåëüíîñòi, ïîêðàùóþòüñÿ îöiíêè êiëüêîñòi äâîïîðîãîâî ñåïàðàáåëüíèõ äèõî-
òîìié ñêií÷åííèõ ìíîæèí òà âñòàíîâëþ¹òüñÿ àñèïìòîòè÷íà ïîâåäåiíêà öèõ îöi-
íîê. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ðîçìiðíiñòü Âàïíiêà-×åðâîíåíêiñà [1] (VCDim) êëàñó
F ÄÍÅ ç äiéñíèìè âàãàìè çàäîâîëüíÿ¹ ïîäâiéíó íåðiâíiñòü 2n ≤ VCDimF ≤ 5n.

1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ. Íåõàé Rn �� n-âèìiðíèé äiéñíèé åâ-
êëiäiâ ïðîñòið. ßêùî w = (w1, , . . . , wn) ∈ Rn, x ∈ (x1, . . . , xn) ∈ Rn, òî âåëè÷èíó
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(w,x) =
n∑
i=1

wixi

áóäåìî íàçèâàòè çâàæåíîþ ñóìîþ, ùî âiäïîâiäà¹ âåêòîðó x. Ïðè öüîìó âåêòîðw
áóäåìî íàçèâàòè âàãîâèì âåêòîðîì. Äâîïîðîãîâèì äiéñíèì íåéðîííèì åëåìåí-
òîì ç âàãîâèì âåêòîðîì w ∈ Rn, ïîðîãàìè t1, t2 ∈ R (t1 < t2) áóäåìî íàçèâàòè
ôóíêöiîíàëüíèé åëåìåíò ç n äiéñíèìè âõîäàìè x1, x2, . . . , xn òà îäíèì âèõîäîì
y, ïîâåäiíêà ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè:

y =

{
a, ÿêùî t1 < (w,x) < t2,
b, ÿêùî (w,x) ≤ t1 àáî (w,x) ≥ t2.
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Ó áiëüøîñòi ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ âèïàäêiâ äîñèòü ïîêëàñòè {a, b} = Z2 àáî
{a, b} = G2, äå Z2 = {0, 1} , G2 = {−1, 1}. Íàäàëi áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ òiëüêè òi
äâîïîðîãîâi äiéñíi íåéðîííi åëåìåíòè, äëÿ ÿêèõ {a, b} = G2. Äëÿ öèõ åëåìåíòiâ
áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ ÄÍÅ. Â òåðìiíàõ [12] çâàæåíà
ñóìà ¹ âõiäíèì îïåðàòîðîì ÄÍÅ, ïàðàìåòðè÷íà ôóíêöiÿ àêòèâàöi¨ ìà¹ âèãëÿä

ft1,t2 (x) =

{
−1, ÿêùî t1 < x < t2,

1, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Âèõiäíèì îïåðàòîðîì ÄÍÅ ¹ òîòîæíié îïåðàòîð. ÄÍÅ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹-
òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ òðiéêîþ (w, t1, t2), ÿêó áóäåìî íàäàëi íàçèâàòè âåêòîðîì
ñòðóêòóðè àáî ïðîñòî ñòðóêòóðîþ ÄÍÅ. ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹
ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rn íà äâi ïiäìíîæèíè íàñòóïíèì ÷èíîì:

Rn+ = {x ∈ Rn| (w,x) ≤ t1} ∪ {x ∈ Rn| (w,x) ≥ t2} , Rn− = R \ Rn+.

Äâi ìíîæèíè A+ ⊂ Rn i A− ⊂ Rn íàçâåìî äâîïîðîãîâî ñåïàðàáåëüíèìè (ä-
ðîçäiëèìèìè), ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêèé ÄÍÅ iç âåêòîðîì ñòðóêòóðè (w, t1, t2),
ùî A+ ⊂ Rn+ i A− ⊂ Rn−. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî êàçàòè, ùî ÄÍÅ iç ñòðóêòó-
ðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹ äâîïîðîãîâó äèõîòîìiþ (ä-ðîçáèòòÿ) (A+, A−) ìíîæèíè
A íà äâi ìíîæèíè A+ i A−, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî ÄÍÅ ìà¹ ñòðóêòóðó
(w, t1, t2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn ¨ ¨ ïiäìíîæèíè A+ = A∩Rn+, A− =
A ∩ Rn− ¹ ä-ðîçäiëèìèìè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ä-ðîçäiëèìiñòü ìíîæèí ¹ óçà-
ãàëüíåííÿì ëiíiéíî¨ ðîçäiëèìîñòi. Âæå ó îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìîæíà íàâå-
ñòè ïðèêëàä ä-ðîçäiëèìèõ ìíîæèíè, ÿêà íå ¹ ëiíiéíî ðîçäiëèìèìè (íàïðèêëàä
A− = {0} , A+ = {−1, 1}).

Ó ìíîæèíi ÄÍÅ, ÿêi çäiéñíþþòü ä-ðîçáèòòÿ ìíîæèíè çíà÷íèé iíòåðåñ ñòà-
íîâëÿòü òi ÄÍÅ, âàãîâi âåêòîðè ÿêèõ ïîðîäæóþòü ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi
A. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 1. ßêùî ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ íå áiëü-
øå, íiæ çëi÷åííî¨, îáìåæåíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn i ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

t1 < inf
x∈A−

(w,x) , sup
x∈A−

(w,x) < t2 (1)

òî çíàéäåòüñÿ ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w′, t′1, t
′
2), ÿêèé çäiéñíþ¹ òàêå ñàìå ä-

ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A, ïðè÷îìó ∀x,y ∈ A (w′,x) = (w′,y)⇒ x = y i çíà÷å-
ííÿ æîäíî¨ çâàæåíî¨ ñóìè íå ñïiâïàäà¹ iç ïîðîãàìè t′1 àáî t

′
2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

δ =
1

2
min

{
inf
x∈A−

(w,x)− t1, t2 − sup
x∈A−

(w,x) , 1, ‖w‖
}
, d = max

{
sup
x∈A
‖x‖ , 1

}
.

Ïðîíóìåðó¹ìî çà äîïîìîãîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë óñi íåâïîðÿäêîâàíi ïàðè
{
xk,yk

}
âåêòîðiâ, êîæíèé ç ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíi A. Áóäåìî iíäóêòèâíî áóäóâàòè ïî-
ñëiäîâíiñòü âàãîâèõ âåêòîðiâ

{
wk
}
íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîêëàäåìî w1 = w. Áóäå-

ìî ââàæàòè, ùî âåêòîðè w1, . . . ,wk âæå ïîáóäîâàíi i ck = min {(wj+1,xj − yj)|
1 ≤ j < k}, c′k = min

{(
wk,xj − yj

)∣∣ 1 ≤ j < k
}
. ßêùî

(
wk,xk

)
6=
(
wk,yk

)
, òî

ïîêëàäåìîwk+1 = wk. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêówk+1 = wk+αkx̃
k, äå

∥∥x̃k∥∥ = 1,

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2010, âèï. 20



ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÄÈÕÎÒÎÌIÉ, ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ ÄÍÅ. . . 3

(
xk, x̃k

)
= 0,

(
yk, x̃k

)
6= 0 (ìè ââàæà¹ìî, ùî yk 6= 0, iíàêøå ìîæíà ïîìiíÿòè

ìiñöÿìè åëåìåíòè ïàðè
{
xk,yk

}
) i

αk = δ ·
(

2k+1 · d · max
1≤j<k

∥∥xj − yj
∥∥)−1 ·min {ck, c′k} ·min

{
1,
∥∥wk

∥∥−1} .
Ç ïðàâèëà ïîáóäîâè âåêòîðà wk+1 âèïëèâà¹, ùî(

wk+1,xk
)
6=
(
wk+1,yk

)
,∣∣(wk+1,xj

)
−
(
wk+1,yj

)∣∣ ≥ 1

2

∣∣(wj+1,xj
)
−
(
wj+1,yj

)∣∣ , 1 ≤ j < k

i ∀x ∈ A x ∈ A− ⇔ t1 +
δ

2
<
(
wk+1,x

)
< t2 −

δ

2
. Îñêiëüêè

∣∣∥∥wk+1
∥∥− ∥∥wk

∥∥∣∣ <
< δ ·2−k−1 i

∥∥wk+1
∥∥ > ‖w‖ /2, òî iñíó¹ lim

k→∞
wk = w′, ïðè÷îìó w′ 6= 0 (ó âèïàäêó

ñêií÷åííîñòi ìíîæèíè A ïî÷èíàþ÷è ç iíäåêñó k = CardA (CardA− 1) /2 âåêòî-
ðè wk íå çìiíþþòüñÿ). ÄÍÅ iç âåêòîðîì ñòðóêòóðè (w′, t1 + δ, t2 − δ), î÷åâèäíî,
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè.

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà îáìåæåíîñòi òà çëi÷åííîñòi ìíîæèíè A òà óìîâà (1)
¹ ñóòò¹âèìè. Ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè ä-ðîçäiëèìèõ ìíîæèí, ÿêi íå çàäîâîëü-
íÿþòü ðiâíî îäíó iç âêàçàíèõ óìîâ, äëÿ ÿêèõ ëåìà 1 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 2. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî óìîâà (1) ðàçîì ç îáìåæåíiñòþ ìíî-
æèíè A ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ iñíóâàííÿ öiëî÷èñëîâîãî âåêòîðà ñòðóêòóðè ÄÍÅ,
ÿêèé çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A (ñïî÷àòêó òðåáà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíó
ñòðóêòóðó ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, à ïîòiì ïîìíîæèòè ¨¨ íà ñïiëüíå êðà-
òíå çíàìåííèêiâ óñiõ êîåôiöi¹íòiâ). Ïðîòå ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè çëi÷åííî¨
ìíîæèíè, íà ÿêié æîäíèé öiëî÷èñëîâèé âàãîâèé âåêòîð âæå íå çàäà¹ ëiíiéíèé
ïîðÿäîê.

2. Óìîâè ä-ðîçäiëèìîñòi. Äëÿ êëàñè÷íîãî ïåðöåïòðîíà áóëî âñòàíîâëåíî
çâ'ÿçîê ìiæ ëiíiéíîþ ðîçäi-ëèìiñòþ ìíîæèí ó ïðîñòîði Rn òà âëàñòèâîñòÿìè
îïóêëèõ îáîëîíîê öèõ ìíîæèí: ñêií÷åííi ìíîæèíè òî÷îê A i B ëiíiéíî ðîçäi-
ëèìi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè convA ∩ convB = ∅. Ó âèïàäêó ÄÍÅ çâ'ÿçîê ìiæ
ä-ðîçäiëèìiñòþ ìíîæèí i ¨õ ëiíiéíèìè îáîëîíêàìè çíà÷íî ñêëàäíiøèé.

Ëåìà 2. ßêùî ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæè-
íè íà ìíîæèíè A+ i A−, òî

A+ ∩ convA− = ∅ (2)

i ìíîæèíè A+ i convA− ¹ ä-ðîçäiëèìèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè A. Òîäi çà îçíà÷åííÿì
îïóêëî¨ îáîëîíêè

y =
m∑
i=1

λix
i, λi ∈ [0, 1] ,

m∑
i=1

λi = 1, xi ∈ A−, i = 1, . . . ,m.

Òîìó

t1 =
m∑
i=1

λit1 <
m∑
i=1

λi
(
w,xi

)
= (w,y) <

m∑
i=1

λit2 = t2.
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Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî y /∈ A+ i ÄÍÅ ç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäié-
ñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A+ ∪ convA− íà A+ i convA−. Òâåðäæåííÿ îáåðíåíå
äî òâåðäæåííÿ ëåìè 2 íå ¹ âiðíèì ó âèïàäêó n ≥ 2.

Ó çâ'ÿçêó ç âèùåñêàçàíèì çíà÷íèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü âñòàíîâëåííÿ äîäàòêî-
âèõ óìîâ, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ç (2) âæå áóäå âèïëèâàòè ä-ðîçäiëèìiñòü ìíîæèí
A+ i A−. Ïåðøi êðîêè ó öüîìó íàïðÿìêó áóëè çðîáëåíi ó [9]. Íà æàëü, äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè 1 ó [9] ìiñòèëî ëîãi÷íi ïîìèëêè i ÿê äàëi áóäå ïîêàçàíî, îñíîâíå
òâåðäæåííÿ òåîðåìè íåâiðíå.

Âåêòîð y ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ êîìáiíàöi¹þ n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòî-
ðiâ x1, . . . ,xk, ÿêùî

y = α1x
1 + . . .+ αkx

k,

k∑
i=1

αi = 1, αi ∈ R, i = 1, . . . , k. (3)

Ìíîæèíó âñiõ òî÷îê, êîæíà ç ÿêèõ ¹ àôiííîþ êîìáiíàöi¹þ äåÿêèõ òî÷îê ìíî-
æèíè ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aff(X).

Òåîðåìà 1. Íåõàé A+ � íå áiëüø, íiæ çëi÷åííèé êîìïàêò ó ïðîñòîði Rn

i A− =
{
x1, . . . ,xk

}
� ìíîæèíà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, k ≤ n. Òîäi

ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêèé âåêòîð xl ∈ A−, ùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ A+ ∩ Aff (A−)
êîåôiöi¹íò αl ó ðîçêëàäi (3) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

αl ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞) , (4)

òî ìíîæèíè A+ i A− ¹ ä-ðîçäiëèìèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ìîæíà ïðîâåñòè ãiïåðïëîùèíó Hw =
{x ∈ Rn| (w,x) = c} , w 6= 0, c 6= 0, ÿêié íàëåæàòü óñi òî÷êè ìíîæèíè A− i äëÿ
âñiõ y ∈ A+ ç òîãî, ùî y ∈ Hw∩A+ âèïëèâà¹, ùîw ïîòðàïëÿ¹ ó ëiíiéíó îáîëîíêó
ìíîæèíè A−. Äëÿ k = n iñíóâàííÿ òàêî¨ ãiïåðïëîùèíè î÷åâèäíå. Íåõàé k <
n, A+\ 〈A−〉 = {y1,y2, . . .}, äå 〈A−〉 � ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè A−, D =
max {‖y‖ | y ∈ A+} 6= 0 (ââàæà¹ìî, ùî A+ ìiñòèòü âiäìiííi âiä íóëÿ åëåìåíòè,
iíàêøå ä-ðîçäiëèìiñòü çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî¨ ðîçäiëèìîñòi). Ïîáóäó¹ìî çáiæíó
ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ {wm}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

∀x ∈ A− (wm,x) = 1,
(
wm,yj

)
= cmj, |cmj − 1| ≥ dj, j = 1, . . . ,m− 1. (5)

Íåõàéw1 � âåêòîð íîðìàëi äîâiëüíî¨ ãiïåðïëîùèíèH1 = {x ∈ Rn| (w1,x) = 1}
òàêî¨, ùî A− ⊂ H1. Iñíóâàííÿ H1 âèïëèâà¹ iç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi åëåìåíòiâ
ìíîæèíè A−. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âåêòîðwm i ÷èñëà dj, 1 ≤ j < m âæå âèçíà÷å-
íi i ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà íà ¨õ îñíîâi ïîáóäóâàòè wm+1 i dm. ßêùî (wm,ym) 6= 1,
òî ïîêëàäåìî wm+1 = wm. ßêùî (wm,ym) = 1, òî çíàéäåìî òàêèé âåêòîð vm,
ùî (vm,xj) = 0, 1 ≤ j ≤ k, (vm,ym) = 1. Ïîêëàäåìî wm+1 = wm + βmv

m

, äå βm = (2m ·max {‖vm‖ , 1} ·D)−1 · min
1≤j<m

dj (ÿêùî m = 1, òî ââàæà¹ìî, ùî

min
1≤j<m

dj = 1), dm = 1
2
|(wm,ym)− 1|. Òîäi äëÿ âåêòîðà wm+1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(5). Îñêiëüêè ‖wm+p −wm‖ < 2−m+1d1D, òî ïîñëiäîâíiñòü {wm} çáiãà¹òüñÿ äî
âåêòîðà w ∈ Rn, äëÿ ÿêîãî ∀x ∈ A− (wm,x) = 1, ∀j ∈ N |(wm,yj)− 1| ≥ dj
(äëÿ âèïàäêó, êîëè Card (A+\ 〈A−〉) = m < ℵ0 äîñèòü ïîêëàñòè w = wm+1).
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Îòæå, ãiïåðïëîùèíà Hw çàäîâîëüíÿ¹ ïîñòàâëåíèì âèìîãàì. Òîäi äëÿ ìíîæèí
Hw i A+ ìîæëèâèìè ¹ äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. A+ ∩ Hw = ∅. Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f (x) = 1

2
|(w,x)− 1| äîñÿãà¹ íà A+ ñâî¹ íàéìåíøå âiäìiííå âiä íóëÿ çíà÷åííÿ

δ. Òîäi ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, 1− δ, 1 + δ) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæèí A+ i
A−.

Âèïàäîê 2. A+
H = A+ ∩ Hw 6= ∅. Ïîêàæåìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíi

A+
H íàëåæàòü òiëüêè òi òî÷êè ìíîæèíè A+, ÿêi ïîòðàïëÿþòü ó Aff (A−). Íåõàé

y ∈ A+
H . Ç ïðàâèëà âèáîðó ãiïåðïëîùèíè Hw âèïëèâà¹, ùî y = α1x

1+ . . .+αkx
k.

Òîäi w ¹ àôiííîþ îáîëîíêîþ òî÷îê ìíîæèíè A−, îñêiëüêè

k∑
i=1

αi =
k∑
i=1

αi
(
w,xi

)
= (w,y) = 1.

Êðiì òîãî, ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðèíàéìíi îäèí êîåôiöi¹íò αi ó ðîçêëàäi (3) ¹
âiä'¹ìíèì, îñêiëüêè y /∈ convA−. Äîïîâíèìî ìíîæèíó A− äî áàçèñó ïðîñòîðó
Rn. Íåõàé

{
x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xn

}
� îòðèìàíèé áàçèñ. Òîäi êîæíèé åëåìåíò y

ïðîñòîðó Rn ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi y = α1x
1+. . .+αlx

l+. . .+αnx
n. Iç

îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A+ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî αmax, ùî äëÿ âñiõ y ∈ A+

|αj| < αmax, j = 1, . . . , n. Íåõàé A+
l = {y ∈ A+| αi ∈ [0, 1]}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ìíîæèíà A+
l çàìêíóòà i A+

l ∩ Hw = ∅. Äëÿ êîæíîãî z ∈ A+
l (w, z) 6= 1. Òîìó

çíàéäåòüñÿ òàêà âiäêðèòà êóëÿ B (z, rz) ç öåíòðîì ó òî÷öi z i ðàäióñîì rz, ùî
¨¨ çàìèêàííÿ B [z, r] íåìà¹ ç ãiïåðïëîùèíîþ Hw ñïiëüíèõ òî÷îê. Çà ëåìîþ Áî-
ðåëÿ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ çàìêíóòî¨ ìíîæèíè A+

l ìiñòèòü ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ
{B (z1, r1) , . . . , B (zs, rs)} i âåëè÷èíà δ = 1

2
min
1≤j≤s

min {|(w, z)− 1| | z ∈ B [zs, rs]}
¹ ñòðîãî äîäàòíîþ. Ïîêàæåìî, ùî çíàéäóòüñÿ òàêå ε > 0, ùî

äëÿ âñiõ y ∈ A+

∣∣∣∣αl − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

2
+ ε àáî |(w,y)− 1| ≥ 2δ. (6)

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü {ym}, ÿêà çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó

äëÿ âñiõ m ∈ N
∣∣∣∣αml − 1

2

∣∣∣∣ < 1

m
i |(w,ym)− 1| < 1

m
.

Ç âèêîíàííÿ ïåðøî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ym} ìiñòèòü çáiæíó
ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî y∗ ∈ A+

l äëÿ ÿêîãî |(w,y∗)− 1| = 0. Öå
ñóïåðå÷èòü òîìó, äëÿ âñiõ y ∈ A+

l |(w,y)− 1| ≥ 2δ. Âèáåðåìî âåêòîð u ∈ Rn

òàêèì ÷èíîì, ùîá (u,xj) = 0 ïðè j ∈ {1, . . . , n} , j 6= l i
(
u,xl

)
= 1. Ðîçãëÿíåìî

âåêòîð w̃ = w + γu, äå

γ <
δ

max {αmax, ε+ 1}
.

Äëÿ âñiõ x ∈ A− (w̃,x) ∈ {1, 1 + γ}. ßêùî y ∈ A+, òî çãiäíî äî (6) |(w,y)− 1| ≥
2δ àáî αl ∈ (−∞, ε]∪ [1 + ε,+∞) . Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî |(w̃,y)− 1| ≥ δ ≥
γ (1 + ε). Ó äðóãîìó âèïàäêó áà÷èìî, ùî (w̃,y) ≤ 1−γε àáî (w̃,y) ≥ 1+γ (1 + ε).
Òîìó ÄÍÅ ç âåêòîðîì ñòðóêòóðè (w̃, 1− γε, 1 + γ (1 + ε)) ä-ðîçäiëÿ¹ ìíîæèí A+

i A−. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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6 Â. Ì. Êîöîâñüêèé

Íàñëiäîê. Â óìîâàõ òåîðåìè 1 ä-ðîçäiëèìèì ¹ ìíîæèíè A+ i convA−.

Çàóâàæåííÿ. Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü âåêòîðiâ ìíîæèíè A− i óìîâà (4) ¹ ñóò-
ò¹âèìè. Ïîêàæåìî öå íà íàñòóïíîìó ïðèêëàäi. Íåõàé

A+ = {(1, 1, 1, 0, 0) , (1,−1,−1, 0, 0) , (−1, 1,−1, 0, 0) , (−1,−1, 1, 0, 0)} ,

A− = {(1, 1,−1, 0, 0) , (1,−1, 1, 0, 0) , (−1, 1, 1, 0, 0) , (−1,−1,−1, 0, 0)} .

Ìíîæèíè A+ i A− íå ¹ ä-ðîçäiëèìèìè, îñêiëüêè äîáðå âiäîìî [11], ùî íå ¹ ä-
ðîçäiëèìèìè ó R3 âiäïîâiäíi ìíîæèíè âåðøèí îäèíè÷íîãî ãiïåðêóáà {−1, 1}3,
êîîðäèíàòè ÿêèõ ñïiâïàäàþòü ç ïåðøèìè òðüîìà êîîðäèíàòàìè çàäàíèõ âåêòî-
ðiâ. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî íàâåäåíèé ïðèêëàä ¹ êîíòðïðèêëàäîì äî òåîðåìè 1 ó
[9], ó ÿêié ñòâåðäæóâàëîñÿ, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ ä-ðîçäiëèìîñòi ñêií÷åííèõ
ìíîæèí A+ i A− ó ïðîñòîði Rn ¹ óìîâè CardA− ≤ n − 1 i A+ ∩ convA− = ∅,
îáèäâi ç ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ó äàíîìó ïðèêëàäi.

Îáìåæåííÿ íà ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A− (cardA ≤ ℵ0) ïðè äîâåäåííi òåîðåìè
1 âèêîðèñòîâóâàëîñÿ ëèøå ïðè ïîáóäîâi ãiïåðïëîùèíè w. Ìîæíà âiäìîâèòèñÿ
âiä íüîãî, íàêëàâøè íà êîîðäèíàòè âåêòîðiâ �ñèëüíiøi� îáìåæåííÿ, íiæ òi, ÿêi
äàþòüñÿ óìîâîþ (4).

Òåîðåìà 2. Íåõàé A+ � êîìïàêò ó ïðîñòîði Rn i A− =
{
x1, . . . ,xk

}
�

ìíîæèíà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, k ≤ n. Òîäi ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêèé
âåêòîð xl ∈ A− i òàêå ïîïîâíåííÿ

{
x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xn

}
ìíîæèíè A− äî

áàçèñó ïðîñòîðó Rn, ùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ A+ éîãî êîîðäèíàòà αl ó öüîìó
áàçèñi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4), òî ìíîæèíè A+ i convA− ¹ ä-ðîçäiëèìèìè.

Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1, âèêîðèñòîâóþ÷è åêâi-
âàëåíòíiñòü çáiæíîñòi âåêòîðiâ Rn i ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi, ìîæíà äîâåñòè
iñíóâàííÿ òàêîãî ε > 0, ùî

∀y ∈ A+ αl ∈ (−∞,−2ε] ∪ [1 + 2ε,+∞) .

Iç îáìåæåíîñòi ìíîæèíè A+ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî αmax, ùî äëÿ âñiõ y ∈ A+

|αj| < αmax, j = 1, . . . , n. Íåõàé δ äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

δ ≤ ε

nαmax

. Òîäi çàâæäè ìîæíà âèáðàòè âåêòîð w ∈ Rn òàêèì ÷èíîì, ùîá(
w,xl

)
= 1, (w,xj) = δ, j ∈ {1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , k} , (w,xj) = 0, k < j ≤ n.

Òîäi äëÿ âñiõ y ∈ A+ (w,y) ≤ −ε àáî (w,y) ≥ 1 + ε. Òîìó ÄÍÅ ç âåêòîðîì
ñòðóêòóðè (w, 0, 1 + ε) ä-ðîçäiëÿ¹ ìíîæèí A+ i A−. Äëÿ îñòàòî÷íîãî äîâåäåííÿ
òåîðåìè ïîòðiáíî ùå çàñòîñóâàòè äî A+ i A− ëåìó 2.

Ó òåîðåìi 2 ä-ðîçäiëèìiñòü âèïëèâàëà ç âèêîíàííÿ óìîâè (4) äëÿ êîîðäèíàò
òî÷îê ìíîæèíè A+ ó ðîçêëàäi ïî åëåìåíòàì äåÿêîãî áàçèñó, ÿêèé ìiñòèòü ó ñîái
ìíîæèíó A−. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî àíàëîãi÷íà òåîðåìà ìà¹ ìiñöå i ó òåðìiíàõ
ðîçêëàäó ïî åëåìåíòàõ ìíîæèíè A+.

Òåîðåìà 3. Íåõàé A− � êîìïàêò ó ïðîñòîði Rn i A+ =
{
x1, . . . ,xk

}
�

ìíîæèíà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, k ≤ n. Òîäi ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêèé
âåêòîð xl ∈ A+ i òàêå ïîïîâíåííÿ

{
x1, . . . ,xk,xk+1, . . . ,xn

}
ìíîæèíè A+ äî

áàçèñó ïðîñòîðó Rn, ùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ A− éîãî êîîðäèíàòà αl ó öüîìó
áàçèñi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó αl ∈ (0, 1) òî ìíîæèíè A+ i convA− ¹ ä-ðîçäiëèìèìè.
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Äîâåäåííÿ. Òàê ñàìî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2, âèêîðèñòîâóþ÷è åêâi-
âàëåíòíiñòü çáiæíîñòi âåêòîðiâ Rn i ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi, ìîæíà äîâåñòè
iñíóâàííÿ òàêîãî ε > 0, ùî äëÿ âñiõ y ∈ A− αl ∈ [2ε, 1− 2ε] i òàêîãî αmax,
ùî äëÿ âñiõ y ∈ A− |αj| < αmax, j = 1, . . . , n. Íåõàé δ � äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü δnαmax ≤ ε. Òîäi ìîæíà âèáðàòè âåêòîð w ∈ Rn òàêèì
÷èíîì, ùîá

(
w,xl

)
= 1, (w,xj) = 0, j ∈ {1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , n}. Òîäi äëÿ

âñiõ y ∈ A− ε ≤ (w,y) ≤ 1 − ε. Òîìó ÄÍÅ ç âåêòîðîì ñòðóêòóðè (w, ε, 1− ε)
ä-ðîçäiëÿ¹ ìíîæèí A+ i convA−.

3. ×èñëîâi îöiíêè ðîçïiçíàâàëüíî¨ çäàòíîñòi ÄÍÅ. Ââåäåííÿ ó ðîç-
ãëÿä ÄÍÅ òà ¨õ äîñëiäæåííÿ ìîòèâó¹òüñÿ ó ëiòåðàòóði áiëüø ïîòóæíèìè ìî-
æëèâîñòÿìè öèõ åëåìåíòiâ ïîðiâíÿíî iç çâè÷àéíèìè ïîðîãîâèìè åëåìåíòàìè
ïî ðîçïiçíàâàííþ íàëåæíîñòi òî÷îê ó Rn äî îäíîãî ç äâîõ çàäàíèõ êëàñiâ. Ó
ðîáîòàõ [3-5] áóëî âñòàíîâëåíî îöiíêè êiëüêîñòi äèõîòîìié ñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè ó äiéñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ÄÍÅ.
Ó öüîìó ïàðàãðàôi áóäå ïîêàçàíî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó òåîði¨ ëiíiéíèõ
íåðiâíîñòåé, ìîæíà îòðèìàòè óòî÷íåííÿ öèõ îöiíîê.

Íåõàé D1 (A) � êiëüêiñòü ñïîñîáiâ ðîçáèòòÿ òî÷îê ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè À
íà äâà êëàñè çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíîãî îäíîøàðîâîãî ïåðöåïòðîíà (ïîðîãîâîãî
åëåìåíòà). Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî A ⊂ Rn i CardA = m. Íåõàé D1 (m,n) =
max {D1 (A) |A ⊂ Rn, CardA = m}. Äîáðå âiäîìî [1], ùî

D1 (m,n) =

 2
n∑
i=0

Ci
m−1, ÿêùî m > n+ 1,

2m, ÿêùî m ≤ n+ 1,
(7)

äå Ci
m−1 � áiíîìíi êîåôiöi¹íòè, ïðè÷îìó D1 (A) = D1 (m,n) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè óñi òî÷êè ìíîæèíè A çíàõîäÿòüñÿ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi (÷åðåç æîäíi
n+1 òî÷êè íå ìîæíà ïðîâåñòè ãiïåðïëîùèíó). Íåõàé D2 (A) � êiëüêiñòü ðiçíèõ
ä-ðîçáèòiâ (A+, A−) ñêií÷åííî¨ m-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn,

D2 (m,n) = max {D2 (A) | A ⊂ Rn, CardA = m} .

Ïîêàæåìî, ùî (7) ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêè äëÿD2 (m,n),
ïðè÷îìó âåðõíÿ îöiíêà çíà÷íî ïîêðàùó¹ îöiíêó, îòðèìàíó â ðîáîòi [5]. Íàäàëi
áåç äîäàòêîâèõ çàñòåðåæåíü áóäåìî ââàæàòè, ùî A ⊂ Rn i CardA = m.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïðè m > n ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

D2 (m,n) < 2
n+1∑
i=0

Ci
2m−1. (8)

ßêùî åëåìåíòè ìíîæèíè A çíàõîäÿòüñÿ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi, òî

D2 (A) ≥ 2
n+1∑
i=0

Ci
m−1 − 1. (9)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ A ïîáóäó¹ìî äâà n+2-
âèìiðíi âåêòîðè x′ = (−x1, . . . ,−xn, 1, 0) i x′′ = (x1, . . . , xn, 0,−1). ßêùî ÄÍÅ iç
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ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ (A+, A−) ìíîæèíè , òî ãiïåðïëîùèíà
w1x1 + . . .+wnxn + t1xn+1 + t2xn+2 = 0 çäiéñíþ¹ ëiíiéíå ðîçáèòòÿ (B+, B−) ìíî-
æèíè B = {x′ |x ∈ A} ∪ {x′′ |x ∈ A} i B−1 = {x′ | x ∈ A−} ∪ {x′′ | x ∈ A−} ⊂ B−,
B+

1 = {x′ |x ∈ A, (w,x) ≤ t1} ∪ {x′′ |x ∈ A, (w,x) ≥ t2} ⊂ B+. Òîìó êiëüêiñòü
ðiçíèõ ä-ðîçáèòòiâ ìíîæèíè A íå ïåðåâèùó¹ êiëüêiñòü ëiíiéíèõ ðîçáèòòiâ ìíî-
æèíè B (íà-ñïðàâäi ìà¹ ìiñöå ñòðîãà íåðiâíiñòü, áî B+

1 - âëàñíà ïiäìíîæèíà
ìíîæèíè B+). Âiäîìî [2], ùî êiëüêiñòü ëiíiéíèõ ðîçáèòòiâ ìíîæèíè ìîæíà îá-
÷èñëèòè ïî ôîðìóëi (7), çìåíøèâøè íà 1 êiëüêiñòü äîäàíêiâ. Çâiäñè âèïëèâà¹
ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (8).

Îöiíèìî ïîðÿäîê ðîñòó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ó (8). Âiäîìî [13], ùî ïðè l > n+ 1

n∑
i=0

Ci
l−1 ≤ 1, 5

ln

n !

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî

D2 (m,n) < 3 · (2m)n+1

(n+ 1)!
= O

(
mn+1

)
. (10)

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ìîæíà íàãàäàòè [2], ùîD1 (m,n) = O (mn). Îöiíêà (10) ¹ çíà÷íî
êðàùîþ, íiæ âåðõíÿ îöiíêà, íàâåäåíà ó ðîáîòi [5], äå ôàêòè÷íî ïîêàçàíî, ùî
D2 (m,n) < O (m2n+1).

Ïåðåéäåìî äî âñòàíîâëåííÿ íèæíüî¨ îöiíêè. ßêùî ïðè âñòàíîâëåííi âåðõ-
íüî¨ îöiíêè íàìè ôàêòè÷íî áóëî çäiéñíåíî ïåðåõiä âiä ïðîñòîðó Rn äî ïðîñòîðó
Rn+2, òî äëÿ ç'ÿñóâàííÿ íèæíüî¨ îöiíêè ïåðåéäåìî âiä x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn äî
x̃ = (x1, . . . , xn,−1) ∈ Rn+1. Íåõàé w̃ = (w1, . . . , wn, t1). Òîäi

∀x ∈ A x ∈ A− ⇔ 0 < (w̃, x̃) < t2 − t1.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæè-
íè A, òî ãiïåðïëîùèíà w1x1 + . . . + wnxn + t1xn+1 = t2 − t1 ðîçáèâà¹ ìíîæèíó
C = {x̃ |x ∈ A} íà äâi ìíîæèíè C+ = {x̃ | (w̃, x̃) ≥ t2 − t1} i C− = C\C+. Òî-
äi ç óðàõóâàííÿì (7) i òîãî, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè C âæå íå çíàõîäÿòüñÿ ó
çàãàëüíîìó ïîëîæåííþ îòðèìó¹ìî (9). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Ðîçãëÿíåìî îñòàííié äîäàíîê ó (9). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó n âií ¹
âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó O (mn+1). Òîìó íèæíÿ îöiíêà ìà¹ òîé ñàìèé àñèìïòîòè÷íèé
ïîðÿäîê ðîñòó, ùî é âåðõíÿ îöiíêà (10).

Çàóâàæåííÿ. Íèæíÿ îöiíêà (9) çà äîïîìîãîþ iíøèõ ìåòîäiâ áóëà âñòàíîâ-
ëåíà ó ðîáîòàõ [3-5] äëÿ äâîïîðîãîâèõ åëåìåíòiâ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Ñëiä
çàçíà÷èòè, ùî âåðõíþ îöiíêó (8) ìîæíà äåùî ïîêðàùèòè. Ïðè öüîìó áóäóòü
âñòàíîâëåíi ôàêòè, ÿêi ñàìi ïî ñîái ñòàíîâëÿòü ïåâíèé iíòåðåñ. Óâåäåìî ó ðîç-
ãëÿä ïîíÿòòÿ ïîðîãîâîãî 3-ðîçáèòòÿ, ïîðîäæåíîãî äâîìà ïàðàëåëüíèìè ãiïåð-
ïëîùèíàìè. Íàçâåìî âïîðÿäêîâàíó òðiéêó (A1, A2, A3) ïîðîãîâèì 3-ðîçáèòòÿì
ìíîæèíè A = A1 ∪A2 ∪A3, ïîðîäæåíèì âåêòîðîì w ∈ Rn i ïîðîãàìè t1, t2 ∈ R,
ÿêùî

A1 = {x ∈ A| (w,x) ≤ t1} , A2 = {x ∈ A| t1 < (w,x) < t2} , A3 = A \ (A1 ∪ A2) .
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Íåõàé T (A) � êiëüêiñòü ðiçíèõ ïîðîãîâèõ 3-ðîçáèòòiâ ìíîæèíè A i

T (m,n) = max {T (A) |A ⊂ Rn, CardA = m} .

Ëåìà 3. Ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

T (m, 1) = m2 + 3m− 1. (11)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (11) äîñèòü äîäàòè êiëüêiñòü 3-ðîçáèòòiâ, äëÿ
ÿêèõ w1 = 1, òà êiëüêiñòü 3-ðîçáèòòiâ ç w1 = −1 i âiäíÿòè âiä ñóìè êiëüêiñòü
3-ðîçáèòòiâ, ÿêi âõîäÿòü ó îáèäâà äîäàíêè. Î÷åâèäíî, ùî îñòàííiõ ¹ ðiâíî 3
((A,∅,∅), (∅, A,∅) i (∅,∅, A)) Åëåìåíòè ìíîæèíè A ðîçáèâàþòü äiéñíó âiñü
íà m+ 1 ïðîìiæîê, ç ÿêèõ ìîæíà âèáèðàòè çíà÷åííÿ ïîðîãiâ t1, t2, ïðè÷îìó t1
i t2 ìîæóòü ïîòðàïëÿòè ó îäèí i òîé ñàìèé ïðîìiæîê. Òîìó ¹ C̄2

m+1 3-ðîçáèòòiâ,
äëÿ ÿêèõ w1 = 1, äå C̄r

n = Cr
n+r−1 � êiëüêiñòü êîìáiíàöié ç ïîâòîðåííÿìè ç n

îá'¹êòiâ ïî r. Òàêà ñàìà êiëüêiñòü 3-ðîçáèòòiâ ç w1 = −1, ùî é äîâîäèòü ôîðìóëó
(11).

Ëåìà 4. Ïðè n > 1 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

T (m+ 1, n) ≤ T (m,n) + 2T (m,n− 1) , (12)

ïðè ÷îìó ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ
ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì ó [2] äëÿ äîâåäåííÿ
(7). Íåõàé A = {x1, . . . ,xm,xm+1}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d êiëüêiñòü ïîðîãîâèõ 3-
ðîçáèòòiâ ìíîæèíè Ã = {x1, . . . ,xm}, äëÿ ÿêèõ îäíà ç ãiïåðïëîùèí ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó xm+1. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî 3-ðîçáèòòÿ çíàéäåòüñÿ íå áiëüøå äâîõ
íîâèõ ïîðîãîâèõ 3-ðîçáèòòiâ, îäíié ç ìíîæèí ÿêèõ íàëåæèòü òî÷êà xm+1 (ÿêùî
òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi, òî òàê ñàìî, ÿê ó [2] ìîæíà ïîêà-
çàòè, ùî òàêèõ 3-ðîçáèòòiâ áóäå ðiâíî 2). Äëÿ âñiõ iíøèõ T (m,n)−d ïîðîãîâèõ
3-ðîçáèòòiâ ìíîæèíè Ã òî÷êà xm+1 ïîòðàïëÿ¹ ó îäíó ç òðüîõ ìíîæèí Ã1, Ã2 ÷è
Ã3. Òîìó

T (m+ 1, n) ≤ 2d+ T (m,n)− d = T (m,n) + d. (13)

Äëÿ ïiäðàõóíêó d çàóâàæèìî, ùî îáìåæåííÿ ïðîõîäæåííÿ îäíi¹¨ ç äâîõ ïàðà-
ëåëüíèõ ãiïåðïëîùèíè ÷åðåç òî÷êó xm+1 çìåíøó¹ ðîçìiðíiñòü çàäà÷i íà 1 [2].
Òîìó d = 2T (m,n− 1). Ïiäñòàâèâøè ó (13) çíà÷åííÿ d, îòðèìà¹ìî (12).

Ëåìà 5. Ïðè n > 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

T (m,n) ≤ 2n (m− n+ 2)Cn
m−1 + 3

n−1∑
j=0

2jCj
m−1. (14)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ïîøèðèòè (12) íà âèïàäîê n = 1 ïîêëàäåìî

T (m, 0) = m+ 2, (m > 0) . (15)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íåâàæêî îòðèìàòè íàñòóïíå �áà-
ãàòîêðîêîâå� óçàãàëüíåííÿ (12)

T (m,n) ≤
k∑
j=0

2jCj
kT (m− k, n− j) , 1 ≤ k < n.

Ïðè n ≤ k < m ïîïåðåäíÿ ôîðìóëà óñêëàäíþ¹òüñÿ i íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿ-
äó

T (m,n) ≤
n−1∑
j=0

2jCj
m−1T (m− k, n− j) + 2n

k−n∑
j=0

Cn−1
m−j−2T (m− k + j, 0).

Ïiäñòàâèìî ó ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü k = m − 1. Òîäi ç óðàõóâàííÿì (15) i òîãî,
ùî T (1, n) = 3, îòðèìà¹ìî

T (m,n) ≤ 3
n−1∑
j=0

2jCj
m−1 + 2n

m−n∑
j=1

Cn−1
m−j−1T (j, 0). (16)

Îöiíèìî äðóãó ñóìó ó ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî âiäîìó
êîìáiíàòîðíó ðiâíiñòü

Cn
n + Cn

n+1 + . . .+ Cn
n+p−1 = Cn+1

n+p .

Òîäi

m−n∑
j=1

Cn−1
m−j−1T (j, 0) ≤ T (m− n, 0)

m−n∑
j=1

Cn−1
m−j−1 = (m− n+ 2)Cn+1

m−1.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i ç (16) îòðèìó¹ìî (14), ùî é äîâîäèòü ëåìó.
Âèêîðèñòà¹ìî (14) äëÿ óòî÷íåííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè äëÿ D2 (m,n). Îñêiëüêè

äâîì ðiçíèì äîñÿæíèì 3-ðîçáèòòÿì (A1, A2, A3) i (A3, A2, A1) (A1 ∪A3 6= ∅) ïî-
ðîäæåíèì âåêòîðîìw i ïîðîãàìè t1, t2 âiäïîâiäà¹ ¹äèíå ä-ðîçáèòòÿ (A1 ∪ A3, A2)
íà ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ (w, t1, t2), òî T (m,n) ≥ 2D2 (m,n)− 1 (íåâàæêî ïîêàçà-
òè, ùî ïðè m > 1, n ≥ 1 ìà¹ ìiñöå ñèëüíiøà íåðiâíiñòü T (m,n) > 2D (m,n)).
Òîäi ç óðàõóâàííÿì (14) ïðè m > n ≥ 1 îòðèìà¹ìî:

D2 (m,n) < 2n−1 (m− n+ 2)Cn
m−1 +

3

2

n−1∑
j=0

2jCj
m−1. (17)

ßêùî ïîðiâíÿòè îöiíêè (17) i (18), òî âèäíî, ùî ó êîåôiöi¹íò ïðè mn+1 ó (18)
áiëüø, íiæ ó 8 ðàçè ìåíøèé, íiæ âiäïîâiäíèé êîåôiöi¹íò ó (17) (êîåôiöi¹íòè ïå-
ðåä iíøèìè ñòåïåíÿìè m ó (17) òàêîæ ìåíøi). Òîìó îöiíêà (17) ¹ áiëüø òî÷íîþ.

Ïîêàæåìî, ùî âåðõíÿ îöiíêà äëÿ D2 (m,n) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ äî-
âåäåííÿ íàñòóïíîãî ôàêòó

Òâåðäæåííÿ 2. Ïðè n > 10 äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn, òàêî¨, ùî
CardA ≥ 5n çíàéäåòüñÿ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè A, ÿêå íå ¹ ä-ðîçáèòòÿì.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2010, âèï. 20



ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÄÈÕÎÒÎÌIÉ, ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ ÄÍÅ. . . 11

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó (19) òà ôîðìóëó Ñòiðëiíãà. Îòðèìà¹ìî

D2 (5n, n) < 3·(10n)n+1

(n+ 1)!
=

30 · 10nnn+1

(n+ 1) !
=

30 · 10nnn+1en+1√
2π (n+ 1) (n+ 1) n+1eθ(n+1)

< 6·(10e)n,

äå |θ (n)| < (12n)−1. ßêùî

n >
ln 6

4 ln 2− ln 5e
≈ 10, 9822,

òî D (5n, n) < 25n. Ìè îòðèìàëè, ùî êiëüêiñòü ä-ðîçáèòòiâ ìíîæèíè A ìåíøà
çà êiëüêiñòü óñiõ ¨¨ ïiäìíîæèí. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ðîçáèòòiâ ìíîæèíè
A, ÿêi íå ¹ ä-ðîçáèòòÿìè.

Çàóâàæåííÿ. Çà äîïîìîãîþ àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü ìîæíà ïîêàçàòè iñíó-
âàííÿ íåïîðîãîâèõ 3-ðîçáèòòiâ ïðè m ≥ 2, 5n.

Âñòàíîâèìî òåïåð îáìåæåííÿ íà ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A, ÿêå á çàáåçïå÷ó-
âàëî ä-ðîçäiëèìiñòü äîâiëüíî¨ äèõîòîìi¨ ìíîæèíè A, òîáòî âèêîíàííÿ óìîâè
D2 (m,n) = 2m.

Òâåðäæåííÿ 3. Äëÿ âñiõ n ∈ N ìîæíà âêàçàòè òàêó ìíîæèíó An ⊂ Rn,
ùî CardAn = 2n i D2 (An) = 22n.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöi¨ ïî ðîçìiðíîñòi âåêòîðíîãî ïðîñòîðó,
ïðè÷îìó áóäåìî äîâîäèòè, óñi ðîçáèòòÿ ìíîæèí An, n ∈ N ìîæíà çäiéñíèòè íà
ÄÍÅ, ïîðîãè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

t1 = −1, t2 = 2. (18)

Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ïðè n = 1 äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè, ÿêà ìiñòèòü äâi
òî÷êè äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ëåãêî îòðèìàòè áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ (óñi ðîçáèòòÿ
äâîõåëåìåíòíî¨ ìíîæèíè ¹ ëiíiéíî ðîçäiëèìèìè). Êðiì òîãî ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî óñi ä-ðîçáèòòÿ ïðè n = 1 ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ÄÍÅ ç ïîðîãàìè,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (18). Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïîêëàäåìî A1 = {−1, 1}. Íåõàé äëÿ
âñiõ r < n òâåðäæåííÿ âæå äîâåäåíå i äîâåäåìî éîãî ïðè . Çàäàìî ìíîæèíó
An ⊂ Rn íàñòóïíèì ÷èíîì

An =
{

(x1, . . . , xn−1, 0) | (x1, . . . , xn−1) ∈ An−1
}
∪ {(0, . . . , 0,−1) , (0, . . . , 0, 1)} .

Ïîêàæåìî, ùî óñi ðîçáèòòÿ ìíîæèíè An ¹ ä-ðîçáèòòÿìè. Íåõàé (A+
n , A

−
n ) � äî-

âiëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè An i íåõàé
(
A+
n−1, A

−
n−1
)
âiäïîâiäíå ðîçáèòòÿ âåðøèí

ìíîæèíèAn−1
(
A+
n−1 ={(x1, . . . , xn−1)| (x1, . . . , xn−1, 0)∈A+

n } , A−n−1 =An−1\A+
n−1
)
.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ éîãî ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ ÄÍÅ iç ñòðóêòó-
ðîþ ((w1, . . . , wn−1) ,−1, 2). Ìîæëèâèìè ¹ 4 âèïàäêè:

1) {(0, . . . , 0,−1) , (0, . . . , 0, 1)} ⊂ A+
n . Ó öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî wn = 3;

2) (0, . . . , 0,−1) ∈ A+
n , (0, . . . , 0, 1) ∈ A−n . Ó öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî

wn = 1, 5;

3) (0, . . . , 0,−1) ∈ A−n , (0, . . . , 0, 1) ∈ A+
n . Ó öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî

wn = −1, 5;
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4) {(0, . . . , 0,−1) , (0, . . . , 0, 1)} ⊂ A−n . Ó öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî wn = 0.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ó êîæíîãî ç ÷îòèðüîõ âèïàäêiâ ÄÍÅ iç ñòðóêòóðîþ
((w1, . . . , wn−1, wn) ,−1, 2) çäiéñíþ¹ ä-ðîçáèòòÿ ìíîæèíè An, ïðè÷îìó ïîðîãè
t1, t2 çàäîâîëüíÿþòü (18). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Çàóâàæåííÿ. Öiêàâî ñïiâñòàâèòè òâåðäæåííÿ 3 òà âiäîìó òåîðåìó Ðàäîíà
[14], çãiäíî ÿêî¨ äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Rn, äëÿ ÿêî¨ CardA > n + 1,
çíàéäåòüñÿ òàêà äèõîòîìiÿ (A+, A−), ÿêà íå ¹ ëiíiéíî ðîçäiëèìîþ.

Çàóâàæåííÿ. Íà îñíîâi òâåðäæåíü 2 i 3 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ
êëàñó F ÄÍÅ ç äiéñíèìè âàãàìè 2n ≤ VCDimF ≤ 5n. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè,
íàâåäåíi ó [2] ïðè äîñëiäæåííi íåéðîìåðåæ ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ, ïîáóäîâàíèõ
iç ïîëiíîìiàëüíèõ íåéðîííèõ åëåìåíòiâ, òà òîé ôàêò, ùî ä-ðîçáèòòÿ ìîæíà ðå-
àëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ äâîøàðîâî¨ íåéðîìåðåæi iç çâè÷àéíèõ ïîðîãîâèõ åëå-
ìåíòiâ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ êëàñó FN íåéðîìåðåæ ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ,
ïîáóäîâàíèõ iç ÄÍÅ VCDimFN = O(m logm), äå m � êiëüêiñòü âiëüíèõ ïàðà-
ìåòðiâ ìåðåæi (êiëüêiñòü âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ òà ïîðîãiâ óñiõ íåéðîíiâ ìåðåæi).

1. Haykin S. Neural Networks. A Comprehensive Foundation. � N.Y.: Prentice Hall, Inc. 1999.
� 804 c.

2. M. H. Hassoun Fundamentals of Arti�cial Neural Networks. � MIT Press, 1995. � 410 c.
3. R. Takiyama. Multiple threshold perceptron, Pattern recognition., vol. 10, pp. 27-30, 1978.
4. R. Takiyama. The separating capacity of multi-threshold threshold element, IEEE Trans.

Pattern Anal. Machine Intell., vol. PAMI-7, pp. 112-116, Jan. 1985.
5. S. Olafsson and Y. S. Abu-Mostafa. The capacity of multilevel threshold function, IEEE Trans.

Pattern Anal. Machine Intell., vol. 10, NO. 2, pp. 277-281, March 1988.
6. Øîëîìîâ Ë. À. Î ðåàëèçàöèé áóëåâîé ôóíêöèè íà ìíîãîïîðîãîâîì åëåìåíòå. � Àâòîìà-

òèêà è òåëåìåõàíèêà, 1966, �3, C. 97�104.
7. Áàõàðåâ À. Ò. Îïòèìèçàöèÿ ìíîãîïîðîãîâûõ ìîäåëåé. � Ïðîáë. ñëó÷àéíîãî ïîèñêà (Ðè-

ãà), 1975, âûï. 4, C. 209�214.
8. D. Haring. Multi-threshold threshold elements, IEEE Trans. Electron. Comput., vol. EC-15,

pp. 45-65, June 1965.
9. V. Deolalikar. A Two-Layer Paradigme Capable of Forming Arbitrary Decision Regions in

Input Space, IEEE Trans. on Neural Networks, vol. TNN-4, No. 2 pp. 343-347, March 2001.
10. Ãå÷å Ô. Å. Ðåàëiçàöiÿ áóëüîâèõ ôóíêöié íà äâîïîðîãîâèõ íåéðîííèõ åëåìåíòàõ // Íàóê.

âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. � Óæãîðîä, 1999. � Âèï. 4 C. � 17-24.
11. Ô. Ãå÷å, À. Áàòþê, Â. Êîöîâñüêèé. Âëàñòèâîñòi áóëüîâèõ ôóíêöié ðåàëiçîâíèõ íà äâîïî-

ðîãîâèõ åëåìåíòàõ // Âiñíèê Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�. Êîì-
ï'þòåðíà iíæåíåðiÿ òà iíôîðìàöiéíi òåõíîëîãi¨. � Ëüâiâ, 2001. � �438. � Ñ. 22-25.

12. Ðóäåíêî Î. Ã., Áîäÿíñüêèé �. Â. Øòó÷íi íåéðîííi ìåðåæi. � Õàðêiâ: ÒÎÂ �Êîìïàíiÿ
ÑÌIÒ�, 2006. � 404 ñ.

13. Â. Í. Âàïíèê, À. ß. ×åðâîíåíêèñ. Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. � Ì.: Íàóêà � 1974. �
416 ñ.

14. Ê. Ëåéõòâåéñ. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. � Ì.: Íàóêà � 1985. � 335 ñ.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2010, âèï. 20


