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НЕЙРОННI ЕЛЕМЕНТИ НАД КIЛЬЦЕМ Zpm.

У роботi розглядаються нейроннi елементи над Zpm , вивчається їх використання для задання ди-
скретних функцiй.

In the current work . . .

Нехай p — непарне просте число, m — натуральне, Zpm = Z/pmZ, c = ϕ(pm), де ϕ —
функцiя Ейлера, G = U(Zpm) — група оборотних елементiв кiльця Zpm . Вiдомо [], що
G = 〈ε | εc = 1〉. Тодi для кожного a ∈ G a = εind a, де ind a ∈ {0, 1, . . . c−1}. Нехай n —
натуральне, k0, k1, . . . , kn — такi натуральнi числа, що ki > 1, ki | (p−1) (p−1 нацiло

дiлиться на ki), σi = ε
c
ki , k =

n∏
i=1

ki, Hi = 〈σi | σki
i = 1〉, i = 0, . . . , n, H = H1 × . . .×Hn

— прямий добуток циклiчних груп Hi. Визначимо вiдображення Gsign : G→ H0 так:

Gsignx =

[
k0 · indx

c

]
,

де [a] — цiла частина рацiонального числа a.

Означення. Дискретна функцiя f : H → H0 реалiзується на нейронному еле-
ментi над кiльцем Zpm (f — Zpm-нейрофункцiя), якщо iснує такий n + 1–вимiрний
вектор w = (w0, w1, . . . , wn), (wi ∈ Zpm), що для довiльного x = (x1, . . . , xn), xi ∈ Hi

f(x) = Gsign(w0 + w1x1 + . . . wnxn).

Вектор w називається вектором структури нейронного елемента. Надалi для скоро-

чення запису зважену суму w0 +
n∑

i=1

wixi будемо позначати через w(x).

Лема 1. Функцiя f(x) є Zpm-нейрофункцiєю iз структурою w тодi i тiльки,
коли знайдеться така функцiя ψ : H → G, що для всiх x ∈ H

f(x) · ψ(x) = w(x), 0 ≤ indψ(x) <
c

k0

.

Доведення випливає з означення Zpm-нейрофункцiй.

Нехай L(H,Zpm) = {f | f : H → G}. Очевидно, що L(H,Zpm) можна роглядати,
як Zpm-модуль. Визначимо функцiї χj : H → G, j = 0, 1, . . . k − 1 так:

χj(x) = xj1
1 . . . x

jn
n ,

де 0 ≤ ji < ki, i = 1, . . . n, j = j1 + k1j2 + . . . + k1k2 . . . kn−1jn — запис числа j
в узагальненiй системi числення з основами k1, . . . kn. Легко бачити, що функцiї χj

являються гомоморфними вiдображеннями з H в групу оборотних елементiв кiльця
Zpm . По аналогiї до [] функцiї χj будемо називати характерами групи H. Введемо
функцiю () : L(H,Zpm)×Hk → Zpm наступним чином:

(x,y) =
k−1∑
i=0

xiy
−1
i .



Лема 2. Для системи функцiй {χj} справедливi спiввiдношення:∑
x∈H

χj(x) =

{
k, якщо j = 0

0, якщо 0 < j < k,
(1)

(χi, χj) =

{
k, якщо i = j

0, якщо i 6= j.
(2)

Доведення. Доведемо (1) у випадку j > 0.

∑
x∈H

χj(x) =

k1−1∑
i1=0

. . .

kn−1∑
in=0

σi1j1
1 . . . σinjn

n =
n∏

i=1

(
1 + σji

i + . . .+ σ
ji(ki−1)
i

)
.

Нехай jl ≥ 1. Тодi (σjl

l − 1)
∑
x∈H

χ(x) = 0. Досить показати, що σjl

l − 1 — оборотний

елемент кiльця Zpm . Останнє твердження випливає з малої теореми Ферма та з насту-
пних рiвностей: ε = ε̄+ + pmZ, ε̄ ∈ Z, ε̄

c
kl

jl ≡ ε̄
p−1
kl

jl 6≡ 1 (mod p). Спiввiдношення
(2) випливає з (1) та рiвностi (χi, χj) = χi	j, де (i	 j) + j ≡ i (mod k − 1).

Теорема 1. Система функцiй {χj} є базисом Zpm-модуля L(H,Zpm).

Доведення. Покажемо спочатку, що функцiї χj утворюють лiнiйно незалежну
над Zpm систему. Розглянемо рiвнiсть α0χ0 + . . . αk−1χk−1 = 0. Домножимо її на χi

i просумуємо по всiх x ∈ H. З врахуванням (2) отримаємо, що kαi = 0. Оскiльки
k i p взаємопростi, то αi = 0. Доведемо тепер, що χj породжують L(H,Zpm). Нехай
f : H → G. Будемо вважати, що f = (f0, . . . , fk−1)

T , де fj = f(σj1
1 , . . . , σ

jn
n ), j =

= j1 + k1j2 + . . .+ k1 . . . kn−1jn, ji ∈ {0, . . . , ki− 1}, i = 1, . . . n. Розглянемо квадратну

матрицю U порядку k: U = ‖uij‖, де uij = χj(xi). З леми 2 випливає, що U−1 =
1

k
U∗,

де
1

k
— елемент кiльця Zpm , обернений до k+ pmZ, U∗ = ‖u∗ij‖i,j=1,k, u

∗
ij = u−1

ji . Нехай

вектор sf = (s0, . . . , sk−1)
T визначається так: sf = k−1U∗f . Тодi f = s0χ0 + . . . +

+ sk−1χk−1. Теорема доведена.

Теорема 2. Дискретна функцiя f : H → H0 є Zpm-нейрофункцiєю з структурою
w тодi i тiльки тодi, коли iснує така функцiя ψ : H → G, що 0 ≤ indψ(x) < c/k0 i
для всiх χj, j = 0, . . . k − 1, крiм j = 0, 1, k1, . . . , k1 · · · kn−1 мають мiсце рiвностi

(ψf, χj) = 0. (3)

Доведення. Покажемо спочатку що умова (3) є необхiдною. Нехай функцiя f
реалiзується над Zpm на нейроному елементi з структурою w = (w0, w1, . . . , wn). Тодi
згiдно до леми 1 iснує така функцiя ψ(x), що 0 ≤ indψ(x) < c/k0 i ψ(x)f(x) = w(x).
Тодi ψ(x)f(x) = w0χ0+w1χ1+w2χk1 + . . .+wnχk1...kn−1 . Функцiю ψ(x)f(x) розкладемо

по базису {χj}: ψ(x)f(x) =
k−1∑
j=0

sjχj(x). З двох останнiх рiвностей i однозначностi

розкладу по базису {χj} випливає справедливiсть спiввiдношення (3). Необхiднiсть
доведена. Покажемо, що умова (3) є достатньою. З справедливостi спiввiдношення
(3) випливає, що у розкладi функцiї ψ(x)f(x) по базису {χj} коефiцiєнти sj рiвнi
нулю при j 6∈ {0, 1, k1, . . . , k1k2 · · · kn−1}. Тому для функцiї f(x) виконується достатня
умова леми 1. Отже f(x) є Zpm-нейрофункцiєю з структурою w. Теорема доведена.

Для дискретних функцiй можна встановити аналоги до вiдомих теорем Чоу, якi
наведенi в [7] для рiзних класiв дискретних функцiй.
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