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ÑÒIÉÊIÑÒÜ IÍÂÀÐIÀÍÒÍÎÃÎ ÌÍÎÃÎÂÈÄÓ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ
ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

We study the stability of the invariant toroidal manifold of one class, the linear extension of a
dynamical system on a torus.

Äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíîãî òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó îäíîãî êëàñó, ëi-
íiéíîãî ðîçøèðåííÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà òîði.

1. Âñòóï. Âiäîìî [1], [7], ùî êîëè äèíàìi÷íà ñèñòåìà

dy

dt
= Y (y), y ∈ Rn+m

ìà¹ êâàçiïåðiîäè÷íó òðà¹êòîðiþ

y = f0(w1t, w2t, . . . , wmt) = f0(φ1, φ2, . . . , φm)

ç ÷àñòîòíèì áàçèñîì w = (w1, w2, . . . , wm), òî ¨¨ çàìèêàííÿ ïîðîäæó¹ òîðî¨äàëü-
íèé ìíîãîâèä. ßê ïîêàçàíî â [7], äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié âèõiäíî¨
ñèñòåìè â äåÿêîìó îêîëi öüîãî ìíîãîâèäó â ïåâíèõ âèïàäêàõ çðó÷íî ïåðåéòè
âiä êîîðäèíàò (y1, y2, . . . , ym+n) äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò φ = (φ1, φ2, . . . , φm) i
x = (x1, x2, . . . , xn), òàê ùîá ðiâíÿííÿ ìíîãîâèäó íàáóëî âèãëÿäó: h = 0, φ ∈ Tm,
äå Tm � m-âèìiðíèé òîð.

Ãëèáîêi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ïiä-
ñóìîâàíi â ôóíäàìåíòàëüíèõ ìîíîãðàôiÿõ [1],[3],[7]. Ìåòà íàøî¨ çàìiòêè � óçà-
ãàëüíåííÿ äåÿêèõ òâåðäæåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ ñòiéêîñòi òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ
òà ¨õ iñíóâàííÿ.

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ðîçãëÿäàòèìåìî â ïðÿìîìó äîáóòêó m-âèìiðíîãî
òîðà Tm i åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P (φ)x, (1)

äå φ = col(φ1, φ2, . . . , φm) ∈ Tm, x = col(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,
a(φ), P (φ) - âiäïîâiäíî âåêòîðíà òà ìàòðè÷íà íåïåðåðâíi 2π− ïåðiîäè÷íi ïî

êîæíié êîìïîíåíòi φj, j = 1,m, ôóíêöi¨. Âiä ôóíêöi¨ a(φ) âèìàãàòèìåìî òàêîæ,
ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî φ ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ L > 0,
òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê φ′, φ′′ ∈ Tm

||a(φ′)− a(φ′′)|| ≤ L||φ′ − φ′′||. (2)

Íàãàäà¹ìî, (äèâ., íàïðèêëàä, [5]), ùî òî÷êó φ ∈ Tm äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

dφ

dt
= a(φ), φ ∈ Tm, (3)

íàçèâàþòü áëóêàþ÷îþ, ÿêùî iñíóþòü ¨¨ îêië U(φ) i äîäàòíå ÷èñëî T òàêi, ùî
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U(φ)
∩

φt(U(φ)) = ∅

äëÿ t ≥ T. Òóò φt(φ), φ0(φ) = φ ¹ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (3). Ïîçíà÷èìî
ìíîæèíó áëóêàþ÷èõ òî÷îê ÷åðåçW, à ìíîæèíó íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê - ÷åðåç Ω =
Tm \W. Ìíîæèíà W áëóêàþ÷èõ òî÷îê ¹ âiäêðèòîþ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ, áî
ðàçîì ç φ áëóêàþ÷èìè ¹ i âñi òî÷êè äåÿêîãî ¨¨ îêîëó. Ìíîæèíà Ω ¹ íåïîðîæíüîþ
çàìêíåíîþ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ.

ßê ïîêàçàíî â [5], áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3) ç ÷àñîì íàáëèæà¹òüñÿ
äî ìíîæèíè íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê, òî÷íiøå, ÿêå á íå áóëî ε > 0 áóäü-ÿêà ôàçîâà
òî÷êà φt(φ) çíàõîäèòüñÿ ëèøå ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó, ùî íå ïåðåâèùó¹ T =
T (ε), ïîçà ε− îêîëîì Uε(Ω) ìíîæèíè Ω.

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà êâà-
äðàòè÷íà ôîðìà V (φ, x) =< S(φ)x, x > ç ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ S(φ) òàêà,
ùî ïîâíà ïîõiäíà ¨¨, ñêëàäåíà â ñèëó âèõiäíî¨ ñèñòåìè (1), òîáòî êâàäðàòè÷íà
ôîðìà

d

dt
V (φ, x) =< Ŝ(φ)x, x >,

äå

Ŝ(φ) =
∂S

∂φ
· a(φ) + S(φ)P (φ) + P T (φ)S(φ),

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ñèñòåìè (3), òî òðè-
âiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ V (φ, x) ÿê äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà äî-
ïóñêà¹ îöiíêó

λ(φ) < x, x >≤ V (φ, x) ≤ Λ(φ) < x, x >, φ ∈ Tm, x ∈ Rn, (4)

äå λ(φ) i Λ(φ) âiäïîâiäíî íàéìåíøå i íàéáiëüøå âëàñíå ÷èñëî ñèìåòðè÷íî¨
ìàòðèöi S(φ). Ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ V (φ, x) ïî t ñêëàäåíó â ñèëó ñèñòåìè (1),
òîáòî êâàäðàòè÷íó ôîðìó < Ŝ(φ)x, x >, ÿê âiä'¹ìíî âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi Ω
ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íî

−Λ̂(φ) < x, x >≤< Ŝ(φ)x, x >≤ −λ̂(φ) < x, x >, φ ∈ Ω, x ∈ Rn, (5)

äå λ̂(φ) i Λ̂(φ) � âiäïîâiäíî íàéìåíøå i íàéáiëüøå ç âëàñíèõ ÷èñåë ñèìåòðè÷íî¨
ìàòðèöi

−1

2
(Ŝ(φ) + ŜT (φ)).

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîñòàòíüî ìàëèé ε0 - îêië Uε0(Ω) ìíîæèíè Ω.ßê ñòâåðäæó-
âàëîñü âèùå, iñíó¹ òàêå ÷èñëî T = T (ε0), ùî áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ φt(φ), φ ∈ Tm
íà ìíîæèíi áëóêàþ÷èõ òî÷îê Tm \ Uε0(Ω) ïåðåáóâà¹ íå äîâøå, íiæ T.

Â ñèëó äîäàòíüî¨ âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè V (φ, x) i âiä'¹ìíî¨ âè-
çíà÷åíîñòi ¨¨ ïîõiäíî¨ íà ìíîæèíi Ω, ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

λ0 < x, x >≤ V (φ, x) ≤ Λ0 < x, x >, φ ∈ Uε0(Ω, ) x ∈ Rn, (6)
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−Λ̂0 < x, x >≤ d

dt
V (φ, x) ≤ −λ̂0 < x, x >, φ ∈ Uε0(Ω, ) x ∈ Rn, (7)

äå

λ0 = min
φ∈Ūε−0(Ω)

λ(φ), Λ0 = max
φ∈Ūε0 (Ω)

Λ(φ),

λ̂0 = min
φ∈Ūε0 (Ω)

λ̂(φ), Λ̂0 = max
φ∈Ūε0 (Ω)

Λ̂(φ).

Òåïåð ìiðêó¹ìî òàê: ÿêùî φ ∈ Uε0(Ω) i äëÿ âñiõ t > 0 φt(φ) ∈ Uε0(Ω), òî ç
îöiíîê (6) i (7) äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x(t) ≡ xt(t0, φ, x0) ìà¹ìî:

1

Λ0

V (φt(φ), x(t)) ≤< x(t), x(t) >≤ − 1

λ̂0

d

dt
V (φt(φ), x(t)),

à òîìó

d

dt
V (φt(φ), x(t)) ≤ − λ̂0

Λ0

V (φt(φ), x(t)).

Îòæå,

V (φt(φ), xt(t0, φ, x0)) ≤ V (φ, x0)e
− λ̂0

Λ
(t−t0),

à çíà÷èòü xt(t0, φ, x0) → 0, êîëè t→ ∞.
Íåõàé òåïåð φ ∈ Tm \ Uε0(Ω), àáî æ φ ∈ Uε0(Ω), àëå íå äëÿ âñiõ
t > 0 φt(φ) ∈ Uε0(Ω),
òîáòî òðà¹êòîðiÿ φt(φ) ìîæå çàëèøàòè íà äåÿêèé ÷àñ ìíîæèíó Uε0(Ω), ïi-

çíiøå çíîâó ïîâåðòàòèñÿ â ε0 - îêië ìíîæèíè Ω, àëå ïåðåáóâàòè ïîçà ìíîæèíîþ
Uε0(Ω) òàêà òðà¹êòîðiÿ ìîæå ñóìàðíî íå áiëüøå T ÷àñó.

Âèõîäÿ÷è ç íåðiâíîñòi Âàæåâñüêîãî [2] äiñòàíåìî îöiíêó çìiíè áóäü-ÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó xt(t0, φ, x0)

íà ïðîòÿçi áóäü-ÿêîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó äîâæèíè T :

||xt+T (τ, φ, x(τ))|| ≤ eΛ(t+T−τ)||x(τ, φ, xo)||, t ≥ τ,

||xτ+T (τ, φ, xτ (t0, φ, x0))|| ≤ eΛT ||xτ (t0, φ, x0)||,

äå Λ = max
φ∈Tm

Λ(φ), à Λ(φ) - íàéáiëüøå ç âëàñíèõ ÷èñåë ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi
1
2
(P (φ)+P T (φ)). Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî îöiíèòè âåëè÷èíó çìiíè ôóíêöi¨ V (φ, x)
âçäîâæ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó íà ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äîâæèíè T :

V (φτ+T (φ), xτ+T (τ, φ, xτ (t0, φ, x0))) ≤ Ke2ΛTV (φτ (φ), xτ (t0, φ, x0)),

äå ÷åðåç K ïîçíà÷åíî maxφ∈Tm ||S(φ)||.
Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç τ ∗(φ) ìîìåíò ÷àñó âõîäæåííÿ òðà¹êòîði¨ φt(φ) â ìíîæèíó

Uε0(Ω), ïiñëÿ ÿêîãî âîíà ç íå¨ íå âèõîäèòü, äëÿ t ≥ τ ∗(φ) ìà¹ìî:

V (φt(φ), xt(t0, φ, x0)) ≤ V (φτ∗(φ), xτ∗(t0, φ, x0))e
− λ̂0

Λ0
(t−τ∗(φ))

, t ≥ τ ∗(φ).
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Ç âðàõóâàííÿì ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi, îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî, ùî

V (φt(φ), xt(t0, φ, x0)) ≤ Ke2ΛT · e−
λ̂0
Λ0

(t−t0), t ≥ t0.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

||xt(t0, φ, x0)|| → 0, t→ ∞,

à öå i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) iñíó¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà V (φ, x) =<
S(φ)x, x > òàêà, ùî ïîõiäíà âiä V (φ, x), ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü (1), ¹ äîäàòíî
âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè φ = a(φ),
à ñàìà ôóíêöiÿ V (φ, x) íà öié ìíîæèíi íå ¹ âiä'¹ìíî ñòàëîþ, òî òðèâiàëüíèé
òîð ñèñòåìè (1) íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà δ > 0 â îáëàñòi φ ∈ Ω, ||x|| < δ â óìî-
âàõ òåîðåìè çíàéäåòüñÿ òî÷êà (φ0, x0) òàêà, ùî V (φ0, x0) > 0. Ïîêàæåìî, ùî
ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè (1), ùî âèõîäèòü ç öi¹¨ òî÷êè, ç ÷àñîì çàëèøèòü çà-
ôiêñîâàíèé ε0- îêië òîðà x ≡ 0. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî ùî öå íå òàê. Òîáòî äëÿ
âñiõ t ≥ t0, x(t) ≡ xt(t0, φ, x0) ∈ Jε0(Tm).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ V (φ, x) òà ¨¨ ïîõiäíó d
dt
V (φ, x) âçäîâæ öüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òàê ÿê ìíîæèíà Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ¹ iíâàðiàíòíîþ, òî φt(φ0) ∈ Ω äëÿ âñiõ t ∈
R. Â ñèëó äîäàòíî âèçíà÷åíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè < Ŝ(φ)x, x > íà ìíîæèíi
Ω ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ âñiõ t ≥ t0 V (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ≥ V (x0).

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå äîäàòíå ÷èñëî a > 0,ùî ||xt(t0, φ0, x0)|| ≥
a äëÿ âñiõ t ≥ t0.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ òàêå äîäàòíå ÷èñëî β > 0, ùî äëÿ âñiõ
t ≥ t0

d

dt
V (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ≥ β,

à, îòæå,

V (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ≥ V (φ0, x0) + β(t− t0).

À öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ ïðî òå ùî xt(t0, φ0, x0) ∈ Jε0(Tm), áî â
öié ìíîæèíi ôóíêöiÿ V (φ, x) ¹ îáìåæåíîþ.

Äîâåäåíà òåîðåìà 2 ¹ àíàëîãîì êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåìî
ùå îäíó òåîðåìó, ÿêà ¹ àíàëîãîì äðóãî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïðî íåñòiéêiñòü ïî-
ëîæåííÿ ðiâíîâàãè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) iñíóþòü êâàäðàòè÷íà ôîðìà
V (φ, x) =< S(φ)x, x > i äîäàòíå ÷èñëî α òàêi, ùî ïîâíà ïîõiäíà ïî t âiä
V (φ, x), ñêëàäåíà â ñèëó ñèñòåìè (1)

dV

dt
=< Ŝ(φ)x, x >, Ŝ(φ) =

∂S

∂φ
· a(φ) + S(φ)P (φ) + P T (φ)S(φ),

ìà¹ âèãëÿä
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d

dt
V (φ, x) = αV (φ, x) +W (φ, x), (8)

äå W (φ, x) àáî òîòîæíié íóëü, àáî æ äîäàòíî ñòàëà íà ìíîæèíi Ω íå-
áëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè φ̇ = a(φ) êâàäðàòè÷íà ôîðìà, i ÿêùî â
öüîìó âèïàäêó V (φ, x) íå ¹ âiä'¹ìíî ñòàëîþ íà ìíîæèíi Ω, òî òðèâiàëüíèé
òîð ñèñòåìè (1) íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèáåðåìî â áóäü-ÿêîìó
ìàëîìó δ- îêîëi òðèâiàëüíîãî òîðà ïî÷àòêîâó òî÷êó (φ0, x0) ç óìîâè V (φ0, x0) >
0, φ0 ∈ Ω i ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî â óìîâàõ òåîðåìè ðîçâ'ÿçîê (φt(φ), xt(t0, φ0, x0))
ç ÷àñîì çàëèøèòü ôiêñîâàíèé ε0 - îêië òðèâiàëüíîãî òîðà. Ïðèïóñòèìî, ùî öå
íå òàê. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ V (φ, x) i d

dt
V (φ, x) âçäîâæ âêàçàíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Â ñèëó iíâàðiàíòíîñòi ìíîæèíè Ω, ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨ iç ñèñòåì (1) φt(φ0) ∈
Ω, t ∈ R,

à òîìó

d

dt
V (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ≥ αV (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)),

îòæå

V (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ≥ V (φ0, x0)e
α(t−t0), t ≥ t0.

i ç ÷àñîì ôóíêöiÿ V (φ, x) âçäîâæ âêàçàíîãî ðîçâ'ÿçêó ñòà¹ ÿê çàâãîäíî âå-
ëèêîþ, òîáòî ðîçâ'ÿçîê (φt(φ0), xt(t0, φ0, x0)) ç ÷àñîì çàëèøèòü çàôiêñîâàíèé ε0
- îêië òðèâiàëüíîãî òîðà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âêàæåìî îäèí âèïàäîê, êîëè äëÿ ñèñòåìè (1) iñíó¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà
V (φ, x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 3.

Òåîðåìà 4. ßêùî â ñèñòåìi (1) ìàòðèöÿ P (φ) ¹ ñòàëîþ íà ìíîæèíi Ω
íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè φ̇ = a(φ), P (φ) = P0, φ ∈ Ω, i õî÷
îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë ñòàëî¨ ìàòðèöi P0 ìà¹ äîäàòíó äiéñíó ÷àñòèíó, òî äëÿ
ñèñòåìè (1) iñíó¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà V (φ, x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè
3, à, îòæå, òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè (1) íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) â âèãëÿäi

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P0x+ (P (φ)− P0)x. (9)

Ç òåîðåìè 3 [4 �22 c 70] âèïëèâà¹, ùî çàâæäè çíàéäåòüñÿ êâàäðàòè÷íà ôîðìà
V0(x) i äîäàòíå ÷èñëî α òàêi, ùî

< gradV0(x), P0x >= αV0(x)+ < x, x >

i ïðè öüîìó êâàäðàòè÷íà ôîðìà V0(x) íå ¹ âiä'¹ìíî ñòàëîþ. Îá÷èñëèìî ïîâíó
ïîõiäíó ïî t âiä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè V0(x) âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1):

d

dt
V0(x) =< gradV0(x), P (φ)x >=< gradV0(x), P0x > +

+ < gradV0(x), (P (φ)− P0)x >= αV0(x)+ < x, x > +W (φ, x),

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2016, âèï. �1 (28)



102 Ì. Ì. ÏÅÐÅÑÒÞÊ, Þ. Ì. ÏÅÐÅÑÒÞÊ

äå ÷åðåçW (φ, x) ïîçíà÷åíî êâàäðàòè÷íó ôîðìó< gradV0(x), (P (φ)−P0)x > .
Îñêiëüêè îñòàííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà ìíîæèíi Ω, òî < x, x > +W (φ, x)
¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ íà Ω, à òîìó V0(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3, îòæå,
òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè (1) â öüîìó âèïàäêó íåñòiéêèé.

Òâåðäæåííÿ òåîðåì 1-3 ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi íåëi-
íiéíèõ ïî x ðîçøèðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà òîði, òîáòî ñèñòåì âèäó

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P (φ, x)x, (10)

äå P (φ, x) - íåëiíiéíà ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ 2π− ïåðiîäè÷íà ïî φ ∈ Tm, âèçíà-
÷åíà äëÿ x ∈ Rn, ||x|| ≤ h, h > 0, i ¹ íåïåðåðâíîþ â h− îêîëi òîðà Tm.

Òåîðåìà 5. ßêùî äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P (φ, 0)x (11)

iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà V (φ, x =< S(φ), x, x >) òàêà,
ùî ïîâíà ïîõiäíà ¨¨ ïî t, ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü (11)

dV

dt
=< Ŝ(φ)x, x >, Ŝ(φ) =

∂S

∂φ
· a(φ) + S(φ)P (φ, 0) + P T (φ, 0)S(φ),

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
φ̇ = a(φ), òî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (10) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V (φ, x) =< S(φ)x, x >- äîäàòíî âèçíà÷åíà êâàäðàòè÷íà
ôîðìà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òåîðåìè 5. Îá÷èñëèìî ïîâíó ïîõiäíó âiä V (φ, x)
ïî t â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü (10):

dV

dt
=< Ŝ(φ)x, x > + < [S(φ)(P (φ, x)− P (φ, 0))+

+(P T (φ, x)− P T (φ, 0)S(φ))]x, x >=

=< Ŝ(φ)x, x > +W (φ, x).

Îñêiëüêè < Ŝ(φ)x, x > çà óìîâîþ òåîðåìè ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi
Ω, à ôóíêöiÿ W (φ, 0) = 0, òî i ôóíêöiÿ

< Ŝ(φ)x, x > +W (φ, x)

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ ïðè φ ∈ Ω, ||x|| ≤ h0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî h0 > 0.
Ïîâòîðþþ÷è ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ç âðàõóâàííÿì, ùî ||x|| ≤ h0, ïåðå-

êîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi òðåðäæåííÿ òåîðåìè 5.
Íàâåäåìî ùå îäíå òâåðäæåííÿ ïðî íåñòiéêiñòü òðèâiàëüíîãî òîðà ñèñòåìè

ðiâíÿíü (10).

Òåîðåìà 6. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (11) iñíó¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà
V (φ, x) =< S(φ)x, x >, ïîâíà ïîõiäíà ÿêî¨, ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü (11) dV

dt
<
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Ŝ(φ)x, x > ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi Ω íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê äèíàìi-
÷íî¨ ñèñòåìè φ̇ = a(φ), à ñàìà ôóíêöiÿ V (φ, x) íà öié ìíîæèíi íå ¹ âiä'¹ìíî
ñòàëîþ, òî òðèâiàëüíèé òîð ñèñòåìè ðiâíÿíü (10) íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïî t â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü (10) ôóíêöi¨
V (φ, x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè:

dV

dt
=< Ŝ(φ)x, x > +W (φ, x)

W (φ, x) =< [S(φ)(P (φ, x)− P (φ, 0)) + (P (φ, x)− P (φ, 0))TS(φ)]x, x > .

Òàê ÿê ôóíêöiÿ < Ŝ(φ)x, x > çà óìîâîþ òåîðåìè ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ íà
ìíîæèíi Ω, à ôóíêöiÿ W (φ, 0) = 0, òî i ôóíêöiÿ

< Ŝ(φ)x, x > +W (φ, x)

¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ïðè φ ∈ Ω, ||x|| ≤ h0.
Äàëi, ïîâòîðþþ÷è ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 i âðàõîâóþ÷è, ùî ||x|| ≤ h0,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíèõ òåîðåì ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèäó

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P (φ, x)x+ C(φ), (12)

â ÿêèõ a(φ), P (φ, x) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì, íàêëàäåíèì íà íèõ âèùå, à C(φ)
- íåïåðåðâíà íà Tm n− âèìiðíà âåêòîð ôóíêöiÿ, 2π− ïåðiîäè÷íà ïî êîæíié ç
êîìïîíåíò φj, j = 1, n.

Çîêðåìà, ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 5, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= P (φ, 0)x+ C(φ) (13)

iñíó¹ ôóíêöiÿ G(τ, φ) Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà çàäà÷i ïðî iñíóâàííÿ àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêîãî òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó ñèñòåìè ðiâíÿíü (13) äëÿ áóäü-ÿêî¨ 2π−
ïåðiîäè÷íî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ C(φ).

Öåé ìíîãîâèä çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

x = u(φ) =

∫ 0

−∞
G(τ, φ)C(φτ (φ))dτ (14)

Çàñòîñîâóþ÷è êëàñè÷íó ìåòîäèêó [7] ïîáóäîâè òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ íå-
ëiíiéíèõ ñèñòåì, â óìîâàõ òåîðåìè 5 ìîæíà äîâåñòè i iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêîãî òîðî¨äàëüíîãî ìíîãîâèäó ñèñòåìè ðiâíÿíü (12).

Çàëèøàþ÷è ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òîðî¨äàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ïîäàëüøèõ äî-
ñëiäæåíü, â äàíié ñòàòòi íàâåäåìî ëèøå îäèí iëþñòðàòèâíèé ïðèêëàä.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= cosφ · x+ f(φ), (15)
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â ÿêié a(φ) i f(φ) - íåïåðåðâíi 2π− ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨ íà êîëi S (îäíîâèìið-
íîìó òîði), φ ∈ S, a x- ñêàëÿðíà âåëè÷èíà, x ∈ R. Äîäàòêîâî âèìàãàòèìåìî, ùî
a(φ) - ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ. Íåõàé a(π) = 0, à äëÿ âñiõ iíøèõ φ ∈ S a(φ) íàáóâà¹
çíà÷åíü îäíîãî çíàêó.

Â äàíîìó ïðèêëàäi ìíîæèíîþ íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê Ω äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
íà êîëi ¹ òiëüêè îäíà òî÷êà φ = π. Äîäàòíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ V (φ, x) = x2

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 5. �¨ ïîõiäíà, ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü

dφ

dt
= a(φ),

dx

dt
= cosφ · x, (16)

d

dt
V (φ, x) = 2 cosφ · x2

¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ íà Ω, à òîìó ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ìà¹ âèãëÿä

G(τ, φ) = e
∫ 0
τ cosφS(φ)dS, τ < 0.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ 2π− ïåðiîäè÷íî¨ ïî φ ôóíêöi¨ C(φ) ñèñòåìà
(14) ìà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêó iíâàðiàíòíó ìíîæèíó

x = u(φ) =

∫ 0

−∞
e
∫ 0
τ cosφS(φ)dSC(φτ (φ))dτ.

Íåõàé òåïåð â ðiâíÿííÿõ (15) a(0) = 0, à ïðè âñiõ iíøèõ çíà÷åííÿ φ ∈ S
a(φ) íàáóâà¹ çíà÷åíü îäíîãî çíàêó. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ V (φ, x) = x2

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2. �¨ ïîõiäíà dV
dt

= 2 cosφx2 ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ
íà ìíîæèíi Ω (φ = 0). Ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè
â öüîìó âèïàäêó òàêîæ iñíó¹

G(τ, φ) = e
∫ 0
τ cosφS(φ)dS, τ > 0,

àëå iíâàðiàíòíà ìíîæèíà

x = u(φ) = −
∫ ∞

0

G(τ, φ)C(φτ (φ))dτ

â öüîìó âèïàäêó ¹ íåñòiéêîþ.
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