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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎÃÎ
ÏÎØÓÊÓ ÄËß ÇÀÄÀ×I ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß.

The article deals with a new scheme of algorithm of lexicographical search of the optimal solution
to the of discrete programming problem, based on the determination of the probability that while
moving in the given lexicographical order in the investigated subset of the set of feasible solutions
to the problem the best solutions will be received. The structural scheme of the new method is
being presented, its justification is conducted.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîèñêà îïòèìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè
òîãî ÷òî ïðè äâèæåíèè â äàííîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå â èññëåäóåìîì ïîäìíîæåñòâå
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è áóäóò ïîëó÷åíû ëó÷øèå ðåøåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíà ñòðó-
êòóðíàÿ ñõåìà íîâîãî ìåòîäà, ïðîâîäèòñÿ åãî îáîñíîâàíèå.

1. Âñòóï. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à äèñêðåòíîãî ïðîãðàìóâàííÿ:
ìàêñèìiçóâàòè

x0 = f0 (x) , (1)

çà óìîâ
x ∈ XD, (2)

äåXD = D∩X,X ⊆ Rn,D ⊂ P � äèñêðåòíà ìíîæèíà, P = {x ∈ Rn |0̄ ≤ x ≤ u}
� n - âèìiðíèé ãiïåðïàðàëåëåïiïåä. Iñíó¹ áàãàòî òî÷íèõ òà íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ
ðîçâ`ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i [4].

Íà îñíîâi ïîíÿòòÿ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè [3,5] ïðîöåñ âiä-
øóêàííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçâ`ÿçêó çàäà÷i (1),(2) ìîæíà çâåñòè äî âiäøóêàííÿ
ëåêñèêîãðàôi÷íèõ ìàêñèìóìiâ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí X0, X1, ..., Xk, ..., äå X0 =
XD, Xk =

{
x ∈ XD

∣∣x ≤L xk−1, f0(x) > xk−1
0

}
, k = 1, 2, . . . , xk = maxLXk,

xk0 = f0(x
k), k = 0, 1, . . . [5]. ßêùî X0 ̸= ∅, òî â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ ñòàí-

äàðòíîãî àëãîðèòìó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîøóêó [2] áóäó¹òüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íî
ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ`ÿçêiâ x0 >L x1 >L ... >L xk >L ... , ÿêié
âiäïîâiäà¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü x00 > x10 > ... > xk0 > ... çíà÷åíü öiëüîâî¨
ôóíêöi¨ (1). Ïðîöåñ ðîçâ`ÿçàííÿ çàäà÷i çàâåðøó¹òüñÿ ÿê òiëüêè íà äåÿêîìó êðî-
öi k+1 (k ≥ 0), âèÿâèòüñÿ, ùî Xk+1 = ∅. Â öüîìó ðàçi îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì
çàäà÷i (1),(2) áóäå òî÷êà xk, îòðèìàíà íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi.
2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî àëãîðèòì ïîøóêó ëåêñè-
êîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè Xk, òîáòî àëãîðèòì âiäøóêàííÿ ðîçâ`ÿçêó
xk = maxLXk, k = 1, 2, . . .. Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ìíîæèíó

X̄D (x̂0, x̃, s) =
{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > x̂0, x̄ ≤L x ≤L x̃
}
, (3)

äå x̂ ∈ XD � íàéêðàùèé ñåðåä îòðèìàíèõ íà äàíèé ìîìåíò ðîçâ`ÿçêiâ, x̂0 =
f0 (x̂) � çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x̂, x̃ = (x̃1, . . . , x̃s−1, 0, us+1, . . . , un) ∈

Bn, x̄ =

x̃1, ..., x̃s−1, 0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−s

 ∈ Bn, x̄ ≤L x ≤L x̃ � ëåêñèêîãðàôi÷íi ìåæi
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ïîøóêó, s = 0, 1, . . . , n−1. ßêùî s = 0, òîäi áóäåìî ââàæàòè, ùî x̃ = (u1, . . . , un) ,
x̄ = (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

n

. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè (3)

àáî âñòàíîâèòè, ùî X̄D (x̂0, x̃, s) = ∅.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çàäà÷i (1),(2) âèçíà÷åíèé àëãîðèòì ïîøóêó ëåêñèêîãðà-

ôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè Yt (y) = {x ∈ Y | xj = yj, j = 1, . . . , t− 1, xt = 0},
äå Y ⊆ Bn. Â ïðîöåñi ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè (3) ïî-
òðiáíî íà ïåâíèõ êðîêàõ âèçíà÷àòè ëåêñèêîãðàôi÷íi ìàêñèìóìè ìíîæèí âèãëÿ-
äó X̄ (f ′, x′) =

{
x ∈ Bn| f0 (x) > f ′, x ≤L x′

}
òà X̄D (x′′) =

{
x ∈ XD

∣∣x ≤L x′′
}
, äå

f ′ ∈ R, x′, x′′ ∈ Bn � ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ. Çà òåîðåìîþ 1 [1] iñíóâàííÿ ëåêñèêî-
ãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè X̄ (f ′, x′) âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî
iíäåêñó t ∈ {1, 2, . . . , n− 1} äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà

X̄t (f
′, x′) =

{
x ∈ Bn| f0 (x) > f ′, xj = x′j, j = 1, .., t− 1, xt = 0

}
íå ïîðîæíÿ. Òîäi, ÿêùî X̄t (f

′, x′) ̸= ∅, maxL X̄t (f
′, x′) = maxL X̄ (f ′, x′). Àíàëî-

ãi÷íî äëÿ ìíîæèíè X̄D (x′′) iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî iíäåêñó t äà¹ ìîæëèâiñòü
âèçíà÷èòè ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì öi¹¨ ìíîæèíè ÷åðåç âèçíà÷åííÿ ëåêñè-
êîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè

X̄D
t (x′′) =

{
x ∈ XD

∣∣xj = x′′j , j = 1, .., t− 1, xt = 0
}
.

Íå âàæêî ïîìiòèòè, ùî äëÿ ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íèõ ìàêñèìóìiâ ìíîæèí
X̄t (f

′, x′) òà X̄D
t (x′′) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ âèçíà÷åíèì çà ïðèïóùåííÿì àëãî-

ðèòìîì ïîøóêó äëÿ ìíîæèíè Yt (y). Äëÿ ìíîæèíè X̄t (f
′, x′) ìíîæèíà Y =

{x ∈ Bn| f0 (x) > f ′} òà y = x′, äëÿ ìíîæèíè X̄D
t (x′′) ìíîæèíà Y = XD, y = x′′.

Ïîïåðåäíi âèçíà÷åííÿ äàþòü çìîãó â íîâèõ òåðìiíàõ îïèñàòè çàãàëüíó ñõåìó
òî÷íîãî àëãîðèòìó ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè (3).

Àëãîðèòì AStdLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
.

Êðîê 0.
Âèçíà÷èìî ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè X̄D (x̃). ßêùî X̄D (x̃) =

∅, òîäi ïðèïèíÿ¹ìî ïîäàëüøi îá÷èñëåííÿ çà âiäñóòíiñòþ äîïóñòèìèõ òî÷îê ó
ìíîæèíi X̄D (x̃). Iíàêøå îòðèìà¹ìî x0 = maxL X̄D (x̃). ßêùî x0 <L x̄ òîäi òàêîæ
ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, îñêiëüêè x0 íå íàëåæèòü ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïðîìiæêó
ïîøóêó, à îòæå X̄D (x̂0, x̃, s) = ∅. ßêùî æ x̄ ≤L x0 ≤L x̃, òîäi âèçíà÷à¹ìî
çíà÷åííÿ f 0

0 = f0 (x
0) i ïåðåõîäèìî äî ïåðøîãî êðîêó àëãîðèòìó.

Êðîê k, (k > 0).
Íà ïî÷àòêó êîæíîãî êðîêó ïîêëàäà¹ìî y0 = xk−1, fk−1

0 = f0
(
xk−1

)
òà ïåðå-

õîäèìî äî ïåðøîãî åòàïó êðîêó k.
Åòàï r, (r > 0).

Âèçíà÷èìî zr = maxL X̄
(
fk−1
0 , yr−1

)
. Äëÿ öüîãî âèçíà÷à¹ìî ìàêñèìàëüíèé

iíäåêñ lr äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
íå ïîðîæíÿ. ßêùî iíäåêñ lr íå iñíó¹

àáî lr ≤ s, òîäi öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà
{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > fk−1
0 , x̄ ≤L x ≤L yr−1

}
� ïîðîæíÿ i òàêèì ÷èíîì ëåêñèêîãðàôi÷íèì ìàêñèìóìîì ìíîæèíè (3) áóäå
òî÷êà xk−1. ßêùî æ iíäåêñ lr âäàñòüñÿ âèçíà÷èòè, òîäi çíàéäåìî òî÷êó zr =
maxL X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
= maxL X̄

(
fk−1
0 , yr−1

)
. Çàóâàæèìî, ùî, ÿê ïðàâèëî, ïðî-

öåäóðà ç`ÿñóâàííÿ iñíóâàííÿ iíäåêñó lr ïîëÿãà¹ â îäíî÷àñíîìó âèçíà÷åííi òî-
÷êè zr. Äàíà ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ öèêë. Ðîáîòà öèêëó ïî÷èíà¹òüñÿ
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iç çíà÷åííÿ lr = n. Íà êîæíîìó êðîöi öèêëó, ÿêùî yr−1
lr

= 0 àáî yr−1
lr

> 0 òà
X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
= ∅, òîäi çíà÷åííÿ lr çìåíøó¹ìî íà îäèíèöþ òà ïåðåõîäèìî äî

íàñòóïíîãî êðîêó öèêëó. Öèêë çàâåðøó¹òüñÿ ÿê òiëüêè îòðèìà¹ìî, ùî lr ≤ s
àáî X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
̸= ∅ çà óìîâè, ùî yr−1

lr
> 0.

ßêùî zr /∈ XD, òîäi âèçíà÷èìî yr = maxL X̄D (zr). Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî
ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè X̄D

pr (z
r), äå lr < pr ≤ n � ìàêñèìàëüíèé

iíäåêñ äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà X̄D
pr (z

r) íå ïîðîæíÿ. Îòðèìà¹ìî yr = maxLX̄D
pr (z

r)
= maxL X̄D (zr). Ç âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè X̄D

pr (z
r) âèïëèâà¹, ùî yr ∈ XD, yr <L zr

àëå íå îáîâ`ÿçêîâî f0 (yr) > fk−1
0 . Òîìó, ÿêùî f0 (yr) > fk−1

0 , òîäi xk = yr i íà öüî-
ìó k-é êðîê çàâåðøó¹òüñÿ. Â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî
åòàïó àëãîðèòìó.

Ñêií÷åííiñòü àëãîðèòìó âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâè íà êîæíîìó êðîöi ëåêñèêîãðà-
ôi÷íî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê y0 >L z1 >L y1 >L ... >L yr−1 >L zr >L ... ÿêà
îáìåæåíà çíèçó òî÷êîþ x̄. Òî÷íiñòü àëãîðèòìó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî òiëüêè òîäi
êîëè íà ÷åðãîâîìó åòàïi r ìíîæèíà

{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > fk−1
0 , yr ≤L x ≤L yr−1

}
¹

ïîðîæíüîþ òiëüêè òîäi áóäå çäiéñíåíî ïåðåõiä äî íàñòóïíîãî åòàïó àëãîðèòìó,
òîáòî ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè (3) áóäå îäíîçíà÷íî çíàéäåíî ó
ðàçi íå ïîðîæíîñòi öi¹¨ ìíîæèíè.

ßêùî ïðàâèëî âèáîðó ìàêñèìàëüíîãî iíäåêñó lr íà êîæíîìó ç åòàïiâ àëãî-
ðèòìó AStdLexMax

(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
íå îáìåæóâàòè òiëüêè ïðàâèëîì yr−1

lr
> 0 ∧

X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
̸= ∅, à äîäàòè ùå äåÿêi îáìåæåííÿ íà öåé âèáið, òîäi ç`ÿâëÿ¹òüñÿ

ìîæëèâiñòü ó ïîáóäîâi íîâèõ ñõåì ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíî-
æèíè (3) äëÿ ÿêèõ êiëüêiñòü òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi y0 >L z1 >L y1 >L . . . áó-
äå çíà÷íî ìåíøîþ ó ïîðiâíÿííi ç âiäïîâiäíîþ êiëüêiñòþ, ùî îòðèìó¹òüñÿ çà
çàãàëüíîþ ñõåìîþ òî÷íîãî àëãîðèòìó ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó
ìíîæèíè (3). Àëå ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè âèêîðèñòàííi äîäàòêîâèõ îáìåæåíü
íà âèáið iíäåêñó lr óìîâè òåîðåìè 1 [1] áóäóòü ïîðóøóâàòèñü. Òîáòî ãàðàíòi¨
òîãî, ùî maxL X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
= maxL X̄

(
fk−1
0 , yr−1

)
íå áóäå i ìîæëèâî, ùî íà

÷åðãîâîìó åòàïi r âèÿâèòüñÿ zr = maxL X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
<L maxL X̄

(
fk−1
0 , yr−1

)
àëå ïðè öüîìó xk = maxL X̄

(
fk−1
0 , yr−1

)
∈ XD i òîäi zr <L xk. Iíøèìè ñëîâàìè

áóäå ïðîïóùåíèé äîïóñòèìèé ðîçâ`ÿçîê çàäà÷i äëÿ ÿêîãî f0
(
xk
)
> fk−1

0 .
Íåõàé ïðè âiäøóêàííi îïòèìàëüíîãî ðîçâ`ÿçêó çàäà÷i (1), (2) çà àëãîðèòìîì

ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîøóêó AStdLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
äëÿ êîæíî¨ êîîðäèíàòè

t ∈ {1, 2, . . . , n− 1} ôiêñó¹òüñÿ ÷àñòîòíèé ðîçïîäië çíà÷åíü öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ (1)
ÿêi ââàæàþòüñÿ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè òà íà îñíîâi öüîãî âèçíà÷à¹òüñÿ iìî-
âiðíiñíèé mk - ìîäàëüíèé ðîçïîäië çíà÷åíü öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ (1) çà êîîðäèíàòîþ
t ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó [1]:

F̃X,t (f) = P (x0 (ω) ≤ f) =
mk∑
k=1

αk

(
P̃yk−1

+
P̃yk − P̃yk−1

F k
X,t (yk)− F k

X,t (yk−1)

(
F k
X,t (f)− F k

X,t (yk−1)
))

(4)

äå αk, P̃yk , k = 1, 2, . . . ,mk � ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó, F k
X,t (f), k = 1, 2, . . . ,mk

� íàïåðåä âèçíà÷åíi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè x0 (ω).
Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (4) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷àòè iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïiñëÿ âè-

êîíàííÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi åòàïiâ çà àëãîðèòìîì ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîøóêó íà
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íàñòóïíîìó åòàïi ïîøóêó çà êîîðäèíàòîþ lr = t âèïàäêîâà âåëè÷èíà çíà÷åííÿ
öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ x0 (ω) íå ïåðåâèùèòü çíà÷åííÿ f .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ ðîçïîäiëó (4) ïîáóäó¹ìî ñòîõàñòè÷íèé àëãîðèòì
ïîøóêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ìàêñèìóìó ìíîæèíè (3). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êî-
æíîãî t ∈ {1, 2, . . . , n− 1} âèçíà÷åíi çíà÷åííÿ f limt òà εt, äå f limt � ãðàíè÷íå
çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÿêå âiääiëÿ¹ "ãàðíi" çíà÷åííÿ âiä "ïîãàíèõ" çíà-
÷åíü, 0 ≤ εt ≤ 1 � òî÷íiñòü òàêîãî ðîçäiëåííÿ. Çàãàëüíà ñòðóêòóðà àëãîðè-
òìó ñòîõàñòè÷íîãî ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïîøóêó ¹ òàêîþ ñàìîþ ÿê â àëãîðèòìi
AStdLexMax

(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
. Âiäìiííiñòü áóäå ïîëÿãàòè ëèøå ó âèáîði iíäåêñó

lr òà óòî÷íåííi F̃X,lr (f). Òîìó îïèøåìî òiëüêè çàãàëüíó ñõåìó åòàïó r.

Àëãîðèòì APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
.

Åòàï r, (r > 0).
Ïîêëàäà¹ìî lr = n−1 òà ðîçïî÷èíà¹ìî öèêë ïîøóêó iíäåêñó lr. ßêùî y

r−1
lr

=
= 0, òîäi lr = lr − 1 i ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó öèêëó lr. ßêùî y

r−1
lr

> 0,
îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ iìîâiðíîñòi plr = 1 − F̃X,lr

(
f lim
lr

)
i ÿêùî plr < εlr , òîäi

lr = lr − 1 i íà öüîìó ïîòî÷íèé êðîê öèêëó çàâåðøó¹ìî. ßêùî plr ≥ εlr òà
X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
= ∅, òîäi lr = lr−1 i òåæ ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó öèêëó.

ßêùî æ plr ≥ εlr òà X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
̸= ∅, òîäi ôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ lr òà âèõîäèìî

ç öèêëó. ßêùî lr ≤ s, òîäi öèêë ïîøóêó iíäåêñó lr çàâåðøó¹òüñÿ. Â öüîìó ðàçi
ìíîæèíà

{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > fk−1
0 , x̄ ≤L x ≤L yr−1

}
� iìîâiðíî ïîðîæíÿ i òàêèì

÷èíîì ëåêñèêîãðàôi÷íèì ìàêñèìóìîì ìíîæèíè (3) iìîâiðíî áóäå òî÷êà xk−1.
ßêùî iíäåêñ lr âèçíà÷åíèé, òîäi çíàéäåìî òî÷êó zr = maxL X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
.

Ç âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè X̄lr

(
fk−1
0 , yr−1

)
âèïëèâà¹, ùî çàâæäè f0 (zr) > fk−1

0 òà
zr <L yr−1 àëå íå îáîâ`ÿçêîâî zr � äîïóñòèìà òî÷êà. Òîìó, ÿêùî zr ∈ XD, òîäi
îòðèìà¹ìî xk = zr, óòî÷íèìî ïàðàìåòðè ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̃X,lr (f) i íà öüîìó
k-é êðîê çàâåðøó¹òüñÿ.

ßêùî zr ̸∈ XD, òîäi âèçíà÷èìî yr = maxL X̄D (zr). Îòðèìàâøè çíà÷åííÿ
f0 (y

r) óòî÷íþ¹ìî ïàðàìåòðè ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̃X,lr (f). Ç âèçíà÷åííÿ ìíîæèíè
X̄D
pr (z

r) âèïëèâà¹, ùî yr ∈ XD, yr <L zr àëå íå îáîâ`ÿçêîâî f0 (yr) > fk−1
0 . Òîìó,

ÿêùî f0 (yr) > fk−1
0 , òîäi xk = yr i íà öüîìó k-é êðîê çàâåðøó¹òüñÿ. ßêùî íi,

òîäi ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî åòàïó àëãîðèòìó.

Ñêií÷åííiñòü àëãîðèòìó APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
òàêîæ âèïëèâà¹ ç ïîáó-

äîâè íà êîæíîìó êðîöi ëåêñèêîãðàôi÷íî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê ÿêà îáìå-
æåíà çíèçó òî÷êîþ x̄.

Êîíñòðóêòèâíî çàãàëüíà ñõåìà åòàïó r àëãîðèòìóAPrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Íà êîæíîìó åòàïi r àëãîðèòìó APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
ðîçïî÷èíà¹òüñÿ

àíàëiç ìíîæèíè X̄D
t (yr−1), äå lr = t, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó âiäïîâiäi íà çàïèòàííÿ: ÷è

ìiñòèòü ìíîæèíà X̄D
t (yr−1) òî÷êè çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ â ÿêèõ áiëüøå íiæ

fk−1
0 . Àáî ÷è ¹ ìíîæèíà X̄D

t (yr−1) ∩ X̄t

(
fk−1
0 , yr−1

)
íå ïîðîæíüîþ. Îäíîçíà÷íî

äàòè âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ ìîæëèâî ëèøå ïiñëÿ ïîâíîãî ïåðåãëÿäó ìíîæè-
íè X̄D

t (yr−1), íàïðèêëàä, ÿê öå ðîáèòüñÿ â àëãîðèòìiAStdLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
.

Òîìó íà ïî÷àòêó àíàëiçó iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìíîæèíà X̄D
t (yr−1)∩X̄t

(
fk−1
0 , yr−1

)
� ïîðîæíÿ ÷è íå ïîðîæíÿ ¹ îäíàêîâîþ.

Âèçíà÷èìî ïîäiþB ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìíîæèíà X̄D
t (yr−1)∩X̄t

(
fk−1
0 , yr−1

)
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Ðèñ. 1. Êîíñòðóêòèâíà ñõåìà åòàïó r àëãîðèòìó APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)

� íå ïîðîæíÿ . Ïðè öüîìó iìîâiðíiñòü çäiéñíåííÿ ïîäi¨ P (B) = 1
2
. Çðîçóìiëî,

òàêîæ, ùî P
(
B̄
)
= 1

2
, äå B̄ � ïîäiÿ ÿêà ïðîòèëåæíà äî ïîäi¨ B. Íåõàé ïîäiÿ

C ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî íà ÷åðãîâîìó åòàïi àëãîðèòìó APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
âèêîðèñòàííÿ iíäåêñó lr = t � çàáîðîíåíî. Iíøèìè ñëîâàìè, àíàëiç ìíîæèíè
X̄D
t (yr−1) çäiéñíþâàòèñü íå áóäå. Îñêiëüêè çàáîðîíà àáî äîçâië àíàëiçó ìíî-

æèíè X̄D
t (yr−1) âiäáóâà¹òüñÿ íà ïiäñòàâi âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi 1− F̃X,t

(
f lim
t

)
=

pt ≥ εt, òîäi ïîäiÿ C çäiéñíèòüñÿ êîëè F̃X,t
(
f lim
t

)
= p̄t > 1− εt. Çíà÷åííÿ 1− εt

¹ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ïðè ÿêîìó ïîäiÿ C âèíèêà¹. Òîìó ìîæíà ââàæàòè,
ùî iìîâiðíiñòü çäiéñíåííÿ ïîäi¨ C äîðiâíþ¹ 1− εt, P (C) = 1− εt òà P

(
C̄
)
= εt,

äå C̄ � ïðîòèëåæíà äî C ïîäiÿ. Ïîäi¨ B òà C íiÿê íå âïëèâàþòü îäíà íà
îäíó, òîáòî âîíè ¹ íåçàëåæíèìè. Âèçíà÷èìî ïîäiþ A, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ïðè çàáîðîíi ïîäàëüøîãî àíàëiçó ìíîæèíè X̄D

t (yr−1) âîíà âñå æ ìiñòèòü òî-
÷êè â ÿêèõ çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ áiëüøå íiæ fk−1

0 , òîáòî ïîäi¨ B òà C

çäiéñíÿòüñÿ îäíî÷àñíî. Òîäi P (A) = P (B)P (C) =
1− εt
2

, êðiì òîãî P
(
Ā
)
=
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P
(
B̄
)
P (C) + P (B)P

(
C̄
)
+ P

(
B̄
)
P
(
C̄
)
=

1 + εt
2

. Íå âàæêî ïîìiòèòè, ùî ïðè

εt → 1 P (A) → 0, òîáòî ïðè çáiëüøåííi εt iìîâiðíiñòü çäiéñíåííÿ ïîäi¨ C çðî-
ñòà¹ i êîëè εt = 1 àíàëiç óñiõ ìíîæèí X̄D

t (yr−1) áóäå çàáîðîíåíèé. Ïðè εt → 0

P (A) → 1

2
, òîáòî ïðè çìåíøåííi εt iìîâiðíiñòü çäiéñíåííÿ ïîäi¨ C çìåíøó¹òüñÿ

i êîëè εt = 0 àíàëiç óñiõ ìíîæèí X̄D
t (yr−1) áóäå äîçâîëåíèé, ùî ïðèâîäèòü äî

àëãîðèòìó AStdLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
.

Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó Wr, ÿêà ðiâíà 1, ÿêùî íà åòàïi r ïîäiÿ A
çäiéñíèëàñÿ i 0 � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Òîäi iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïiñëÿ âè-
êîíàííÿ nt åòàïiâ àíàëiç ìíîæèí X̄D

t (yr−1) áóëî mt ðàçiâ ïîìèëêîâî çàáîðîíåíî
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

P

(
nt∑
r=1

Wr = mt

)
= Cmt

nt

(1− εt)
mt

2mt

(1 + εt)
nt−mt

2nt−mt
=

Cmt
nt

2nt
(1− εt)

mt (1 + εt)
nt−mt , (5)

äå Cmt
nt

� áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè.

Òåîðåìà 1. ßêùî 2mt < nt òà ε
∗
t =

nt − 2mt

nt
, òîäi iìîâiðíiñòü (5) íàáóâà¹

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ i ïðè öüîìó lim
nt→+∞

P

(
nt∑
r=1

Wr = mt

)
=

mmt−1
t

(mt − 1)!
e−mt.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ εt ïðè ÿêîìó ôóíêöiÿ h (et) = (1− εt)
mt ×

(1 + εt)
nt−mt íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ïåðøó ïî-

õiäíó ôóíêöi¨ h (et),
dh

dεt
= (1− εt)

mt−1 × (1 + εt)
nt−mt−1 × (nt − 2mt − εtnt) òà

ðîçâ`ÿæåìî ðiâíÿííÿ
dh

dεt
= 0. Îòðèìà¹ìî òðè êðèòè÷íi òî÷êè ε∗t = ±1 i ε∗t =

nt − 2mt

nt
. Çíà÷åííÿ ε∗t = −1 âiäêèäà¹ìî, îñêiëüêè 0 ≤ εt ≤ 1 i âîíî íå ìîæå áóòè

âiä`¹ìíèì. Õî÷à çíà÷åííÿ ε∗t = 1 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ h (et)
éîãî òàêîæ âiäêèäà¹ìî, îñêiëüêè iìîâiðíiñòü çäiéñíåííÿ ïîäi¨ C P (C) = 1−εt =
0, òîáòî ïîäiÿ C � íåìîæëèâà, à îòæå àëãîðèòì APrLexMax

(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
áó-

äå ïîâíiñòþ ïðîõîäèòè çà ñõåìîþ àëãîðèòìó AStdLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
. Ïî-

êàæåìî, ùî ε∗t =
nt − 2mt

nt
� òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ h (et). Çíàéäåìî

d2h

dε2t
= (1− εt)

mt−2 × (1 + εt)
nt−mt−2×

×
((
n2
t + nt

)
ε2t − 2nt (nt − 2mt) εt + (nt − 2mt)

2 − nt
)
.

Ðîçâ'ÿçîê íåðiâíîñòi
d2h

dε2t
< 0 âèçíà÷à¹ iíòåðâàë (6) íà ÿêîìó ôóíêöiÿ

d2h

dε2t
(et)
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âiä`¹ìíà.

nt − 2mt

nt + 1
−
√
nt (nt + 4mt (nt −mt))

n2
t + nt

≤ εt ≤

≤ nt − 2mt

nt + 1
+

√
nt (nt + 4mt (nt −mt))

n2
t + nt

(6)

Ïîêàæåìî, ùî ε∗t =
nt − 2mt

nt
íàëåæèòü iíòåðâàëó (6). Âðàõîâóþ÷è, ùî 2mt < nt,

îòðèìà¹ìî ε∗t −
nt − 2mt

nt + 1
=

nt − 2mt

nt (nt + 1)
> 0. Îòæå ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (6)

çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ. Äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè, ùî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ òàêîæ i ïðàâà
÷àñòèíà íåðiâíîñòi (6) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ïðè 2mt < nt âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü nt − 2mt ≤

√
nt (nt + 4mt (nt −mt)). Äiéñíî (nt − 2mt)

2 = n2
t − 4ntmt +

4m2
t ≤ nt (nt + 4mt (nt −mt)) ⇒ 4mt (mt − nt) ≤ 4mtnt (nt −mt)⇒(mt − nt) ≤

0 ≤ nt (nt −mt). Öå äîâîäèòü, ùî ε∗t =
nt − 2mt

nt
� òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêöi¨

h (et), îòæå, ïðè öüîìó çíà÷åííi iìîâiðíiñòü (5) íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åí-
íÿ.

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ ε∗t =
nt − 2mt

nt
â (5). Âðàõîâóþ÷è, ùî 1 − ε∗t =

2mt

nt
i

1 + ε∗t =
2 (nt −mt)

nt
, ïåðåïèøåìî (5) íàñòóïíèì ÷èíîì:

Cmt
nt

mmt
t

nmt
t

(nt −mt)
nt−mt

nnt−mt
t

= Cmt
nt

mmt
t

nmt
t

(
1 +

(−mt)

nt

)nt
(
1− mt

nt

)−mt

=

=

mt−1∏
i=1

(nt − i)

(mt − 1)!

(
mt

nt

)mt−1(
1 +

(−mt)

nt

)nt
(
1− mt

nt

)−mt

=

=
mt−1∏
i=1

(
1− i

nt

)
mmt−1
t

(mt − 1)!

(
1 +

(−mt)

nt

)nt
(
1− mt

nt

)−mt

.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè nt → +∞, îòðèìà¹ìî lim
nt→+∞

P

(
nt∑
r=1

Wr = mt

)
=

mmt−1
t

(mt − 1)!
e−mt . Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî 2mt = nt, òîäi ε∗t =
nt − 2mt

nt
= 0 òà iìîâiðíiñòü çäiéñíå-

ííÿ ïîäi¨ C P (C) = 1 − ε∗t = 1. Ïðè öüîìó íå áóäå çäiéñíåíî æîäíîãî ïîâíîãî
åòàïó çà àëãîðèòìîì APrLexMax

(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
, òîáòî çàâæäè áóäå nt = 1.

ßêùî 2mt > nt, òîäi ε∗t =
nt − 2mt

nt
< 0. Öå îçíà÷à¹, ùî íà ïðîìiæêó 0 ≤ εt ≤ 1

ôóíêöiÿ h (et) ìà¹ ëèøå îäíó êðèòè÷íó òî÷êó ε∗t = 1 ÿêà ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî
ìiíiìóìó.

Íåõàé W̄r � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ÿêà ðiâíà 1, ÿêùî íà åòàïi r ïîäiÿ A íå
çäiéñíèëàñÿ i 0 � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Âèçíà÷èìî iìîâiðíiñòü

P

(
nt∑
r=1

W̄r = mt

)
=
Cmt
nt

2nt
(1 + εt)

mt (1− εt)
nt−mt (7)
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òîãî, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ nt åòàïiâ æîäíà iç mt âiäêèíóòèõ ìíîæèí X̄D
t (yr−1)

íå áóäå ìiñòèòè ðîçâ`ÿçêó ÿêèé çà öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ êðàùèé íiæ xk−1. Ìà¹
ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. ßêùî 2mt > nt òà ε
∗
t =

2mt − nt
nt

, òîäi iìîâiðíiñòü (7) íàáóâà¹

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ i ïðè öüîìó lim
nt→+∞

P

(
nt∑
r=1

W̄r = mt

)
=

mmt−1
t

(mt − 1)!
e−mt.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè çäiéñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî òîãî ÿê öå ðî-
áèëîñÿ äëÿ òåîðåìè 1.

Íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî:

Íàñëiäîê 1. Íà ïðîìiæêó 0 ≤ εt ≤ 1 çíà÷åííÿ iìîâiðíîñòåé (5) òà (7)

ìîíîòîííî ñïàäàþòü âiä
Cmt
nt

2nt
äî 0 ïðè 2mt < nt òà 2mt > nt âiäïîâiäíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü çàáîðîí íå ïåðåâèùó¹
nt
2
òà εt îáè-

ðà¹òüñÿ çà óìîâè âèíèêíåííÿ íàéãiðøî¨ ñèòóàöi¨, òîáòî εt =
nt − 2mt

nt
. Ïåðø

çà âñå íàñ öiêàâèòü âèïàäîê êîëè iìîâiðíiñòü ïîìèëîê ïðè çàáîðîíi ïîäàëü-
øîãî àíàëiçó ìíîæèí X̄D

t (yr−1) ¹ ìiíiìàëüíîþ. ßêùî mt = 1, òîäi îòðèìà¹ìî

P

(
nt∑
r=1

Wr = 1

)
� iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ nt åòàïiâ àëãîðèòìó

APrLexMax
(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
àíàëiç ìíîæèíè X̄D

t (yr−1) áóëî îäèí ðàç ïîìèëêîâî
çàáîðîíåíî. Çðîçóìiëî, ùî ÿêáè öi¹¨ çàáîðîíè íå ñòàëîñÿ, òîäi áóâ áè çíàéäåíèé
ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè

{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > fk−1
0 , x̄ ≤L x ≤L yr−1

}
.

ßêùî ïîäàëüøèé àíàëiç ìíîæèí X̄D
t (yr−1) áóäå çàáîðîíåíî, òîäi ìîæå âèíè-

êíóòè òàêà ñèòóàöiÿ, ùî õî÷à ìíîæèíà
{
x ∈ XD

∣∣ f0 (x) > fk−1
0 , x̄ ≤L x ≤L yr−1

}
� íå ïîðîæíÿ, òîáòî ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ìíîæèíè iñíó¹ àëå âií áóäå

ïðîïóùåíèé. Îòæå, ïðèmt = 1 ìà¹ìî εt =
nt − 2

nt
, P

(
nt∑
r=1

Wr = 1

)
=

(
nt − 1

nt

)nt−1

òà lim
nt→+∞

P

(
nt∑
r=1

Wr = 1

)
= e−1. Àëå ïðè mt = 1, 1 − εt =

2

nt
i ïðè nt → +∞,

1− εt → 0. Öå îçíà÷à¹, ùî àíàëiç ïåðåâàæíî¨ áiëüøîñòi ìíîæèí X̄D
t (yr−1) áóäå

äîçâîëÿòèñÿ. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî 2mt = nt − 1, òîäi εt =
nt − nt + 1

nt
=

1

nt
i

1 − εt =
nt − 1

nt
òà ïðè nt → +∞, 1 − εt → 1. À öå îçíà÷à¹, ùî àíàëiç ïåðå-

âàæíî¨ áiëüøîñòi ìíîæèí X̄D
t (yr−1) áóäå çàáîðîíÿòèñÿ. Ùîá äiéòè äî ïåâíîãî

êîìïðîìiñó ïðè äîçâîëi àáî çàáîðîíi ïîäàëüøîãî àíàëiçó ìíîæèí X̄D
t (yr−1) ïðè

âèáîði εt çíà÷åííÿ mt ñëiä îáèðàòè òàê, ùîá êiëüêiñòü çàáîðîí íà äîçâîëiâ áóëà
çáàëàíñîâàíîþ â òîìó ñåíñi, ùîáè ïðè çàäîâiëüíié øâèäêîñòi ðîáîòè àëãîðèòìó
APrLexMax

(
X̄D (x̂0, x̃, s)

)
êiëüêiñòü ïîìèëêîâèõ çàáîðîí áóëà áè íå âèñîêîþ.
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