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Sufficient conditions equivalent concepts of stochastic stability and exponential stability in the
mean square for stochastic dynamic systems random structure with Markov switching are obtained.

Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi êîíöåïöié ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òà åêñïîíåíöi-
àëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè âèïàäêîâî¨
ñòðóêòóðè ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè.

1. Âñòóï. Ó çàäà÷àõ ñòàáiëiçàöi¨ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì êîíöåïöi¨ ñòîõàñòè-
÷íî¨ ñòiéêîñòi òà åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ó l.i.m. ñòîÿòü ïîðó÷. Òàê, ðîçâ'ÿ-
çàííÿ çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïåðåäáà÷à¹ ïîáóäîâó îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ, ÿêå, îêðiì ìiíiìiçàöi¨ âàðòîñòi êåðóâàííÿ, ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó äî ñòî-
õàñòè÷íî ñòiéêî¨ [1]� [4], ó òîé æå ÷àñ, êîëè äîïóñòèìèì ¹ òàêå êåðóâàííÿ, ïðè
ÿêîìó ñèñòåìà ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó [1]� [5].
Âðàõîâóþ÷è òå, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ¹ îäíî÷àñíî äîïóñòèìèì, î÷åâèäíîþ
¹ ïðàêòè÷íà ïîòðåáà ÷iòêî îêðåñëèòè êëàñ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, äëÿ ÿêèõ îêðiì
êîíöåïöi¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó âëàñòèâà êîí-
öåïöiÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi.

Äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì ç ìàðêîâñüêèìè ïàðàìåòðàìè ç íåïåðåðâíèì àáî äèñ-
êðåòíèì ÷àñîì åêâiâàëåíòíiñòü âêàçàíèõ êîíöåïöié ñòiéêîñòi äîâåäåíà â [6]. Â
äàíié ðîáîòi çà ñõîæîþ ìåòîäèêîþ âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíî-
ñòi êîíöåïöié ñòîõàñòè÷íî¨ ñòàéêîñòi é åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè ç
ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îçíà÷åííÿ. Íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi (Ω,F,F :=
{Ft, t ≥ 0},P) [7] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà äèíàìi÷íà ñèñòåìà âèïàäêîâî¨ ñòðó-
êòóðè, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

dx(t) = a(t, x(t), ξ(t))dt+ b(t, x(t), ξ(t))dw(t), t ∈ R+\T, (1)

ç ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè

∆x(t)|t=tk = x(tk)− x(tk−) = g(tk−, x(tk−), ξ(tk−), ηk),

tk ∈ T := {tk ↑, k = 0, 1, 2, . . .}, lim
k→∞

tk = +∞, (2)

i ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(0) = x0 ∈ Rm, ξ(0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H. (3)

Òóò x(t), t ≥ 0 � âåêòîð ñòàíó ñèñòåìè, ξ(t), t ≥ 0 � ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ iç
çíà÷åííÿìè ó âèìiðíîìó ïðîñòîði Y; ηk, k ≥ 0 � ëàíöþã Ìàðêîâà iç çíà÷åííÿìè
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ó âèìiðíîìó ïðîñòîði H, w(t), t ≥ 0� ñòàíäàðòíèé îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ ïðîöåñ;
ïðîöåñè ξ, η òà w � Ft-âèìiðíi i íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi [7], [8].

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âèìiðíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ âiäîáðàæåííÿ a : R+ ×
Rm×Y → Rm, b : R+×Rm×Y → Rm i g : R+×Rm×Y×H → Rm çàäîâîëüíÿþòü
çà äðóãèì àðãóìåíòîì óìîâó Ëiïøèöÿ ðiâíîìiðíî çà âñiìà iíøèìè àðãóìåíòàìè

|a(t, x1, y)− a(t, x2, y)|2 + |b(t, x1, y)− b(t, x2, y)|2+

+|g(t, x1, y, h)− g(t, x2, y, h)|2 ≤ L|x1 − x2|2, L > 0, (4)

∀t ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, x1, x2 ∈ Rm, i óìîâó îáìåæåíîñòi

sup
t≥0, y∈Y, h∈H

(|a(t, 0, y)|+ |b(t, 0, y)|+ |g(t, 0, y, h)|) = c <∞, (5)

i, êðiì òîãî, ∀ T <∞

sup
y∈Y, x∈Rm

T∫
0

|b(t, x, y)|2dt < +∞. (6)

Çðîçóìiëî, ùî âèêîíàííÿ óìîâ (4)�(6) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
(1)�(3) [9].

Ìîæíà äîâåñòè, ùî òðiéêà {x(t), ξ(t), η(t)}, äå η(t) = ηk, tk ≤ t < tk+1, k ≥ 0,
ÿâëÿ¹ ñîáîþ ôåëëåðiâñüêèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ i ðîçãëÿíóòè îïåðàòîð Ëÿïóíî-
âà íà âèìiðíèõ ôóíêöiÿõ v(x, y, h) : Rm×Y×H → R1, ÿêèé çàäàíèé ðiâíiñòþ [8]

Lv(x, y, h) := lim
∆t↓0

1

∆t

[
E(t)
y,h,x{v(x(t+∆t), ξ(t+∆t), η(t+∆t))} − v(x, y, h)

]
, (7)

äå E(t)
y,h,xv := E{v/x(t) = x, ξ(t) = y, η(t) = h}.
Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè (1)-

(3) íàçâåìî íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ v(x, y, h), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
� ïðè âñiõ y ∈ Y, h ∈ H, x ∈ Rm âèçíà÷åíèé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà (7);
� ïðè r → ∞ v(r) := inf

y∈Y, h∈H, |x|≥r
v(x, y, h) → ∞;

� ïðè r → 0 v(r) := sup
y∈Y, h∈H, |x|≤r

v(x, y, h) → 0;

� v(r) i v(r) íåïåðåðâíi i ìîíîòîííi.
Îñêiëüêè ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê x(t), t ≥ 0, ðiâíÿííÿ (1) ç ìàðêîâñüêèìè ïå-

ðåìèêàííÿìè (2) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3), òî äàëi
ïîçíà÷àòèìåìî éîãî x(t, x0, y, h).

Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ ñèñòåìè (1)�(3) òî÷êà ðiâíîâàãè 0 ¹
� ñòîõàñòè÷íî ñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó x0 ∈ Rm i ïî-

÷àòêîâèõ ñòàíiâ y äëÿ ξ òà h äëÿ η

E
{ ∞∫

0

|x(t, x0, y, h)|2dt
}
<∞;

� åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ïî÷àòêîâîãî ñòàíó x0 ∈ Rm i ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ y äëÿ ξ òà h äëÿ η iñíóþòü
êîíñòàíòè α > 0, β > 0 òàêi, ùî

E|x(t, x0, y, h)|2 ≤ α|x0|2e−βt,∀t ≥ 0.
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3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi é åêñïîíåíöàëüíî¨

ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äëÿ ñèñòåìè (1)�(3) ¹ iñíóâàííÿ ïîñëi-
äîâíîñòi ôóíêöié Ëÿïóíîâà vk(x, y, h), k ≥ 0, òà ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ äîäàòíèõ
ôóíêöié c(·), f(·) òà z(·), c(0) = 0, f(0) = 0, z(0) = 0, òàêèõ, ùî çà óìîâè

f(|x(t, x0, y, h)|2) ≤ vk(x, y, h) ≤ z(|x(t, x0, y, h)|2) (8)

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

Lvk(x, y, h) ≤ −c(|x(t, x0, y, h)|), (9)

äëÿ t ∈ [tk, tk+1), k ≥ 0, i

kNT+n−1∑
j=kNT

E{vj(x, ξ(tj), ηj)} ≤ χk(vk(x(tk−), ξ(tk−), ηk)), (10)

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî NT ≥ 0, k ≥ 0, n = 1, 2, ..., NT , äå χk : R+ → R+ ¹ íåñïàäíîþ
ôóíêöi¹þ i χk(s) ≤ s.

Çàóâàæåííÿ. Óìîâè (9), (10) ¹ ïîñëàáëåííÿì êëàñè÷íèõ óìîâ åêñïîíåíöi-
àëüíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ ñèñòåìè (1)�(3) [10].

Äîâåäåííÿ. Íà iíòåðâàëi [tk, tk+1), k ≥ 0, ðîçãëÿíåìî ñëàáêèé iíôiíiòåçè-
ìàëüíèé îïåðàòîð íà ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà vk(x, y, h). Íà îñíîâi (9) ìà¹ìî

Lvk(x, y, h) ≤ −c(|x(t, x0, y, h)|) = −c(|x(t, x0, y, h)|)
vk(x, y, h)

· vk(x, y, h) ≤ −αvk(x, y, h),

äå ñêàëÿð α > 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

α = min
x

c(|x(t, x0, y, h)|)
z(|x(t, x0, y, h)|)

.

Çà ôîðìóëîþ Äèíêiíà [8] äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [tk, tk+1), i äåÿêîãî k ≥ 0

E


k−1∑
j=0

tj+1∫
tj

Lvj(x(s), y, h)ds+

t∫
tk

Lvk(x(s), Y, h)ds

 =

=
k−1∑
j=0

E{vj+1(x(tj+1−), ξ(tj+1−), η(tj+1−))} − vj(x(tj), ξ(tj), η(tj))+

+Evk(x(tk), ξ(tk), η(tk))− vk(x, y, h) =

E{vk(x(tk), ξ(tk), η(tk))} − v0(x0, y, h)+[
k

NT

]
−1∑

k=0

(k+1)NT−1∑
j=kNT

E{vj(x(tj−), ξ(tj−), η(tj−))} − vj(x(tj), ξ(tj), η(tj))+
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+
k∑

j=
[

k
NT

]
NT

E{vj(x(tj−), ξ(tj−), η(tj−))} − vj(x(tj), ξ(tj), η(tj)).

Òîäi ç (10) îòðèìó¹ìî, ùî

E{vk(x(tk), ξ(tk), η(tk))} − v0(x0, y, h) ≤

≤ E


k−1∑
j=0

tj+1∫
tj

Lvj(x(s), ξ(tj), η(tj))ds+

t∫
tk

Lvk(x(s), ξ(tk), η(tk))ds

 ≤

≤ −αE


k−1∑
j=0

tj+1∫
tj

vj(x(s), ξ(tj), η(tj))ds+

t∫
tk

vk(x(s), ξ(tk), η(tk))ds

 =

= −αE


t∫

0

vk(x(s), ξ(tk), η(tk))ds

 .

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

d

dt
E{vk(x, ξ(tk), ηk)} ≤ −α d

dt

t∫
0

E{vk(x(s), ξ(tk), ηk)}ds = −αE{vk(x, y, h)},

òîáòî, çãiäíî ç ëåìîþ Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

E{vk(x, y, h)} ≤ v0(x0, y, h)e
−αt.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i (8) âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (1)�(3) åêñïîíåíiàëüíî ñòié-
êà â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó i òîìó ¹ ñòîõàñòè÷íî ñòiéêîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

4. Âèíîâêè. Ó äàíié ðîáîòi âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi
êîíöåïöié ñòîõàñòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òà åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç ìàðêîâñüêèìè ïàðàìå-
òðàìè i ïåðåìèêàííÿìè, òîáòî âäàëîñÿ ïîñëàáèòè êëàñè÷íi óìîâè åêñïîíåíöi-
àëüíî¨ ñòiéêîñòi äëÿ ñèñòåìè (1)�(3). Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëü-
òàòó äèêòó¹òüñÿ íåîáõiäíiñòþ ÿêíàéòî÷íiøîãî îêðåñëåííÿ êëàñó äîïóñòèìèõ
ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ äëÿ âêàçàíèõ ñèñòåì, i, ÿê íàñëi-
äîê, åêîíîìi¨ çàòðàò (íàïðèêëàä, ÷àñó) ïðè âèáîði îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.
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