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ÏÐÎ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÌÀßÒÍÈÊÀ Â ÑÅÐÅÄÎÂÈÙI Ç ÎÏÎÐÎÌ

Âñòóï. Â áàãàòüîõ çàäà÷àõ òåîði¨ êîëèâàíü ïðèõîäèòüñÿ äîñëiäæóâàòè êîëè-
âàííÿ ìàÿòíèêà ïiä äi¹þ iìïóëüñíèõ ñèë. Áàãàòî êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ òàêèõ
çàäà÷ ìîæíà çíàéòè â âiäîìèõ ìîíîãðàôiÿõ [1�3]. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ òà-
êèõ çàäà÷ ¹ ðîçðèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè â ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ
ïî òðà¹êòîðiÿõ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0,
δ2

4
< ω2,

i ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè ïðè ïðîõîäæåííi ôàçîâîþ òî÷êîþ (x, ẋ) ïåâ-
íèõ ìíîæèí íà ôàçîâié ïëîùèíi (x0ẋ) íàïðèêëàä, ïðè ïðîõîäæåííi òî÷êîþ
(x(t), ẋ(t)) çàäàíî¨ ïðÿìî¨ x = x0, àáî æ ïðÿìî¨ ẋ = 0. Ðÿä öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ
äîñëiäæåííÿ òàêîãî îñöèëÿòîðà ìiñòèòüñÿ â ìîíîãðàôiÿõ [1 � 3]. Â öèõ ðîáî-
òàõ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî â ðåçóëüòàòi äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè â ñèñòåìi çáiëüøó¹òüñÿ
êiëüêiñòü ðóõó àáî æ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ îñöèëÿòîðà íà äåÿêó ñòàëó âåëè÷èíó.
Âñòàíîâëåíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â òàêèõ ñèñòåìàõ, äîñëiäæó¹-
òüñÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òàêèõ öèêëiâ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öè-
êëiâ â ðîçðèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ íà ïëîùèíi, ðîçãëÿíåìî òàêó ñèñòåìó

ẍ+ δẋ+ ω2x = 0, ẋ ̸= 0, (1)

∆ẋ|ẋ=0 =

{
−I0, x > 0,
0, x < 0,

ω2 >
δ2

4
.

Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü îïèñó¹ ðóõ îñöèëÿòîðà â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì, ïðè÷îìó
ñèëà îïîðó íå ââàæà¹òüñÿ ìàëîþ. Çðîçóìiëî, ùî êîëè I0 = 0, òî îñöèëÿòîð
ç ÷àñîì çàòóõà¹. Êîëèâàííÿ â òàêié ñèñòåìi ìîæëèâi, ÿêùî I0 ̸= 0. Ç'ÿñó¹ìî
çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìè, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ êîëèâàííÿ â öié ñèñòåìi.

Çàïðîâàäèìî íà ôàçîâié ïëîùèíi (x0ẋ) àìïëiòóäíî-ôàçîâi êîîðäèíàòè (a, φ)
çà ôîðìóëàìè

x = a cosφ, ẋ = a

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

)
, Ω2 = ω2 − δ2

4
. (2)

Â öèõ êîîðäèíàòàõ âèõiäíà ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó

da

dt
= −δ

2
a,

dφ

dt
= −Ω, tg φ ̸= δ

2Ω
, (3)

∆a|φ=φ0+kπ =

(
cosφ0

cosφ∗ − 1

)
a, ∆φ|φ=φ0+kπ = φ∗ − φ0.

Çàóâàæèìî, ùî çìiííi a i φ ç x i ẋ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè
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x2 +
1

Ω2

(
ẋ+

δ

2
x

)2

= a2,
ẋ

x
= −δ

2
+ Ωtg φ.

Ïiâïðÿìà iìïóëüñíî¨ äi¨ ẋ = 0, x > 0 ¹ ïðîìiíü φ = φ0 = arctg δ
2Ω
.

Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæëèâi â òàêié iìïóëüñíié ñèñòåìi íåçàòóõàþ÷i êîëè-
âàííÿ, äîñèòü äîñëiäèòè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ïiâïðÿìî¨ ẋ = 0 â ñåáå, êîëè
ïîëÿðíèé êóò φ ïî òðà¹êòîðiÿì âèõiäíî¨ ñèñòåìè íàáóäå ïðèðiñò 2π âiä ïî÷àòêó
ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè. Íåõàé ôàçîâà òî÷êà ïî÷èíà¹ ðóõ ïðè t = −0 ç òî÷êè (x0, 0)
ïðÿìî¨, x0 > 0. Â öåé ìîìåíò ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè âîíà "ïåðåñêàêó¹" â
òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x0,−I0). Äàëi âîíà ðóõà¹òüñÿ ïî ëîãàðèôìi÷íié ñïiðàëi

a(φ) = a0e
δ
2Ω
φ

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, äî ìîìåíòó ïåðåòèíó öi¹¨ ñïiðàëi ç ïiâïðÿìîþ
ẋ = 0, x > 0. Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè áóäå ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî âêàçàíà ñïiðàëü
ïåðåòíå öþ ïiâïðÿìó â òî÷öi (x0, 0). Òî÷êà x0 i ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ îïèñàíîãî
âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h : x→ h(x).

Çàïèøåìî ÿâíî âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ h(x). Òî÷êà (x0, 0) â çìiííèõ (φ, a) ìà¹
êîîðäèíàòè (φ0, a0), x0 = a0 cosφ0, à òî÷êà (x0,−I0) - êîîðäèíàòèφ∗,

√
x20 +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x0

)2
 , φ∗ = arctg

1

Ω

(
δ

2
− I

x0

)
, (4)

à òîìó ôàçîâà òî÷êà, âèéøîâøè ç öi¹¨ òî÷êè äàëi ðóõà¹òüñÿ ïî ñïiðàëi

a(φ) =

√
x20 +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x0

)2

e
δ
2Ω

(φ−φ∗)

äîòè, ïîêè çìiíà φ íàáóäå çíà÷åííÿ −2π+φ0, òîáòî ñïiðàëü ïåðåòíå ïðîìiíü
ẋ = 0, x > 0.

Â ìîìåíò öüîãî ïåðåòèíó

a(−2π + φ0) =

√
x20 +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x0

)2

e
δ
2Ω

(−2π+φ0−φ∗).

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h(x) ìà¹ âèãëÿä

h : x→ h(x) =

√
x2 +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x

)2

e−
δ
2Ω

(2π+φ∗−φ0) · cosφ0. (5)

Íåðóõîìi òî÷êè öüîãî âiäîáðàæåííÿ � öå ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

cos2 φ0 ·

(
x2 +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x

)2
)

= e
δ
Ω
(2π+φ∗−φ0) · x2. (6)

Ïðîàíàëiçó¹ìî öå ðiâíÿííÿ äåòàëüíiøå, ïåðåïèñàâøè éîãî â âèãëÿäi[
1 +

1

Ω2

(
δ

2
− I

x

)2
]
e−

δ
Ω
arctg 1

Ω(
δ
2
− I

x) = e
δ
Ω
(2π−φ0) ·

(
1 +

(
δ

2Ω

)2
)
. (7)
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Ïîçíà÷èâøè ëiâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ ÷åðåç g(x), áà÷èìî, ùî g(x) ìîíî-
òîííî ñïàäíà ïðè x > 0 ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó g(x) → +∞, êîëè x→ 0+ i

lim
x→∞

g(x) =

(
1 +

(
δ

2Ω

)2
)
e−

δ
Ω
arctg φ0 .

Ïîðiâíþþ÷è öå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíÿííÿ, áà÷èìî, ùî
âîíî ìåíøå âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè, à òîìó äàíå ðiâíÿííÿ çàâæäè ìà¹ îäèí äîäàòíèé
êîðiíü. Oòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî äîäàòíîãî çíà÷åííÿ I âiäîáðàæåííÿ
Ïóàíêàðå h(x) ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó x∗ > 0, h(x∗) = x∗, à òîìó âèõiäíà
ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçðèâíèé öèêë:

x2 +

(
ẋ+

δ

2
x

)2

· 1

Ω2
=

(
x2∗ +

1

Ω2

(
−I + δ

2
x

)2
)
e

δ
2Ω(φ−arctg

1
Ω(

δ
2
− I

x∗ )), (8)

φ0 < φ < 2π + φ∗.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òîé æå ëiíiéíèé ìàÿòíèê ïiä äi¹þ iìïóëüñíî¨ ñèëè çà óìî-
âè, ùî âîíà äi¹ â ìîìåíò ïðîõîäæåííÿ íèì ïîëîæåííÿ ç íóëüîâîþ øâèäêiñòþ, à
¨¨ âåëè÷èíà ïðîïîðöiéíà ïîëîæåííþ ìàÿòíèêà â öåé ìîìåíò, òîáòî ðîçãëÿíåìî
ðîçðèâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó

ẍ+ δẋ+ ωx2 = 0, ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 =

{
αx, x > 0,
0, x ≤ 0, α < 0.

(9)

Ïîêàæåìî, ùî â òàêié iìïóëüñíié ñèñòåìi ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ
âñi ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè ïåðiîäè÷íèìè à ¨õ òðà¹êòîði¨ � öå îäíîiìïóëüñíi
ðîçðèâíi öèêëè. Çàóâàæèìî, ùî ôàçîâà òî÷êà (x, ẋ) äå δ íå ïî÷èíàëà ñâié ðóõ
ïî òðà¹êòîði¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ç ÷àñîì ïåðåòèíàòèìå ïðÿìó
iìïóëüñíî¨ äi¨ ẋ = 0, à òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ìîæëèâi ðóõè ôàçîâî¨ òî÷êè,
ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ç òî÷îê öi¹¨ ïðÿìî¨.

Ïåðåéøîâøè â ñèñòåìi (9) äî çìiííèõ (a, φ) çà ôîðìóëàìè (2) ìàòèìåìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü

da
dt

= − δ
2
a, dφ

dt
= −Ω, tg φ ̸= δ

2Ω
,

∆a|tg φ= δ
2Ω

=
(

cosφ0

cosφ∗ − 1
)
a, tg φ+|tg φ= δ

2Ω
= 1

Ω

(
α + δ

2

)
,

(10)

â ÿêié

φ0 = arctg
δ

2Ω
, φ∗ = arctg

1

Ω

(
α +

δ

2

)
.

Ùîá ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå, ðîçìiðêîâó¹ìî, ÿê i â
ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, òàê: íåõàé ôàçîâà òî÷êà (x(t), ẋ(t)) ïî÷èíà¹ ñâié ðóõ
t = 0− ç òî÷êè ïðÿìî¨ ẋ = 0, x0 > 0. (x0, 0) Çðàçó æ âîíà "ïåðåñêàêó¹"â òî÷êó ç
êîîðäèíàòàìè (x0, αx0) i äàëi ðóõà¹òüñÿ ïî òðà¹êòîði¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè
iç (3) äî ìîìåíòó ïåðåòèíó öi¹¨ òðà¹êòîði¨ ç äîäàòíîþ ïiââiññþ îñi àáñöèñ: ẋ =
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0, x > 0. ßêùî òàêèé ïåðåòèí âiäáóäåòüñÿ â òî÷öi (x0, 0), òî ðóõ ôàçîâî¨
òî÷êè ñòà¹ ïåðiîäè÷íèì, à ¨¨ òðà¹êòîðiÿ � öå øìàòîê âiäïîâiäíî¨ òðà¹êòîði¨
äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè iç (3).

Çàïèøåìî âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. B àìïëiòóäíî-ôàçîâèõ êîîð-
äèíàòàõ (φ, a) òî÷öi (x0, 0) âiäïîâiäà¹ çàïèñ (φ0, a0), x0 = a0 cosφ0, à òî÷êà

(x0, αx0) â öèõ çìiííèõ ìà¹ êîîðäèíàòè
(
φ∗, cosφ0

cosφ∗a0

)
.

Âèéøîâøè ç öi¹¨ òî÷êè ôàçîâà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ äàëi çà çàêîíîì:

a(φ) =
cosφ0

cosφ∗a0 · e
δ
2Ω

(φ−φ∗) (11)

äî òèõ ïið, ïîêè φ íàáóäå çíà÷åííÿ φ = −2π + φ0, òîáòî âêàçàíà ñïiðàëü
ïåðåòíå ïiâïðÿìó ẋ = 0, x > 0. Â ìîìåíò ïåðåòèíó

a(−2π + φ0) =
cosφ0

cosφ∗a0 · e
δ
2Ω

(−2π+φ0−φ∗),

à òîìó âêàçàíà ñïiðàëü a = a(φ) ïåðåòèíà¹ äîäàòíó âiñü àáñöèñ â òî÷öi
x1 = a(−2π + φ0) · cosφ0, àáî æ

x1 =
cosφ0

cosφ∗x0 · e
δ
2Ω

(−2π+φ0−φ∗). (12)

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ìà¹ âèãëÿä

h : x→ cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(−2π+φ0−φ∗) · x, x > 0. (13)

Öå ëiíiéíå îäíîðiäíå âiäîáðàæåííÿ, êîæíà òî÷êà x0 > 0 äëÿ ÿêîãî ¹ íåðóõî-
ìîþ òî÷êîþ, ÿêùî òiëüêè ïàðàìåòðè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (9) òàêi, ùî

cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(−2π+φ0−φ∗) = 1. (14)

Çàïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi(
1 +

1

Ω2

(
α +

δ

2

)2
)
e−

δ
Ω
arctg 1

Ω(α+
δ
2) =

(
1 +

δ2

4Ω2

)
e

δ
Ω(2π−arctg

δ
2Ω), (15)

âðàõîâóþ÷è, ùî

cos2 φ0 =
1

1 + δ2

4Ω2

,
1

cos2 φ∗ = 1 +
1

Ω2

(
α +

δ

2

)2

.

Ïîçíà÷èâøè ëiâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿê ôóíêöiþ çìiííî¨ α, ÷åðåç g(α),
äîñëiäèìî ¨¨ äëÿ α < 0. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî g(α) → +∞, êîëè
α → −∞ i

g(α) →

(
1 +

(
δ

2Ω

)2
)

· e−
δ
Ω
arctg δ

2Ω ,

êîëè α → −0, i îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñòàëà i áiëüøà âiä lim
α→−0

g(α),

òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðiâíÿííÿ ìà¹ ïðè α < 0 ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìè
ïîçíà÷èìî ÷åðåç α = α∗.
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Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (9) α = α∗, òî âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ¹ ïåðiî-
äè÷íèìè, à òðà¹êòîði¨ êîæíîãî ç íèõ ¹ ðîçðèâíèìè öèêëàìè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çáóðåíèé îñöèëÿòîð ïiä äi¹þ òi¹¨ æ iìïóëüñíî¨ ñèëè

ẍ+ δẋ+ ω2x = εf(x, ẋ), ẋ ̸= 0,

∆ẋ|ẋ=0 =

{
α∗x, x > 0,
0, x ≤ 0.

(16)

Òóò f(x, ẋ) - çàäàíà ôóíêöiÿ çìiííèõ x, ẋ, ââàæàòèìåìî ¨¨ íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíîþ, ε - ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð α∗ - êîðiíü ðiâíÿííÿ (14).

Òîáòî ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (16) ïðè
ε = 0 ¹ ïåðiîäè÷íèìè. Âñòàíîâèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ içîëüîâàíèõ ðîç-
ðèâíèõ öèêëiâ â ñèñòåìi (16), êîëè ε ̸= 0.

Çàïðîâàäèâøè â ðiâíÿííÿõ (16) çàìiíó çìiííèõ (2), ïåðåéäåìî âiä öèõ ðiâ-
íÿíü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

da
dt

= − δ
2
a+ ε

Ω
f
(
acosφ, a

(
− δ

2
cosφ+ Ωsinφ

))
sinφ,

dφ
dt

= −Ω + ε
aΩ
f
(
acosφ, a

(
− δ

2
cosφ+ Ωsinφ

))
cosφ,

tgφ ̸= δ

2Ω
, (17)

∆a|tgφ= δ
2Ω

=

(
cosφ0

cosφ∗ − 1

)
a, tgφ+|tgφ= δ

2Ω
=

1

Ω

(
α∗ +

δ

2

)
(18)

â ÿêèõ, ÿê i ðàíiøå,

φ0 = arctg
δ

2Ω
, φ∗ = arctg

1

Ω

(
α∗ +

δ

2

)
. (19)

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó íàäàìî ðiâíÿííÿ (17) ó âèãëÿäi

da
dt

= − δ
2
a+ ε

Ω
f0(a, φ) sinφ,

dφ
dt

= −Ω + ε
Ωa
f0(a, φ) cosφ,

tgφ ̸= δ

2Ω
, (20)

ïîçíà÷èâøè

f0(a, φ) = f

(
acosφ, a

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

))
,

à â ìîìåíòè ÷àñó, êîëè tg φ(t) = δ
2Ω
, cosφ(t) > 0, ìà¹ìî òi æ âåëè÷èíè

ñêà÷êiâ, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè (18).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V (a, φ) ôóíêöiþ

V (a, φ) = ae−
δ
2Ω
φ,

ïîâíà ïîõiäíà ÿêî¨ ïî t, ñêëàäåíà â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü (20) ïðè ε = 0,

d

dt
V (a, φ) = e−

δ
2Ω
φda

dt
− δ

2Ω
e−

δ
2Ω
φ · dφ

dt
≡ 0

íà ïðîìiæêàõ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié a = a(t) i φ = φ(t), òîáòî ïðè tgφ(t) ̸=
δ
2Ω
, cosφ(t) > 0 öÿ ôóíêöiÿ ñòàëà.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2016, âèï. �2 (29)



ÏÐÎ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÌÀßÒÍÈÊÀ Â ÑÅÐÅÄÎÂÈÙI Ç ÎÏÎÐÎÌ. . . 91

Îá÷èñëèìî ïîâíó ïîõiäíó ïî t âiä ôóíêöi¨ V (φ, a) â ñèëó ñèñòåìè ðiâíÿíü
(20), êîëè φ ̸= φ0 + 2kπ i ε ̸= 0. Ìà¹ìî:

d

dt
V (φ, a) =

ε

Ω
e−

δ
2Ω
φ

[
f0(a, φ) sinφ− δ

2Ω
f0(a, φ) cosφ

]
,

àáî æ

d

dφ
V (a, φ) =

ε

Ω
e−

δ
2Ω
φ

[
f0(a, φ) sinφ− δ

2Ω
f0(a, φ) cosφ

]
×

× 1

−Ω + ε
aΩ
f0(a, φ) cosφ

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè ïîðÿäêó ìàëîñòi ε2

d

dφ
V (a, φ) = − ε

Ω2
e−

δ
2Ω
φ

[
f0(a, φ) sinφ− δ

2Ω
f0(a, φ) cosφ

]
.

Çðîçóìiëî, ùî íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ε = 0, ïðè ε ̸= 0 ôàçîâà êðèâà ìî-
æå íå ïîðîäæóâàòè ðîçðèâíèé öèêë âîíà ìîæå ç ðîñòîì φ, íàáëèæàòèñÿ äî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò àáî æ âiä íüîãî âiäõèëÿòèñü. Ùîá ç'ÿñóâàòè ÿêèé ç öèõ âè-
ïàäêiâ íàñïðàâäi ìà¹ ìiñöå ðîçãëÿíåìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, φ) çà îäèí îáåðò
íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íàñ öiêàâèòèìå çíàê öüîãî ïðèðîñòó. Íà ñïiðàëi,
ùî ðîçêðó÷ó¹òüñÿ, ïðèðiñò äîäàòíié, à íà ñïiðàëi, ùî ñòèñêó¹òüñÿ ç ðîñòîì φ,
âií âiä'¹ìíèé, à íà öèêëi öåé ïðèðiñò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ùîá îá÷èñëèòè ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, φ) çà îäèí îáåðò, òðåáà öþ ôóíêöiþ
ïðîiíòåãðóâàòè âçäîâæ íåïåðåðâíî¨ ÷àñòèíè òðà¹êòîði¨, ÿêà íà æàëü, íåâiäîìà.
Àëå â ñèëó òåîðåìè ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà ïàðàìåòðîì (äèâ. íà-
ïðèêëàä [6], òåîðåìà 5.12) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε (ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè ïðè ε ̸= 0 (íà ñêií÷åíîìó ïðîìiæêó ÷àñó) âiäðiçíÿ¹òüñÿ ïîïðàâêîþ
ïîðÿäêó ε âiä âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ïðè ε = 0. Òîìó iíòåãðóâàííÿ
ìîæíà ïðîâåñòè ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè ïîðÿäêó ε2 ïî êóñêó ñïiðàëi

a(φ) = a0e
δ
2Ω
φ, φ0 ≤ φ ≤ 2π + φ∗.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîæåí òàêèé êóñîê ñïiðàëi ó âèïàäêó α = α∗ ¹ òðà¹êòîði¹þ
ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (20) ïðè ε = 0.

Îòæå, ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, φ) ¹ âåëè÷èíà

− ε

Ω2

∫ 2π+φ∗

φ0

e−
δ
2Ω
φ

[
f0

(
ae

δ
2Ω
φ, φ

)(
sinφ− δ

2Ω
cosφ

)]
dφ+ ε2 . . . ,

ùî ç òî÷íiñòþ äî ε2 âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

F (a) =
ε

Ω
·
√

Ω2 +
δ2

4

∫ 2π+φ∗

φ0

e−
δ
2Ω
φf0

(
ae

δ
2Ω
φ, φ

)
cos(φ+ ϑ)dφ,

äå ϑ = arcsin 1√
1+ δ2

4Ω2

.
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Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ F (a) ìîæåìî ñóäèòè ïðî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ñè-
ñòåìè (16) (ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0). ßêùî ôóíêöiÿ
äîäàòíà, òî â âèõiäíié ñèñòåìi êîëèâàííÿ íàðîñòàþòü, à ÿêùî âiä'¹ìíà, òî âiäáó-
âàþòüñÿ çãàñàþ÷i êîëèâàííÿ. Ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè öÿ ôóíêöiÿ çìiíþ¹ çíàê.
Íåõàé a = a∗ - ïðîñòèé äîäàòíèé êîðiíü ôóíêöi¨ F (a) : F (a∗) = 0 i F ′(a∗) ̸= 0.
Òîäi ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε > 0 òî÷êà a = a∗ ïîðîäæó¹ ó âèõiäíié
ñèñòåìi îäíîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìîê, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé â ñèñòåìi ðiâíÿíü (16) ôóíêöiÿ f(x, ẋ) ¹ íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíîþ â äåÿêîìó êðóçi x2 + ẋ2 ≤ r2 i ïàðàìåòðè ñèñòåìè òàêi, ùî
α = α∗ ¹ âiä'¹ìíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (15). ßêùî ðiâíÿííÿ F (a) = 0 ìà¹ içîëüî-
âàíèé äîäàòíèé êîðiíü a = a∗ òàêèé, ùî F ′(a∗) ̸= 0, òî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε > 0 ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ ðîçðèâíèé îäíîiìïóëüñíèé
öèêë. Öåé öèêë ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî F ′(a∗) < 0 i íåñòiéêèì, ÿêùî
F ′(a∗) > 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè îñöèëÿòîð ïiääà¹òüñÿ äi¨ iìïóëüñíî¨ ñèëè
êîæíèé ðàç êîëè ôàçîâà òî÷êà ïðîõîäèòü ïîëîæåííÿ ẋ = 0 i âåëè÷èíà iìïóëüñó
â öåé ìîìåíò ïðîïîðöiéíà ïîëîæåííþ, òîáòî αx, α < 0. Ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî
îïèñó¹ ðóõ òàêîãî îñöèëÿòîðà ìà¹ âèãëÿä

ẍ+ δẋ+ ω2x = εf(x, ẋ), ẋ ̸= 0,
∆ẋ|ẋ=0 = αx|ẋ=0 .

(21)

ßê i ðàíiøå, çàïðîâàäèâøè çìiííi (a, φ) çà ôîðìóëàìè

x = a cosφ, ẋ = a

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

)
, Ω2 = ω2 − δ2

4
,

ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

da
dt

= − δ
2
a+ ε

Ω
f
(
a cosφ, a

(
− δ

2
cosφ+ Ωsinφ

))
sinφ, (22)

dφ

dt
= −Ω +

ε

aΩ
f

(
a cosφ, a

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

))
cosφ, tg φ ̸= δ

2Ω

∆a|tg φ= δ
2Ω

=

(
cosφ0

cosφ∗ − 1

)
a, ∆φ|tg φ= δ

2Ω
= φ∗ − φ0.

Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ â âèõiäíié ñèñòåìi ó âè-
ïàäêó ε = 0 âñi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïåðiîäè÷íèìè, òîáòî êîæíà òðà¹êòîðiÿ ïîðîäæó¹
äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Äëÿ öüîãî, ÿê i ïðè äîñëiäæåííi iñíóâàííÿ îäíî-
iìïóëüñíèõ öèêëiâ, ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå.

Ôàçîâà òî÷êà (x, ẋ), ïî÷àâøè ðóõ ïðè t = −0 ç ïîëîæåííÿ (x0, 0), ïiä äi¹þ
iìïóëüñíî¨ ñèëè ìèòò¹âî ïåðåñêàêó¹ â òî÷êó (x0, αx0). Äàëi ïiä äi¹þ íåïåðåðâ-
íîãî çàêîíó ðóõó âîíà ïîïàäà¹ â òî÷êó (x1, 0), x1 < 0, çâiäêè ìèòò¹âî ïîïàäà¹
â òî÷êó (x1, αx1). Ç öi¹¨ òî÷êè ïiä äi¹þ íåïåðåðâíîãî çàêîíó ðóõó âîíà ç ÷àñîì
ïîïàäà¹ â òî÷êó ïðÿìî¨ ẋ = 0, x > 0. Ïîçíà÷èìî öþ òî÷êó (x∗, 0). ßêùî
x∗ = x0, òî öå é îçíà÷à¹, ùî òðà¹êòîði¹þ ðóõó ôàçîâî¨ òî÷êè ¹ äâîiìïóëüñíèé
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ðîçðèâíèé öèêë. Òî÷êà x0, ùî ïîðîäæó¹ öåé ðîçðèâíèé öèêë, ¹ íåðóõîìîþ òî-
÷êîþ îïèñàíîãî âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå: h : x0 → x∗.

Âñòàíîâèìî âèãëÿä ôóíêöi¨ h = h(x0). Êîëè ε = 0, òî çìiííi a i φ çàëåæàòü
âiä t òàêèì ÷èíîì

a = a(t) = a(t0)e
− δ

2
(t−t0), φ = φ(t) = φ(t0)− Ω(t− t0)

äëÿ âñiõ t, òàêèõ ùî tg φ(t) ̸= δ
2Ω
, òîáòî êîëè φ(t) ̸= φ0 + kπ, à ïðè φ(t) =

φ0 + kπ öi çìiííi çàçíàþòü ðîçðèâiâ ïåðøîãî ðîäó çãiäíî ñèñòåìè (22).
Îòæå, íà ïðîìiæêàõ íåïåðåðâíîñòi çìiíè φ : −π < φ − φ0 < φ∗ − φ0 i

−2π < φ− φ0 < −π + φ∗ − φ0

a(φ) = a0
cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(φ−φ∗), −π + φ0 < φ < φ∗;

a(φ) = a1
cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(φ+π−φ∗), −2π + φ0 < φ < −π + φ∗,

(23)

äå

a1 = a0
cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(−π+φ0−φ∗).

Òàêèì ÷èíîì

a(φ0 − 2π) = a0
cos2 φ0

cos2 φ∗ e
− δ

2Ω
(π+φ∗−φ0),

à çíà÷èòü, ôóíêöiÿ h = h(x) âiäîáðàæà¹ ïî÷àòêîâó òî÷êó x0 â òî÷êó

x = a(φ0 − 2π) cosφ0 = x0
cos2 φ0

cos2 φ∗ · e−
δ
Ω
(π+φ∗−φ0),

òîáòî

h = h(x) = x
cos2 φ0

cos2 φ∗ e
− δ

Ω
(π+φ∗−φ0). (24)

Íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå h : x→ h(x) - öå ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

x
cos2 φ0

cos2 φ∗ = e
δ
Ω
(π+φ∗−φ0) · x,

ç ÿêîãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîæíà òî÷êà x > 0 ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiä-
îáðàæåííÿ h, ÿêùî òiëüêè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

cos2 φ0

cos2 φ∗ = e
δ
Ω
(π+φ∗−φ0), (25)

ÿêó ùå ìîæíà ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi

1 + 1
Ω2

(
α + δ

2

)2
1 +

(
δ
2Ω

)2 = e
δ
Ω(π+arctg

1
Ω(α+

δ
2)−arctg

δ
2Ω), (26)

àáî
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ln
(
1 + 1

Ω2

(
α + δ

2

)2)− δ
Ω
arctg 1

Ω

(
α + δ

2

)
=

= ln
(
1 +

(
δ
2Ω

)2)
+ δ

Ω

(
π − arctg δ

2Ω

)
.

(27)

Äîñëiäèìî öþ ðiâíiñòü, ÿê ðiâíÿííÿ ùîäî α < 0. Ïîçíà÷èâøè ëiâó ÷àñòèíó
ðiâíÿííÿ ÷åðåç

g(α) = ln

(
1 +

1

Ω2

(
α +

δ

2

)2
)

− δ

2
arctg

1

Ω

(
α +

δ

2

)
, (28)

áà÷èìî, ùî

lim
α→−0

g(α) = ln

(
1 +

(
δ

2Ω

)2
)

− δ

2
arctg

δ

2Ω
,

òîáòî, öÿ âåëè÷èíà çàâæäè ìåíøà âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè
ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñòàëà, à ëiâà g(α) → +∞, êîëè α → −∞, òî ðiâíÿí-
íÿ (26) ìà¹ âiä'¹ìíèé êîðiíü, ÿêèé ìè ïîçíà÷èìî α = α∗ < 0. Òàêèì ÷èíîì,
ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (21) α = α∗ < 0 - ¹ êîðiíü ðiâíÿííÿ
(26), òî ïðè ε = 0 âñi ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü ¹ ïåðiîäè÷íèìè, à òðà¹êòîðiÿ
êîæíîãî ç íèõ ¹ äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Öåé öèêë çàäà¹òüñÿ â ïàðà-
ìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ðiâíÿííÿìè:

x =
x0

cosφ0

e
δ
2Ω

(φ−φ0) · cosφ, (29)

ẋ =
x0

cosφ0

e
δ
2Ω

(φ−φ0)

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

)
, φ0 < φ < π + φ∗,

i ðiâíÿííÿìè

x = x0
cosφ∗ e

δ
2Ω

(φ−π−φ0) · cosφ,

ẋ = x0
cosφ∗ e

δ
2Ω

(φ−π−φ0)
(
− δ

2
cosφ+ Ωsinφ

)
,

(30)

ÿêùî π + φ0 < φ < 2π + φ∗.

Òóò, ÿê i ðàíiøå, φ0 = arctg δ
2Ω
, à φ∗ = arctg 1

Ω

(
α∗ + δ

2

)
.

Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ öèêëiâ â ñèñòåìi (22) ïðè
ε ̸= 0 ó âèïàäêó α = α∗.

Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

f0(a, φ) = f

(
a cosφ, a

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

))
,

ïîäàìî ¨¨ â âèãëÿäi

da
dt

= − δ
2
a+ ε

Ω
f0(a, φ) sinφ,

dφ
dt

= −Ω + ε
aΩ
f0(a, φ) cosφ,

tgφ ̸= δ

2Ω
, (31)
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∆a|tg φ= δ
2Ω

=
(

cosφ0

cosφ∗ − 1
)
a, ∆φ|tg φ= δ

2Ω
= φ∗ − φ0,

φ0 = arctg
δ

2Ω
, φ∗ = arctg

1

Ω

(
α∗ +

δ

2

)
,

äå α∗ - âiä'¹ìíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (26).
ßê i ïðè äîñëiäæåííi ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îäíîiìïóëüñíèõ öèêëiâ, ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ

V (a, φ) = a · e−
δ
2Ω
φ.

Öÿ ôóíêöiÿ ¹ ñòàëîþ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (31) ïðè ε = 0, à ïðè ε ̸= 0
ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨ ïî t, ñêëàäåíà â ñèëó ðiâíÿíü (31), ¹

dV

dt
= e−

δ
2Ω
φda

dt
− δ

2Ω
e−

δ
2Ω
φdφ

dt
=

= e−
δ
2Ω
φ

[
−δ
2
a+ εφ0(a, φ) sinφ− δa

2Ω

(
−Ω +

ε

Ωa
f0(a, φ) cosφ

)]
=

= e−
δ
2Ω
φ · ε

Ω

[
f0(a, φ) sinφ− δ

2Ω
f0(a, φ) cosφ

]
,

à

dV

dφ
= − ε

Ω2
e−

δ
2Ω
φ

[
f0(a, φ) sinφ− δ

2Ω
f0(a, φ) cosφ

]
+ ε2 . . .

Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ïðèðiñò îäåðæó¹ ôóíêöiÿ V (a, φ), êîëè φ îäåðæó¹
ïðèðiñò 2π, òðåáà ¨¨ ïðî iíòåãðóâàòè â ìåæàõ âiä 0 äî 2π âçäîâæ òðà¹êòîði¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü (31). Íà æàëü, öi¹¨ òðà¹êòîði¨ íàì íåâiäîìî. Àëå ìè âæå çíà¹ìî,
ùî êîæíà òàêà òðà¹êòîðiÿ ëåæèòü â äåÿêîìó îêîëi Uε ðîçðèâíîãî öèêëó ñèñòåìè
(31) ïðè ε = 0, ðiâíÿííÿ (29),(30) ÿêîãî íàì âæå âiäîìi.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ïî öèêëó, ìà¹ìî ïðèðiñò ôóíêöi¨ V (a, φ) çà
îäèí îáîðîò φ ç óðàõóâàííÿì ñêà÷êiâ äëÿ çìiííèõ a i φ:

− ε

Ω2

√
1 +

δ2

4

[∫ π+φ∗

φ0

e−
δ
2Ω
φf0

(
ae

δ
2Ω

(φ−φ0), φ
)
cos(φ+ ϑ)dφ+

+

∫ 2π+φ∗

π+φ0

e−
δ
2Ω
φf0

(
cosφ0

cosφ∗ae
δ
2Ω

(φ−π−φ0) cos(φ+ ϑ)

)
dφ

]
+ ε2 . . .

=
ε

Ω2

√
1 +

δ2

4
F (a) + ε2 . . . ,

äå

F (a) = −
∫ π+φ∗

φ0

e−
δ
2Ω
φ · f0

(
ae

δ
2Ω

(φ−φ0) · cos(φ+ ϑ)
)
dφ+
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+

∫ π+φ∗

π+φ0

e−
δ
2Ω
φ · f0

(
cosφ0

cosφ∗ae
δ
2Ω

(φ−π−φ0) · cos(φ+ ϑ)

)
dφ. (32)

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå âèêëàäêè, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé â ðiâíÿííÿõ (21) ôóíêöiÿ f(x, ẋ) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíîþ â äåÿêîìó êðóçi

x2 + ẋ2 ≤ r2,

à α = α∗ < 0 ¹ âiä'¹ìíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ (26).
ßêùî ðiâíÿííÿ F (a) = 0 ìà¹ içîëüîâàíèé äîäàòíèé êîðiíü a = a∗, òàêèé,

ùî F ′(a∗) ̸= 0, òî iñíó¹ òàêå ε0 > 0, ùî äëÿ êîæíîãî ε, 0 < ε < ε0 ñèñòåìà
ðiâíÿíü (21) ìà¹ äâîiìïóëüñíèé ðîçðèâíèé öèêë. Öåé öèêë ¹ ñòiéêèì, ÿêùî
F ′(a∗) < 0 i íåñòiéêèì, ÿêùî F ′(a∗) > 0.

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðîçðèâíèé öèêë çíàõîäèòüñÿ â äåÿêîìó U(ε)-îêîëi êóñêiâ
êðèâî¨, ÿêùî íà ôàçîâié ïëîùèíi â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿìè

x = a∗e
δ
2Ω

(φ−φ0) · cosφ, ẋ = a∗e
δ
2Ω

(φ−φ0)

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

)
,

ÿêùî φ0 < φ < π + φ∗ i ðiâíÿííÿìè

x = a∗
cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(φ−π−φ0) · cosφ,

ẋ = a∗
cosφ0

cosφ∗ e
δ
2Ω

(φ−π−φ0)

(
−δ
2
cosφ+ Ωsinφ

)
,

ÿêùî π + φ0 < φ < 2π + φ∗.

Ðóõ ôàçîâî¨ òî÷êè ïî öüîìó öèêëó ¹ ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì ùîäî

Ωt ðiâíèì 2(π + φ∗ − φ0).
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