
18 В. М. БОНДАРЕНКО, М. Ю. БОРТОШ

УДК 512.643.8

В. М. Бондаренко, М. Ю. Бортош (Iнститут математики НАН України)

ОПИС ДЕЯКИХ КАТЕГОРIЙ НЕЗВIДНИХ МАТРИЦЬ МАЛИХ
ПОРЯДКIВ НАД ЛОКАЛЬНИМИ КIЛЬЦЯМИ

One describes the categories of irreducible t-monomial matrices of order n < 7 over a commutative
local ring K with radical R = tK,R2 = 0.

Описуються категорiї незвiдних t-мономiальних матриць порядку n < 7 над комутативним
локальним кiльцем K з радикалом R = tK,R2 = 0.

1. Вступ. Нехай K — комутативне кiльце з одиницею. Пiд мономiальною
матрицею M = (mij) над K будемо розумiти квадратну матрицю порядку
n ≥ 1, в кожному рядку i в кожному стовпцi якої стоїть рiвно один ненульовий
елемент. Такiй матрицi можна природнiм чином зiставити незорiєнтований граф
Γ(M) з n вершинами, занумерованими числами 1, . . . , n, i ребрами i— j для всiх
mij 6= 0. Очевидно, що Γ(M) є неперетинним об’єднанням циклiв. Якщо цикл
лише один, то мономiальну матрицю будемо називати циклiчною. Циклiчну
матрицю вигляду

M =


0 . . . 0 m1n

m21 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . mn,n−1 0

 (1)

будемо називати канонiчно циклiчною. Зауважимо, що будь-яка циклiчна мат-
риця перестановочно подiбна канонiчно циклiчнiй матрицi.

У випадку, коли всi ненульовi елементиmij мономiальної (вiдповiдно циклiч-
ної, канонiчно циклiчної) матрицi M мають вигляд tsij (t ∈ K), де sij ≥ 0, мат-
рицю M будемо називати t-мономiальною (вiдповiдно t-циклiчною, канонiчно
t-циклiчною); очевидно, що тодi tsi 6= 0 для всiх i.

Найбiльш цiкавим випадком є, очевидно, випадок, коли t — необоротний
елемент.

Стаття присвячена вивченню з категорної точки зору мономiальних матриць
малих порядкiв над комутативними локальними кiльцями.

Переходимо до постановки задачi та основних результатiв.
Множину всiх матриць порядку n над кiльцем K (яка є K-алгеброю) позна-

чимо через Mn(K) i покладемо M(K) = ∪n∈NMn(K). Множину M(K) можна
розглядати як категорiю, якщо для довiльних матриць A,B ∈M(K) покласти

Hom(A,B) = {X ∈M(K) |AX = XB}.

Позначимо цю категорiю через M(K); вона є, очевидно, K-категорiєю, тобто всi
множини морфiзмiв є K-модулями i множення морфiзмiв K-бiлiнiйне. Повну
пiдкатегорiю категорiї M(K) з множиною об’єктiв X будемо позначати через
M(K,X).

Нагадаємо, що матриця M ∈M(K) називається звiдною, якщо

X−1MX =

(
N11 N12

0 N22

)
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для деякої оборотної матрицi X, i розкладною, якщо

Y −1MY =

(
N11 0
0 N22

)
для деякої оборотної матрицi Y (X i Y — матрицi над K). В iншому разi M
називається вiдповiдно незвiдною матрицею i нерозкладною матрицею. Цi озна-
чення легко переформулювати в термiнах категорiї M(K).

Надалi будемо вважати, що K — комутативне локальне кiльце з радикалом
R = tK 6= 0, R2 = 0.

Введемо такi пiдмножини в Mn(K): Mt,n = Mt,n(K), Ct,n = Ct,n(K) i C◦t,n =
C◦t,n(K) — вiдповiдно множини всiх t-мономiальних, t-циклiчних i канонiчно
t-циклiчних матриць; IRDt,n = IRDt,n(K), Irdt,n = Irdt,n(K) i Ird ◦t,n = Ird ◦t,n(K)
— вiдповiдно множини всiх незвiдних матриць iз Mt,n, Ct,n i C◦t,n. Тодi, очевидно,
M(K, IRDt,n) = M(K, Irdt,n) (як пiдкатегорiї вM(K)) i ця категорiя еквiвалент-
на своїй пiдкатегорiї M(K, Ird ◦t,n) (бо кожний об’єкт першої категорiї iзоморф-
ний, i навiть перестановочно iзоморфний, деякому об’єкту другої категорiї).

P -остовом категорiї M(K,X) для кожної iз вище введених множин X буде-
мо називати повну ii пiдкатегiю, об’єктами якої є представники класiв еквiва-
лентностi вiдносно перестановочних iзоморфiзмiв (iз кожного класу по одному
представнику); перестановочний iзоморфiзм — це 1-мономiальна матриця (див.
вище). P -остов не залежить вiд вибору представникiв у тому сенсi, що в рiзних
випадках будемо отримувати iзоморфнi категорiї. P -остов категорiї M(K,X)
будемо позначати через PSM(K,X).

Iз результатiв роботи [1] та вище введених понять i позначень випливає нас-
тупна теорема.

Теорема 1. Якщо об’єкт категорiї M(K,Ct,n) незвiдний, то число його
елементiв t взаємно просте з n. У випадку n < 7 вiрне i обернене твердження.

Основна цiль цiєї статтi — опис категорiї M(K, IRDt,n) незвiдних t-мономi-
альних матриць порядку n < 7 над кiльцем K. Пiд описом категорiї мається
на увазi опис її об’єктiв i морфiзмiв. Оскiльки (як було сказано вище) кожний
об’єкт категорiї M(K, IRDt,n) перестановочно iзоморфний деякому об’єкту її
пiдкатегорiї M(K, Ird ◦t,n) (до того ж цей об’єкт, як i вiдповiдний iзоморфiзм
легко вказати), то достатньо описати категорiю M(K, Ird ◦t,n). Бiльш того, по
аналогiчнiй причинi достатньо описати категорiю PSM(K, Ird ◦t,n). Саме остан-
ню категорiю ми i будемо описувати. Випадки n ≤ 4, n = 5 i n = 6 розгляда-
ються вiдповiдно в параграфах 3, 4 i 5, а в параграфi 2 буде вказана необхiдна
i достатня умова перестановочної подiбностi канонiчно циклiчних (а значить i
канонiчно t-циклiчних) матриць. Одне зауваження до теореми 1 розглядається
в параграфi 6.

2. Перестановочна подiбнiсть канонiчно циклiчних матриць. Нехай
x1, x2, . . . , xm — деяка послiдовнiсть; (+)-циклiчною перестановкою ї ї членiв
назвемо послiдовнiсть вигляду

xi, xi+1, . . . , xm, x1, x2, . . . , xi−1,

а (−)-циклiчною перестановкою — послiдовнiсть вигляду

xi, xi−1, . . . , x1, xm, xm−1, . . . , xi+1.
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Очевидно, що добуток двох (+)-циклiчних чи (−)-циклiчних перестановок є
(+)-циклiчною перестановкою, а добуток (+)-циклiчної i (−)-цикличної пере-
становок (в довiльному порядку) є (−)-циклiчною перестановкою.

Двi матрицi назвемо (±)-циклiчно подiбними, якщо одну iз них можна отри-
мати iз iншої за допомогою (+)-циклiчної чи (−)-цикличної перестановки її
рядкiв i стовпцiв.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2. Двi канонiчно циклiчнi матрицi (над будь-яким кiльцем) пе-
рестановочно подiбнi тодi i лише тодi, коли вони (±)-циклiчно подiбнi.

Доведення. Кожна мономiальна матриця однозначно задається своїм гра-
фом (див. вище). Щоб така матриця була циклiчною, треба, щоб граф був
циклом, а щоб канонiчно циклiчною, — щоб додатково вершини цикла були
занумерованi пiдряд (в одному iз напрямкiв). Залишилося лише скористатися
очевидним фактом, що послiдовностi чисел, якими задаються двi нумерацiї,
з вказаною властивiстю, вершин одного i того ж цикла, отримуються одна iз
iншої (+)-циклiчною або (−)-циклiчною перестановкою її членiв.

3. Опис категорiї незвiдних t-мономiальних матриць порядку n ≤ 4.
Випадок n = 1 очевидний: маємо 2 незвiдних об’єкта A1 = (1), A2 = (t) i

Hom(A1, A1) = K, Hom(A2, A2) = K/R, Hom(A1, A2) = Hom(A2, A1) = 0.

Випадок n = 2. Iз теорем 1 i 2 випливає, що категорiя PSM(K, Ird ◦t,2) має
один об’єкт. Будемо вважати, що це матриця

A1 =

(
0 t
1 0

)
.

Iз рiвностi A1X = XA1 або, в розгорнутому виглядi,(
0 t
1 0

)(
x11 x12

x21 x22

)
=

(
x11 x12

x21 x22

)(
0 t
1 0

)
маємо tx21 = x12, tx22 = x11t, x11 = x22, x12 = x21t.

Отже, Hom(A1, A1) складається iз усiх матриць вигляду(
x1 y1t
y1 x1

)
.

Випадок n = 3. Iз теорем 1 i 2 випливає, що за об’єкти категорiї PSM(K, Ird ◦t,3)
можна взяти такi матрицi:

A1 =

 0 0 t
1 0 0
0 1 0

 , A2 =

 0 0 1
t 0 0
0 t 0

 .

Розглянемо 4 випадки: A1X = XA1, A2Y = Y A2, A1Z = ZA2, A2V = V A1,
де

X =

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 , Y =

 y11 y12 y13
y21 y22 y23
y31 y32 y33

 ,

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2016, вип. №1 (28)



ОПИС ДЕЯКИХ КАТЕГОРIЙ НЕЗВIДНИХ МАТРИЦЬ МАЛИХ ПОРЯДКIВ . . . 21

Z =

 z11 z12 z13
z21 z22 z23
z31 z32 z33

 , V =

 v11 v12 v13
v21 v22 v23
v31 v32 v33

 .

Розглянемо спочатку випадок A1X = XA1.
В розгорнутому виглядi ця рiвнiсть має наступний вигляд: 0 0 t

1 0 0
0 1 0

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =

 x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 0 0 t
1 0 0
0 1 0

 .

Звiдси  tx31 tx32 tx33

x11 x12 x13

x21 x22 x23

 =

 x12 x13 x11t
x22 x23 x21t
x32 x33 x31t

 .

Випишемо вiдповiднi скалярнi рiвностi, позначаючи через (i, j) рiвнiсть елемен-
тiв лiвої та правої матриць, що стоять на перетинi i-го рядка i j-го стовпця:

(1, 1) : tx31 = x12, (1, 2) : tx32 = x13, (1, 3) : tx33 = x11t;
(2, 1) : x11 = x22, (2, 2) : x12 = x23, (2, 3) : x13 = x21t;
(3, 1) : x21 = x32, (3, 2) : x22 = x33, (3, 3) : x23 = x31t.

Отже, матриця X буде мати, як легко бачити, наступний вигляд:

X =

 x1 y1t z1t
z1 x1 y1t
y1 z1 x1

 .

Iз усiх матриць такого вигляду i складається множина морфiзмiв iз об’єкта
A1 в себе, тобто

Hom(A1, A1) =


 x1 y1t z1t

z1 x1 y1t
y1 z1 x1

 .

По такiй схемi розглядаються всi подальшi випадки (i не лише цього пара-
графа).

Розглянемо випадок A2Y = Y A2. 0 0 1
t 0 0
0 t 0

 y11 y12 y13
y21 y22 y23
y31 y32 y33

 =

 y11 y12 y13
y21 y22 y23
y31 y32 y33

 0 0 1
t 0 0
0 t 0

 ,

 y31 y32 y33
ty11 ty12 ty13
ty21 ty22 ty23

 =

 y12t y13t y11
y22t y23t y21
y32t y33t y31

 ,

(1, 1) : y31 = y12t, (1, 2) : y32 = y13t, (1, 3) : y33 = y11;
(2, 1) : ty11 = y22t, (2, 2) : ty12 = y23t, (2, 3) : ty13 = y21;
(3, 1) : ty21 = y32t, (3, 2) : ty22 = y33t, (3, 3) : ty23 = y31.
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Отже,

Hom(A2, A2) =


 x1 y1 z1

z1t x1 + x2t y1 + y2t
y1t z1t x1

 .

Розглянемо випадок A1Z = ZA2. 0 0 t
1 0 0
0 1 0

 z11 z12 z13
z21 z22 z23
z31 z32 z33

 =

 z11 z12 z13
z21 z22 z23
z31 z32 z33

 0 0 1
t 0 0
0 t 0

 ,

 tz31 tz32 tz33
z11 z12 z13
z21 z22 z23

 =

 z12t z13t z11
z22t z23t z21
z32t z33t z31

 ,

(1, 1) : tz31 = z12t, (1, 2) : tz32 = z13t, (1, 3) : tz33 = z11;
(2, 1) : z11 = z22t, (2, 2) : z12 = z23t, (2, 3) : z13 = z21;
(3, 1) : z21 = z32t, (3, 2) : z22 = z33t, (3, 3) : z23 = z31.

Отже,

Hom(A1, A2) =


 0 0 0

0 0 y1t
y1t z1t x1t

 .

Розглянемо випадок A2V = V A1. 0 0 1
t 0 0
0 t 0

 v11 v12 v13
v21 v22 v23
v31 v32 v33

 =

 v11 v12 v13
v21 v22 v23
v31 v32 v33

 0 0 t
1 0 0
0 1 0

 ,

 v31 v32 v33
tv11 tv12 tv13
tv21 tv22 tv23

 =

 v12 v13 v11t
v22 v23 v21t
v32 v33 v31t

 ,

(1, 1) : v31 = v12, (1, 2) : v32 = v13, (1, 3) : v33 = v11t;
(2, 1) : tv11 = v22, (2, 2) : tv12 = v23, (2, 3) : tv13 = v21t;
(3, 1) : tv21 = v32, (3, 2) : tv22 = v33, (3, 3) : tv23 = v31t.

Отже,

Hom(A2, A1) =


 x1t y1t 0

z1t 0 0
y1t 0 0

 .

Випадок n = 4. Iз теорем 1 i 2 випливає, що за об’єкти категорiї PSM(K, Ird ◦t,4)
можна взяти такi матрицi:

A1 =


0 0 0 t
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 , A2 =


0 0 0 1
t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0

 .
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Розглянемо 4 випадки: A1X = XA1, A2Y = Y A2, A1Z = ZA2, A2V = V A1.
де

X =


x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44

 , Y =


y11 y12 y13 y14
y21 y22 y23 y24
y31 y32 y33 y34
y41 y42 y43 y44

 ,

Z =


z11 z12 z13 z14
z21 z22 z23 z24
z31 z32 z33 z34
z41 z42 z43 z44

 , V =


v11 v12 v13 v14
v21 v22 v23 v24
v31 v32 v33 v34
v41 v42 v43 v44

 .

Розглянемо спочатку випадок A1X = XA1.
0 0 0 t
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44

 =


x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44




0 0 0 t
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 ,


tx41 tx42 tx43 tx44

x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

 =


x12 x13 x14 x11t
x22 x23 x24 x21t
x32 x33 x34 x31t
x42 x43 x44 x41t

 ,

(1, 1) : tx41 = x12, (1, 2) : tx42 = x13, (1, 3) : tx43 = x14, (1, 4) : tx44 = x11t;
(2, 1) : x11 = x22, (2, 2) : x12 = x23, (2, 3) : x13 = x24, (2, 4) : x14 = x21t;
(3, 1) : x21 = x32, (3, 2) : x22 = x33, (3, 3) : x23 = x34, (3, 4) : x24 = x31t;
(4, 1) : x31 = x42, (4, 2) : x32 = x43, (4, 3) : x33 = x44, (4, 4) : x34 = x41t.

Отже,

Hom(A1, A1) =




x1 y1t z1t u1t
u1 x1 y1t z1t
z1 u1 x1 y1t
y1 z1 u1 x1


 .

Розглянемо випадок A2Y = Y A2.
0 0 0 1
t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0




y11 y12 y13 y14
y21 y22 y23 y24
y31 y32 y33 y34
y41 y42 y43 y44

 =


y11 y12 y13 y14
y21 y22 y23 y24
y31 y32 y33 y34
y41 y42 y43 y44




0 0 0 1
t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0

 ,


y41 y42 y43 y44
ty11 ty12 ty13 ty14
ty21 ty22 ty23 ty24
ty31 ty32 ty33 ty34

 =


y12t y13t y14t y11
y22t y23t y24 y21
y32t y33t y34t y31
y42t y43t y44t y41

 ,

(1, 1) : y41 = y12t, (1, 2) : y42 = y13t, (1, 3) : y43 = y14t, (1, 4) : y44 = y11;
(2, 1) : ty11 = y22t, (2, 2) : ty12 = y23t, (2, 3) : ty13 = y24t, (2, 4) : ty14 = y21;
(3, 1) : ty21 = y32t, (3, 2) : ty22 = y33t, (3, 3) : ty23 = y34t, (3, 4) : ty24 = y31;
(4, 1) : ty31 = y42t, (4, 2) : ty32 = y43t, (4, 3) : ty33 = y44t, (4, 4) : ty34 = y41.
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Отже,

Hom(A2, A2) =




x1 y1 z1 u1

u1t x1 + x2t y1 + y2t z1 + z2t
z1t u2t x1 + x3t y1 + y3t
y1t z1t u1t x1


 .

Розглянемо випадок A1Z = ZA2.
0 0 0 t
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




z11 z12 z13 z14
z21 z22 z23 z24
z31 z32 z33 z34
z41 z42 z43 z44

 =


z11 z12 z13 z14
z21 z22 z23 z24
z31 z32 z33 z34
z41 z42 z43 z44




0 0 0 1
t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0

 ,


tz41 tz42 tz43 tz44
z11 z12 z13 z14
z21 z22 z23 z24
z31 z32 z33 z34

 =


z12t z13t z14t z11
z22t z23t z24t z21
z32t z33t z34t z31
z42t z43t z44t z41

 ,

(1, 1) : tz41 = z12t, (1, 2) : tz42 = z13t, (1, 3) : tz43 = z14t, (1, 4) : tz44 = z11;
(2, 1) : z11 = z22t, (2, 2) : z12 = z23t, (2, 3) : z13 = z24t, (2, 4) : z14 = z21;
(3, 1) : z21 = z32t, (3, 2) : z22 = z33t, (3, 3) : z23 = z34t, (3, 4) : z24 = z31;
(4, 1) : z31 = z42t, (4, 2) : z32 = z43t, (4, 3) : z33 = z44t, (4, 4) : z34 = z41.

Отже,

Hom(A1, A2) =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 y1t
y1t z1t u1t x1t


 .

Розглянемо випадок A2V = V A1.
0 0 0 1
t 0 0 0
0 t 0 0
0 0 t 0




v11 v12 v13 v14
v21 v22 v23 v24
v31 v32 v33 v34
v41 v42 v43 v44

 =


v11 v12 v13 v14
v21 v22 v23 v24
v31 v32 v33 v34
v41 v42 v43 v44




0 0 0 t
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 ,


v41 v42 v43 v44
tv11 tv12 tv13 tv14
tv21 tv22 tv23 tv24
tv31 tv32 tv33 tv34

 =


v12 v13 v14 v11t
v22 v23 v24 v21t
v32 v33 v34 v31t
v42 v43 v44 v41t

 ,

(1, 1) : v41 = v12, (1, 2) : v42 = v13, (1, 3) : v43 = v14, (1, 4) : v44 = v11t;
(2, 1) : tv11 = v22, (2, 2) : tv12 = v23, (2, 3) : tv13 = v24, (2, 4) : tv14 = v21t;
(3, 1) : tv21 = v32, (3, 2) : tv22 = v33, (3, 3) : tv23 = v34, (3, 4) : tv24 = v31t;
(4, 1) : tv31 = v42, (4, 2) : tv32 = v43, (4, 3) : tv33 = v44, (4, 4) : tv34 = v41t.

Отже,

Hom(A2, A1) =




x1t y1t 0 0
u1t 0 0 0
z1t 0 0 0
y1t 0 0 0


 .
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4. Опис категорiї незвiдних t-мономiальних матриць порядку n = 5.
Iз теорем 1 i 2 випливає, що за об’єкти категорiї PSM(K, Ird ◦t,5) можна взяти
такi матрицi:

A1 =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 , A2 =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 ,

A3 =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 t 0

 , A4 =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 ,

A5 =


0 0 0 0 1
t 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 , A6 =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 .

Тодi

Hom(A1, A1) =




x1 y1t z1t u1t v1t
v1 x1 y1 z1 u1

u1 + u2t v1t x1 + x2t y1 + y2t z1 + z2t
z1 + z3t u1t v2t x1 + x3t y1 + y3t
y1 + y4t z1t u3t v3t x1 + x4t


 ,

Hom(A2, A2) =




x1 y1t 0 0 v1t
v1 x1 y1t z1t u1t
u1 v1 x1 y1 z1

z1 + z2t u1t v1t x1 + x2t y1 + y2t
y1 + y3t z1t 0 v2t x1 + x3t


 ,

Hom(A3, A3) =




x1 y1t 0 0 v1t
v1 x1 y1t 0 u1t
u1 v1 x1 y1t z1t
z1 u1 v1 x1 y1

y1 + y2t z1t u1t v1t x1 + x2t


 ,

Hom(A4, A4) =




x1 y1t z1t u1t v1t
v1 x1 y1t z1t u1t
u1 v1 x1 y1t z1t
z1 u1 v1 x1 y1t
y1 z1 u1 v1 x1


 ,

Hom(A5, A5) =




x1 y1 z1t u1 v1
v1t x1 + x2t y1t z2t u1 + u2t

u1 + u2t v1 + v2t x1 + x2t y1 + y2t z2 + z3t
z2t u1 + u3t v1t x1 + x3t y1 + y3t
y1t z1t u1t v1t x1


 ,
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Hom(A6, A6) =




x1 y1t z1 u1t v1t
v1 x1 y1 z1 u1t
u1t v1t x1 + x2t y1t z1t

z1 + z2t u1t v1 + v2t x1 + x2t y1t
y1 + y2t z1 + z2t u1 v1 + v2t x1 + x2t


 ,

Hom(A1, A2) =




x1t 0 0 u1t v1t
v1 x1t 0 z1t u1

u1 + u2t v1t 0 y1t z3t
z2t u1t 0 x3t y3t
y2t 0 0 v2t x2t


 ,

Hom(A2, A1) =




0 0 0 0 0
v1t 0 0 z1t u1t
u1 v1t x1t y1t z1

z1 + z2t u1t v3t x3t y3t
y2t z1t u2t v2t x2t


 ,

Hom(A1, A3) =




x1t 0 0 0 v1t
v1 x1t 0 0 u1t
u2t v1t 0 0 z1t
z2t 0 0 0 y1t
y2t 0 0 0 x2t


 ,

Hom(A3, A1) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
u1t 0 0 0 z1t
z1 u1t v1t x1t y1t
y2t z1t u2t v2t x2t


 ,

Hom(A1, A4) =




x1t 0 0 0 0
v1t x1t 0 0 0
u1t 0 0 0 0
z1t 0 0 0 0
y1t 0 0 0 0


 ,

Hom(A4, A1) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
z1t 0 0 0 0
y1t z1t u1t v1t x1t


 ,

Hom(A1, A5) =




0 y1t 0 u1t v1t
v1t x1t y1t z1t u1

u1t v3t 0 y3t z3t
0 u2t 0 x3t y2t
0 z2t 0 v2t x2t


 ,

Hom(A5, A1) =




x1t y1t z1t u1t v1t
v3t 0 0 0 u2t

u2 + u3t v3t x3t y3t z3t
z2t u2t v2t x2t y2t
y1t 0 0 0 0


 ,
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Hom(A1, A6) =




x1t 0 z1t 0 0
v1t x1t y1t z1t 0
u1t 0 x2t 0 0
z2t 0 v2t 0 0
y2t 0 u2t 0 0


 ,

Hom(A6, A1) =




x1t 0 0 0 0
v1t x1t y1t z1t u1t
0 0 0 0 0
z2t 0 0 0 0
y2t z2t u2t v2t x2t


 ,

Hom(A2, A3) =




x1t 0 0 0 v1t
v1 x1t 0 0 u1t
u1 v1 x1t 0 z1t
z2t u1t v1t 0 y1t
y2t 0 0 0 x2t


 ,

Hom(A3, A2) =




0 0 0 0 0
v1t 0 0 0 u1t
u1 v1t 0 0 z1t
z1 u1 v1t x1t y1t
y2t z1t u1t v2t x2t


 ,

Hom(A2, A4) =




x1t 0 0 0 0
v1t x1t 0 0 0
u1t v1t x1t 0 0
z1t 0 0 0 0
y1t 0 0 0 0


 ,

Hom(A4, A2) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
u1t 0 0 0 0
z1t u1t 0 0 0
y1t z1t u1t v1t x1t


 ,

Hom(A2, A5) =




x1t y1t 0 u1t v1t
v1t x1 y1t z1t u1

u1 v1 x1 y1 z1
z1t u1 + u2t v1t x1 + x2t y1 + y2t
y1t z2t u1t v2t x1 + x3t


 ,

Hom(A5, A2) =




x1 y1 z1t u1t v1

v1 + v2t x1t y1t z1t u2t
u2 + u3t v1 + v2t x1t y1 + y2t z1
z1 + z2t u2t v1t x2t y1 + y3t

y1 z1t 0 v1t x1t


 ,

Hom(A2, A6) =




x1t 0 z1t 0 0
v1t x1t y1t z1t 0
u1t v1t x1 y1t z1t
z2t 0 v2t x1t 0
y2t 0 u2t 0 0


 ,
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Hom(A6, A2) =




x1t y1t 0 0 0
v1t x1t y1t z1t u1t
u2t 0 0 0 0
z2t u2t 0 0 y1t
y1 z2t u2t v2t x2t


 ,

Hom(A3, A4) =




x1t 0 0 0 0
v1t x1t 0 0 0
u1t v1t x1t 0 0
z1t u1t v1t x1t 0
y1t 0 0 0 0


 ,

Hom(A4, A3) =




0 0 0 0 0
v1t 0 0 0 0
u1t v1t 0 0 0
z1t u1t v1t 0 0
y1t z1t u1t v1t x1t


 ,

Hom(A3, A5) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 u1t
u1t v1t 0 y1t z1t
z1t u1 v1t x1t y1
y1t z2t u1t v2t x2t


 ,

Hom(A5, A3) =




x1 y1t 0 0 v1t
v2t x1t 0 0 u1t
u1 v2t x1t 0 z1t
z2t u1t 0 0 y2t
y1t 0 0 0 x1t


 ,

Hom(A3, A6) =




x1t y1t z1t u1t 0
v1t x1t y1 z1t u1t
u1 v1t x1 y1 z1t
z1 u1 v1 x1 y1

y1 + y2t z1t u1 + u2t v1t x1t


 ,

Hom(A6, A3) =




x1 y1t z1t u1t v1t
v1 x1 y1t z1t u1

u1 + u2t v1t x1t 0 z1t
z1 u1 + u2t v1t x1t y1t
y1 z1 u1 + u2t v1t x1 + x2t


 ,

Hom(A4, A5) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 u1t 0 0 y1t
y1t z1t u1t v1t x1t


 ,

Hom(A5, A4) =




x1t y1t 0 0 0
v1t 0 0 0 0
u1t v1t 0 0 0
z1t 0 0 0 0
y1t 0 0 0 0


 ,
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Hom(A4, A6) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 x1t 0 0
z1t 0 v1t x1t 0
y1t z1t u1t v1t x1t


 ,

Hom(A6, A4) =




x1t 0 0 0 0
v1t x1t 0 0 0
u1t 0 0 0 0
z1t u1t 0 0 0
y1t z1t u1t 0 0


 ,

Hom(A5, A6) =




x1t y1t z1t u1t 0
v1t 0 y2t 0 0
u2t v1t x2t y2t 0
z2t 0 v2t 0 0
y1t 0 u1t 0 0


 ,

Hom(A6, A5) =




0 y1t 0 0 v1t
v1t x1t y1t z1t u1t
0 0 0 0 0
0 u2t 0 0 y2t
y2t z2t u2t v2t x2t


 .

Доведення легко провести по вказанiй вище схемi, якщо скористатися нас-
тупними рiвностями:

A1X =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


tx51 tx52 tx53 tx54 tx55

x11 x12 x13 x14 x15

tx21 tx22 tx23 tx24 tx25

tx31 tx32 tx33 tx34 tx35

tx41 tx42 tx43 tx44 tx45

 ,

A2X =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


tx51 tx52 tx53 tx54 tx55

x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

tx31 tx32 tx33 tx34 tx35

tx41 tx42 tx43 tx44 tx45

 ,

A3X =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 t 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


tx51 tx52 tx53 tx54 tx55

x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

tx41 tx42 tx43 tx44 tx45

 ,

A4X =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


tx51 tx52 tx53 tx54 tx55

x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

 ,
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A5X =


0 0 0 0 1
t 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


x51 x52 x53 x54 x55

tx11 tx12 tx13 tx14 tx15

x21 x22 x23 x24 x25

tx31 tx32 tx33 tx34 tx35

tx41 tx42 tx43 tx44 tx45

 ,

A6X =


0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55

 =


tx51 tx52 tx53 tx54 tx55

x11 x12 x13 x14 x15

tx21 tx22 tx23 tx24 tx25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

 ,

XA1 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 =


x12 x13t x14t x15t x11t
x22 x23t x24t x25t x21t
x32 x33t x34t x35t x31t
x42 x43t x44t x45t x41t
x52 x53t x54t x55t x51t

 ,

XA2 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 =


x12 x13 x14t x15t x11t
x22 x23 x24t x25t x21t
x32 x33 x34t x35t x31t
x42 x43 x44t x45t x41t
x52 x53 x54t x55t x51t

 ,

XA3 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 t 0

 =


x12 x13 x14 x15t x11t
x22 x23 x24 x25t x21t
x32 x33 x34 x35t x31t
x42 x43 x44 x45t x41t
x52 x53 x54 x55t x51t

 ,

XA4 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 =


x12 x13 x14 x15 x11t
x22 x23 x24 x25 x21t
x32 x33 x34 x35 x31t
x42 x43 x44 x45 x41t
x52 x53 x54 x55 x51t

 ,

XA5 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 1
t 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t 0

 =


x12t x13 x14t x15t x11

x22t x23 x24t x25t x21

x32t x33 x34t x35t x31

x42t x43 x44t x45t x41

x52t x53 x54t x55t x51

 ,

XA6 =


x11 x12 x13 x14 x15

x21 x22 x23 x24 x25

x31 x32 x33 x34 x35

x41 x42 x43 x44 x45

x51 x52 x53 x54 x55




0 0 0 0 t
1 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 =


x12 x13t x14 x15 x11t
x22 x23t x24 x25 x21t
x32 x33t x34 x35 x31t
x42 x43t x44 x45 x41t
x52 x53t x54 x55 x51t

 .

5. Опис категорiї незвiдних t-мономiальних матриць порядку n =
6. Цей випадок аналогiчний випадку n = 4. Проведемо доведення в трохи
скороченому виглядi.
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Iз теорем 1 i 2 випливає, що за об’єкти категорiї PSM(K, Ird ◦t,6) можна взяти
такi матрицi:

A1 =


0 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 , A2 =


0 0 0 0 0 1
t 0 0 0 0 0
0 t 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0
0 0 0 t 0 0
0 0 0 0 t 0

 .

Розглянемо 4 випадки: A1X = XA1, A2Y = Y A2, A1Z = ZA2, A2V = V A1,
де

X =


x11 x12 x13 x14 x15 x16

x21 x22 x23 x24 x25 x26

x31 x32 x33 x34 x35 x36

x41 x42 x43 x44 x45 x46

x51 x52 x53 x54 x55 x56

x61 x62 x63 x64 x65 x66

 , Y =


y11 y12 y13 y14 y15 y16
y21 y22 y23 y24 y25 y26
y31 y32 y33 y34 y35 y36
y41 y42 y43 y44 y45 y46
y51 y52 y53 y54 y55 y56
y61 y62 y63 y64 y65 y66

 ,

Z =


z11 z12 z13 z14 z15 z16
z21 z22 z23 z24 z25 z26
z31 z32 z33 z34 z35 z36
z41 z42 z43 z44 z45 z46
z51 z52 z53 z54 z55 z56
z61 z62 z63 z64 z65 z66

 , V =


v11 v12 v13 v14 v15 v16
v21 v22 v23 v24 v25 v26
v31 v32 v33 v34 v35 v36
v41 v42 v43 v44 v45 v46
v51 v52 v53 v54 v55 v56
v61 v62 v63 v64 v65 v66

 .

Розглянемо спочатку випадок A1X = XA1.
tx61 tx62 tx63 tx64 tx65 tx66

x11 x12 x13 x14 x15 x16

x21 x22 x23 x24 x25 x26

x31 x32 x33 x34 x35 x36

x41 x42 x43 x44 x45 x46

x51 x52 x53 x54 x55 x56

 =


x12 x13 x14 x15 x16 x11t
x22 x23 x24 x25 x26 x21t
x32 x33 x34 x35 x36 x31t
x42 x43 x44 x45 x46 x41t
x52 x53 x54 x55 x56 x51t
x62 x63 x64 x65 x66 x61t

 ,

(1, 1) : tx61 = x12, (1, 2) : tx62 = x13, (1, 3) : tx63 = x14,
(2, 1) : x11 = x22, (2, 2) : x12 = x23, (2, 3) : x13 = x24,
(3, 1) : x21 = x32, (3, 2) : x22 = x33, (3, 3) : x23 = x34,
(4, 1) : x31 = x42, (4, 2) : x32 = x43, (4, 3) : x33 = x44,
(5, 1) : x41 = x52, (5, 2) : x42 = x53, (5, 3) : x43 = x54,
(6, 1) : x51 = x62, (6, 2) : x52 = x63, (6, 3) : x53 = x64,
(1, 4) : tx64 = x15, (1, 5) : tx65 = x16, (1, 6) : tx66 = x11t;
(2, 4) : x14 = x25, (2, 5) : x15 = x26, (2, 6) : x16 = x21t;
(3, 4) : x24 = x35, (3, 5) : x25 = x36, (3, 6) : x26 = x31t;
(4, 4) : x34 = x45, (4, 5) : x35 = x46, (4, 6) : x36 = x41t;
(5, 4) : x44 = x55, (5, 5) : x45 = x56, (5, 6) : x46 = x51t;
(6, 4) : x54 = x65, (6, 5) : x55 = x66, (6, 6) : x56 = x61t.

.
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Отже,

Hom(A1, A1) =




x1 y1t z1t u1t v1t w1t
w1 x1 y1t z1t u1t v1t
v1 w1 x1 y1t z1t u1t
u1 v1 w1 x1 y1t z1t
z1 u1 v1 w1 x1 y1t
y1 z1 u1 v1 w1 x1




.

Розглянемо випадок A2Y = Y A2.
y61 y62 y63 y64 y65 y66
ty11 ty12 ty13 ty14 ty15 ty16
ty21 ty22 ty23 ty24 ty25 ty26
ty31 ty32 ty33 ty34 ty35 ty36
ty41 ty42 ty43 ty44 ty45 ty46
ty51 ty52 ty53 ty54 ty55 ty56

 =


y12t y13t y14t y15t y16t y11
y22t y23t y24t y25t y26t y21
y32t y33t y34t y35t y36t y31
y42t y43t y44t y45t y46t y41
y52t y53t y54t y55t y56t y51
y62t y63t y64t y65t y66t y61

 ,

(1, 1) : y61 = y12t, (1, 2) : y62 = y13t, (1, 3) : y63 = y14t,
(2, 1) : ty11 = y22t, (2, 2) : ty12 = y23t, (2, 3) : ty13 = y24t,
(3, 1) : ty21 = y32t, (3, 2) : ty22 = y33t, (3, 3) : ty23 = y34t,
(4, 1) : ty31 = y42t, (4, 2) : ty32 = y43t, (4, 3) : ty33 = y44t,
(5, 1) : ty41 = y52t, (5, 2) : ty42 = y53t, (5, 3) : ty43 = y54t,
(6, 1) : ty51 = y62t, (6, 2) : ty52 = y63t, (6, 3) : ty53 = y64t,
(1, 4) : y64 = y15t, (1, 5) : y65 = y16t, (1, 6) : y66 = y11;
(2, 4) : ty14 = y25t, (2, 5) : ty15 = y26t, (2, 6) : ty16 = y21;
(3, 4) : ty24 = y35t, (3, 5) : ty25 = y36t, (3, 6) : ty26 = y31;
(4, 4) : ty34 = y45t, (4, 5) : ty35 = y46t, (4, 6) : ty36 = y41;
(5, 4) : ty44 = y55t, (5, 5) : ty45 = y56t, (5, 6) : ty46 = y51;
(6, 4) : ty54 = y65t, (6, 5) : ty55 = y66t, (6, 6) : ty56 = y61.

Отже,

Hom(A2, A2) =




x1 y1 z1 u1 v1 w1

w1t x1 + x2t y1 + y2t z1 + z2t u1 + u2t v1 + v2t
v1t w2t x1 + x3t y1 + y3t z1 + z3t u1 + u3t
u1t v3t w3t x1 + x4t y1 + y4t z1 + z4t
z1t u4t v4t w4t x1 + x5t y1 + y5t
y1t z1t u1t v1t w1t x1




.

Розглянемо випадок A1Z = ZA2.
tz61 tz62 tz63 tz64 tz65 tz66
z11 z12 z13 z14 z15 z16
z21 z22 z23 z24 z25 z26
z31 z32 z33 z34 z35 z36
z41 z42 z43 z44 z45 z46
z51 z52 z53 z54 z55 z56

 =


z12t z13t z14t z15t z16t z11
z22t z23t z24t z25t z26t z21
z32t z33t z34t z35t z36t z31
z42t z43t z44t z45t z46t z41
z52t z53t z54t z55t z56t z51
z62t z63t z64t z65t z66t z61

 ,

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2016, вип. №1 (28)



ОПИС ДЕЯКИХ КАТЕГОРIЙ НЕЗВIДНИХ МАТРИЦЬ МАЛИХ ПОРЯДКIВ . . . 33

(1, 1) : tz61 = z12t, (1, 2) : tz62 = z13t, (1, 3) : tz63 = z14t,
(2, 1) : z11 = z22t, (2, 2) : z12 = z23t, (2, 3) : z13 = z24t,
(3, 1) : z21 = z32t, (3, 2) : z22 = z33t, (3, 3) : z23 = z34t,
(4, 1) : z31 = z42t, (4, 2) : z32 = z43t, (4, 3) : z33 = z44t,
(5, 1) : z41 = z52t, (5, 2) : z42 = z53t, (5, 3) : z43 = z54t,
(6, 1) : z51 = z62t, (6, 2) : z52 = z63t, (6, 3) : z53 = z64t,
(1, 4) : tz64 = z15t, (1, 5) : tz65 = z16t, (1, 6) : tz66 = z11;
(2, 4) : z14 = z25t, (2, 5) : z15 = z26t, (2, 6) : z16 = z21;
(3, 4) : z24 = z35t, (3, 5) : z25 = z36t, (3, 6) : z26 = z31;
(4, 4) : z34 = z45t, (4, 5) : z35 = z46t, (4, 6) : z36 = z41;
(5, 4) : z44 = z55t, (5, 5) : z45 = z56t, (5, 6) : z46 = z51;
(6, 4) : z54 = z65t, (6, 5) : z55 = z66t, (6, 6) : z56 = z61.

Отже,

Hom(A1, A2) =




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 y1t
y1t z1t u1t v1t w1t x1t




.

Розглянемо випадок A2V = V A1.
v61 v62 v63 v64 v65 v66
tv11 tv12 tv13 tv14 tv15 tv16
tv21 tv22 tv23 tv24 tv25 tv26
tv31 tv32 tv33 tv34 tv35 tv36
tv41 tv42 tv43 tv44 tv45 tv46
tv51 tv52 tv53 tv54 tv55 tv56

 =


v12 v13 v14 v15 v16 v11t
v22 v23 v24 v25 v26 v21t
v32 v33 v34 v35 v36 v31t
v42 v43 v44 v45 v46 v41t
v52 v53 v54 v55 v56 v51t
v62 v63 v64 v65 v66 v61t

 ,

(1, 1) : v61 = v12, (1, 2) : v62 = v13, (1, 3) : v63 = v14,
(2, 1) : tv11 = v22, (2, 2) : tv12 = v23, (2, 3) : tv13 = v24,
(3, 1) : tv21 = v32, (3, 2) : tv22 = v33, (3, 3) : tv23 = v34,
(4, 1) : tv31 = v42, (4, 2) : tv32 = v43, (4, 3) : tv33 = v44,
(5, 1) : tv41 = v52, (5, 2) : tv42 = v53, (5, 3) : tv43 = v54,
(6, 1) : tv51 = v62, (6, 2) : tv52 = v63, (6, 3) : tv53 = v64,
(1, 4) : v64 = v15, (1, 5) : v65 = v16, (1, 6) : v66 = v11t;
(2, 4) : tv14 = v25, (2, 5) : tv15 = v26, (2, 6) : tv16 = v21t;
(3, 4) : tv24 = v35, (3, 5) : tv25 = v36, (3, 6) : tv26 = v31t;
(4, 4) : tv34 = v45, (4, 5) : tv35 = v46, (4, 6) : tv36 = v41t;
(5, 4) : tv44 = v55, (5, 5) : tv45 = v56, (5, 6) : tv46 = v51t;
(6, 4) : tv54 = v65, (6, 5) : tv55 = v66, (6, 6) : tv56 = v61t.

Отже,

Hom(A2, A1) =




x1t y1t 0 0 0 0
w1t 0 0 0 0 0
v1t 0 0 0 0 0
u1t 0 0 0 0 0
z1t 0 0 0 0 0
y1t 0 0 0 0 0




.
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6. Зауваження. Для n ≥ 7 морфiзми мiж канонiчно t-циклiчними мат-
рицями, звичайно ж, можна обчислювати по запропонованiй схемi, але, якщо
говорити про незвiднi матрицi, то друга частина теореми 1 вже не виконується.
Як контрприклад можна привести наступну матрицю:

0 0 1 0 0 0 t
t 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 t 0


Її звiднiсть доведена в останньому параграфi роботи [1].
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