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Ïåðåäìîâà

Öåé ïîñiáíèê íàïèñàíî â äîïîìîãó ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó
äåííî¨ òà çàî÷íî¨ ôîðì íàâ÷àííÿ, ÿêi ïîâèííi âèâ÷èòè çàãàëüíèé êóðñ
"Ëiíiéíà àëãåáðà" i çäàòè âiäïîâiäíi çàëiêè òà iñïèòè.

Ñòóäåíò, ùî ïðîñëóõàâ i âèâ÷èâ öåé êóðñ ìà¹ çíàòè i âiëüíî âîëîäi-
òè òàêèìè îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè ëiíiéíî¨ àëãåáðè: ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä
äîâiëüíèì ïîëåì, ïiäïðîñòîðè, ôàêòîð-ïðîñòîðè, ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ i
îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, íîðìàëüíi ôîðìè ìàòðèöü, åâêëiäîâi i óíi-
òàðíi ïðîñòîðè, áiëiíiéíi i êâàäðàòè÷íi ôîðìè.

Âñi öi ïîíÿòòÿ â òié ÷è iíøié ìiði çóñòði÷àþòüñÿ â áóäü-ÿêîìó ðîçäiëi
ìàòåìàòèêè. Ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü ëiíiéíî¨ àëãåáðè â ãåîìåòði¨, ìàòåìà-
òè÷íîìó àíàëiçi i â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíóòi â îñòàííiõ
òðüîõ ïàðàãðàôàõ öüîãî ïîñiáíèêà.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ óñïiøíî¨ ðîáîòè íàä ïîñiáíèêîì íåîáõiäíi çíàí-
íÿ òåîði¨ äåòåðìiíàíòiâ, òåîði¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, àëãåáðè ìàòðèöü,
òåîði¨ ìíîãî÷ëåíiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì â îá'¹ìi êóðñó "Àëãåáðà i òåîðiÿ
÷èñåë ùî ÷èòà¹òüñÿ â ïåðøîìó ñåìåñòði.

Îá'¹ì êîæíîãî ïàðàãðàôà ïîñiáíèêà ìîæíà óìîâíî ðîçáèòè íà äâi ÷àñ-
òèíè. Ïåðøà ÷àñòèíà ìà¹ äîâiäêîâèé õàðàêòåð, òóò äàþòüñÿ îçíà÷åííÿ i
ôîðìóëþþòüñÿ îñíîâíi òâåðäæåííÿ. Äðóãà ÷àñòèíà ïàðàãðàôà ñêëàäà¹-
òüñÿ ç âïðàâ, ñàìîñòiéíå ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ äàñòü ìîæëèâiñòü ÷èòà÷ó çðî-
çóìiòè òà çàïàì'ÿòàòè ïåðøó ÷àñòèíó i âèðîáèòè ïåâíi íàâèêè îïåðóâàòè
ðîçãëÿíóòèìè ïîíÿòòÿìè ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Òàêèì ÷èíîì, ïîñiáíèê ìà¹ õà-
ðàêòåð äîâiäíèêà i ñàìîâ÷èòåëÿ ïî êóðñó "Ëiíiéíà àëãåáðà".

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi çàâiäóâà÷ó êàôåäðîþ àëãåáðè Óæãîðîäñüêîãî äåð-
æàâíîãî óíiâåðñèòåòó ïðîôåñîðó Ï. Ì. Ãóäèâêó çà ïîñòiéíó óâàãó òà äî-
ïîìîãó, ïðîÿâëåíó ïðè íàïèñàííi öüîãî íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà.
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�1. Àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå, åëåìåíòè ÿêîãî ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàëèìè
ãðåöüêèìè ëiòåðàìè, 1 � îäèíèöÿ ïîëÿ P , 0 � íóëü ïîëÿ P .

Íåõàé L � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ ïðèðîäè, ÿêi ìè
áóäåìî ïîçíà÷àòè â îñíîâíîìó ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè.

Ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P , ÿêùî â
ìíîæèíi L ââåäåíî äi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì âèìîãàì (àêñiîìàì ëi-
íiéíîãî ïðîñòîðó):

I. Äiÿ äîäàâàííÿ êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði a, b åëåìåíòiâ ìíîæèíè L
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò öi¹¨ æ ìíîæèíè, ÿêèé íàçè-
âà¹òüñÿ ñóìîþ åëåìåíòiâ a i b i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç a+ b;

II. Äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè ìíîæèíè L ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó α ∈ P i êîæíîìó åëåìåíòó a ∈ L
¹äèíèé åëåìåíò iç L, ùî íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì α íà a i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç αa;

III. Àêñiîìè ËÏ (ëiíiéíîãî ïðîñòîðó):

1) (a+ b) + c = a+ (b+ c),

2) a+ b = b+ a,

3) iñíó¹ òàêèé åëåìåíò 0̄ iç L, ùî a+0̄ = a äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
a iç L,

4) äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ L iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a′ ∈ L, ùî a+ a′ = 0̄,

5) α(βa) = (αβ)a,

6) 1a = a,

7) α(a+ b) = αa+ αb,

8) (α+ β)a = αa+ βa

(a, b, c ∈ L;α, β ∈ P ).

Âïðàâà 1. Êîðèñòóþ÷èñü àêñiîìàìè ËÏ äîâåñòè:

a) iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò 0̄ â L, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìi 3);

b) äëÿ êîæíîãî a ∈ L iñíó¹ òiëüêè îäèí åëåìåíò a′ ∈ L, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ àêñiîìi 4).

Åëåìåíòè ËÏ L áóäåìî íàçèâàòè âåêòîðàìè (íåçàëåæíî âiä ïðèðîäè
öèõ åëåìåíòiâ). �äèíèé åëåìåíò 0̄ â L áóäåìî íàçèâàòè íóëüîâèì âåêòî-

ðîì ïðîñòîðó L. Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L åäèíèé åëåìåíò a′ ∈ L, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìi 4) áóäåìî íàçèâàòè ïðîòèëåæíèì âåêòîðîì äî âå-

êòîðà a i ïîçíà÷àòè éîãî ÷åðåç "−a".
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Âïðàâà 2. Êîðèñòóþ÷èñü àêñiîìàìè ËÏ, äîâåñòè:

1) 0a = 0̄;

2) α0̄ = 0̄;

3) αa = 0̄ ⇔ α = 0 àáî a = 0̄;

4) (−1)a = −a.

Ðiçíèöþ äâîõ âåêòîðiâ, ñóìó 3-õ âåêòîðiâ, ñóìó 4-õ âåêòîðiâ i ò. ä.
âèçíà÷èìî çà ïðàâèëàìè:

a− b = a+ (−b) (a+ (−b) = a+ (−1)b);

a+ b+ c = (a+ b) + c;

a+ b+ c+ d = (a+ b+ c) + d

i ò. ä.
Áóäü-ÿêó âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó âåêòîðiâ iç ËÏ L áóäåìî íàçèâàòè

ñèñòåìîþ âåêòîðiâ. Íåõàé a1, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L, α1, . . .
. . . , αs � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ P . Âåêòîð α1a1 + · · ·+ αsas ïðîñòîðó L
íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a1, . . . , as âiäïîâiäíî ç êîåôi-

öi¹íòàìè α1, . . . , αs.

Ïðèêëàäè ËÏ

1. Íóëüîâèé ïðîñòið L = {a} ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî âåêòîðà a, äi¨ íàä
ÿêèì âèêîíóþòüñÿ çà ïðàâèëàìè:

a+ a = a, αa = a (α ∈ P ).

Î÷åâèäíî, åëåìåíò a ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì.
2. Ïðîñòið Pn. Áóäü-ÿêà âïîðÿäêîâàíà ñóêóïíiñòü n åëåìåíòiâ ïîëÿ P

íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì âåêòîðîì íàä ïîëåì P . n-âèìiðíèé âåêòîð íàä
ïîëåì P , óòâîðåíèé åëåìåíòàìè α1, . . . , αn ïîëÿ P , áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç (α1, . . . , αn) i íàçèâàòè α1 � 1-þ êîìïîíåíòîþ, α2 � 2-þ êîìïîíåí-
òîþ i ò.ä., αn � n-þ êîìïîíåíòîþ öüîãî âåêòîðà. Äâà n-âèìiðíi âåêòîðè
íàä ïîëåì P íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî ðiâíi âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè öèõ
âåêòîðiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pn � ìíîæèíó âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä
ïîëåì P . Ââåäåìî â ìíîæèíi Pn äi¨:

I. ßêùî a = (α1, . . . , αn) ∈ Pn i b = (β1, . . . , βn) ∈ Pn, òî âèçíà÷èìî
ñóìó a+ b çà ïðàâèëîì

a+ b = (α1 + β1, . . . , αn + βn).

Î÷åâèäíî, a+ b ∈ Pn.

II. ßêùî γ ∈ P i a = (α1, . . . , αn) ∈ Pn, òî äîáóòîê γa âèçíà÷èìî çà
ïðàâèëîì

γa = (γα1, . . . , γαn).

Î÷åâèäíî, γa ∈ Pn.



7

Âïðàâà 3. Êîðèñòóþ÷èñü àêñiîìàìè ïîëÿ P ïîêàçàòè, ùî âêà-

çàíi äi¨ íàä åëåìåíòàìè iç Pn çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìàì 1)�8) ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó.

Ëiíiéíèé ïðîñòið Pn ç âêàçàíèìè äiÿìè íàä n-âèìiðíèìè âåêòî-
ðàìè íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P .
Â ïðîöåñi ïåðåâiðêè àêñiîì ËÏ áóäå âñòàíîâëåíî, ùî íóëüîâèì âåêòî-
ðîì ïðîñòîðó Pn áóäå n-âèìiðíèé âåêòîð (0, . . . , 0), à ïðîòèëåæíèì
âåêòîðîì −a äî n-âèìiðíîãî âåêòîðà a = (α1, . . . , αn) ∈ Pn áóäå
n-âèìiðíèé âåêòîð (−α1, . . . ,−αn).

3. Ïðîñòið C[α,β]. Íåõàé P = R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, α, β ∈ R i
α < β. ×åðåç C[α,β] ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f : [α, β] → R,
íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [α, β]. Äâi ôóíêöi¨ f , g : [α, β] → R íàçèâà-
þòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî

f(x) = g(x) (x ∈ [α, β]).

Ââåäåìî äi¨ íàä åëåìåíòàìè iç C[α,β]:

I. ßêùî f, g ∈ C[α,β], òî ñóìó f + g âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (x ∈ [α, β]).

II. ßêùî γ ∈ R i f ∈ C[α,β], òî äîáóòîê γf âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì

(γf)(x) = γf(x) (x ∈ [α, β]).

Iç âiäîìèõ òåîðåì ìàòàíàëiçó ñëiäó¹, ùî f + g i γf � íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ íà [α, β], òîáòî f + g ∈ C[α,β] i γf ∈ C[α,β].

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî C[α,β] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì

R âiäíîñíî âêàçàíèõ äié íàä åëåìåíòàìè iç C[α,β].
Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i A � íåïîðîæíÿ ïiä-

ìíîæèíà â L. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìíîæèíà A çàìêíåíà âiäíîñíî

äié íàä âåêòîðàìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ñóìà áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ iç A ¹ òàêîæ âåêòîðîì iç A;

2) äîáóòîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà iç P íà áóäü-ÿêèé âåêòîð iç A ¹
òàêîæ âåêòîð iç A.

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà A â ËÏ L
íàä ïîëåì P ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié,

ÿêi âèçíà÷åíi â ïðîñòîði L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A
çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòîðàìè.
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�2. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü âåêòîðiâ.

Áàçèñ i ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó

Íåõàé L� ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as
ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè α1, . . . , αs ïîëÿ P , ÿêi íå ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî, ùî
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

α1a1 + · · ·+ αsas = 0̄ (íóëüîâèé âåêòîð â L).

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëå-
æíîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α1, . . . , αs ïîëÿ P ,
ÿêi íå ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî, ëiíiéía êîìáiíàöiÿ α1a1 + · · ·+ αsas íå
¹ íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ,

ÿêùî ðiâíiñòü α1a1 + · · · + αsas = 0̄ (α1, . . . , αs ∈ P ) âèêîíó¹òüñÿ
òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè α1 = . . . = αs = 0.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ

(ëiíiéíî íåçàëåæíîþ), ÿêùî ðiâíÿííÿ x1a1 + · · ·+xsas = 0̄ ç íåâiäî-
ìèìè x1, . . . , xs íàä ïîëåì P ìà¹ õî÷à á îäèí íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê

(òiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê).
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äàíi âåêòîðè a, b, . . . , c ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî

çàëåæíi (ëiíiéíî íåçàëåæíi), ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ç íèõ óòâîðåíà
¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ (ëiíiéíî íåçàëåæíîþ).

Îçíàêà ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòî-
ðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäèí iç âåêòîðiâ

öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ií-

øèõ âåêòîðiâ äàíî¨ ñèñòåìè.

Äâi òåîðåìè ïðî ñèñòåìó i ïiäñèñòåìè.
1. ßêùî äåÿêà ïiäñèñòåìà äàíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðî-

ñòîðó L ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ, òî i âñÿ ñèñòåìà òàêîæ ëiíiéíî çà-

ëåæíà.

2. ßêùî äàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíîþ, òî i áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà öi¹¨ ñèñòåìè òàêîæ ëiíiéíî

íåçàëåæíà.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ïðîñòið L íàçèâà¹-
òüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-
ñëà n â ïðîñòîði L iñíóþòü n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. ßêùî
äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m áóäü-ÿêi m âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L ¹ ëiíiéíî çàëåæíi, òî ïðîñòið L íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì
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ïðîñòîðîì. Ðîçìiðíiñòþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
íàä ïîëåì P íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî ðiâíå íàéáiëüøié êiëüêîñòi ëiíié-
íî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó L. ßêùî L � íóëüîâèé ïðîñòið,
òî ââàæàþòü, ùî éîãî ðîçìiðíiñòü ðiâíà íóëþ. Ðîçìiðíiñòü íåñêií-
÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ââàæàþòü óìîâíî ðiâíîþ ∞. Ðîçìiðíiñòü
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ïîçíà÷àþòü ÷åðåç dimPL (àáî
dimL).

Âïðàâà 1. 1) Ïîêàçàòè, ùî ïîëå P ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä

ïîëåì P . Çíàéòè dimPP . 2) Ïîêàçàòè, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
C ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R i C ¹ ëiíié-

íèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q. Çíàéòè dimRC i

dimQC.
Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1,

a2, . . . , as ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì ïðîñòîðó L, ÿêùî âèêî-
íóþòüñÿ òàêi äâi óìîâè:

1) ñèñòåìà a1, . . . , as ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ;
2) áóäü-ÿêèé âåêòîð ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè

a1, . . . , as.

Òåîðåìà ïðî ëiíiéíi êîìáiíàöi¨. Ñåðåä ëiíiéíèõ êîìáiíàöié

äàíèõ s âåêòîðiâ iñíó¹ íå áiëüøå ÿê s ëiíiéíî íåçàëåæíèõ.

Íàñëiäîê 1 (Òåîðåìà ïðî áàçèñ i ðîçìiðíiñòü). Â ñêií÷åííî-

âèìiðíîìó íåíóëüîâîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì P iñíóþòü

áàçèñè. ×èñëî âåêòîðiâ áóäü-ÿêîãî áàçèñà ïðîñòîðó L ðiâíå dimPL.

Ïðîñòið Pn ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì
P , dimPP

n = n. Ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ:

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1)

¹ áàçèñîì ïðîñòîðó Pn. Öåé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì áàçèñîì

ïðîñòîðó Pn.

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî äàíi n n-âèìiðíèõ âåêòîðè ïðîñòîðó

Pn óòâîðþþòü áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äå-

òåðìiíàíò, ñêëàäåíèé ç êîìïîíåíò äàíèõ âåêòîðiâ, âiäìiííèé âiä

íóëÿ.

Âïðàâà 3.Íåõàé a1, . . . , as äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L. Ïîêàçàòè, ùî ñïðàâåäëèâå ëèøå îäíå iç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:

1) ñèñòåìà a1, . . . , as � ëiíiéíî çàëåæíà;

2) ñèñòåìà a1, . . . , as � áàçèñ ïðîñòîðó L;
3) iñíó¹ âåêòîð a ∈ L òàêèé, ùî ñèñòåìà a1, . . . , as, a ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíîþ.



10

Íàñëiäîê. Áóäü-ÿêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ ñêií-

÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P ìîæíà âêëþ÷èòè â äåÿêèé

áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó.

�3. Ðîçêëàä âåêòîðà ïî áàçèñó.

Ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i ñèñòå-
ìà âåêòîðiâ a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòîðó L (n = dimPL).

Òåîðåìà ïðî ðîçêëàä. Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ïðîñòîðó L
iñíó¹ i ïðè÷îìó òiëüêè îäíà ñèñòåìà åëåìåíòiâ α1, . . . , αn ïîëÿ P
òàêà, ùî âåêòîð a ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi a = α1a1+ · · ·+αnan.

Îäåðæàíå ïðåäñòàâëåííÿ âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âå-

êòîðà ïî áàçèñó a1, . . . , an ïðîñòîðó L. Êîåôiöi¹íòè α1, . . . , αn íà-
çèâàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â áàçèñi a1, . . . , an (α1 � 1-øà
êîîðäèíàòà, α2 � 2-ãà êîîðäèíàòà i ò.ä., αn � n-à êîîðäèíàòà âåêòî-
ðà a). n-âèìiðíèé âåêòîð (α1, . . . , αn) áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíà-
òíèì ðÿäêîì âåêòîðà a. Âiäìiòèìî, ùî êîîðäèíàòíi ðÿäêè áàçèñíèõ
âåêòîðiâ a1, . . . , an ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî ç âåêòîðàìè e1, . . . , en
êàíîíi÷íîãî áàçèñà â Pn.

Òåîðåìà ïðî äi¨ íàä âåêòîðàìè â êîîðäèíàòíié ôîðìi. Íå-
õàé â ïðîñòîði L âèáðàíî áàçèñ i âåêòîðè ïðîñòîðó ðîçêëàäåíi ïî

öüîìó áàçèñó. Òîäi êîîðäèíàòè ñóìè âåêòîðiâ ðiâíi ñóìàì âiäïîâiä-

íèõ êîîðäèíàò öèõ âåêòîðiâ. Ùîá îäåðæàòè êîîðäèíàòè äîáóòêó

åëåìåíòà ïîëÿ íà âåêòîð ïðîñòîðó ïîòðiáíî êîîðäèíàòè öüîãî âå-

êòîðà ïîìíîæèòè íà öåé åëåìåíò ïîëÿ.

Íåõàé L = Pn i a = (α1, . . . , αn) ∈ Pn. Òîäi a = α1e1 + · · ·+ αnen.
Êàíîíi÷íèé áàçèñ e1, . . . , en ïðîñòîðó Pn öå ¹äèíèé áàçèñ â ÿêîìó
êîîðäèíàòè äîâiëüíîãî n-âèìiðíîãî âåêòîðà ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiä-
íèìè êîìïîíåíòàìè öüîãî âåêòîðà.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì P , à ñèñòåìè
âåêòîðiâ a1, . . . , an; a

′
1, . . . , a

′
n � äâà áàçèñè ïðîñòîðó L. Ðîçêëàäåìî

âåêòîðè îäíîãî áàçèñà ïî äðóãîìó áàçèñó:

a′1 = τ11a1 + τ21a2 + · · ·+ τn1an,
a′2 = τ12a1 + τ22a2 + · · ·+ τn2an,

. . . . . . . . . . .
a′n = τ1na1 + τ2na2 + · · ·+ τnnan,
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äå τij ∈ P (1 ≤ i, j ≤ n). Òîäi ìàòðèöÿ

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñà a1, . . . , an äî áàçèñà a′1,
a′2,. . . , a

′
n (çâåðíóòè óâàãó, ÿê âèïèñó¹òüñÿ ìàòðèöÿ T ). Ìàòðèöÿ T

¹ íåâèðîäæåíîþ, à ìàòðèöÿ T−1 ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñà a′1,
a′2,. . . , a

′
n äî áàçèñà a1, . . . , an. Ðîçêëàäåìî äîâiëüíèé âåêòîð a ∈ L

ïî îáîõ áàçèñàõ:

a = α1a1 + · · ·+ αnan (αi ∈ P ),

a = α′
1a

′
1 + · · ·+ α′

na
′
n (α′

i ∈ P ).

Íåõàé

X =

 α1

...
αn

 , X ′ =

 α′
1
...
α′
n


� êîîðäèíàòíi ñòîâïöi âåêòîðà a. Òîäi

X = TX ′.

Îäåðæàíà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (àáî ôîðìóëàìè â ðîç-
ãîðíóòîìó âèãëÿäi) ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäi
âiä îäíîãî áàçèñà ïðîñòîðó äî iíøîãî áàçèñà.

Íåõàé L = Pn i a1, . . . , an � äîâiëüíèé áàçèñ iç n-âèìiðíèõ âåêòî-
ðiâ. Çàïèñàâøè öi âåêòîðè â ñòîâïöi ìàòðèöi, ìè îäåðæèìî ìàòðèöþ
ïåðåõîäó âiä êàíîíi÷íîãî áàçèñà e1, . . . , en äî áàçèñà a1, . . . , an.

�4. Içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Íåõàé L i L′ äâà ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä îäíèì i òèì æå ïîëåì P . Âiä-
îáðàæåííÿ φ : L→ L′ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì

ïðîñòîðó L â ïðîñòið L′, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) (a, b ∈ L),

φ(αa) = αφ(a) (α ∈ P, a ∈ L).



12

Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L′ ËÏ L â ËÏ L′ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì,
ÿêùî φ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ i φ � âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè L íà ìíîæèíó L′. Âçà¹ìíà îäíî-
çíà÷íiñòü φ îçíà÷à¹, ùî êîæíèé âåêòîð iç L′ ¹ îáðàçîì äåÿêîãî âå-
êòîðà iç L i îáðàçè ðiçíèõ âåêòîðiâ iç L ¹ ðiçíèìè âåêòîðàìè â L′.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L içîìîðôíèé ëiíiéíîìó
ïðîñòîðó L′, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì φ : L → L′ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.
Çàïèñ L ∼= L′ îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið L içîìîðôíèé ïðîñòîðó L′. Âiäíî-
øåííÿ "áóòè içîìîðôíèìè" ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) L ∼= L (ðåôëåêñèâíiñòü);

2) L ∼= L′ ⇔ L′ ∼= L (ñèìåòðè÷íiñòü);

3) L ∼= L′, L′ ∼= L′′ ⇒ L ∼= L′′ (òðàíçèòèâíiñòü)
(L′′ � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ).

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëi-

íiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i dimPL > 0. Òîäi L ∼= PdimPL. ßêùî

n ̸= m, òî ïðîñòið Pn íå içîìîðôíèé ïðîñòîðó Pm.

Âïðàâà 1. Íåõàé φ : L → L′ içîìîðôiçì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

L i L′ íàä ïîëåì P i a1, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.
Ïîêàçàòè, ùî öÿ ñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà, àáî ëiíiéíî íåçàëåæíà,

àáî ¹ áàçèñîì â L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà îáðàçiâ φ(a1), . . .
. . . , φ(as) ëiíiéíî çàëåæíà, àáî ëiíiéíî íåçàëåæíà, àáî ¹ áàçèñîì

â L′.

Âïðàâà 2. Íåõàé Rn∗ � ìíîæèíà âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä
ïîëåì R, êîìïîíåíòè ÿêèõ ¹ äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà. Ââåäåìî â Rn∗

äi¨:

i) ÿêùî a = (α1, . . . , αn), b = (β1, . . . , βn) ∈ Rn∗, òî
a+ b = (α1β1, . . . , αnβn);

ii) ÿêùî γ ∈ R i a = (α1, . . . , αn) ∈ Rn∗, òî γa = (αγ1 , . . . , α
γ
n).

1) Ïîêàçàòè, ùî Rn∗ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì R âiäíîñíî

äàíèõ äié.

2) ßêèé âåêòîð ¹ íóëüîâèì â Rn∗?

3) ßêèé âåêòîð ¹ ïðîòèëåæíèì äî âåêòîðà a=(α1, . . . , an)∈Rn∗?

4) Ïîêàçàòè, ùî Rn∗ ∼= Rn.
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�5. Ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Íåïóñòà ïiäìíîæèíà A â
L íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì â L, ÿêùî ìíîæèíà A ¹ ëiíiéíèì ïðî-
ñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî òèõ äié, ÿêi ââåäåíi â L.

Âïðàâà 1. Íåïóñòà ïiäìíîæèíà A â L ¹ ïiäïðîñòîðîì â L òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà âiäíîñíî äié íàä âåêòî-

ðàìè.

Îçíàêà ïiäïðîñòîðó. Íåïóñòà ïiäìíîæèíà A â ëiíiéíîìó ïðî-

ñòîði L íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ a òà b iç A i áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ α òà β iç

P âåêòîð αa+ βb íàëåæèòü A.

Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðiâ

1. A = {0̄} i A = L ¹ ïiäïðîñòîðàìè â L (öå òàê çâàíi òðèâiàëüíi
ïiäïðîñòîðè).

2. Íåõàé a1, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨a1, . . . , as⟩ = {α1a1 + · · ·+ αsas | α1, . . . , αs ∈ P}

� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñèñòåìè a1, . . . , as. Òîäi ìíî-
æèíà ⟨a1, . . . , as⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì â L. Öåé ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ, íàòÿãíóòîþ íà ñèñòåìó a1, . . . , as.

3. Ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n
íåâiäîìèõ íàä ïîëåì P ¹ ïiäïðîñòîðîì â Pn.

Âïðàâà 2. Íåõàé L ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïî-

ëåì P . Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â L ¹ ëiíiéíîþ îáîëîí-

êîþ, íàòÿãíóòîþ íà äåÿêó ñèñòåìó âåêòîðiâ ïðîñòîðó L.

Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïiäïðîñòið â Pn ¹ ïðîñòî-

ðîì ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íå-
âiäîìèõ íàä ïîëåì P .

Âïðàâà 4. Äàíî ñèñòåìó a1, . . . , as n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàä

ïîëåì P . Çíàéòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâi-

äîìèõ íàä ïîëåì P , ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ⟨a1, . . . , as⟩.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

âiä n íåâiäîìèõ, ìàòðèöÿ ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ iç ðÿäêiâ a1, . . . , as. Çíà-
éäåìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèòåìè ðiâíÿíü. Íå-
õàé b1, . . . , bk � îäíà ç ôóíäàìåíòàëüíèõ ñèòåì ðîçâ'ÿçêiâ. Çàïèøå-
ìî âåêòîðè b1, . . . , bk â ðÿäêè ìàòðèöi. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü ç îäåðæàíîþ ìàòðèöåþ áóäå øóêàíîþ.
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Äi¨ íàä ïiäïðîñòîðàìè. Íåõàé A, B � íåïóñòi ïiäìíîæèíè â
ËÏ L íàä ïîëåì P . ×åðåç A + B ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âåêòîðiâ
âèãëÿäó x + y, äå x ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó A, à y ïðîáiãà¹ ìíîæèíó
B. A + B íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ìíîæèí A i B. Ìíîæèíà âñiõ âåêòî-
ðiâ ñïiëüíèõ äëÿ A i B íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí A òà B i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A ∩B.

Òåîðåìà ïðî ñóìó i ïåðåòèí ïiäïðîñòîðiâ. Ñóìà i ïåðåòèí
ïiäïðîñòîðiâ â L ¹ ïiäïðîñòîðàìè â L. ßêùî A i B ñêií÷åííîâèìiðíi

ïiäïðîñòîðè â L, òî dimP (A+B) = dimPA+dimPB−dimP (A∩B).

Ñóìà A + B ïiäïðîñòîðiâ A i B â L íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà z ∈ A+B iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð x ∈ A
i òiëüêè îäèí âåêòîð y ∈ B òàêi, ùî z = x+ y.

Îçíàêà ïðÿìî¨ ñóìè. Ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðåòèí A ∩ B öèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹

íóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì.

Âïðàâà 5. Äîâåñòè, ùî ñóìà A+B ïiäïðîñòîðiâ A i B ¹ ïðÿìîþ

ñóìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òiëüêè îäèí âåêòîð a iç A i

òiëüêè îäèí âåêòîð b iç B òàêi, ùî a+ b = 0̄.

Âïðàâà 6. Íåõàé A, B ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè â ïðîñòîði

L. Äîâåñòè, ùî ñóìà A + B ¹ ïðÿìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ: 1) dim (A∩B) = 0; 2) dim (A+
+B) = dimA+ dimB.

Âïðàâà 7. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiä-

ïðîñòîðiâ A i B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

äâi óìîâè: 1) A+B = L; 2) A ∩B = {0̄}.
Âïðàâà 8. Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ïiä-
ïðîñòið B â L, òàêèé, ùî L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ A i B.

Âïðàâà 9. Íåõàé äàíî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä
n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R i ìàòðèöÿ A öi¹¨ ñèñòå-

ìè âiäìiííà âiä íóëüîâî¨. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið Rn ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ

ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèòåìè ðiâíÿíü i ëiíiéíî¨ îáîëîíêè, íàòÿ-

ãíóòî¨ íà ðÿäêè ìàòðèöi A.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì P ¹ ïðÿìîþ
ñóìîþ ñâî¨õ íåíóëüîâèõ ïiäïðîñòîðiâ A1, . . . , As, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
âåêòîðà x ∈ A iñíó¹ ðiâíî ïî îäíîìó âåêòîðó x1 ∈ A1, . . . , xs ∈ As
òàêèõ, ùî x = x1 + · · ·+ xs.
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�6. Ñóìiæíi êëàñè ïî ïiäïðîñòîðó.

Ôàêòîð-ïðîñòið

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L i x ∈ L.
Ìíîæèíà x + A = {x + a | a ∈ A} íàçèâà¹òüñÿ ñóìiæíèì êëàñîì

ïðîñòîðó L ïî ïiäïðîñòîðó A ç ïðåäñòàâíèêîì êëàñó x.

Ïðèêëàä ñóìiæíîãî êëàñó

Íåõàé äàíî ñóìiñíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n
íåâiäîìèõ íàä ïîëåì P i n-âèìiðíèé âåêòîð b ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòå-
ìè. Íåõàé A � ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ (äàíié ñèñòåìi) ñèñòåìè
ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Òîäi A � ïiäïðîñòið â Pn, à ñóìiæíèé
êëàñ b+A ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Âïðàâà 1. Íåõàé A � íåòðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið â Pn i b �
äîâiëüíèé n-âèìiðíèé âåêòîð iç Pn. Çíàéòè òàêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ
íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì P , ùîá ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèòåìè ñïiâïàäàëà á ç ñóìiæíèì êëàñîì b+A.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

âiä n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì P , ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç
A (äèâ. âïðàâó 4 ��5.). Îäåðæàíà ñèñòåìà îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü áóäå âiäïîâiäíîþ äëÿ øóêàíî¨ ñèñòåìè íåîäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü. Íàì çàëèøèëîñü çíàéòè òiëüêè âiëüíi ÷ëåíè öèõ
ðiâíÿíü. Äëÿ öüîãî â êîæíå iç çíàéäåíèõ ðiâíÿíü ïiäñòà-
âèìî âåêòîð b (çàìiñòü íåâiäîìèõ � âiäïîâiäíi êîìïîíåíòè
âåêòîðà b). Çíàéäåíèé ïðè öüîìó åëåìåíò ïîëÿ P áóäå âiëü-
íèì ÷ëåíîì âiäïîâiäíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ øóêàíî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Âëàñòèâîñòi ñóìiæíèõ êëàñiâ ïî äàíîìó ïiäïðîñòîðó. Íåõàé
A � ïiäïðîñòið â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L i x, y ∈ L. Òîäi

1) ÿêùî x ∈ A, òî x+A = A;

2) ÿêùî x + A ̸= y + A, òî ïåðåòèí (x + A) ∩ (y + A) ¹ ïóñòîþ
ìíîæèíîþ;

3) x+A = y +A⇔ x− y ∈ A;

4) (x+A) + (y +A) = (x+ y) +A, òîáòî ñóìà ñóìiæíèõ êëàñiâ ïî
ïiäïðîñòîðó A ¹ ñóìiæíèé êëàñ ïî öüîìó ïiäïðîñòîðó;

5) γ(x+A) ⊆ γx+A (γ ∈ P ) i ÿêùî γ ̸= 0, òî γ(x+A) = γx+A.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ L/A = {x + A |x ∈ L} äëÿ ìíîæèíè âñiõ
ñóìiæíèõ êëàñiâ ïðîñòîðó L ïî äàíîìó â íüîìó ïiäïðîñòîðó A.
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Òåîðåìà.Ìíîæèíà L/A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì P âiä-

íîñíî äi¨ äîäàâàííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ

(x+A) + (y +B) = (x+ y) +A (x, y ∈ L)

òà äi¨ ìíîæåííÿ ñóìiæíèõ êëàñiâ íà åëåìåíòè ïîëÿ P , ùî âèêî-
íó¹òüñÿ çà òàêèì ïðàâèëîì

γ(x+A) = γx+A (γ ∈ P, x ∈ L).

Ëiíiéíèé ïðîñòið L/A íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòî-
ðîì ïðîñòîðó L ïî éîãî ïiäïðîñòîðó A.

Òåîðåìà ïðî ðîçìiðíiñòü òðüîõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé L � ñêií-

÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , A � ïiäïðîñòið â L i

L/A � ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó L ïî ïiäïðîñòîðó A. Òîäi dimPL =
= dimPA+ dimP (L/A).

Âïðàâà 2. Íåõàé â óìîâàõ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ñèñòåìà ñóìi-

æíèõ êëàñiâ B1, . . . , Bs ¹ áàçèñîì â L/A i b1, . . . , bs � ñèñòåìà

ïðåäñòàâíèêiâ öèõ êëàñiâ (bi ∈ L, Bi = bi + A (i = 1, . . . , s)). Äîâå-
ñòè, ùî ÿêùî ñèñòåìó b1, . . . , bs äîïîâíèòè áàçèñîì ïðîñòîðó A,
òî ìè îäåðæèìî äåÿêèé áàçèñ âñüîãî ïðîñòîðó L.

Âiäìiòèìî, ùî L/{0̄} = L i L/L � íóëüîâèé ïðîñòið.

�7. Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Âïðàâà 1. Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L′ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïî-

ëåì P â ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä ïîëåì P ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè φ(αx+ βy) = αφ(x) + βφ(y) äëÿ äîâiëüíèõ
âåêòîðiâ x, y ïðîñòîðó L òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ïîëÿ P .

Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé
φ : L→ L′ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ËÏ L â ËÏ L′ íàä ïîëåì P . Òîäi

1) φ(0̄) = 0̄′ (0̄ � íóëü â L, 0̄′ � íóëü â L′);

2) φ(−x) = −φ(x) (x ∈ L);

3) ÿêùî a1, . . . , as ∈ L i α1, . . . , αs ∈ P , òî φ(α1a1 + · · ·+ αsas) =
= α1φ(a1) + · · ·+ αsφ(as);

4) ÿêùî a1, . . . , as � ëiíiéíî çàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L, òî
ñèñòåìà φ(a1), . . . , φ(as) ¨õíiõ îáðàçiâ òàêîæ ëiíiéíî çàëåæíà;
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5) ñèñòåìà a1, . . . , as iç L ëiíiéíî íåçàëåæíà, ÿêùî ñèñòåìà îáðàçiâ
φ(a1), . . . , φ(as) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Íåõàé φ : L→ L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ËÏ L â ËÏ L′. Íàñòó-
ïíà ìíîæèíà

Ker φ = {x ∈ L |φ(x) = 0̄′}

(òîáòî ìíîæèíà âñiõ òèõ âåêòîðiâ iç L îáðàçè ÿêèõ ðiâíi íóëüîâîìó
âåêòîðó â L′) íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì âiäîáðàæåííÿ φ, à ìíîæèíà

Imφ = {φ(x) |x ∈ L}

(òîáòî ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ iç L′, ÿêi ¹ îáðàçàìè âåêòîðiâ iç L)
íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì âiäîáðàæåííÿ φ.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ãîìîìîðôiçìè äëÿ ëiíiéíèõ âiä-
îáðàæåíü. Íåõàé φ : L → L′ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíîãî ïðîñ-

òîðó L íàä ïîëåì P â ëiíiéíèé ïðîñòið L′ íàä ïîëåì P . Òîäi

1) Ker φ � ïiäïðîñòið â L;

2) Imφ � ïiäïðîñòið â L′;

3) L/Ker φ ∼= Imφ.

Âïðàâà 2. Íåõàé L ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïî-

ëåì P , L′ � äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ :L→L′ �

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Ïîêàçàòè, ùî

dimPL = dimPKer φ+ dimP Imφ.

Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ëiíiéíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ. Íåõàé L ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ç

áàçèñîì a1, . . . , an i L
′ � äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P .

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè n âåêòîðiâ b1, . . . , bn ïðîñòîðó L
′ iñíó¹

i òiëüêè îäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L′ òàêå, ùî φ(a1) = b1,
φ(a2) = b2, . . . , φ(an) = bn.

Äîâåäåííÿ (îñíîâíèé ìîìåíò). Ðîçêëàäåìî âñi âåêòîðè ïðîñòî-
ðó L ïî áàçèñó a1, . . . , an. Íåõàé a ∈ L i a = α1a1 + · · · + αnan
(α1, . . . , αn ∈ P ). Ïîêëàäåìî φ(a) = α1b1 + · · · + αnbn. Çàëèøèëîñü
ïåðåâiðèòè, ùî φ çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãàì òåîðåìè. Äëÿ öüîãî (ÿê îêðå-
ìà âïðàâà) ïîêàçàòè, ùî

1) φ ¹ âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè L â ìíîæèíó L′;

2) äëÿ âiäîáðàæåííÿ φ âèêîíóþòüñÿ îáèäâi óìîâè ëiíiéíîñòi;
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3) φ(a1) = b1, . . . , φ(an) = bn;

4) φ ¹ ¹äèíèì ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïîïåðå-
äíié óìîâi.

Âiäìiòèìî, ùî äîâîäèòè 2) íå ïåðåâiðèâøè 1) íåäîïóñòèìî. Ïðè
äîâåäåííi ¹äèíîñòi âiäîáðàæåííÿ φ ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè ïîíÿòòÿ
ðiâíîñòi âiäîáðàæåíü. Çà îçíà÷åííÿì äâà âiäîáðàæåííÿ φ i ψ ðiâíi,
ÿêùî âîíè ìàþòü ñïiëüíó ìíîæèíó âèçíà÷åííÿ, ñïiëüíó ìíîæèíó
çíà÷åíü i çàäîâîëüíÿþòü óìîâi φ(x) = ψ(x) äëÿ âñiõ x iç ìíîæè-
íè âèçíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä, äîâåäåííÿ òîòîæíîñòi ¹ ïåðåâiðêîþ íà
ðiâíiñòü äâîõ âiäîáðàæåíü.

Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé L i L′ � ñêií÷åí-
íîâèìiðíi ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì P , dimL = n, dimL′ = m i
φ : L → L′ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Âèáåðåìî â ïðîñòîðàõ L i L′ ïî
áàçèñó: a1, . . . , an � áaçèñ â L; b1, . . . , bm � áaçèñ â L′. Ðîçêëàäåìî
îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ iç L ïî áàçèñó ïðîñòîðó L′:

φ(a1) = α11b1 + α21b2 + · · ·+ αm1bm,

φ(a2) = α12b1 + α22b2 + · · ·+ αm2bm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1nb1 + α2nb2 + · · ·+ αmnbm

(αij ∈ P , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). Iç êîåôiöi¹íòiâ öèõ ðîçêëàäiâ
ñêëàäåìî ìàòðèöþ:

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αm1 αm2 . . . αmn

 .

Âiäìiòèìî, ùî i-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi A ¹ êîîðäèíàòíèì ñòîâïöåì
âåêòîðà φ(ai) (i = 1, . . . , n). Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëi-

íiéíîãî âiäîáðàæåííÿ φ â áàçèñàõ a1, . . . , an i b1, . . . , bm ïðîñòîðiâ
L i L′. Íåõàé x äîâiëüíèé âåêòîð iç L i x = x1a1 + · · ·+ xnan (xi ∈ P,
i = 1, . . . , n) � ðîçêëàä âåêòîðà x ïî áàçèñó a1, . . . , an. Ðîçêëàäå-
ìî îáðàç φ(x) ïî áàçèñó b1, . . . , bm â L′: φ(x) = y1b1 + · · · + ymbm
(yi ∈ P, i = 1, . . . ,m). Íåõàé X � ñòîâïåöü êîîðäèíàò âåêòîðà x, à Y
� ñòîâïåöü êîîðäèíàò éîãî îáðàçó φ(x). Òîäi

Y = AX.
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Íàâåäåíà ôîðìóëà íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó âå-

êòîðà ïðè ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííi φ.

Çâ'ÿçîê ìàòðèöü ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ïðè çàìiíi áà-
çèñiâ. Íåõàé â ïðîñòîðàõ L i L′ ç áàçèñàìè a1, . . . , an i b1, . . . , bm
âèáðàíi íîâi áàçèñè: a′1, . . . , a

′
n i b′1, . . . , b

′
m. Íåõàé A′ � ìàòðèöÿ

âiäîáðàæåííÿ φ â öèõ áàçèñàõ. Òîäi:

A′ = S−1AT,

äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñà b1, . . . , bm äî áàçèñà b′1, . . . , b
′
m â

ïðîñòîði L′, à T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñà a1, . . . , an äî áàçèñà
a′1, . . . , a

′
n â L.

Âïðàâà 3.Íåõàé L i L′ ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì P , n = dimL,
m = dimL′ i äàíî äîâiëüíó ïðÿìîêóòíó m×n-ìàòðèöþ A íàä ïîëåì

P (m ðÿäêiâ i n ñòîâïöiâ). Ïîáóäóâàòè ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ :
L→ L′, ÿêå â íàïåðåä âèáðàíèõ áàçèñàõ ïðîñòîðiâ L i L′ áóäå ìàòè

ìàòðèöþ A.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé â ïðîñòîðàõ L i L′ âèáðàíî áàçèñè: a1, . . .

. . . , an � áaçèñ â L, b1, . . . , bm � áaçèñ â L′. Ñïî÷àòêó çàäàìî îáðàçè
áàçèñíèõ âåêòîðiâ, à ñàìå, ïîêëàäåìî

φ(ai) = α1ib1 + · · ·+ αmibm,

äå α1i, . . . , αmi � i-é ñòîâïåöü ìàòðèöi A (i = 1, . . . , n). Ðîçêëàäåìî
âåêòîðè ïðîñòîðó L ïî áàçèñó. Íåõàé x ∈ L i x = x1a1 + · · · + xnan
(xi ∈ P , i = 1, . . . , n). Òåïåð ïîêëàäåìî φ(x) = x1φ(a1)+ · · ·+xnφ(an)
(x ∈ L). Âiäîáðàæåííÿ φ çàäàíî íà âñiõ âåêòîðàõ ïðîñòîðó L. Çàëè-
øèëîñü ïîêàçàòè, ùî φ � ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ L → L′ i, ùî éîãî
ìàòðèöÿ â äàíèõ áàçèñàõ ñïiâïàäà¹ ç ìàòðèöåþ A.

Âïðàâà 4. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ φ : Pn → Pm â êàíîíi÷íèõ

áàçèñàõ ïðîñòîðiâ Pn i Pm ìà¹ ìàòðèöþ A. Çíàéòè Ker φ i Imφ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Imφ ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ, íàòÿãíó-

òîþ íà ñòîâïöi ìàòðèöi A, à Ker φ ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ A.
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�8. Äi¨ íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè òà ¨õ

çâ'ÿçîê ç äiÿìè íàä ìàòðèöÿìè

Íåõàé L i L′ � äîâiëüíi ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä îäíèì ïîëåì P . Ìíî-
æèíà âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü iç ËÏ L â ËÏ L′ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
HomP (L,L

′). Ââåäåìî íà öié ìíîæèíi äi¨ äîäàâàííÿ âiäîáðàæåíü i
ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü íà åëåìåíòè ïîëÿ P . Íåõàé φ i ψ ëiíiéíi âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â L′. Ñóìà φ+ψ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäîáðàæå-
ííÿ, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x) (x ∈ L).

Íåõàé α ∈ P . Äîáóòîê αφ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ, ùî äi¹ çà
ïðàâèëîì

(αφ)(x) = αφ(x) (x ∈ L).

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî φ+ψ i αφ ¹ ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè

ïðîñòîðó L â ïðîñòið L′.

Òåîðåìà ïðî ïðîñòið âiäîáðàæåíü. Ìíîæèíà HomP (L,L
′)

âñiõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ïðîñòîðó L â ïðîñòið L′ ¹ ëiíiéíèì ïðî-

ñòîðîì íàä ïîëåì P âiäíîñíî äié äîäàâàííÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü i

ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà åëåìåíòè ïîëÿ P .

Äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â ïåðåâiðöi âñiõ âîñüìè àêñiîì ëiíiéíîãî ïðîñ-
òîðó. Íàïðèêëàä, íåõàé φ, ψ ∈ HomP (L,L

′). Òîäi

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x) = ψ(x) + φ(x) = (ψ + φ)(x) (x ∈ L).

Îòæå φ+ψ = ψ+φ. Çóïèíèìîñü íà 3-é i 4-é àêñiîìàõ. Íóëüîâèì åëå-
ìåíòîì âHomP (L,L

′) ¹ íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì öå âiä-
îáðàæåííÿ êîæíèé âåêòîð ïðîñòîðó L ïåðåâîäèòü ó íóëüîâèé âåêòîð
ïðîñòîðó L′. Ïðîòèëåæíèì âiäîáðàæåííÿì äî φ ∈ HomP (L,L

′) ¹
(çà îçíà÷åííÿì) âiäîáðàæåííÿ φ′ òàêå, ùî φ′(x) = −φ(x) (x ∈ L)
(äàëi φ′ áóäå ïîçíà÷àòèñü ÷åðåç −φ).

Íåõàé L′′ ùå îäèí ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ : L → L′,
ψ : L′ → L′′ � âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
êîæíîìó âåêòîðó x ∈ L âåêòîð ψ(φ(x)) ïðîñòîðó L′′. Öÿ âiäïîâiä-
íiñòü ¹ âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó L â ïðîñòið L′′. Öå âiäîáðàæåííÿ
íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì âiäîáðàæåíü φ i ψ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ψφ.
Îòæå çà îçíà÷åííÿì

(ψφ)(x) = ψ(φ(x)) (x ∈ L).
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Òåîðåìà ïðî äîáóòîê ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. ßêùî φ : L→
L′, ψ : L′ → L′′ � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, òî

äîáóòîê ψφ : L→ L′′ ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ËÏ L â ËÏ L′′.

Íåõàé L i L′ � ñêií÷åííîâèìiðíi ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì P i
HomP (L,L

′) � ëiíiéíèé ïðîñòið ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü L→ L′. Âèáå-
ðåìî â ïðîñòîði L i L′ ïî áàçèñó: a1, . . . , an � áaçèñ â L (n = dimPL),
b1, . . . , bm � áaçèñ â L′ (m = dimPL

′). Äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî âiä-
îáðàæåííÿ φ : L→ L′ ïîçíà÷èìî ÷åðåçAφ ìàòðèöþ öüîãî âiäîáðàæåí-
íÿ ó âèáðàíèõ áàçèñàõ ïðîñòîðiâ L i L′. Òîäi, ÿêùî φ i ψ ¹ ëiíiéíèìè
âiäîáðàæåííÿìè ïðîñòîðó L â L′, òî

Aφ+ψ = Aφ +Aψ, Aαφ = αAφ (α ∈ P ).

Öi ðiâíîñòi âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê äié íàä ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè
ç äiÿìè íàä ìàòðèöÿìè.

Íåõàé L′′ ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ : L → L′,
ψ : L′ → L′′ � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ. Âèáåðåìî â L′′ áàçèñ c1, . . . , ck
(k = dimPL

′′). Íåõàé Aφ � ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ φ â áàçèñàõ a1, . . .
. . . , an i b1, . . . , bm ïðîñòîðiâ L i L′, Aψ � ìàòðèöÿ âiäîáðàæåííÿ ψ
â áàçèñàõ b1, . . . , bm i c1, . . . , ck ïðîñòîðiâ L′ i L′′, Aψφ � ìàòðè-
öÿ äîáóòêó ψφ âiäîáðàæåíü φ i ψ â áàçèñàõ a1, . . . , an i c1, . . . , ck
ïðîñòîðiâ L i L′′. Òîäi Aψφ = AψAφ.

Âïðàâà 2. 1) Íåõàé Mm×n(P ) � ìíîæèíà âñiõ ïðÿìîêóòíèõ

m × n-ìàòðèöü íàä ïîëåì P . Ïîêàçàòè, ùî Mm×n(P ) ¹ ëiíiéíèì
ïðîñòîðîì íàä P âiäíîñíî äié äîäàâàííÿ ìàòðèöü i ìíîæåííÿ ìàò-

ðèöü íà åëåìåíòè ïîëÿ. 2) Íåõàé L i L′ ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì

P , n = dimPL, m = dimPL
′. Ïîêàçàòè, ùî ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

HomP (L,L
′) ∼=Mm×n(P )

ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Ïîáóäóâàòè õî÷à á îäèí òàêèé içîìîðôiçì.

Âïðàâà 3. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i n =
= dimPL. Ïîêàçàòè, ùî HomP (L,P ) ∼= Pn.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèáåðåìî áàçèñ a1, . . . , an â ïðîñòîði L. Ïîñòà-
âèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ëiíiéíîìó âiäîáðàæåííþ φ : L → P
n-âèìiðíèé âåêòîð (φ(a1), . . . , φ(an)) íàä ïîëåì P . Öÿ âiäïîâiäíiñòü
¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðîñòið HomP (L,P ) íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó L i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç L∗. Åëåìåíòè ïðîñòîðó L∗ íàçèâàþòüñÿ ëiíié-
íèìè ôóíêöiîíàëàìè íà ïðîñòîði L.
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Âïðàâà 4. Íåõàé a ∈ L. Äëÿ êîæíîãî φ ∈ L∗ ïîêëàäåìî a(φ) =
= φ(a). Òîäi a : L∗ → P ¹ âiäîáðàæåííÿì. Ïîêàçàòè, ùî öå âiäîáðà-

æåííÿ ¹ ëiíiéíèì.

Iç âïðàâè 4 âèïëèâà¹, ùî êîæíèé åëåìåíò a ∈ L ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà L∗.

Âïðàâà 5. Çíàéòè óìîâè, ïðè ÿêèõ ðiçíi åëåìåíòè iç L ¹ ðiçíè-

ìè ôóíêöiîíàëàìè íà L∗.

Âïðàâà 6. Íåõàé L ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïî-

ëåì P . Ïîêàçàòè, ùî L = (L∗)
∗
(â öié ðiâíîñòi åëåìåòíòè iç L

ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ôóíêöiîíàëè íà L∗).

�9. Ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Âiäîáðàæåííÿ φ : L → L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ
îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L. Âiäîáðàæåííÿ φ : L→ L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
L íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y), φ(αx) = αφ(x) (x, y ∈ L; α ∈ P ).

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L öå ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ ïðîñòîðó L â ñåáå. Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü,
ðîçãëÿíóòi â �7, ïåðåíîñÿòüñÿ íà ëiíiéíi îïåðàòîðè ëiíiéíîãî ïðîñ-
òîðó. Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî φ : L → L ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L,
òî ÿäðî Ker φ i îáðàç Imφ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ ¹ ïiäïðîñòîðàìè â
ïðîñòîði L i ôàêòîð-ïðîñòið L/Ker φ içîìîðôíèé ïðîñòîðó Imφ.

ßêùî φ,ψ : L→ L � ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòîðó L, òî ñóìà φ+ψ,
äîáóòêè αφ (α ∈ P ), φψ i ψφ ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ïðîñòîðó L.

Ìíîæèíà HomP (L,L) âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòî-
ðó L íàä ïîëåì P ¹ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P â ðîçóìiííi íàñòóïíîãî
îçíà÷åííÿ.

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ íàä ïîëåì P , ÿêùî
íà íié çàäàíi äâi áiíàðíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ é ìíîæåí-
íÿ, òà îïåðöiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè ìíîæèíè A
i âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: 1) A ¹ êiëüöåì âiäíîñíî áiíàðíèõ àëãåáðà-
¨÷íèõ îïåðöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ; 2) A ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä
ïîëåì P âiäíîñíî áiíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ ïîëÿ P íà åëåìåíòè ìíîæèíè A; 3) äiÿ ìíîæå-
ííÿ åëåìåíòiâ iç A i äiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ iç A íà åëåìåíòè ïîëÿ
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P ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

(αa)b = a(αb) = α(ab) (α ∈ P ; a, b ∈ A).

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Mn×n(P ) âñiõ êâàäðàòíèõ

ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P ¹ àëãåáðîþ âiäíîñíî îïåðàöié äîäà-

âàííÿ ìàòðèöü, ìíîæåííÿ ìàòðèöü íà åëåìåíòè ïîëÿ P i îïåðàöi¨

ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ìàòðèöþ.

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Ëiíiéíèé îïåðàòîð ËÏ
L, ùî ïåðåâîäèòü êîæíèé âåêòîð iç L â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì
îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L. Ïîçíà÷èìî öåé îïåðàòîð ÷åðåç Id. Îòæå,

Id(x) = x (x ∈ L).

Íåõàé φ : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. ßêùî iñíó¹ ëiíié-
íèé îïåðàòîð φ′ : L → L òàêèé, ùî φ′φ = Id (âiäïîâiäíî φφ′ = Id),
òî φ′ íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì îáåðíåíèì (âiäïîâiäíî ïðàâèì îáåðíåíèì)
îïåðàòîðîì äëÿ îïåðàòîðà φ.

Âïðàâà 2. ßêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ iñíóþòü ëiâèé îáåð-

íåíèé i ïðàâèé îáåðíåíèé, òî öi îáåðíåíi îïåðàòîðè ñïiâïàäàþòü.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
îáîðîòíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð φ′ :
L → L, ùî φ′φ = φφ′ = Id. Îïåðàòîð φ′ ïðè öüîìó íàçèâà¹òüñÿ
îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà φ.

Âïðàâà 3. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ îáîðîòíèì, òî äëÿ íüîãî iñíó¹ òiëüêè îäèí

îáåðíåíèé îïåðàòîð.

Îáåðíåíèé îïåðàòîð äî îáîðîòíîãî îïåðàòîðà φ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷å-
ðåç φ−1.

Âiäìiòèìî, ùî äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L
ìîæóòü iñíóâàòè ëiíiéíi îïåðàòîðè, ÿêi ìàþòü ëiâi îáåðíåíi (àáî ïðà-
âi) i íå ìàþòü ïðàâèõ (âiäïîâiäíî ëiâèõ) îáåðíåíèõ.

Âïðàâà 4. Íåõàé L = C∞
[0,1] � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R

âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íà ñåãìåíòi [0, 1]. Ðîç-
ãëÿíåìî îïåðàòîð D äèôåðåíöiþâàíííÿ i îïåðàòîð I iíòåãðóâàííÿ.
Çà îçíà÷åííÿì, ÿêùî f ∈ C∞

[0,1], òî

(Df)(x) = df(x)
dx (x ∈ [0, 1]), (If)(x) =

x∫
0

f(t)dt (x ∈ [0, 1]).

1) Ïîêàçàòè, ùî D i I � ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòîðó C∞
[0,1].

2) Çíàéòè ID i DI (îäèí iç îïåðàòîðiâ ¹ îäèíè÷íèì).
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Äâi îçíàêè îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ :
L→ L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ: 1) φ ¹ içîìîðôiçìîì ëiíiéíèõ

ïðîñòîðiâ, 2) Ker φ = {0̄} i Imφ = L.
Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ �

ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ðîçãëÿíåìî áàçèñ a1, . . . , an ïðîñòîðó
L i ðîçêëàäåìî îáðàçè âåêòîðiâ a1, . . . , an ïî öüîìó æ áàçèñó:

φ(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,
. . . . . . . . . . . .

φ(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan

(αij ∈ P ; 1 ≤ i, j ≤ n). Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîîðäèíàòíèõ ñòîâïöiâ âåêòîðiâ φ(a1), . . . , φ(an), íàçèâà-
¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â áàçèñi a1, . . . , an ïðîñòîðó
L. Ôîðìóëà

Y = AX

¹ ôîðìóëîþ äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó φ(x) äîâiëüíîãî âåêòîðà x iç L,
X � êîîðäèíàòíèé ñòîâïåöü âåêòîðà x, Y � êîîðäèíàòíèé ñòîâïåöü
âåêòîðà φ(x) (â áàçèñi a1, . . . , an). ßêùî â ïðîñòîði L âèáðàòè íîâèé
áàçèñ a′1, . . . , a

′
n, òî ìàòðèöþ A′ îïåðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi ìîæíà

çíàéòè çà ôîðìóëîþ
A′ = T−1AT,

äå T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñà a1, . . . , an äî áàçèñà a
′
1, . . . , a

′
n

ïðîñòîðó L. Âiäìiòèìî, ùî îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ¹ ìàòðèöåþ îäèíè÷íî-
ãî îïåðàòîðà â áóäü-ÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L. ßêùî îïåðàòîð φ îáî-
ðîòíèé, òî ìàòðèöi îïåðàòîðiâ φ i φ−1 âçà¹ìíî îáåðíåíi (â áóäü-ÿêîìó
áàçèñi ïðîñòîðó L).

Âïðàâà 5. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä

ïîëåì P . Äîâåñòè, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L ¹ îáîðîòíèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ: 1) Ker φ =
{0̄}; 2) Imφ = L; 3) ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ ¹ íåâèðîäæåíîþ (íåçàëåæíî

âiä âèáîðó áàçèñó).
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�10. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi i ëi-

íiéíîãî îïåðàòîðà

Íåõàé

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn


� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , λ � íåâiäîìà íàä
ïîëåì P . Ìàòðèöÿ

A− λE =


α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn − λ


íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ äëÿ ìàòðèöi A (E � îäè-
íè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n). Äåòåðìiíàíò |A − λE| ìàòðèöi A − λE
íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A. Öå ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíÿ n âiä íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì P :

|A− λE| = (−1)nλn + (−1)n−1γ1λ
n−1 + · · ·+ (−1)n−kγkλ

k + · · ·+ γn.

Êîåôiöi¹íò γk ¹ ñóìîþ âñiõ òèõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó k, ÿêi íàíèçàíi
íà äiàãîíàëü ìàòðèöi A (òîáòî äiàãîíàëi öèõ ìiíîðiâ ìiñòÿòüñÿ â
äiàãîíàëi ìàòðèöi A) (k = 1, 2, . . . , n). Âiäìiòèìî, ùî γn = |A|, à
γ1 = α11 + α22 + · · ·+ αnn íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ ÷åðåç tr A.

Äëÿ n = 2 i n = 3 õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìàþòü âèãëÿä:

|A− λE| =
∣∣∣∣ α11 − λ α12

α21 α22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (α11 + α22)λ+

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ ,
|A−λE| =

∣∣∣∣∣∣
α11 − λ α12 α13

α21 α22 − λ α23

α31 α32 α33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3+(α11+α22+α33)λ
2−

−
(∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ α11 α13

α31 α33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ α22 α23

α32 α33

∣∣∣∣)λ+ |A|.

Êâàäðàòíi ìàòðèöi A i B ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P íàçèâàþòüñÿ
ïîäiáíèìè ìàòðèöÿìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ïîðÿäêó n íàä
ïîëåì P ìàòðèöÿ T , ùî B = T−1AT .
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Òåîðåìà. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ïîäiáíèõ ìàòðèöü ñïiâ-
ïàäàþòü.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,
φ : L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó i A � ìàòðèöÿ îïåðà-
òîðà φ â äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
|A − λE| ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì

îïåðàòîðà φ.

Âïðàâà 1. Äîâåñòè, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòî-
ðà φ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ìàòðèöi A (âiðíiøå âiä âèáîðó áàçèñà
ïðîñòîðó L äëÿ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ìàòðèöi).

Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , φ � ëi-
íiéíèé îïåðàòîð äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì i

f(λ) = α0λ
t + α1λ

t−1 + · · ·+ αt (αi ∈ P )

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P . Òîäi

f(A) = α0A
t + α1A

t−1 + · · ·+ αtE

¹ êâàäðàòíîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , à

f(φ) = α0φ
t + α1φ

t−1 + · · ·+ αtId

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L. Âèðàç f(A) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî-

÷ëåíîì âiä ìàòðèöi A (àáî çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä ìàòðèöi
A), à âèðàç f(φ) � ìíîãî÷ëåíîì âiä îïåðàòîðà φ (àáî çíà÷åííÿì
ìíîãî÷ëåíà f(λ) âiä îïåðàòîðà φ).

Òåîðåìà Ãàìiëüòîíà-Êåëi (ìàòðè÷íèé âàðiàíò). Íåõàé A �

êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P i f(λ) ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷-
íèé ìíîãî÷ëåí. Òîäi f(A) ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà Ãàìiëüòîíà-Êåëi (îïåðàòîðíèé âàðiàíò). Íåõàé φ :
L→ L � ëiíiéíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

L íàä ïîëåì P i f(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ.
Òîäi f(φ) ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.
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�11. Áóäîâà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì

Âñþäè â öüîìó ïàðàãðàôi ÷åðåç L áóäå ïîçíà÷àòèñü ñêií÷åííîâèìið-
íèé íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì
φ : L→ L.

Ïiäïðîñòið M ⊆ L ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî îïåðàòîðà φ, ÿêùî φ(M) ⊆ M . Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ âñüîãî
ïðîñòîðó ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì i áóäü-ÿêîãî iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî
φ ïiäïðîñòîðó M â L.

Âïðàâà 1. ÍåõàéM � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið ïðîñ-
òîðó L, x ∈ L i x +M � äîâiëüíèé ñóìiæíèé êëàñ ïðîñòîðó L ïî

ïiäïðîñòîðó M . Ïîêàçàòè, ùî φ(x+M) ⊆ φ(x) +M .

Âïðàâà 2. Íåõàé L/M � ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó L ïî iíâà-

ðiàíòíîìó âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðîñòîðó M . Ïîêàçàòè, ÿêùî

êîæíîìó ñóìiæíîìó êëàñó x +M (x ∈ L) ïîñòàâèòè ó âiäïîâiä-

íiñòü ñóìiæíèé êëàñ φ(x) + M , òî öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L/M .

Íàÿâíiñòü iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðó M â ïðîñòîði L
ïðèâîäèòü äî íàñòóïíèõ òðüîõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ òðüîõ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ:

φ : L→ L (äàíèé îïåðàòîð);
φ̄ :M →M (ðåçóëüòàò çâóæåííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

îïåðàòîðà φ ç ìíîæèíè L äî ìíîæèíè M);
φ̂ : L/M → L/M (îïåðàòîð, ïðî ÿêèé iäå ìîâà ó âïðàâi 2).

Âïðàâà 3. Ïðèïóñòèìî, ùî â ïðîñòîði L ç îïåðàòîðì φ iñíó¹

íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið M . Íåõàé A i

B � ìàòðèöi îïåðàòîðiâ φ : M → M i φ̂ : L/M → L/M â äåÿêèõ

áàçèñàõ ïðîñòîðiâ M i L/M âiäïîâiäíî. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ òàêèé

áàçèñ â ïðîñòîði L, â ÿêîìó ìàòðèöÿ C îïåðàòîðà φ : L → L áóäå

ìàòè âèãëÿä:

C =

(
A ∗
0 B

)
.

Âïðàâà 4. Â óìîâàõ âïðàâè 2 ïîêàçàòè, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ̄ : M → M ¹ äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî

ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà φ : L→ L.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç òåîðåìè Ëàïëàñà ñëiäó¹, ùî

|C − λE| = |A− λE||B − λE|.
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Íåõàé a âåêòîð ïðîñòîðó L ç îïåðàòîðîì φ : L → L. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç C(a) ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ ñèñòåìè

a, φ(a), φ2(a), . . .

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî C(a) � iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðà-

òîðà φ ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L.

Iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî φ ïiäïðîñòið C(a) ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
öèêëi÷íèì ïiäïðîñòîðîì (àáî ïðîñòîðîì), ïîðîäæåíèì âåêòîðîì a.
Êîæíèé âåêòîð b ∈ C(a) ìà¹ âèãëÿä

b = α0a+ α1φ(a) + · · ·+ αtφ
t(a) (α0, . . . , αt ∈ P ).

Íåõàé f(λ) = α0 + α1λ+ · · ·+ αtλ
t ∈ P [λ] (P [λ] � êiëüöå âñiõ ìíîãî-

÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì P ) i f(φ) = α0Id+α1φ+ · · ·+αtφ
t.

Òîäi b = f(φ)(a).

Ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] òàêèé, ùî f(φ)(a) = 0̄ (a ∈ L) íàçèâà¹-
òüñÿ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a. Òàê ÿê L ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið,
òî iñíóþòü íeíóëüîâi àíóëÿòîðè äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L.

Âïðàâà 6. Ñóìà àíóëÿòîðiâ âåêòîðà a i äîáóòîê àíóëÿòîðà âå-
êòîðà a íà áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí iç P [λ] áóäóòü òàêîæ àíóëÿòîðà-

ìè âåêòîðà a. Ïîêàçàòè öå.

Íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí iç P [λ], ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ÿêîãî äîðiâ-
íþ¹ îäèíèöi, íàçâåìî ïðèìiòèâíèì ìíîãî÷ëåíîì.

Íåõàé a ∈ L (a ̸= 0̄). Ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïå-
íÿ, ÿêèé ¹ àíóëÿòîðîì âåêòîðà a íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì àíóëÿ-

òîðîì âåêòîðà a.

Âïðàâà 7. Íåõàé a ∈ L i a ̸= 0̄. Ïîêàçàòè, ùî ìiíiìàëüíèé

àíóëÿòîð âåêòîðà a äiëèòü áóäü-ÿêèé àíóëÿòîð öüîãî âåêòîðà.

Âïðàâà 8. Íåõàé ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ] ¹ íàéìeíøèì ñïiëü-

íèì êðàòíèì äåÿêèõ íåíóëüîâèõ àíóëÿòîðiâ âåêòîðiâ ÿêîãî-íåáóäü

áàçèñà ïðîñòîðó L. Ïîêàçàòè, ùî f(φ) ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì ïðîñ-

òîðó L.

Iç âïðàâè 8 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(λ) ∈
∈ P [λ] òàêèõ, ùî f(φ)(L) = {0̄} (òîáòî f(φ)(a) ¹ íóëüîâèì âåêòî-
ðîì äëÿ âñiõ a ∈ L). Òàêi ìíîãî÷ëåíè íàçâåìî àíóëÿòîðàìè âñüî-
ãî ïðîñòîðó L. Ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, ÿêèé
¹ àíóëÿòîðîì âñüîãî ïðîñòîðó L íàçâåìî ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì

îïåðàòîðà φ. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ äiëèòü ëþáèé ìíî-
ãî÷ëåí, ùî ¹ àíóëÿòîðîì ïðîñòîðó L.



29

Âïðàâà 9. Ïîêàçàòè, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ¹

íàéìåíøèì ñïiëüíèì êðàòíèì ìiíiìàëüíèõ àíóëÿòîðiâ âåêòîðiâ,

ÿêi ñêëàäàþòü áàçèñ ïðîñòîðó L.

Âïðàâà 10 (Áóäîâà öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó). Íåõàé a � íå-

íóëüîâèé âåêòîð ïðîñòîðó L ç îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé

ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i

f(λ) = λs − αs−1λ
s−1 − · · · − α1λ− α0 (α0, . . . , αs−1 ∈ P )

� ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a. Ïîêàçàòè, ùî:

1) âåêòîðè a, φ(a), . . . , φs−1(a) óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó C(a);

2) ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä
0 0 . . . 0 α0

1 0 . . . 0 α1

0 1 . . . 0 α2

...
...

. . . 0
...

0 0 . . . 1 αs−1

 ;

3) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ : C(a) → C(a) ç
òî÷íiñòþ äî çíàêà ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòî-

ðà φ i ñïiâïàäà¹ ç ìíîãî÷ëåíîì f(λ).

Âïðàâà 11 (Òåîðåìà Ãàìiëüòîíà-Êåëi). Ïîêàçàòè, ùî õàðàê-
òåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ : L→ L ïðîñòîðó L
¹ àíóëÿòîðîì öüîãî ïðîñòîðó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíóòè öèêëi÷íi ïðîñòîðè, ïîðîäæåíi áàçè-
ñíèìè âåêòîðàìè i âèêîðèñòàòè âïðàâó 10 3) òà âïðàâó 4.

Íàñòóïíi îçíà÷åííÿ âiäiãðàþòü öåíòðàëüíó ðîëü ó áóäîâi ëiíié-
íîãî ïðîñòîðó ç îïåðàòîðîì.

Ëiíiéíèé ïðîñòið L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ : L→ L íàçèâà¹òüñÿ
ðîçêëàäíèì (íåðîçêëàäíèì), ÿêùî â ïðîñòîði L iñíóþòü (íå iñíóþòü)
òàêi íåíóëüîâi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðèM i N , ùî ïðîñòið
L ¹ ¨õíüîþ ïðÿìîþ ñóìîþ, ÿêó íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç L =
=M ⊕N .

Ç îçíàêè ïðÿìî¨ ñóìè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið L ç îïåðàòîðîì φ ¹
íåðîçêëàäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäü-ÿêi äâà íåíóëüîâi iíâàði-
àíòíi âiäíîñíî φ ïiäïðîñòîðè ìàþòü íåíóëüîâèé ïåðåòèí.

Âïðàâà 12. Íåõàé âåêòîð a ∈ L (a ̸= 0̄) òàêèé, ùî éîãî ìiíi-
ìàëüíèé àíóëÿòîð ¹ ñòåïåíåì fs(λ) (s ≥ 1) íåçâiäíîãî íàä ïîëåì
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P ìíîãî÷ëåíà f(λ), C(a) � öèêëi÷íèé ïiäïðîñòið â L, ïîðîäæå-

íèé âåêòîðîì a i M � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòî-

ðà φ : C(a) → C(a) ïiäïðîñòið â C(a). Ïîêàçàòè, ùî íåíóëüîâèé

âåêòîð fs−1(φ)(a) ìiñòèòüñÿ â M .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé b ∈ M i b ̸= 0̄. Òîäi iñíó¹ ìíîãî÷ëåí g(λ) ∈

∈ P [λ] òàêèé, ùî b = g(φ)(a). Òàê ÿê f(λ) ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì P
ìíîãî÷ëåíîì, òî ÍÑÄ{fs(λ), g(λ)} = fs1(λ), äå 0 ≤ s1 ≤ s. Iñíóþòü
òàêi ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P , ùî

fs(λ)u(λ) + g(λ)v(λ) = fs1(λ).

Òîäi g(φ)v(φ)(a) = fs1(φ)(a) i âåêòîð fs−1(φ)(a) = fs−s1−1v(φ)(b)
ìiñòèòüñÿ â M .

Ëiíiéíèé ïðîñòið L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ : L→ L íàçèâà¹òüñÿ
ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ :
L→ L ¹ ñòåïåíåì äåÿêîãî íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.

Iç âïðàâè 12 âèòiêà¹, ùî ïðèìàðíèé öèêëi÷íèé ïðîñòið ¹ íåðîç-

êëàäíèì ïðîñòîðîì.

Âïðàâà 13. Íåõàé ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí m(λ) ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà φ : L → L ïðîñòîðó L ¹ äîáóòêîì m(λ) = m1(λ)m2(λ)
äâîõ ïðèìiòèâíèõ íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíiâ m1(λ) i m2(λ) íåíó-
ëüîâèõ ñòåïåíiâ. Íåõàé L1 = m2(φ)(L) = {m2(φ)(a) | a ∈ L} i

L2 = m1(φ)(L). Ïîêàçàòè, ùî:

1) Li � íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðî-

ñòið ïðîñòîðó L (i = 1, 2);

2) ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ : Li → Li ñïiâïàäà¹ ç

mi(λ) (i = 1, 2);

3) ÿêùî ìíîãî÷ëåíè m1(λ) i m2(λ) âçà¹ìíî ïðîñòi, òî ïðîñòið L
¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïðîñòîðiâ L1 i L2.

Äîâåäåìî 3). Iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè u(λ) i v(λ) íàä ïîëåì P òàêi,
ùî

m1(λ)u(λ) +m2(λ)v(λ) = 1.

Íåõàé x ∈ L. Òîäi

m1(φ)u(φ)(x) +m2(φ)v(φ)(x) = x,

x1 = m1(φ)u(φ)(x) ∈ L2 i x2 = m2(φ)v(φ)(x) ∈ L1. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
L = L1 + L2. ßêùî x ∈ L1 ∩ L2, òî iç 2) ñëiäó¹, ùî x = x1 = x2 = 0̄.
Îòæå L1 ∩ L2 = {0̄} i L = L1 ⊕ L2.
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Íàñëiäîê (Òåîðåìà ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä). Ëiíiéíèé ïðî-
ñòið L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ ¹ ïðèìàðíèì ïðîñòîðîì àáî ïðÿ-

ìîþ ñóìîþ ïðèìàðíèõ iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà φ ïiäïðî-

ñòîðiâ â L.
Íåõàé L ïðèìàðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ç îïåðàòîðîì φ i ìiíiìàëü-

íèé ìíîãî÷ëåí m(λ) îïåðàòîðà φ ¹ ñòåïåíåì m(λ) = fs(λ) äåÿêîãî
íåçâiäíîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà f(λ). Íåõàé a ∈ L i a ̸= 0̄. Òîäi
ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà a ¹ äåÿêèì ñòåïåíåì fs1(λ) ìíîãî÷ëå-
íà f(λ) i 0 ≤ s1 ≤ s. Îáîâ'ÿçêîâî iñíóþòü òàêi âåêòîðè a ∈ L, ùî
¨õíi ìiíiìàëüíi àíóëÿòîðè ñïiâïàäàþòü ç fs(λ) � ìiíiìàëüíèì ìíî-
ãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ. Òàêi âåêòîðè íàçâåìî âåêòîðàìè íàéáiëüøî¨
âèñîòè.

Âïðàâà 14. Íåõàé a � âåêòîð íàéáiëüøî¨ âèñîòè â ïðèìàðíîìó

ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ, C(a) � öèêëi÷íèé ïðîñòið

â L, ïîðîäæåíèé âåêòîðîì a i L/C(a) � ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòî-

ðó L ïî C(a). Ïðèïóñòèìî, ùî L/C(a) ̸= {0̄} i íåõàé B íåíóëüîâèé

ñóìiæíèé êëàñ â L ïî ïiäïðîñòîðó C(a). Ïîêàçàòè, ùî â êëàñi B ìi-

ñòèòüñÿ òàêèé âåêòîð a0, ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð ÿêîãî ñïiâïàäà¹

ç ìiíiìàëüíèì àíóëÿòîðîì êëàñó B ÿê åëåìåíòó ïðîñòîðó L/C(a).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé B = b + C(a) i b /∈ C(a) i f t(λ) � ìiíi-

ìàëüíèé àíóëÿòîð êëàñó B. Òîäi f t(φ̂)(B) = C(a). Çâiäñè f t(φ)(b) =
= g(φ)(a) äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà g(λ) ∈ P [λ]. Íåõàé fk(λ) � ìiíi-
ìàëüíèé àíóëÿòîð åëåìåíòà g(φ)(a). Òîäi g(λ) äiëèòüñÿ íà fs−k(λ):
g(λ) = fs−k(λ)g1(λ) (g1(λ) ∈ P [λ]), i ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà b
ñïiâïàäà¹ ç f t+k(λ). Òàê ÿê a� âåêòîð íàéáiëüøî¨ âèñîòè, òî t+k ≤ s.
Òîäi f t(λ) � ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð âåêòîðà b − fs−k−t(φ)g1(φ)(a),
ÿêèé ìiñòèòüñÿ â êëàñi B.

Âïðàâà 15 (Òåîðåìà ïðî ðîçêëàä ïðèìàðíîãî ïðîñòîðó).
Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé ïðèìàðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ç ëiíiéíèì

îïåðàòîðîì ¹ ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòðîì àáî ïðÿìîþ ñóìîþ

ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ iíäóêòèâíî ïî ðîçìiðíîñòÿõ
ïðîñòîðiâ. Ïðèâåäåìî ñõåìó äîâåäåííÿ. Âñòàíîâëþ¹ìî áàçó iíäóêöi¨
äëÿ ïðîñòîðiâ L ç dimPL = 1. Íåõàé n > 1. Ôîðìóëþ¹ìî iíäó-
êòèâíå ïðèïóùåííÿ äëÿ âñiõ ïðèìàðíèõ ïðîñòîðiâ, ðîçìiðíiñòü ÿêèõ
íå ïåðåâèùó¹ n − 1. Îáãðóíòîâó¹ìî iíäóêòèâíèé êðîê. Äëÿ öüî-
ãî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ïðèìàðíèé ïðîñòið L ðîçìiðíîñòi n i â
íüîìó âåêòîð a0 íàéáiëüøî¨ âèñîòè. Àáî L = C(a0), àáî íåíóëüî-
âèé ôàêòîð-ïðîñòið L/C(a0) ìà¹ ðîçìiðíiñòü íå áiëüøó íiæ n − 1.
Çàñòîñîâó¹ìî iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ äî L/C(a0) (ó âèïàäêó êîëè
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L/C(a0) ̸= {0̄}). Ïðîñòið L/C(a0) ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ L/C(a0) = C(B1) ⊕ · · · ⊕ C(Bs) (s ≥ 1), ïîðîäæåíèõ ñó-
ìiæíèìè êëàñàìè B1, . . . ,Bs. Â êîæíîìó êëàñi B = Bi âèáåðåìî ïî
âåêòîðó a = ai, ìiíiìàëüíèé àíóëÿòîð ÿêîãî ñïiâïàäà¹ ç ìiíiìàëüíèì
àíóëÿòîðîì êëàñó Bi (i = 1, . . . , s). Ðîçãëÿíåìî öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè
C(a1), . . . , C(as), ïîðîäæåíi âèáðàíèìè âåêòîðàìè. Ïîêàçó¹ìî, ùî
ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ L = C(a1)⊕· · ·⊕C(as)⊕C(a0). Òèì ñàìèì
áóäå îáãðóíòîâàíî êðîê iíäóêöi¨ i ñàìà iíäóêöiÿ çàâåðøåíà.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ëiíiéíi ïðîñòîðè ç îïåðàòîðîì.
Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ç ëiíiéíèì îïåðà-

òîðîì ¹ ïðèìàðíèì öèêëi÷íèì ïðîñòîðîì àáî ïðÿìîþ ñóìîþ ïðè-

ìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî ïðèìàðíèé ðîçêëàä i iç òåîðåìè
ïðî ðîçêëàä ïðèìàðíîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà ïðî îäíîçíà÷íèé ðîçêëàä. Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið
L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ äâîìà ñïîñîáàìè ðîçêëàäåíî â ïðÿìi

ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ:

L = A1 ⊕ · · · ⊕Ak = B1 ⊕ · · · ⊕Br.

Òîäi k = r i ìiæ ìíîæèíîþ {A1, . . . , Ak} ïðÿìèõ äîäàíêiâ îäíîãî

ðîçêëàäó i ìíîæèíîþ {B1, . . . , Bk} ïðÿìèõ äîäàíêiâ äðóãîãî ðîçêëà-
äó iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ïðè ÿêié õàðàêòåðèñòè-

÷íi ìíîãî÷ëåíè îïåðàòîðà φ íà âiäïîâiäíèõ äîäàíêàõ ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Iç âïðàâè 12 âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið ç îïåðà-
òîðîì îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó ñóìó òèõ ïðèìàðíèõ ïðîñ-
òîðiâ, ÿêèì âiäïîâiäàþòü íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè. Îòæå, äîñèòü äîâîäè-
òè òåîðåìó òiëüêè äëÿ ïðèìàðíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé L � ïðèìàðíèé
ïðîñòið ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ, fs(λ) � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí
îïåðàòîðà φ (f(λ) � íåçâiäíèé íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåí, s ≥ 1),

A1 = C(a1), . . . , As = C(as) (a1, . . . , as ∈ L),

B1 = C(b1), . . . , Br = C(br) (b1, . . . , br ∈ L)

i a1 � âåêòîð íàéáiëüøî¨ âèñîòè. Íåõàé a1 = x1+ · · ·+xr, äå x1 ∈ B1,
. . . , xr ∈ Br. Õî÷à á îäèí iç âåêòîðiâ x1, . . . , xr ¹ âåêòîðîì íàéáiëü-
øî¨ âèñîòè. Íåõàé öå áóäå âåêòîð x1. Òîäi x1 = g(φ)(b1) äëÿ äåÿêîãî
ìíîãî÷ëåíà g(λ) ∈ P [λ] âçà¹ìíî ïðîñòîãî ç fs(λ). Íåõàé C = B2 +
+B3 + · · ·+Br. Ïîêàæåìî, ùî L = A1 ⊕C. Íåõàé u(λ) i v(λ) ìíîãî-
÷ëåíè, ÿêi ðîçãëÿäóâàëèñü ó âïðàâi 12. Òîäi

b1 = v(φ)(a1)− v(φ)(x2 + · · ·+ xr) ∈ A1 + C.
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Îòæå B1 ⊂ A1 + C. ßêùî äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà g1(λ) âåêòîð
g1(φ)(a1) ∈ C, òîáòî

g1(φ)(a1) = g1(φ)g(φ)(b1) + g1(φ)(x2 + · · ·+ xr) ∈ C,

òî g1(φ)g(φ)(b1) = 0̄. Îñêiëüêè b1 � âåêòîð íàéáiëüøî¨ âèñîòè, òî
g1(λ) äiëèòüñÿ íà f

s(λ) i, îòæå, g1(φ)(a1) = 0̄. Òèì ñàìèì ïîêàçàíî,
ùî A1 ∩ C = {0̄}. Òîäi

L = A1 ⊕ C = A1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Br.

Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-ïðîñòið L/A1, îïåðàòîð φ̂ : L/A1 → L/A1 öüîãî
ïðîñòîðó i öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè C(ai + A1), C(bj + A1) (2 ≤ i ≤ s;
2 ≤ j ≤ r) ïðîñòîðó L/A1. Ïåðåêîíó¹ìîñü â òîìó, ùî õàðàêòåðèñ-
òè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ̂ íà ïiäïðîñòîði C(ai + A1) â L/A1

(2 ≤ i ≤ s) (âiäïîâiäíî íà ïiäïðîñòîði C(bj + A1), 2 ≤ j ≤ r) ñïiâ-
ïàäà¹ ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ íà ïiäïðîñòîði
C(ai) ⊂ L (âiäïîâiäíî íà ïiäïðîñòîði C(bj) ⊂ L). Òîäi äâà ïðÿìi
ðîçêëàäè

L/A1 = C(a2 +A1)⊕ · · · ⊕C(as +A1) = C(b2 +A1)⊕ · · · ⊕C(br +A1)

äàþòü ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè íàëåæíèì ÷èíîì îôîðìëåíó iíäóêöiþ
ïî ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó L.

�12. Íîðìàëüíà ôîðìà ôðîáåíióñà

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå. Äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi A i B ïîðÿäêó n
íàä ïîëåì P íàçèâàþòüñÿ ïîäiáíèìè ìàòðèöÿìè íàä öèì ïîëåì,
ÿêùî iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ T ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P , ùî
B = T−1AT . Ìàòðèöi îäíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ðiçíèõ áàçèñàõ
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ ïîäiáíèìè ìàòðèöÿìè (äèâ. �7).

Âiäíîøåííÿ ïîäiáíîñòi ìàòðèöü ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) A
P∼ A;

2) A
P∼ B ⇔ B

P∼ A;

3) A
P∼ B, B

P∼ C ⇒ A
P∼ C.

(ñèìâîë
P∼ îçíà÷à¹ ïîäiáíiñòü ìàòðèöü íàä ïîëåì P ; A, B, C � êâà-

äðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P ).
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Âïðàâà 1. Íåõàé A i B äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi íàä ïîëåì P íå

îáîâ'ÿçêîâî îäíîãî ïîðÿäêó. Ïîêàçàòè, ùî

1)

(
A 0
0 B

)
P∼
(
B 0
0 A

)
;

2) ÿêùî A
P∼ A′, òî (

A 0
0 B

)
P∼
(
A′ 0
0 B

)
.

Ñóêóïíiñòü âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä ïîëåì P ðîçáèâà¹òüñÿ
íà êëàñè ïîäiáíèõ ìàòðèöü. Â îäíîìó êëàñi çíàõîäÿòüñÿ âñi ìàòðèöi,
ÿêi ïîäiáíi ìiæ ñîáîþ. Ðiçíi êëàñè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêùî iç êîæíî-
ãî êëàñó ïîäiáíèõ ìàòðèöü âèáðàòè îäíó ìàòðèöþ, òî ìè îäåðæèìî
ìíîæèíó òàê çâàíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì. Êîæíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì
P ïîäiáíà äåÿêié iç óòâîðåíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì.

Îäíi¹þ iç íîðìàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü ¹ íîðìàëüíà ôîðìà Ôðîáå-
íióñà (ÍÔÔ). Ïåðåéäåìî äî ¨¨ âèçíà÷åííÿ. Íåõàé

f(λ) = λs − αs−1λ
s−1 − · · · − α1λ− α0 (α0, α1, . . . , αs−1 ∈ P )

� ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P ñòåïåíÿ s ≥ 1. Íàñòóïíà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s íàä ïîëåì P

0 0 . . . 0 α0

1 0 . . . 0 α1

0 1 . . . 0 α2

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 αs−1


íàçèâà¹òüñÿ ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ ìíîãî÷ëåíà f(λ). Áóäåìî ïîçíà-

÷àòè öþ ìàòðèöþ ÷åðåç f̃(λ).
Íåõàé p(λ)� ïðèìiòèâíèé íåçâiäíèé íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåí âiä λ

i t � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ p̃t(λ) ìíîãî÷ëåíà pt(λ)
íàçèâà¹òüñÿ êëiòêîþ Ôðîáåíióñà. Íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ôðîáåíióñà

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ âèãëÿäó
p̃t11 (λ) 0 . . . 0

0 p̃t22 (λ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . p̃tkk (λ)

 ,
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äå p1(λ), . . . , pk(λ) � íåçâiäíi ïðèìiòèâíi íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíè;

p̃t11 (λ), . . . , p̃tkk (λ)� êëiòêè Ôðîáåíióñà i t1, . . . , tk � íàòóðàëüíi ÷èñëà.

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí âèïèñà-
íî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ôðîáåíióñà äîðiâíþ¹ äîáóòêó pt11 (λ) · · · ptkk (λ).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàòè òåîðåìó Ëàïëàñà i âïðàâó 10 �11.

Òåîðåìà ïðî ÍÔÔ. Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì

P ïîäiáíà äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ôðîáåíióñà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P ïîðÿä-
êó n. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L ðîçìiðíîñòi n íàä
ïîëåì P . Íåõàé a1, . . . , an áàçèñ â L. Ââåäåìî â ïðîñòîði ëiíiéíèé
îïåðàòîð φ : L → L òàêèì ÷èíîì, ùîá ìàòðèöÿ öüîãî îïåðàòîðà â
áàçèñi a1, . . . , an ñïiâïàäàëà á ç ìàòðèöåþ A. Ðîçêëàäåìî ïðîñòið
L ç îïåðàòîðîì φ â ïðÿìó ñóìó ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ:
L = A1 ⊕ · · · ⊕ As. Âèáåðåìî íîâèé áàçèñ ïðîñòîðó L ïðîâiâøè öåé
áàçèñ ÷åðåç áàçèñè öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ A1, . . . , As (äèâ. âïðàâó
ïðî áóäîâó öèêëi÷íîãî ïðîñòîðó). Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ : C → C
íà öèêëi÷íîìó ïðîñòîði C = C(ai) (1 ≤ i ≤ s) ¹ êëiòêîþ Ôðîáåíió-
ñà. Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â íîâîìó áàçèñi áóäå íîðìàëüíîþ ôîðìîþ
Ôðîáåíióñà.

Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî äâi íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà ïîäi-
áíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâèõ êëiòîê

Ôðîáåíióñà, ðîçòàøîâàíèõ ìîæëèâî ïî ðiçíîìó âçäîâæ äiàãîíàëåé.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé A i B � äâi íîðìàëüíi ôîðìè Ôðîáåíióñà
ïîäiáíi íàä ïîëåì P i T � ìàòðèöÿ ïîäiáíîñòi: B = T−1AT . Â ëiíié-
íîìó ïðîñòîði L ç îïåðàòîðîì φ (äèâ. äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðå-
ìè) ðîçãëÿíåìî ùå îäèí áàçèñ, äëÿ ÿêîãî T ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó (âiä
a1, . . . , an). Ìàòðèöÿ B áóäå ìàòðèöåþ îïåðàòîðà φ â íîâîìó áàçèñi.
Îòæå ìàòðèöi A i B âèçíà÷àþòü äâà ðîçêëàäè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L ç
îïåðàòîðîì φ â ïðÿìi ñóìè ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ. Ìàò-
ðèöi îïåðàòîðà φ íà öèõ ïiäïðîñòîðàõ áóäóòü êëiòêàìè Ôðîáåíióñà,
ç ÿêèõ ñêëàäàþòüñÿ ìàòðèöi A i B. Íàãàäà¹ìî, ùî êëiòêà Ôðîáåíióñà
âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì îäíîçíà÷íî. Çà-
âåðøåííÿ äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç òåîðåìè ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó
ïðîñòîðó ç îïåðàòîðàìè â ïðÿìó ñóìó ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ.

Âïðàâà 4 (Êðèòåðié ïîäiáíîñòi ìàòðèöü). Äâi êâàäðàòíi
ìàòðèöi íàä ïîëåì P ïîäiáíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íîðìàëüíi

ôîðìè Ôðîáåíióñà öèõ ìàòðèöü ñïiâïàäàþòü ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿä-

êó ñëiäóâàííÿ êëiòîê Ôðîáåíióñà âçäîâæ äiàãîíàëåé öèõ ôîðì.



36

�13. Íîðìàëüíà ôîðìà Æîðäàíà

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå i α � åëåìåíò ïîëÿ P . Ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s
íàä ïîëåì P âèãëÿäó:

α 1 0
α 1

. . .
. . .

α 1

0 α

 = Js(α)

íàçèâà¹òüñÿ êëiòêîþ Æîðäíà i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Js(α). Íåõàé α1,
α2,. . . αk ∈ P ; k, s1, . . . , sk ∈ N. Ìàòðèöÿ âèãëÿäó

Js1(α1) 0
Js2(α2)

. . .

0 Jsk(αk)


íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà.

Âïðàâà 1. Íåõàé α ∈ P . Ïîêàçàòè, ùî ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ

ìíîãî÷ëåíà (λ − α)s âiä íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì P ïîäiáíà íàä öèì

ïîëåì êëiòöi Æîðäàíà Js(α).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â óìîâàõ âïðàâè 10 �11 ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè

f(λ) = (λ− α)s. Òîäi (φ− α)s(a) = 0̄ i (φ− α)s−1(a) ̸= 0̄. Â ïðîñòîði
C(a) ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ:

v1 = (φ−α)s−1(a), v2 = (φ−α)s−2(a), . . . , vs−1 = (φ−α)(a), vs = a.

Öÿ ñèñòåìà áóäå áàçèñîì â C(a) (öåé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ Æîðäàíîâèì
áàçèñîì). Ìàòðèöåþ îïåðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi áóäå Js(α).

Íàñëiäîê 1. Áóäü-ÿêà íîðìàëüíà ôîðìà Æîðäàíà íàä ïîëåì P
ïîäiáíà íàä öèì ïîëåì äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ôðîáåíióñà. Íàâïà-

êè, ÿêùî íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè, çâ'ÿçàíi ç äàíîþ ôîðìîþ Ôðîáåíióñà,

¹ ëiíiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì P , òî öÿ ôîðìà Ôðîáåíióñà

ïîäiáíà ôîðìi Æîðäàíà.

Íàñëiäîê 2 ((Òåîðåìà ïðî ÍÔÆ)). ßêùî õàðàêòåðèñòè÷-
íèé ìíîãî÷ëåí êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A íàä ïîëåì P ðîçêëàäà¹òüñÿ

íàä öèì ïîëåì â äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ, òî ìàòðèöÿ A ïî-

äiáíà äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà.
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Òåîðåìè äëÿ íîðìàëüíèõ ôîðì Ôðîáåíióñà ìàþòü àíàëîãè äëÿ
íîðìàëüíèõ ôîðì Æîðäàíà.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ÍÔÆ. Íåõàé P � àëãåáðà¨÷íî çàìêíå-

íå ïîëå. Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P ïîäiáíà äåÿêié

íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà. Äâi ìàòðèöi íàä ïîëåì P ïîäiáíi òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi íîðìàëüíi ôîðìè Æîðäàíà ñïiâïàäàþòü ç

òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ðîçòàøóâàííÿ êëiòîê Æîðäàíà âçäîâæ äià-

ãîíàëåé öèõ ôîðì.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ÍÔÆ äëÿ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü.
Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïîäiáíà

íîðìàëüíié ôîðìi Æîðäàíà. Äâi êîìïëåêñíi ìàòðèöi ïîäiáíi òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õíi íîðìàëüíi ôîðìè Æîðäàíà ñïiâïàäàþòü ç

òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ðîçòàøóâàííÿ êëiòîê Æîðäàíà.

�14. λ-ìàòðèöi i âèêîðèñòàííÿ ¨õ äëÿ çíàõîäæåííÿ
íîðìàëüíèõ ôîðì

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå, P [λ] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä íåâiäîìî¨ λ
íàä ïîëåì P . Áóäü-ÿêà ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ñëó-
æàòü ìíîãî÷ëåíè âiä λ íàä ïîëåì P , íàçèâà¹òüñÿ λ-ìàòðèöåþ.

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ λ-ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ
íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

1) äîäàâàííÿ äî áóäü-ÿêîãî ðÿäêà λ-ìàòðèöi áóäü-ÿêîãî iíøîãî
ðÿäêà öi¹¨ ìàòðèöi, äîìíîæåíîãî íà áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä λ
íàä ïîëåì P ;

2) ìíîæåííÿ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà λ-ìàòðèöi íà áóäü-ÿêèé åëåìåíò
ïîëÿ P , âiäìiííèé âiä íóëÿ;

3) ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâïöiâ λ-ìàò-
ðèöi.

Ìàòðèöÿìè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü íàçèâàþòüñÿ íàñòóïíi
ìàòðèöi:

1) E
(n)
ij (f(λ)) (i ̸= j) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, â i-ìó ðÿä-

êó òà j-ìó ñòîâïöi ÿêî¨ ñòî¨òü ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ P [λ], à âñi iíøi
åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi òàêi ñàìi ÿê âiäïîâiäíi åëåìåíòè îäèíè-
÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n;
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2) E
(n)
i (α) (α ∈ P, α ̸= 0) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, íà

äiàãîíàëi ÿêî¨ íà i-ìó ìiñöi ñòî¨òü íåíóëüîâèé åëåìåíò α ïîëÿ

P , à âñi iíøi åëåìåíòè ìàòðèöi E
(n)
i (α) òàêi ñàìi ÿê âiäïîâiäíi

åëåìåíòè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n;

3) P
(n)
ij (i ̸= j) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ùî îäåðæó¹òüñÿ

iç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ.

Âïðàâà 1. Íåõàé A �äîâiëüíà λ-ìàòðèöÿ ç n ðÿäêàìè, B � äî-

âiëüíà λ-ìàòðèöÿ ç n ñòîâïöÿìè, Eij(f(λ)) = E
(n)
ij (f(λ)) (f(λ) ∈

∈ P [λ]), Ei(α) = E
(n)
i (α) (α ∈ P, α ̸= 0), Pij = P

(n)
ij (i ̸= j). Ïîêàçà-

òè, ùî

1) äîáóòîê Eij(f(λ))A ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi

A äîäàâàííÿì äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A ¨¨ j-ãî ðÿäêà, äîìíîæå-

íîãî íà ìíîãî÷ëåí f(λ);

2) äîáóòîê BEij(f(λ)) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðè-

öi B äîäàâàííÿì äî j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B ¨¨ i-ãî ñòîâïöÿ,
äîìíîæåíîãî íà f(λ);

3) äîáóòîê Ei(α)A ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi A
ìíîæåííÿì íà α i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A;

4) äîáóòîê BEi(α) � ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi

B ìíîæåííÿì íà α i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi B;

5) äîáóòîê PijA (äîáóòîê BPij) ¹ ìàòðèöåþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç

ìàòðèöi A (ç ìàòðèöi B) ïåðåñòàíîâêîþ i-ãî òà j-ãî ðÿäêiâ
(i-ãî òà j-ãî ñòîâïöiâ) ìàòðèöi A (ìàòðèöi B).

Åëåìåíòàðíi äiëüíèêè λ-ìàòðèöi. Íåõàé A � äîâiëüíà λ-ìàò-
ðèöÿ ç n ðÿäêàìè i m ñòîâïöÿìè. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââà-
æàòèìåìî, ùî n ≤ m. Íåõàé d1(λ), . . . , dn(λ) � íàéáiëüøi ñïiëüíi
äiëüíèêè ìiíîðiâ 1-ãî, . . . , n-ãî ïîðÿäêiâ ìàòðèöi A, ïðè÷îìó âèáðà-
íi òàê, ùî ó âèïàäêó di(λ) ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n), òî di(λ) � ïðèìiòèâíèé
ìíîãî÷ëåí. Íàñòóïíi ìíîãî÷ëåíè:

e1(A) = d1(λ), e2(A) = d2(λ)d
−1
1 (λ) (ÿêùî d1(λ) ̸= 0), . . .

. . . , es(A) = ds(λ)d
−1
s−1(λ) (ÿêùî ds−1(λ) ̸= 0),

es+1(A) = 0, . . . , en(A) = 0 (ÿêùî ds+1(λ) = 0, s+ 1 < n)

íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöi A.
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Êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì λ-ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ òèõ æå
ðîçìiðiâ, ùî i ìàòðèöÿ A, âèãëÿäó

e1(A) 0
e2(A)

. . .

0 en(A)

 .

Ãîâîðÿòü, ùî λ-ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà λ-ìàòðèöi B, ÿêùî iñíó¹
òàêà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ, â
ðåçóëüòàòi ÿêî¨ ç ìàòðèöi A ìîæíà îäåðæàòè ìàòðèöþ B.

Òåîðåìà ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä. Áóäü-ÿêà λ-ìàòðèöÿ åêâi-

âàëåíòíà ñâî¹ìó êàíîíi÷íîìó âèãëÿäó.

Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðè-
öåþ, ÿêùî äåòåðìiíàíò ìàòðèöi A ¹ íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P
(íåíóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ).

Òåîðåìà ïðî óíiìîäóëÿðíó ìàòðèöþ. Êâàäðàòíà λ-ìàòðèöÿ
¹ óíiìîäóëÿðíîþ λ-ìàòðèöåþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öþ ìàòðè-

öþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ìàòðèöü åëåìåíòàðíèõ

ïåðåòâîðåíü.

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî êàíîíi÷íèì âèãëÿäîì óíiìîäóëÿðíî¨

λ-ìàòðèöi ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Êðèòåði¨ åêâiâàëåíòíîñòi λ-ìàòðèöü.

1) Äâi λ-ìàòðèöi åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êàíîíi-

÷íi âèãëÿäè öèõ ìàòðèöü ñïiâïàäàþòü;

2) Äâi λ-ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

iñíóþòü òàêi óíiìîäóëÿðíi λ-ìàòðèöi T i S, ùî A = TBS.

Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P . λ-ìàòðèöÿ A − λE
íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ìàòðèöi A.

Êðèòåðié ïîäiáíîñòi ìàòðèöü íàä ïîëåì. Êâàäðàòíi ìàò-
ðèöi A i B ïîðÿäêó n íàä ïîëåì P ïîäiáíi íàä ïîëåì P òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ¨õíi õàðàêòåðèñòè÷íi λ-ìàòðèöi A−λE i B−λE ¹ åêâi-

âàëåíòíèìè λ-ìàòðèöÿìè.

Çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü. Íåõàé A � êâà-
äðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P . Ùîá çíàéòè íîðìàëüíó ôîðìó (Ôðî-
áåíióñà ÷è Æîðäàíà) ìàòðèöi A, çíàéäåìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä õàðà-
êòåðèñòè÷íî¨ λ-ìàòðèöi A−λE. Íåõàé e1(λ), . . . , es(λ) � âñi âiäìiííi
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âiä îäèíèöi, åëåìåíòàðíi äiëüíèêè λ-ìàòðèöi A−λE i e(λ) � îäèí iç
öèõ äiëüíèêiâ. Çíàéäåìî ïðèìàðíèé ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà e(λ):

e(λ) = qt11 (λ) · · · qtrr (λ),

äå q1(λ), . . . , qr(λ) � ïðèìiòèâíi ïîïàðíî ðiçíi íåçâiäíi íàä ïîëåì
P ìíîãî÷ëåíè. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîãî÷ëåíó e(λ) íàñòóïíó
íîðìàëüíó ôîðìó Ôðîáåíióñà

F (e(λ)) =


q̃t11 (λ) 0

. . .

0 q̃trr (λ)


(q̃tii (λ) � ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìíîãî÷ëåíà qtii (λ) (1 ≤ i ≤ r)). Ââåäåìî
ïîçíà÷åííÿ Fi(A) = F (ei(λ)) (1 ≤ i ≤ s). Òîäi íîðìàëüíà ôîðìà
Ôðîáåíióñà ìàòðèöi A ìà¹ âèãëÿä: F1(A) 0

. . .

0 Fs(A)


Çàóâàæåííÿ. Íåõàé âñi íåçâiäíi äiëüíèêè ìíîãî÷ëåíiâ e1(λ), . . .

. . . , es(λ) ¹ ëiíiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè i

e(λ) = (λ− α1)
t1 · · · (λ− αr)

tr (α1, . . . , αr ∈ P ).

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîãî÷ëåíó e(λ) íîðìàëüíó ôîðìó Æîð-
äàíà

J(e(λ)) =

 Jt1(α1) 0
. . .

0 Jtr (αr)


Ïîêëàäåìî J (i) = J(ei(λ)). Òîäi ìàòðèöÿ

J(A) =

 J (1)(A) 0
. . .

0 J (s)(A)


¹ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà ìàòðèöi A.
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�15. Âiäøóêàííÿ ÍÔÆ

Íåõàé A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì P i ïîðÿäîê ìàòðèöi äîðiâ-
íþ¹ n > 1. Ïðèïóñòèìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A − λE|
ìàòðèöi A ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä ïîëåì P â äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ

|A− λE| = ±(λ− α1)
t1 · · · (λ− αk)

tk

(α1, . . . , αk � ðiçíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà |A−λE|, ùî íàëåæàòü ïîëþ P ).
Ïîêëàäåìî α = αi (1 ≤ i ≤ k). Ùîá çíàéòè âñi êëiòêè Æîð-

äàíà ç äiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì α, ùî âõîäÿòü â ÍÔÆ(A) ïîòði-
áíî ïîñëiäîâíî çíàõîäèòè ðàíãè ri = r(A− αE)i ìàòðèöü (A− αE)i

(i = 1, 2, . . .) Íà ïåðøîìó êðîöi çíàõîäèìî r1 = r(A−αE), íà äðóãîìó
r2 = r(A − αE)2 i ò.ä. Îá÷èñëåííÿ öèõ ðàíãiâ çóïèíÿ¹ìî íà ïåðøî-
ìó òàêîìó êðîöi j + 1, ùî rj+1 = r(A − αE)j+1 = rj = r(A − αE)j .
Ñêëàäåìî äiàãðàìó

D(α) :

∗ ∗ . . . ∗
∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗
...

...
. . .

...
. . .

...
. . .

∗ ∗ . . . ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗

,

ïîìiñòèâøè â ïåðøèé çíèçó ðÿäîê n − r1 çiðêè, â 2-é r1 − r2 çiðêè
i ò.ä. Íåõàé h1, h2 i ò.ä. âèñîòè öi¹¨ äiàãðàìè (òîáòî h1 � êiëüêiòü
çiðîê ó 1-ìó ñòîâïöi, h2 � êiëüêiñòü çiðîê ó 2-ìó ñòîâïöi i ò.ä.).

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü äiàãðàìi D(α) íàñòóïíó ôîðìó Æîð-
äàíà:

J(α) =


Jh1(α) 0

Jh2(α)
. . .

0 Jht
(α)

 ,

äå t � ÷èñëî ñòîâïöiâ äiàãðàìè D(α). Ìàòðèöÿ J(α) ìiñòèòü âñi êëi-
òêè Æîðäàíà ÍÔÆ(A), ÿêi ìàþòü α äiàãîíàëüíèì åëåìåíòîì.

Çíàéäåìî äiàãðàìè D(αi) äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k. Ìàòðèöÿ
J(α1) 0

J(α2)
. . .

0 J(αt)
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áóäå òi¹þ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Æîðäàíà, ÿêié ïîäiáíà äàíà ìàòðè-
öÿ A.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ìàòðèöi A ïîðÿäêó n = 3 íàä ïîëåì C êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë. Íåõàé α1, α2, α3 êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà ìàòðèöi A. Â çàëåæíîñòi âiä êðàòíîñòåé öèõ êîðåíiâ áóäåìî
ìàòè òðè âèïàäêè:

1) α1, α2, α3 � ïîïàðíî ðiçíi. Òîäi

ÍÔÆ(A) =

 α1 0 0
0 α2 0
0 0 α3

 ;

2) α1 = α2 ̸= α3. ßêùî r(A− α1E) = 1, òîäi

ÍÔÆ(A) =

 α1 0 0
0 α1 0
0 0 α3

 ;

ßêùî r(A− α1E) = 2, òîäi

ÍÔÆ(A) =

 α1 1 0
0 α1 0
0 0 α3

 ;

3) α1 = α2 = α3 = α. Òîäi

ÍÔÆ(A) =

 α 0 0
0 α 0
0 0 α


àáî

ÍÔÆ(A) =

 α 1 0
0 α 0
0 0 α

 ,

ÿêùî r(A− αE) = 1 i

ÍÔÆ(A) =

 α 1 0
0 α 1
0 0 α

 ,

ÿêùî r(A− αE) = 2.
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Çàóâàæåííÿ. ßêùî A � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó 3 íàä ïiäïîëåì P
ïîëÿ C i âñi êîðåíi α1, α2, α3 íàëåæàòü ïîëþ P , òî ìàòðèöÿ A ïîäiáíà
íàä ïîëåì P îäíié iç âèùå âêàçàíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì Æîðäàíà.

Âïðàâà 1. Ðîçãëÿíóòè êëàñèôiêàöiþ ôîðì Æîðäàíà êîìïëå-

êñíèõ ìàòðèöü 4-ãî ïîðÿäêó â çàëåæíîñòi âiä êðàòíîñòåé êîðåíiâ

õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ öèõ ìàòðèöü.

�16. Âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ : L → L � ëiíiéíèé
îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò α ïîëÿ
P , ùî φ(a) = αa. Åëåìåíò α ïîëÿ P íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì

îïåðàòîðà φ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ïðîñòîðó L,
ùî φ(a) = αa. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âëàñíèé âåêòîð a ∈ L îïåðàòî-
ðà φ íàëåæèòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α ∈ P öüîãî îïåðàòîðà, ÿêùî
φ(a) = αa. Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà φ ìî-
æóòü áóòè òiëüêè íåíóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó L. Âëàñíå çíà÷åííÿ
îïåðàòîðà φ ìîæå áóòè i íóëüîâèì åëåìåíòîì ïîëÿ P .

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà φ íàëå-

æèòü òiëüêè îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ öüîãî îïåðàòîðà.

Äâi òåîðåìè ïðî âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ.
1. Íåõàé φ : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

íàä ïîëåì P , α � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà φ (α ∈ P ) i Lα � îá'-

¹äíàííÿ ìíîæèíè âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó

çíà÷åííþ α ç íóëüîâèì âåêòîðîì ïðîñòîðó L. Òîäi Lα � ïiäïðîñòið

ïðîñòîðó L iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà φ.
2. Ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ : L → L,

ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ.

Âïðàâà 2. Íåõàé α i β � ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðà-

òîðà φ : L→ L. Ïîêàçàòè, ùî Lα + Lβ = Lα ⊕ Lβ.

Òåîðåìà ïðî âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ñêií-
÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði. Íåõàé L � ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé íåíóëüîâèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i φ : L → L �

ëiíiéíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîñòîðó. ßêùî åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ âëà-

ñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà φ, òî α ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî
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ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà φ. Íàâïàêè, ÿêùî åëåìåíò α ïîëÿ P ¹ êîðå-

íåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà φ, òî α ¹ âëàñíèì

çíà÷åííÿì öüîãî îïåðàòîðà.

Âïðàâà 3. Íåõàé L = C∞
[0,1] � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R

íåñêií÷åííîäèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié íà ñåãìåíòi [0, 1] i D � îïå-

ðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ: D(f)(x) = df(x)
dx (x ∈ C∞

[0,1]). Ïîêàçàòè, ùî
ëþáå äiéñíå ÷èñëî ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà D.

Âïðàâà 4. Íåõàé L = P 2 i ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L â

äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ìà¹ ìàòðèöþ

A =

(
0 −1
1 0

)
.

Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî P = R, òî îïåðàòîð φ íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü;

2) ÿêùî P = C, òî îïåðàòîð φ ìà¹ äâà âëàñíi çíà÷åííÿ.

Ïðàâèëî äëÿ âiäøóêàííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó. Íåõàé φ : L→ L � ëiíié-
íèé îïåðàòîð ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì P . Çíàéäåìî âëàñíi
âåêòîðè îïåðàòîðà φ. Äëÿ öüîãî:

1-é êðîê. Âèáåðåìî â ïðîñòîði L äåÿêèé áàçèñ a1, . . . , an i çíàéäåìî
ìàòðèöþ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ â öüîìó áàçèñi.

2-é êðîê. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí |A−λE| îïåðàòî-
ðà φ.

3-é êðîê. Çíàõîäèìî âñi ðiçíi êîðåíi α1, . . . , αs ìíîãî÷ëåíà |A−λE|,
ÿêi íàëåæàòü ïîëþ P .

4-é êðîê. Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ α = αi (1 ≤ i ≤ s) ñêëàäà-
¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ x1, . . .
. . . , xn ç ìàòðèöåþ A− αE:

(A− αE)X = 0̄, X =

 x1
...
xn

 , 0̄ =

 0
...
0

 .

Çíàõîäèìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü. Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó (γ1, . . . , γn) (γ1, . . . , γn ∈ P ) iç
ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäåìî âåêòîð b =γ1a1+
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+ γ2a2 · · ·+γnan. Íåõàé b1, . . . , br � ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L, ÿêi ïî öüîìó ïðàâèëó îäåðæóþòüñÿ iç âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ôóíäà-
ìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè. Òîäi ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ îïå-
ðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü âëàñíîìó çíà÷åííþ α = αi ñïiâïàäà¹ ç
ìíîæèíîþ âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié β1b1 + · · ·+ βrbr, äå β1, . . .
. . . , βr � äîâiëüíi åëåìåíòè ïîëÿ P íå ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî.

Â íàñòóïíèõ òðüîõ âïðàâàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ, ÿêi çó-
ñòði÷àëèñü ïðè âñòàíîâëåííi ïðàâèëà âiäøóêàííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ.

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî dimLαi = n − r(A − αiE) (n = dimL,
r(A− αiE) � ðàíã ìàòðèöi A− αiE).

Âïðàâà 6. Ïîêàçàòè, ùî â ïðîñòîði L iñíó¹ áàçèñ ç âëàñíèõ

âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

sn−
s∑
i=1

r(A− αiE) = n

(s � ÷èñëî âñiõ ðiçíèõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

|A− λE|, ÿêi íàëåæàòü ïîëþ P ).

Âïðàâà 7. Íåõàé k1, . . . , ks � êðàòíîñòi êîðåíiâ α1, . . . , αs õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà |A− λE|. Ïîêàçàòè, ùî â ïðîñòîði L
iñíó¹ áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) ki = dimLαi (i = 1, . . . , s); 2) k1 + · · · + ks =
= n.

Âiäìiòèìî, ÿêùî â ïðîñòîði L ç ëiíiéíèì îïåðàòîðîì φ iñíó¹ áàçèñ
ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ, òî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà φ â öüîìó
áàçèñi ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Âïðàâà 8. Íåõàé ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà φ : L → L â äå-

ÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ¹ êëiòêîþ Æîðäàíà. Çíàéòè âëàñíi çíà÷å-

ííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà φ. Ðåçóëüòàò ïîðiâíÿòè ç âïðàâîþ

7.
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�17. Êâàäðàòè÷íi ôîðìè íàä äîâiëüíèì ïîëåì

Íåõàé P � äîâiëüíå ïîëå i x1, . . . , xn � íåâiäîìi íàä ïîëåì P . Íåõàé
äàíî n2 åëåìåíòiâ αij ïîëÿ P òàêèõ, ùî αij = αji (1 ≤ i, j ≤ n).
Âèðàç âèãëÿäó

f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj

íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ âiä n íåâiäîìèõ x1, . . . , xn íàä
ïîëåì P ç êîåôiöi¹íòàìè αij . ßêùî çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, . . . , xn
ïiäñòàâèòè âiäïîâiäíî åëåìåíòè γ1, . . . , γn ïîëÿ P , òî åëåìåíò ïîëÿ P

f(γ1, . . . , γn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αijγiγj

íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äëÿ äàíèõ çíà÷åíü íåâi-
äîìèõ. Iç êîåôiöi¹íòiâ αij (1 ≤ i, j ≤ n) êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
f(x1, . . . , xn) ìîæíà ñêëàñòè êâàäðàòíó ìàòðèöþ

A =

 α11 α12 . . . α1n

...
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnn

 .

ÌàòðèöÿA íàçèâà¹òüñÿìàòðèöåþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1,. . . ,xn).
Òàê ÿê αij = αji (1 ≤ i, j ≤ n), òî ìàòðèöÿ A ñèìåòðè÷íà: AT = A
(AT � òðàíñïîíîâàíà äî A ìàòðèöÿ).

Íåõàé

X =

 x1
...
xn

 , XT =
(
x1 . . . xn

)
.

Òîäi êâàäðàòè÷íó ôîðìó f(x1, . . . , xn) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äî-
áóòêó ìàòðèöü

f(x1, . . . , xn) = XTAX.

Öåé çàïèñ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì çàïèñîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

f(x1, . . . , xn). Ðàíãîì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè f(x1, . . . , xn) íàçèâà¹òüñÿ
ðàíã ìàòðèöi A öi¹¨ ôîðìè. Ïîðÿä ç íåâiäîìèìè x1, . . . , xn íàä ïîëåì
P ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè é iíøi ñèñòåìè íåâiäîìèõ íàä ïîëåì P .
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Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ x1, . . . , xn íàä ïîëåì P â
íîâi íåâiäîìi y1, . . . , yn íàä ïîëåì P íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïåðåõiä äî
íîâèõ íåâiäîìèõ, êîëè ñòàði íåâiäîìi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íîâi ëiíiéíî
ç äåÿêèìè êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ P :

x1 = τ11y1 + τ12y2 + · · ·+ τ1nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = τn1y1 + τn2y2 + · · ·+ τnnyn

(τij ∈ P ; 1 ≤ i, j ≤ n). Ìàòðèöÿ

Q =

 τ11 τ12 . . . τ1n
...

...
. . .

...
τn1 τn2 . . . τnn

 ,

ñêëàäåíà iç êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ. Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó X = QY , äå X,Y � ñòîâïöi íåâi-
äîìèõ, Q � ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ.

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì ïå-

ðåòâîðåííÿì, ÿêùî ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâèðîäæåíà. ßêùî
X = QY íåâèðîäæåíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ X â íåâiäîìi
Y , òî Y = Q−1X ¹ îáåðíåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ Y
â X. Öå ïåðåòâîðåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ó âèïàäêó íåîáõiäíîñòi ïåðå-
éòè âiä íîâèõ íåâiäîìèõ äî ïî÷àòêîâèõ íåâiäîìèõ.

Ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü X = Q1Y i Y = Q2Z
(Z � ñòîâïåöü íåâiäîìèõ z1, . . . , zn íàä ïîëåì P ) íàçèâà¹òüñÿ äîáó-
òêîì öèõ ïåðåòâîðåíü. Äîáóòîê ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ òàêîæ ëiíié-
íå ïåðåòâîðåííÿ i ìàòðèöÿ äîáóòêó ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü ïåðåìíîæó-
âàíèõ ïåðåòâîðåíü: X = (Q1Q2)Z.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî äîáóòîê íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðå-

òâîðåíü ¹ íåâèðîäæåíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Âèêîíàòè â äàíié êâàäðàòè÷íié ôîðìi f(x1, . . . , xn) ïåðåòâîðåí-
íÿ íåâiäîìèõ öå îçíà÷à¹ ïiäñòàâèòè â

f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj

çàìiñòü íåâiäîìèõ x1, . . . , xn ¨õ âèðàçè ÷åðåç íîâi íåâiäîìi i âèêîíà-
òè âiäïîâiäíi ñïðîùåííÿ. Ðåçóëüòàò öèõ ñïðîùåíü ïîêàçó¹ íàñòóïíà
òåîðåìà.
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Çàêîí çìiíè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. ßêùî â äàíié êâàäðàòè-

÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ A âèêîíàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäî-

ìèõ ç ìàòðèöåþ Q, òî ìè îäåðæèìî íîâó êâàäðàòè÷íó ôîðìó ç

ìàòðèöåþ B = QTAQ.

Öåé çàêîí çìiíè äîçâîëÿ¹ ââåñòè íàñòóïíå âiäíîøåííÿ ìiæ êâà-
äðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà f1(x1, . . . , xn) âiä íå-
âiäîìèõ x1, . . . , xn íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi
f2(x1, . . . , xn) âiä òèõ æå íåâiäîìèõ, ÿêùî iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ëi-
íiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ x1, . . . , xn â íåâiäîìi y1, . . . , yn, ùî
f2(y1, . . . , yn) = f1(x1, . . . , xn).

Âïðàâà 2. Íåõàé A i B � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêó n íàä

ïîëåì P . Ïîêàçàòè, ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç ìàòðèöåþ A åêâiâà-

ëåíòíà êâàäðàòè÷íié ôîðìi ç ìàòðèöåþ B òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S íàä ïîëåì P , ùî B = STAS.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìà¹ íàñòóïíi
âëàñòèâîñòi:

1) f(x1, . . . , xn) ∼ f(x1, . . . , xn);

2) f1(x1, . . . , xn)∼f2(x1, . . . , xn) ⇔ f2(x1, . . . , xn)∼f1(x1, . . . , xn);

3) f1(x1, . . . , xn)∼f2(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn)∼f3(x1, . . . , xn) ⇒

⇒ f1(x1, . . . , xn)∼ f3(x1, . . . , xn)

(ñèìâîë ∼ îçíà÷à¹ åêâiâàëåíòíiñòü ôîðì).
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíó óìîâó åêâiâàëåíòíîñòi êâàäðà-

òè÷íèõ ôîðì.

Òåîðåìà ïðî iíâàðiàíòíiñòü ðàíãó. Åêâiâàëåíòíi êâàäðàòè÷-
íi ôîðìè ìàþòü îäíàêîâi ðàíãè.

Ñóêóïíiñòü âñiõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì âiä n íåâiäîìèõ íàä ïîëåì
P ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Êëàñ
åêâiâàëåíòíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ êâàäðàòè÷íèõ
ôîðì, ÿêi ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi. Ðiçíi êëàñè åêâiâàëåíòíèõ êâàäðà-
òè÷íèõ ôîðì íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ êâàäðàòè-
÷íèõ ôîðì öå îçíà÷à¹ âèáðàòè iç êîæíîãî êëàñó ïî îäíié êâàäðàòè-
÷íié ôîðìi, ÿêi ìàëè á íàéïðîñòiøèé âèãëÿä i ïî ÿêèõ ìîæíà áóëî
á âñòàíîâèòè ïðîñòi êðèòåði¨ ðîçïiçíàâàííÿ íà åêâiâàëåíòíiñòü êâà-
äðàòè÷íèõ ôîðì. Íàéïðîñòiøîþ ¹ êâàäðàòè÷íà ôîðìà âèãëÿäó

f(x1, . . . , xn) = α1x
2
1 + α2x

2
2 + · · ·+ αnx

2
n,
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äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P , ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè i
íóëüîâi åëåìåíòè. Ôîðìè âêàçàíîãî âèãëÿäó íàçèâàþòüñÿ ôîðìàìè
êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Ìàòðèöÿ A ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ¹ äià-
ãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

A =


α1 0

α2

. . .

0 αn

 .

Ðàíã êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåíóëüîâèõ äiàãîíàëüíèõ
åëåìåíòiâ ìàðèöi A i äîðiâíþ¹ ÷èñëó êâàäðàòiâ öüîãî âèãëÿäó ç íå-
íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè. Áóäü-ÿêó êâàäðà-
òè÷íó ôîðìó âiä n íåâiäîìèõ íàä ÷èñëîâèì ïîëåì P ìîæíà çâåñòè

äî êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî

íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ íàä öèì ïîëåì.

Öÿ òåîðåìà çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ i äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ P ,
õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî âiäìiííà âiä 2.

Îñíîâíó òåîðåìó ìîæíà ôîðìóëþâàòè ïî-iíøîìó, à ñàìå.

Áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàä ïîëåì P åêâiâàëåíòíà ôîðìi

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè íå äà¹ çàâåðøåíî¨ êëà-
ñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Ñïðàâà â òîìó, ùî ðiçíi êàíîíi÷íi
âèãëÿäè êâàäðàòè÷íèõ ôîðì ìîæóòü áóòè åêâiâàëåíòíèìè ôîðìà-
ìè. Iíàêøå êàæó÷è, îäíó i òó æ êâàäðàòè÷íó ôîðìó ìîæíà çâåñòè
äî äåêiëüêîõ êàíîíi÷íèõ âèãëÿäiâ çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíèõ ëi-
íiéíèõ ïåðåòâîðåíü íåâiäîìèõ. Âiäìiòèìî, ùî ó âñiõ öèõ êàíîíi÷íèõ
âèãëÿäàõ ñïiëüíèì áóäå ÷èñëî êâàäðàòiâ ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè.

Ïðîäîâæåííÿ êëàñèôiêàöi¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íàä ïîëåì P çà-
ëåæèòü âiä ñïåöèôiêè ïîëÿ P .
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�18. Êîìïëåêñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä êîìïëåêñíî¨ (òîáòî íàä ïîëåì C) êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè âiä n íåâiäîìèõ x1, . . . , xn: f = α1x

2
1 + · · ·+ αnx

2
n,

äå α1, . . . , αn äåÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Íåõàé ðàíã ôîðìè f äîðiâíþ¹
r (r ≤ n) i íåõàé α1 ̸= 0, . . . , αr ̸= 0. Òîäi f = α1x

2
1+α2x

2
2+ · · ·+αrx2r.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = (
√
α1)

−1y1,

. . . . . . . . .

xr = (
√
αr)

−1yr,

xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),

. . . . . . . .

xn = yn,

äå êîðiíü êâàäðàòíèé
√
α iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α îçíà÷à¹ îäèí iç

äâîõ êîðåíiâ äðóãîãî ñòåïåíÿ iç α.
Öå ïåðåòâîðåííÿ íåâèðîäæåíå. Âèêîíàâøè éîãî â êâàäðàòè÷íié

ôîðìi f îäåðæèìî r êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ: f = y21+y
2
2+· · ·+y2r . Òàêèé

âèãëÿä êîìïëåêñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì

âèãëÿäîì.

Îñíîâíà òåîðåìà äëÿ êîìïëåêñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.
Áóäü-ÿêà äàíà êîìïëåêñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä n íåâiäîìèõ åêâi-
âàëåíòíà íàä ïîëåì C äåÿêié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âè-

ãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ r êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ (r � ðàíã äàíî¨ ôîðìè).

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà. Êîìïëåêñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiä
îäíîãî ÷èñëà íåâiäîìèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè, êîëè ðàíãè öèõ

ôîðì ñïiâïàäàþòü.

�19. Äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä äiéñíî¨ (íàä ïîëåì R) êâàäðàòè÷íî¨
ôîðìè âiä n íåâiäîìèõ x1, . . . , xn: f = α1x

2
1 + α2x

2
2 + · · · + αnx

2
n,

äå α1, . . . , αn äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Íåõàé ðàíã ôîðìè f äîðiâíþ¹ r
(r ≤ n) i ïåðøi r êîåôiöi¹íòiâ âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîäi ôîðìó f ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f = β1x
2
1 + · · ·+ βpx

2
p − βp+1x

2
p+1 − · · · − βp+qx

2
p+q,
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äå β1, . . . , βp+q äîäàòíi ÷èñëà i p + q = r. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðå-
òâîðåííÿ íåâiäîìèõ

x1 = (
√
β1)

−1y1,
. . . . . . . . .
xr = xp+q = (

√
βp+q)

−1yp+q,
xr+1 = yr+1 (ÿêùî r < n),
. . . . . . . . .
xn = yn,

Öå ïåðåòâîðåííÿ íåâèðîäæåíå i ìà¹ äiéñíi êîåôiöi¹íòè. Âèêîíà¹ìî
éîãî â êâàäðàòè÷íié ôîðìi f . Îäåðæèìî

f = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q,

òîáòî ñóìó p äîäàòíiõ êâàäðàòiâ i q âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ
(p ≥ 0, q ≥ 0, p+ q = r). Òàêèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàçèâà-
¹òüñÿ íîðìàëüíèì âèãëÿäîì äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.

Îñíîâíà òåîðåìà äëÿ äiéñíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì. Áóäü-
ÿêà äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà åêâiâàëåíòíà íàä ïîëåì R äå-

ÿêié êâàäðàòè÷íié ôîðìi íîðìàëüíîãî âèãëÿäó, ùî ¹ ñóìîþ äîäàòíiõ

i âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ íåâiäîìèõ.

Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçó¹, ùî ¹ ñïiëüíîãî â íîðìàëüíèõ âèãëÿäàõ,
äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà çà äîïîìîãîþ
äiéñíèõ íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü íåâiäîìèõ.

Çàêîí iíåðöi¨. ßêùî äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà çà äîïî-

ìîãîþ äâîõ äiéñíèõ íåâèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü çâåäåíà

äî äâîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì íîðìàëüíîãî âèäó, òî ÷èñëî äîäàòíiõ

(âiä'¹ìíèõ) êâàäðàòiâ îäíi¹¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íîðìàëüíîãî âè-

ãëÿäó äîðiâíþ¹ ÷èñëó äîäàòíiõ (âiä'¹ìíèõ) êâàäðàòiâ äðóãî¨ êâàäðà-
òè÷íî¨ ôîðìè íîðìàëüíîãî âèãëÿäó.

Íåõàé äàíà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà g(x1, . . . , xn) çâåäåíà äî
íîðìàëüíîãî âèãëÿäó g = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q. Òîäi ÷èñëî
p äîäàòíiõ êâàäðàòiâ öüîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíiì iíäåêñîì

iíåðöi¨ äàíî¨ ôîðìè g(x1, . . . , xn). ×èñëî q âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ â íîð-
ìàëüíîìó âèãëÿäi íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ äàíî¨ ôîð-
ìè g(x1, . . . , xn). Âïîðÿäêîâàíà ïàðà (p, q) íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ

äàíî¨ ôîðìè g(x1, . . . , xn) (iíîäi ñèãíàòóðó âèçíà÷àþòü, ÿê ðiçíèöþ
p− q).
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Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà. Äâi äiéñíi êâàäðàòè÷íi ôîðìè âiä

îäíîãî ÷èñëà íåâiäîìèõ åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïiâ-

ïàäàþòü ðàíãè öèõ ôîðì i ñïiâïàäàþòü ñèãíàòóðè öèõ ôîðì.

�20. Äîäàòíüî âèçíà÷åíi äiéñíi

êâàäðàòè÷íi ôîðìè

Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà

f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj (αij ∈ R)

íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ, ÿêùî f(α1, . . . , αn) > 0 äëÿ âñiõ
(α1, . . . , αn) ̸= (0, . . . , 0) (α1, . . . , αn ∈ R).

Îçíàêà äîäàòíüî¨ âèçíà÷åííîñòi. Äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîð-

ìà âiä n íåâiäîìèõ äîäàòíüî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ñïiâïàäàþòü òðè ÷èñëà: ÷èñëî íåâiäîìèõ n, ðàíã ôîðìè i äîäàòíié

iíäåêñ iíåðöi¨ öi¹¨ ôîðìè.

Íåõàé f = XTAX � äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ç ìàòðèöåþ

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ãîëîâíèìè ìiíîðàìè ôîðìè f íàçèâàþòüñÿ íàñòóïíi ìiíîðè ìàò-
ðèöi A:

∆1 = α11, . . . , ∆k =

∣∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1k

...
. . .

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣∣ , . . . ∆n = |A|.

Êðèòåðié Ñiëüâåñòðà äîäàòíüî¨ âèçíà÷åíîñòi. Äiéñíà êâàä-
ðàòè÷íà ôîðìà äîäàòíüî âèçíà÷åíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi ¨¨

ãîëîâíi ìiíîðè äîäàòíi.

Âïðàâà 1. Íåõàé f(x1, . . . , xn) òàêà äiéñíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà,
ùî −f(x1, . . . , xn) ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíîþ ôîðìîþ. ßêèìè áóäóòü

ãîëîâíi ìiíîðè ôîðìè f(x1, . . . , xn)?

Âïðàâà 2. Ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié âiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi äié-
ñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè.
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�21. Áiëiéíi ôîðìè íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði

Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P . Áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà

ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ (âiäîáðàæåííÿ) σ, ùî çàäàíà íà
âïîðÿäêîâàíèõ ïàðàõ âåêòîðiâ x, y ∈ L, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ σ(x, y)
â ïîëi P i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì ëiíiéíîñòi ïî êîæíîìó
àðãóìåíòó:

σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

σ(αx, y) = ασ(x, y),

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2),

σ(x, αy) = ασ(x, y)

(x1, x2, x, y1, y2, y ∈ L; α ∈ P ).
ßêùî σ(x, y) = σ(y, x) (σ(x, y) = −σ(y, x)) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L,

òî ôîðìà σ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ (êîñîñèìåòðè÷íîþ).

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà áiëiíiéíà ôîðìà íà L ¹ ñóìîþ

äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ êîñîñèìåòðè÷íî¨ áiëiíiéíèõ ôîðì íà

ïðîñòîði L.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. σ(x, y) = 1

2 [σ(x, y) + σ(y, x)] + 1
2 [σ(x, y)− σ(y, x)].

Áiëiíiéíà ôîðìà σ íà ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî
iç ðiâíîñòi σ(x, a) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ L âèïëèâà¹, ùî a = 0.

Íåõàé âñþäè íàäàëi L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä
ïîëåì i σ � áiëiíiéíà ôîðìà íà L. Âèáåðåìî â ïðîñòîði L áàçèñ a1,
a2, . . . , an. Íåõàé αij = σ(ai, aj) (αij ∈ P ; 1 ≤ i, j ≤ n). Âåêòîðè x òà
y ïðîñòîðó L ðîçêëàäåìî ïî áàçèñó

x = x1a1+ · · ·+xnan, y = y1a1+ · · ·+ynan (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn∈ P ).

Òîäi

σ(x, y) =
n∑
i=1

n∑
j=1

αijxiyj ,

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi σ(x, y) = XTAY , äå X, Y � êîîðäèíàòíi
ñòîâïöi âåêòîðiâ x i y,

A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 (αij = σ(ai, aj)).

Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ áiëiíiéíî¨ ôîðìè σ â áàçèñi a1,
a2, . . . , an. ßêùî ôîðìà σ ñèìåòðè÷íà, òî A � ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ:
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AT = A; ÿêùî σ � êîñîñèìåòðè÷íà, òî A� êîñîñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ:
AT = −A.

Âïðàâà 2. Íåõàé â ïðîñòîði L âèáðàíî iíøèé áàçèñ a′1, . . .
. . . , a′n. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ A â íîâîìó áàçèñi áóäå ìàòè âè-

ãëÿä A′ = STAS, äå S � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñà a1, . . . , an äî
áàçèñà a′1, . . . , a

′
n.

Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî áiëiíiéíà ôîðìà σ íåâèðîäæåíà òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ A öi¹¨ ôîðìè íåâèðîäæåíà.

Íåõàé σ � ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà ïðîñòîðó L. Ââåäåìî ôóí-
êöiþ k : L→ P , ïîêëàâøè k(x) = σ(x, x) (x ∈ L).

Âïðàâà 4. Íåõàé σ � áiëiéíà ôîðìà íà L i A � ìàòðèöÿ ôîðìè

σ â áàçèñi a1, . . . , an ïðîñòîðó L. Ïîêàçàòè, ùî k(x) (x ∈ L) ¹
êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ ç ìàòðèöåþ A âiä êîîðäèíàò âåêòîðà x â

áàçèñi a1, . . . , an.

Âïðàâà 5. Íåõàé k(x) � êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä êîîðäèíàò âå-

êòîðà x ∈ L â äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó L. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

σ(x, y) =
1

2
[k(x+ y)− k(x)− k(y)] (x, y ∈ L)

¹ ñèìåòðè÷íîþ áiëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði L.

Âïðàâà 6 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi áiëiíiéíi ôîð-
ìè).Íåõàé σ � ñèìåòðè÷íà áiëiíiéíà ôîðìà íà ïðîñòîði L. Ïîêàçà-
òè, ùî â ïðîñòîði L iñíó¹ òàêèé áàçèñ, ùî â êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ

x, y ∈ L âiäíîñíî öüîãî áàçèñó ôîðìà σ ìà¹ âèãëÿä

σ(x, y) = α1x1y1 + · · ·+ αnxnyn,

äå α1, . . . , αn äåÿêi åëåìåíòè ïîëÿ P .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàòè çâ'ÿçîê ìiæ áiëiíiéíèìè ôîðìàìè i

ñêîðèñòàòèñü îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî êâàäðàòè÷íi ôîðìè.

Âïðàâà 7. Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið ðîç-

ìiðíîñòi n íàä ïîëåì P i σ � êîñîñèìåòðè÷íà íåâèðîäæåíà ôîðìà

íà L. Ïîêàçàòè, ùî 1) n = 2k; 2) â ïðîñòîði L iñíó¹ òàêèé áàçèñ,

ùî ìàòðèöÿ A ôîðìè σ â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä

A =

(
0 −E
E 0

)
,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäìiòèìî, ùî σ(x, x) = 0 äëÿ êîæíîãî âåêòîðà
x ∈ L. Íåõàé a1 ∈ L i a1 ̸= 0. Ïîñêiëüêè ôîðìà σ íåâèðîäæåíà, òî
çíàéäåòüñÿ âåêòîð a′1 ∈ L òàêèé, ùî σ(a1, a

′
1) = 1. Íåõàé L1 = ⟨a1, a′1⟩

� ëiíiéíà îáîëîíêà íàòÿãíóòà íà âåêòîðè a1 i a
′
1, L

′
1 � ïiäïðîñòið â L

âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî σ(x, a1) = σ(x, a′1) = 0. Òîäi L = L1⊕L′
1

i ôîðìà σ ¹ íåâèðîäæåíîþ êîñîñèìåòðè÷íîþ ôîðìîþ íà L1 i L′
1

(ÿêùî L′
1 ̸= {0̄}). Âèáåðåìî â L′

1 ïàðó âåêòîðiâ a2 i a′2 òàêèõ, ùî
σ(a2, a

′
2) = 1. Íåõàé L2 = ⟨a2, a′2⟩. Òîäi L′

1 = L2 ⊕ L′
2 i ò.ä.

Ïðèâåäåìî ïðèêëàäè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ç áiëiíiéíèìè ôîðìàìè.
Ïðèêëàä 1. Åâêëiäîâèé ïðîñòið � öå ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä

ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R, íà ÿêîìó âèçíà÷åíî ñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó
ôîðìó σ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi: σ(x, x) > 0 (x ∈ L, x ̸= 0). ßêùî
L = Rn i

σ(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

(x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn), òî Rn íàçèâà¹òüñÿ n-âèìið-
íèì åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 2. Ïñåâäîåâêëiäiâ ïðîñòið ñèãíàòóðè (p, q) � öå ëiíié-
íèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R ðîçìiðíîñòi n = p + q, íà
ÿêîìó âèçíà÷åíî ñèìåòðè÷íó áiëiíiéíó ôîðìó òàêó, ùî âiäïîâiäíà ¨é
êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìà¹ ñèãíàòóðó (p, q) (p > 0, q > 0). Íàïðèêëàä
ïðîñòið L = Rpq � ïðîñòið äiéñíèõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ (n = p+ q) ç
áiëiíiéíîþ ôîðìîþ

σ(x, y) = x1y1 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xnyn

(x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn).
Ïðèêëàä 3. Ñèìïëåêòè÷íèé ïðîñòið � öå ëiíiéíèé ïðîñòið L

íàä ïîëåì P , íà ÿêîìó âèçíà÷åíî íåâèðîäæåíó êîñîñèìåòðè÷íó ôîð-
ìó (äèâ. âïðàâó 7).

Åðìiòîâi (ïiâòîðèëiíiéíi) ôîðìè. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið
íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Åðìiòîâîþ ôîðìîþ íà L íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ σ, ùî âèçíà÷åíà íà âïîðÿäêîâàíèõ ïàðàõ x, y âåêòîðiâ ïðîñ-
òîðó L, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â ïîëi C i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì:

1) σ(x, y) = σ(y, x),

2) σ(x1 + x2, y) = σ(x1, y) + σ(x2, y),

3) σ(αx, y) = ασ(x, y)

(x, x1, x2, y ∈ L; α ∈ C, α � êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî α). Åðìiòîâà
ôîðìà σ ëiíiéíà ïî 1-ìó àðãóìåíòó i íàïiâëiíiéíà ïî äðóãîìó:

σ(x, y1 + y2) = σ(x, y1) + σ(x, y2), σ(x, αy) = ασ(x, y).
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Óíiòàðíèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïî-
ëåì C ç åðìiòîâîþ ôîðìîþ σ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi: σ(x, x) > 0,
ÿêùî x ̸= 0 (x ∈ L). Íàïðèêëàä n-âèìiðíèé óíiòàðíèé ïðîñòið Cn
ç åðìiòîâîþ ôîðìîþ

σ(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn

(x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ C).
Íåõàé L ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C ç åð-

ìiòîâîþ ôîðìîþ σ. Âèáåðåìî â ïðîñòîði L áàçèñ a1, . . . , an. Íåõàé
αij = σ(ai, aj) (αij ∈ C, 1 ≤ i, j ≤ n). Ðîçêëàäåìî âåêòîðè x, y ∈ L ïî
áàçèñó

x = x1a1 + · · ·+ xnan, y = y1a1 + · · ·+ ynan

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ C). Òîäi σ(x, y) = XTAY , äå

XT = (x1, . . . , xn), Y =

 y1
...
yn

 , A =

 α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

 .

Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ åðìiòîâî¨ ôîðìè σ â áàçèñi a1,
. . . , an ïðîñòîðó L. Òàê ÿê σ(aj , ai) = σ(ai, aj), òî A

∗ = A, äå ∗ îçíà-
÷à¹ âçÿòòÿ òðàíñïîíîâàíî¨ ç îäíîðàçîâîþ çàìiíîþ åëåìåíòiâ ìàòðè-
öi íà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi äî íèõ. Ìàòðèöÿ A òàêà, ùî A∗ = A,
íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâîþ ìàòðèöåþ àáî ñàìîñïðÿæåíîþ ìàòðèöåþ.
Ïåðåõiä âiä êîìïëåêñíî¨ ìàòðèöi B äî B∗ íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâèì

ñïðÿæåííÿì. Îòæå ìàòðèöÿ A åðìiòîâî¨ ôîðìè σ ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ
ìàòðèöåþ.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî åðìiòîâi ôîðìè. Íåõàé L ñêií÷åííîâè-

ìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið L ç åðìiòîâîþ ôîðìîþ σ. Òîäi â ïðîñòîði
L iñíó¹ òàêèé áàçèñ a1, . . . , an, ùî â êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ x, y ∈ L
ôîðìà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ:

σ(x, y) = x1y1 + · · ·+ xryr (r ≤ n),

(x1, . . . , xn � êîîðäèíàòè âåêòîðà x; y1, . . . , yn � êîîðäèíàòè âå-

êòîðà y).

Âïðàâà 8. Â óìîâàõ îñíîâíî¨ òåîðåìè ôîðìà σ ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið L ¹ óíiòàðíèì.

Íåõàé L � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P i
σ � íåâèðîäæåíà áiëiíiéíà (àáî åðìiòîâà äëÿ P = C) ôîðìà íà L.
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Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L ïðîñòîðó L íàçâåìî àâòîìîðôiçìîì
ïðîñòîðó L ç áiëiíiéíîþ ôîðìîþ σ, ÿêùî îïåðàòîð φ çáåðiãà¹ ôîðìó:

σ(φ(x), φ(y)) = σ(x, y) (x, y ∈ L).

Âïðàâà 9. Íåõàé Gσ � ìíîæèíà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ïðîñòîðó

L ç ôîðìîþ σ. Ïîêàçàòè, ùî Gσ ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæå-

ííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è êðèòåði¨ îáîðîòíîñòi ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà, ïîêàçàòè, ÿêùî φ ∈ Gσ, òî φ � îáîðîòíèé îïåðàòîð. Ïî-
êàçàòè, ùî φ−1 ∈ Gσ. ßêùî φ, ψ ∈ Gσ, òî ïîêàçàòè, ùî äîáóòîê
φψ ∈ Gσ.

Íåõàé â ïðîñòîði L âèáðàíî áàçèñ a1, . . . , an. Íåõàé B � ìàò-
ðèöÿ ôîðìè σ â öüîìó áàçèñi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(B) ìíîæèíó âñiõ
ìàòðèöü îïåðàòîðiâ φ ∈ Gσ â áàçèñi a1, . . . , an.

Âïðàâà 10.Ïîêàçàòè, ÿêùî σ � áiëiíiéíà ôîðìà, òî G(B) ñêëà-
äà¹òüñÿ iç âñiõ òàêèõ ìàòðèöü A íàä ïîëåì P , ùî ATBA = B.
ßêùî σ � åðìiòîâà ôîðìà, òî G(B) ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ êîìïëå-

êñíèõ ìàòðèöü A òàêèõ, ùî ATBA = B (A � ìàòðèöÿ, êîìïëåêñíî

ñïðÿæåíà äî A).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòàòè ìàòðè÷íèé çàïèñ ôîðìè σ i ôîðìóëè

äëÿ êîîðäèíàò îáðàçó φ(x) âåêòîðà x ∈ L (φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð
â L).

Ïðèâåäåìî ïðèêëàäè ìàòðè÷íèõ ãðóï àâòîìîðôiçìiâ, âêàçàâøè
ïðîñòið L, ìàòðèöþ B ôîðìè σ, çàãàëüíî ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ i íà-
çâè ãðóï.

Ïðèêëàä 4. Îðòîãîíàëüíà ãðóïà O(n,R). Ïðîñòið L = Rn �
n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið, B = E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿä-
êó n.Ãðóïà O(n,R) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ìàòðèöü A íàä ïîëåì R,
ùî ATA = E. (Ìàòðèöi A iç O(n,R) íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè
ìàòðèöÿìè).

Ïðèêëàä 5.Ïñåâäîîðòîãîíàëüíà ãðóïà O(p, q).Ïðîñòið L = Rpq �
ïñåâäîåâêëiäiâ ïðîñòið ñèãíàòóðè (p, q),

B =

(
Ep O
0 −Eq

)
,

äå Ep i Eq � îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ p i q. Ãðóïà O(p, q) ñêëàäà-
¹òüñÿ iç âñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü A òàêèõ, ùî

AT
(
Ep O
0 −Eq

)
A =

(
Ep O
0 −Eq

)
.
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Ïðèêëàä 6. Ñèìïëåêòè÷íà ãðóïà Sp(n, P ). L = P 2n � 2n-âè-
ìiðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P ,

B =

(
0 −E
E 0

)
(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n). Ãðóïà Sp(n, P ) ñêëàäà¹òüñÿ ç
âñiõ ìàòðèöü A íàä ïîëåì P , òàêèõ ùî

AT
(

0 −E
E 0

)
A =

(
0 −E
E 0

)
.

Ïðèêëàä 7. Óíiòàðíà ãðóïà U(n,C). L = Cn, B = E � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n. Ãðóïà U(n,C) ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ òàêèõ êîì-

ïëåêñíèõ ìàòðèöü A, ùî A∗A = E (A∗ = A
T
� åðìiòîâî ñïðÿæåíà

äî A).

Âïðàâà 11. Çíàéòè ãðóïè O(2,R), O(1, 1), Sp(1,R), U(2,C).

�22. Åâêëiäiâ ïðîñòið

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R íàçèâà¹òüñÿ åâêëi-

äîâèì ïðîñòîðîì, ÿêùî â ïðîñòîði L îêðiì ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä
âåêòîðàèì ââåäåíî ùå îäíó äiþ. Íîâà äiÿ êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïà-
ði âåêòîðiâ x, y ïðîñòîðó L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äiéñíå ÷èñëî, ùî
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç (x, y), íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ
x òà y i öÿ äiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì (àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó):

1) (x, y) = (y, x),

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y),

3) (αx, y) = α(x, y),

4) (x, x) > 0 (x ̸= 0)

(x, x1, x2, y ∈ L; α ∈ R). Ïðèêëàäè åâêëiäîâèõ ïðîñòîðiâ ïîäàìî ó
âèãëÿäi íàñòóïíèõ âïðàâ.

Âïðàâà 1. Äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü äàíîãî îçíà÷åííÿ åâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó ç îçíà÷åííÿì åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ç �21 (ñòîð. 55).

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî Rn ¹ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî

ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn (x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn).
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Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið C[0,1] âñiõ íåïåðåðâíèõ íà ñå-

ãìåíòi [0, 1] ôóíêöié ¹ åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó

(f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t) dt (f, g ∈ C[0,1]).

Ðîçâ'ÿçàííÿ âïðàâ 2, 3. Â îáîõ âïðàâàõ ôóíêöi¨ (x, y), (f, g)
¹ ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè íå ïî íàçâi. Ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè âñi àêñiî-
ìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, ïiñëÿ ÷îãî íàçâà "ñêàëÿðíèé äîáóòîê" áóäå
âèïðàâäàíîþ.

Íåõàé L åâêëiäiâ ïðîñòið, a1, . . . , as � äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ
â L i

x = x1a1 + · · ·+ xsas, y = y1a1 + · · ·+ ysas

(x1, . . . , xs, y1, . . . , ys ∈ R).
Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ùî

(x, y) =

s∑
i=1

s∑
j=1

xiyj(ai, aj).

Ìàòðèöÿ 
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, as)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, as)

...
...

. . .
...

(as, a1) (as, a2) . . . (as, as)


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Ãðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as.

ßêùî ñèñòåìà ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó L, òî ôîðìóëà äëÿ (x, y) ó
âïðàâi 4 âñòàíîâëþ¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ â êîîðäèíàòíié

ôîðìi.
Áàçèñ a1, . . . , an ïðîñòîðó L òàêèé, ùî

(ai, aj) =

{
1, ÿêùî i = j;
0, ÿêùî i ̸= j

íàçèâà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì.

Òåîðåìà. ßêùî a1, . . . , an � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â åâêëiäî-

âîìó ïðîñòîði L, òî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x òà y iç L â

êîîðäèíàòíié ôîðìi ìà¹ âèãëÿä

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn
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((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) � êîîðäèíàòíi ðÿäêè âiäïîâiäíî âåêòîðiâ

x òà y âiäíîñíî áàçèñó a1, . . . , an).

Ïiçíiøå ìè âêàæåìî, ÿê áóäóâàòè îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â ñêií-
÷åííîâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

Åâêëiäiâ ïðîñòið Rn, ùî îïèñó¹òüñÿ ó âïðàâi 2, íàçèâà¹òüñÿ n-âè-
ìiðíèì åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé L åâêëiäiâ ïðîñòið. Âåêòîðè a i b ïðîñòîðó L íàçèâàþòüñÿ
îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî (a, b) = 0. Ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèõ
âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ.

Òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó. Îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà
íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ

ïðîñòîðó L.

Íåõàé A � íåïóñòà ìíîæèíà âåêòîðiâ ïðîñòîðó L. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç A⊥ ìíîæèíó âñiõ òàêèõ âåêòîðiâ x ∈ L, ùî îðòîãîíàëüíi äî
âñiõ âåêòîðiâ ìíîæèíè A. Ìíîæèíà A⊥ íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì
äîïîâíåííÿì ìíîæèíè A.

Âïðàâà 5. Íåõàé A, B � íåïóñòi ìíîæèíè iç L. Ïîêàçàòè, ùî

1) îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ìíîæèíè A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðî-

ñòîðîì â L;

2) (A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥;

3) (A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥ (A ∩B ̸= ∅);

4) {0̄}⊥ = L;

5) L⊥ = {0̄}.

Òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä. Íåõàé A � íåòðèâi-

àëüíèé ïiäïðîcòið ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Òîäi
îðîòãîíàëüíå äîïîâíåííÿ A⊥ ¹ íåòðèâiàëüíèì ïiäïðîñòîðîì â L i

ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ: L = A⊕A⊥.

Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i x ∈ L. ×èñëî
√

(x, x) íàçèâà¹òüñÿ
íîðìîþ àáî äîâæèíîþ âåêòîðà x i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ∥x∥.

Òåîðåìà (Íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî). Äëÿ áóäü-ÿêèõ
âåêòîðiâ x, y ïðîñòîðó L ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü |(x, y)| ≤ ∥x∥ · ∥y∥.

Íàñëiäîê.

|x1y1 + · · ·+ xnyn| ≤ (x21 + · · ·+ x2n)
1
2 (y21 + · · ·+ y2n)

1
2
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(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà).∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ 1

0

f2(t) dt ·

√∫ 1

0

g2(t) dt

(f, g � íåïåðåðâíi ôóíêöói¨ íà ñåãìåíòi [0, 1]).

Âëàñòèâîñòi íîðìè:

1) ∥αx∥ = |α| · ∥x∥,
2) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,
3) |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x+ y∥

(α ∈ R; x, y ∈ L). Îñòàííi äâi íåðiâíîñòi íàçèâàþòüñÿ íåðiâíîñòÿìè
òðèêóòíèêà.

Òåîðåìà ïðî äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà.

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

Òåîðåìà Ïiôàãîðà. Íåõàé a1, . . . , as � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà

ïðîñòîðó L. Òîäi

∥a1 + · · ·+ as∥2 = ∥a1∥2 + · · ·+ ∥as∥2.

Ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨. Íåõàé a1, . . . , as � ëiíiéíî íåçàëåæíà
ñèñòåìà âåêòîðiâ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L. Ïîáóäó¹ìî íîâó ñèñòåìó
âåêòîðiâ:

b1 = a1,

b2 = a2 −
(a2, b1)
(b1, b1)

b1,

b3 = a3 −
(a3, b1)
(b1, b1)

b1 −
(a3, b2)
(b2, b2)

b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

bs = as −
(as, b1)
(b1, b1)

b1 −
(as, b2)
(b2, b2)

b2 − · · · − (as, bs−1)
(bs−1, bs−1)

bs−1.

Âïðàâà 6. Ïîêàçàòè, ùî

1) ñèñòåìà b1, . . . , bs ¹ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ íåíóëüîâèõ âåê-

òîðiâ;

2) ëiíiéíi îáîëîíêè, íàòÿãíåíi íà ñèñòåìó a1, . . . , as i ñèñòåìó
b1, . . . , bs, ñïiâïàäàþòü.

Ïîáóäîâà ñèñòåìè âåêòîðiâ b1, . . . , bs íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì îð-

òîãîíàëiçàöi¨.
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Ïîáóäîâà îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ. Íåõàé L � ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið i a1, . . . , an � áàçèñ ïðîñòîðó L. Çàñòîñó¹ìî
äî öüîãî áàçèñó ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî îðòî-
ãîíàëüíèé áàçèñ b1, . . . , bn ïðîñòîðó L. Ïðîíîðìó¹ìî êîæíèé âåêòîð
öüîãî áàçèñà:

c1 =
1

∥b1∥
b1, c2 =

1

∥b2∥
b2, . . . , cn =

1

∥bn∥
bn.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ c1, c2, . . . ,cn ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ïðîñòî-
ðó L.

Íåõàé L i L′ � åâêëiäîâi ïðîñòîðè. Içîìîðôiçì φ : L ∼= L′ ëiíiéíèõ
ïðîñòîðiâ íàä ïîëåì R íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
L íà eâêëiäiâ ïðîñòið L′, ÿêùî (φ(x), φ(y)) = (x, y) (x, y ∈ L).

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà. Áóäü-ÿêèé ñêií÷åííîâèìiðíèé åâ-

êëiäiâ ïðîñòið içîìåòðè÷íèé n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîðó Rn,
äå n = dimRL. ßêùî n ̸= m, òî åâêëiäîâi ïðîñòîðè Rn i Rm íå içî-

ìåòðè÷íi.

�23. Îá'¹ìè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði

Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i a1, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L. Ïàðàëåëåïiïåäîì, ïîáóäîâàíèì íà âåêòîðàõ a1, . . . , as, íàçèâà-
¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ âèãëÿäó α1a1 + · · · + αsas, äå α1, . . . ,
αs òàêi äiéñíi ÷èñëà, ùî 0 ≤ αi ≤ 1 (i = 1, . . . , s). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Π(a1, . . . , as) � ïàðàëåëåïiïåä, ïîáóäîâàíèé íà âåêòîðàõ a1, . . . , as.
ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî ïàðàëåëåïi-
ïåä Π(a1, . . . , as) íàçèâà¹òüñÿ s-âèìiðíèì ïàðàëåëåïiïåäîì.

Ïðèêëàä 1. Π(a1) (a1 ̸= 0). Êiíöi âåêòîðiâ x ∈ Π(a1) çàïîâíþþòü
âiäðiçîê AB.

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................................................................................ ...............
A B

x a1

Ðèñ. 1
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Ïðèêëàä 2. Π(a1, a2) (a1, a2 � íåêîëiíåàðíi âåêòîðè). Êiíöi âåê-
òîðiâ x ∈ Π(a1, a2) çàïîâíþþòü ïàðàëåëîãðàì ABCD.
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A D

B

a2

C

x

a1

Ðèñ. 2

Ïðèêëàä 3. Π(a1, a2, a3) (a1, a2, a3 � íåêîìïëàíàðíi âåêòîðè).
Êiíöi âåêòîðiâ x ∈ Π(a1, a2, a2) çàïîâíþþòü ïàðàëåëåïiïåä
ABCDA′B′C ′D′.
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Ðèñ. 3

Íåõàé Π(a1, . . . , as) � s-âèìiðíèé ïàðàëåëåïiïåä, ïîáóäîâàíèé íà
âåêòîðàõ a1, . . . , as i s > 1. Òîäi ïàðàëåëåïiïåä Π(a1, . . . , as−1) íà-
çèâà¹òüñÿ îñíîâîþ ïàðàëåëåïiïåäà Π(a1, . . . , as−1, as). Iç òåîðåìè ïðî
îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî âåêòîðà c iç ëi-
íiéíî¨ îáîëîíêè ⟨a1, . . . , as−1⟩ òàêîãî, ùî âåêòîð b = as − c îðòîãî-
íàëüíèé äî âñiõ âåêòîðiâ a1, . . . , as−1 îñíîâè Π(a1, . . . , as−1) ïàðàëå-
ëåïiïåäà Π(a1, . . . , as−1, as). Âåêòîð b íàçèâà¹òüñÿ âèñîòîþ ïàðàëå-

ëåïiïåäà Π(a1, . . . , as−1, as), îïóùåíîþ íà îñíîâó.

Âïðàâà 1. Íåõàé b1, . . . , bs−1 � îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà âåê-

òîðiâ, ùî îäåðæóþòüñÿ ïðîöåñîì îðòîãîíàëiçàöi¨ ñèñòåìè a1, . . .
. . . , as−1. Ïîêàçàòè, ùî âèñîòà b s-âèìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà Π(a1,
a2 . . . , as−1, as) ðiâíà

b = as −
(as, b1)

(b1, b1)
b1 − · · · − (as, bs−1)

(bs−1, bs−1)
bs−1.
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Âïðàâà 2. Íåõàé (α1, . . . , αs−1) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü âiä

íåâiäîìèõ x1, . . . , xs−1 :
(a1, a1)x1 + (a1, a2)x2 + · · ·+ (a1, as−1)xs = (as, a1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(as−1, a1)x1 + (as−1, a2)x2 + · · ·+ (as−1, as−1)xs = (as, as−1).

Ïîêàçàòè, ùî âèñîòà b ïàðàëåëåïiïåäà Π(a1, . . . , as−1, as) ðiâíà

b = as − α1a1 − · · · − αs−1as−1.

Îá'¹ì V (a1, . . . , as) s-âèìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà Π(a1, . . . , as) âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðåêóðåíòíî:

1) ïðè s = 1 V (a1) = ∥a1∥,
2) ïðè s > 1 V (a1, . . . , as) = V (a1, . . . , as−1)∥b∥,

òîáòî îá'¹ìîì V (a1, . . . , as) s-âèìiðíîãî ïàðàëåëåïiïåäà íàçèâà¹òüñÿ
äîáóòîê îá'¹ìó îñíîâè íà äîâæèíó âèñîòè öüîãî ïàðàëåëåïiïåäà. ßêùî
ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as � ëiíiéíî çàëåæíà, òî îá'¹ì V (a1, . . . , as)
ïàðàëåëåïiïåäà Π(a1, . . . , as) áóäåìî ââàæàòè íóëüîâèì.

Òåîðåìà ïðî îá'¹ì. Êâàäðàò V 2(a1, . . . , as) îá'¹ìó s-âèìiðíîãî
ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a1, . . . , as, äîðiâíþ¹ äå-
òåðìiíàíòó ìàòðèöi Ãðàìà ñèñòåìè a1, . . . , as :

V 2(a1, . . . , as) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, as)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, as)

...
...

. . .
...

(as, a1) (as, a2) . . . (as, as)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Âïðàâà 3. Äîâåñòè, ùî ñèñòåìà a1, . . . , as âåêòîðiâ ïðîñòîðó
L ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äåòåðìiíàíò Ãðàìà

öi¹¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé îäèí iç âåêòîðiâ ñèñòåìè a1, . . . , as ¹ ëi-
íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ âåêòîðiâ ñèñòåìè. Òîäi âiäïîâiäíèé ñòîâ-
ïåöü ìàòðèöi Ãðàìà ñèñòåìè a1, . . . , as ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ
ñòîâïöiâ. Îòæå äåòåðìiíàíò öi¹¨ ìàòðèöi ðiâíèé íóëþ. Íàâïàêè, íå-
õàé îäèí iç ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ãðàìà ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ
ñòîâïöiâ. Íàïðèêëàä s-é ñòîâïåöü ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ 1-ãî, . . .
. . . , (s− 1)-ãî ñòîâïöiâ ç êîåôiöi¹íòàìè γ1, . . . , γs−1 âiäïîâiäíî. Òîäi
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äëÿ âñiõ j ∈ {1, 2 . . . , s} (aj , as − γ1a1 − · · · − γs−1as−1) = 0. Çâiäñè
ñëiäó¹, ùî (as − γ1a1 − · · · − γs−1as−1, as − γ1a1 − · · · − γs−1as−1) = 0.
Öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè as = γ1a1 + · · ·+ γs−1as−1.

Íàñëiäîê 1. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, . . . , as ëiíiéíî çàëåæíà òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè îá'¹ì V (a1, . . . , as) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îá'¹ì â n-âèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé L = Rn
� n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið.

Âïðàâà 4. Íåõàé a1, . . . , as � ñèñòåìà n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ

ïðîñòîðó Rn i A � ìàòðèöÿ, ñòîâïöi ÿêî¨ ñïiâïàäàþòü ç âåêòîðà-

ìè a1, . . . , as. Ïîêàçàòè, ùî
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, as)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, as)

...
...

. . .
...

(as, a1) (as, a2) . . . (as, as)

 = ATA.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â Rn
i ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

Íàñëiäîê 2. V 2(a1, . . . , as) = |ATA|.
Íàñëiäîê 3. Îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà äàíèõ n n-

âèìiðíèõ âåêòîðàõ ïðîñòîðó Rn, äîðiâíþ¹ ìîäóëþ äåòåðìiíàíòà,

ñòîâïöi ÿêîãî ñïiâïàäàþòü ç äàíèìè n âåêòîðàìè.

�24. Óíiòàðíèé ïðîñòið

Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C íàçèâà¹òüñÿ óíi-
òàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî â L îêðiì ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä âåêòîðàìè
ââåäåíî ùå îäíó äiþ. Íîâà äiÿ êîæíié âïîðÿäêîâàíié ïàði âåêòîðiâ
x òà y ïðîñòîðó L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîìïëåêñíå ÷èñëî, ùî íà-
çèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ x òà y, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
(x, y) i öÿ äiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìîâàì (àêñiîìàì ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó â óíiòàðíîìó ïðîñòîði):

1) (x, y) = (y, x),

2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y),

3) (αx, y) = α(x, y),

4) (x, x) � äîäàòí¹ äiéñíå ÷èñëî, ÿêùî x ̸= 0
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(x, x1, x2, y ∈ L; α ∈ C, α � êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî α).

Âïðàâà 1. Ïîðiâíÿòè äàíå îçíà÷åííÿ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ç

îçíà÷åííÿì óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ç �21 (ñòîð. 56).

Ïðèêëàä. Ïðîñòið Cn ñòà¹ óíiòàðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî âèçíà÷è-
òè ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x, y ∈ Cn çà ïðàâèëîì:

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn (x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn).

Íà óíiòàðíèé ïðîñòið ïåðåíîñÿòüñÿ îçíà÷åííÿ íàñòóïíèõ ïîíÿòü,
ùî ðîçãëÿäàëèñü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði: ìàòðèöÿ Ãðàìà, îðòîíîð-
ìîâàíèé áàçèñ, îðòîãîíàëüíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ, îðòîãîíàëüíå äî-
ïîâíåííÿ, íîðìà âåêòîðà, ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨, içîìåòðiÿ. Çàëèøà-
þòüñÿ, â îñíîâíîìó, ñïðàâåäëèâèìè òåîðåìè �21 iç çàìiíîþ òåðìiíó
"åâêëiäiâ ïðîñòið" íà "óíiòàðíèé ïðîñòið" i ïîëÿ R íà ïîëå C.

Âêàæåìî äåÿêi âiäìiííîñòi.
Ó âïðàâi 3 ôîðìóëó äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (x, y) ïîòðiáíî çàìi-

íèòè ôîðìóëîþ

(x, y) =
s∑
i=1

s∑
j=1

xiyj(ai, aj) (x1, . . . , xs, y1, . . . , ys ∈ C).

Â òåîðåìi ïðî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L
â êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ âiäíîñíî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó ïðîñòîðó L
ôîðìóëà äëÿ (x, y) çàìiíþ¹òüñÿ íà ôîðìóëó (x, y) = x1y1+· · ·+xnyn.

Ìàòðèöÿ Ãðàìà

A =

 (a1, a1) . . . (a1, as)
...

. . .
...

(as, a1) . . . (as, as)


ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , as óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L, ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ

ìàòðèöåþ: A∗ = A (A∗ = A
T
� ìàòðèöÿ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç ìàòðèöi

A òðàíñïîíóâàííÿì i çàìiíîþ åëåìåíòiâ íà ¨õ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi).
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�25. Îðòîãîíàëüíi òà óíiòàðíi ìàòðèöi

Äiéñíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ
ìàòðèöåþ, ÿêùî ATA = E (E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n).

Êîìïëåêñíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n íàçèâà¹òüñÿ óíi-

òàðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî A∗A = E (A∗ = A
T
).

ßêùî âñi åëåìåíòè óíiòàðíî¨ ìàòðèöi A ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè, òî
ìàòðèöÿ A � îðòîãîíàëüíà. Áóäåìî ââàæàòè ñòîâïöi i ðÿäêè äiéñíî¨
(êîìïëåêñíî¨) ìàòðèöi A = ∥αij∥ ïîðÿäêó n åëåìåíòàìè åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó Rn (óíiòàðíîãî ïðîñòîðó Cn). Òîäi ñêàëÿðíèé äîáóòîê i-ãî
òà j-ãî ñòîâïöiâ ìàòðèöi A áóäå ðiâíèé α1iα1j+α2iα2j+· · ·+αniαnj ,
ÿêùî A � äiéñíà ìàòðèöÿ i ðiâíèé α1iα1j+α2iα2j+· · ·+αniαnj , ÿêùî
A � êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ.

Êðèòåði¨ îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðèöi
1. Êâàäðàòíà äiéñíà ìàòðèöÿ A ¹ îðòîãîíàëüíîþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ ñòîâïöiâ ìàòðèöi A
ç ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî

ñòîâïöÿ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

2. Êâàäðàòíà äiéñíà ìàòðèöÿ A ¹ îðòîãîíàëüíîþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê áóäü-ÿêèõ äâîõ ðÿäêiâ ìàòðèöi A ç

ðiçíèìè íîìåðàìè äîðiâíþ¹ íóëþ, à ñêàëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî

ðÿäêà ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

3. Êâàäðàòíà äiéñíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îðòîãîíàëüíîþ òî-

äi i òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ìàòðèöÿ ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä îäíîãî

îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó äî iíøîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó åâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó ðîçìiðíîñòi n.

4. Êâàäðàòíà äiéñíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ îðòîãîíàëüíîþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ x1, . . .
. . . , xn â íåâiäîìi y1, . . . , yn ìàòðèöåþ A çáåðiãà¹ êâàäðàòè÷íó ôîð-

ìó x21 + · · ·+ x2n, òîáòî x
2
1 + · · ·+ x2n = y21 + · · ·+ y2n.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî |A| = ±1;

2) ÿêùî A � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òî A−1 òàêîæ îðòîãî-

íàëüíà ìàòðèöÿ;

3) ÿêùî A i B îðòîãîíàëüíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê

AB ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðè-
öi i íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè: (AB)T = BTAT , (AB)−1 = B−1A−1.
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Íàñëiäîê 1. Ìíîæèíà O(n) âñiõ îðòîãîíàëüíèõ ìàòðèöü ïî-

ðÿäêó n ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Ãðóïà O(n)
íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ãðóïîþ.

Êðèòåði¨ óíiòàðíîñòi ìàòðèöi
Ïåðøèé, äðóãèé i òðåòié êðèòåði¨ óíiòàðíîñòi ìàòðèöi îäåðæóþ-

òüñÿ iç âiäïîâiäíèõ êðèòåði¨â îðòîãîíàëüíîñòi ìàòðèöi çàìiíîþ òåð-
ìiíà "äiéñíà ìàòðèöÿ" íà "êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ" i òåðìiíà "åâêëiäiâ
ïðîñòið" íà "óíiòàðíèé ïðîñòið".

4. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n ¹ óíiòàðíîþ òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ x1, . . . , xn ó íåâiäî-

ìi y1, . . . , yn çáåðiãà¹ ñóìó êâàäðàòiâ ìîäóëiâ íåâiäîìèõ: |x1|2 + · · ·
· · ·+ |xn|2 = |y1|2 + · · ·+ |yn|2.

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî A � óíiòàðíà ìàòðèöÿ, òî êâàäðàò ìîäóëÿ äåòåðìi-

íàíòà |A| öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi;
2) ÿêùî A � óíiòàðíà ìàòðèöÿ, òî A−1 òàêîæ óíiòàðíà ìàò-

ðèöÿ;

3) ÿêùî A i B � óíiòàðíi ìàòðèöi îäíîãî ïîðÿäêó, òî äîáóòîê

AB ¹ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàòèñü îçíà÷åííÿì óíiòàðíî¨ ìàòðèöi òà
ïðàâèëàìè: (AB)∗ = B∗A∗, (AB)−1 = B−1A−1.

Íàñëiäîê 2. Ìíîæèíà U(n) âñiõ óíiòàðíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó

n ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Öÿ ãðóïà íàçèâà-

¹òüñÿ óíiòàðíîþ ãðóïîþ.

�26. Îðòîãîíàëüíi îïåðàòîðè åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó

Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið. Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî öåé
îïåðàòîð çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé êâàäðàò ëþáîãî âåêòîðà ïðîñòîðó L,
òîáòî

(φ(x), φ(x)) = (x, x) (x ∈ L).

Òàê ÿê ∥x∥ =
√
(x, x) (x ∈ L), òî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð åêâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó L ìîæíî áóëî á âèçíà÷èòè, ÿê òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð
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φ : L→ L, ùî çáåðiãà¹ íîðìè âåêòîðiâ, òîáòî

∥φ(x)∥ = ∥x∥ (x ∈ L).

Âïðàâà 1 (Êðèòåðié îðòîãîíàëüíîñòi îïåðàòîðà). Ëiíiéíèé
îïåðàòîð φ : L → L åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ îðòîãîíàëüíèì îïå-

ðàòîðîì öüîãî ïðîñòîðó L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð φ
çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, òîáòî (φ(x), φ(y)) = (x, y)
(x, y ∈ L).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåñòè ñïî÷àòêó ðiâíiñòü (x, y) = 1
2 (∥x + y∥2 −

−∥x∥2 − ∥y∥2) (x, y ∈ L) i ñêîðèñòàòèñü íåþ.

Âïðàâà 2. Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i φ : L→ L îðòîãîíàëü-

íèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L. Ïîêàçàòè, ùî

1) ÿêùî äiéñíå ÷èñëî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà φ, òî
α = ±1;

2) âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà φ, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì

çíà÷åííÿì, ¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè.

Â íàñòóïíèõ äâîõ âïðàâàõ ïðèâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè îðòîãîíàëüíèõ
îïåðàòîðiâ.

Âïðàâà 3. Íåõàé R2 � 2-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið, α � äiéñíå

÷èñëî i

Aα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà φα : R2 → R2, ÿêèé äi¹ ïî

ïðàâèëó: ÿêùî x = (x1, x2) ∈ R2, òî φα(x) = (y1, y2), äå(
y1
y2

)
= Aα

(
x1
x2

)
.

Îïåðàòîð φα íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó íà êóò α. Ïîêàçà-
òè, ÿêùî α ̸= πk (k ∈ Z), òî îïåðàòîð ïîâîðîòó φα íå ìà¹ âëàñíèõ
çíà÷åíü.

Âïðàâà 4. Íåõàé L � åâêëiäiâ ïðîñòið i a � íåíóëüîâèé âåêòîð

ïðîñòîðó L. Äîâåñòè îðòîãîíàëüíiñòü îïåðàòîðà φa : L → L òà-

êîãî, ùî

φa(x) = x− 2(x, a)

(a, a)
a (x ∈ L).
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Îïåðàòîð φa (a ∈ L, a ̸= 0̄) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì âiäáèòòÿ (âiä-
íîñíî ãiïåðïëîùèíè {a}⊥ îðòîãîíàëüíî¨ âåêòîðó a). Çíàéòè âëàñíi
çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà âiäáèòòÿ φa (a ∈ L, a ̸= 0̄).

Òåîðåìà (Çâ'ÿçîê îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ç îðòîãîíàëü-
íèìè ìàòðèöÿìè). Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî

åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L â áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüî-

ãî ïðîñòîðó ìà¹ îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé

îïåðàòîð ïðîñòîðó L â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó

L ìà¹ îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì

îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà ïðî îáðàç îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñà. Îáðàç îðòî-
íîðìîâàíîãî áàçèñà âiäíîñíî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííî-

âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçè-

ñîì öüîãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L
ïåðåâîäèòü ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òàêîæ â îðòîíîð-

ìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó L, òî öåé îïåðàòîð ¹ îðòîãîíàëüíèì îïå-

ðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà ïðî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà. Íåõàé φ : L → L � îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ñêií÷åí-

íîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðñòîðó L. Òîäi â ïðîñòîði L iñíó¹ îðòî-

íîðìîâàíèé áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà φ ìà¹ âèãëÿä

A =



±1
. . . 0

±1
Aα1

0
. . .

Aαs


,

äå

Aαj =

(
cosαj − sinαj
sinαj cosαj

)
(αj ̸= πk (k ∈ Z)).

Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó R2

¹ îïåðàòîðì âiäáèòòÿ àáî îïåðàòîðîì ïîâîðîòó.

Âïðàâà 6. Ïîêàçàòè, ùî îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð φ : R3 → R3

òàêèé, ùî detA = 1, ¹ îïåðàòîðîì ïîâîðîòó.
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�27. Ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ
x i y ïðîñòîðó L âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (φ(x), y) = (x, φ(y)).

Òåîðåìà ïðî ìàòðèöþ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà. Ñèìåòðè-
÷íèé îïåðàòîð φ : L → L ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

L â áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ìà¹ ñèìåòðè÷íó
ìàòðèöþ A (AT = A). Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L
ïðîñòîðó L â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹

ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðàòîð ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Òåîðåìà ïðî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñèìå-
òðè÷íî¨ ìàòðèöi. Âñi êîðåíi (â ïîëi C) õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà äiéñíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Íàñëiäîê.Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäî-

âîãî ïðîñòîðó ìà¹ ïðèíàéìi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè. Ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð φ : L→ L ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ¹ ñèìå-

òðè÷íèì îïåðàòîðîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòîði L iñíó¹

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðà-

òîðà φ.

Âïðàâà 1 (Íàñëiäêè ç îñíîâíî¨ òåîðåìè). Íåõàé A � äiéñíà

ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ. Ïîêàçàòè, ùî

1) iñíó¹ íåâèðîäæåíà äiéñíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äià-

ãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ;

2) iñíó¹ íåâèðîäæåíà äiéñíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî QTAQ ¹ äià-

ãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ;

3) iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî Q−1AQ ¹ äiàãîíàëü-

íîþ ìàòðèöåþ;

4) iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ Q òàêà, ùî QTAQ ¹ äiàãîíàëü-

íîþ ìàòðèöåþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæíó ñèìåòðè÷íó äiéñíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó
n ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ìàòðèöþ äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà
åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ðîçìiðíîñòi n â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó
áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó (íàïðèêëàä, çà L ìîæíà âçÿòè Rn, à çà áàçèñ
� êàíîíi÷íèé áàçèñ ïðîñòîðó Rn).
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Äðóãå òâåðäæåííÿ âïðàâè 1 ¹ îñíîâíîþ òåîðåìîþ ïðî äiéñíi êâà-
äðàòè÷íi ôîðìè: áóäü-ÿêó äiéñíó êâàäðàòíó ôîðìó íåâèðîäæåíèì
ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ ìîæíà çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âè-
ãëÿäó.

×åòâåðòå òâåðäæåííÿ âïðàâè 1 � öå òåîðåìà ïðî çâåäåííÿ
äiéñíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè äî ãîëîâíèõ îñåé. Ïðèâåäåìî öþ
òåîðåìó.

Áóäü-ÿêó äiéñíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó âiä n íåâiäîìèõ ç ìàòðèöåþ
A äåÿêèì îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ ìîæíà çâåñòè

äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

α1y
2
1 + α2y

2
2 + · · ·+ αny

2
n.

Êîåôiöi¹íòàìè öüîãî âèãëÿäó ñëóæàòü êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî

ìíîãî÷ëåíà |A − λE| ìàòðèöi A, êîæíèé ç ÿêèõ ïîâòîðþ¹òüñÿ ó

êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi ñòiëüêè ðàç, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Âiäìiòèìî, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåâiäîìèõ íàçèâà¹òüñÿ îð-

òîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì íåâiäîìèõ, ÿêùî ìàòðèöÿ öüîãî ïåðå-
òâîðåííÿ ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä. Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðà-

òîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó L ìîæíà ïðåäñòàâè-

òè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî i äåÿêîãî îðòîãîíàëü-

íîãî îïåðàòîðiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Íàñëiäîê. Áóäü-ÿêó äiéñíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ òà äåÿêî¨ îðòîãî-

íàëüíî¨ ìàòðèöü.

�28. Óíiòàðíi îïåðàòîðè óíiòàðíîãî ïðîñòîðó

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L, ÿêùî öåé îïåðàòîð çáåðiãà¹ ñêà-
ëÿðíèé êâàäðàò áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ïðîñòîðó L, òîáòî (φ(x), φ(x)) =
= (x, x) (x ∈ L).

Óíiòàðíèé îïåðàòîð φ ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð
ïðîñòîðó L, ùî çáåðiãà¹ íîðìó ëþáîãî âåêòîðà: ∥φ(x)∥ = ∥x∥ (x ∈ L).

Âïðàâà 1 (Êðèòåðié óíiòàðíîñòi îïåðàòîðà). Ëiíiéíèé îïå-

ðàòîð φ : L → L óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì

öüîãî ïðîñòîðó L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð φ çáåðiãà¹ ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, òîáòî (φ(x), φ(y)) = (x, y) (x, y ∈ L).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòàòèñü ðiâíîñòÿìè

(x, y) + (y, x) = ∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2,

(x, y)− (y, x) = i(∥x+ iy∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2)
(x, y ∈ L),

ñïî÷àòêó äîâiâøè ¨õ (i � óÿâíà îäèíèöÿ, i2 = −1).

Âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ âåêòîðiâ óíiòàð-
íîãî îïåðàòîðà:

1) ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî α ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì óíiòàðíîãî

îïåðàòîðà φ, òî |α| = 1 (â çîáðàæåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òî-

÷êàìè êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè âëàñíi çíà÷åííÿ óíiòàðíèõ îïå-

ðàòîðiâ çíàõîäÿòüñÿ íà îäèíè÷íîìó êîëi ç öåíòðîì â ïî÷àòêó

êîîðäèíàò).

2) ßêùî a i b âëàñíi âåêòîðè ç ðiçíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè

óíiòàðíîãî îïåðàòîðà, òî (a, b) = 0.

3) Óíiòàðíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó
çàâæäè ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ.

Âïðàâà 2. Ïðîäîâæèòè äiþ îïåðàòîðà ïîâîðîòó φα iç âïðàâè

3 �26 íà ïðîñòið C2. Äîâåñòè óíiòàðíiñòü îäåðæàíîãî îïåðàòîðà i

çíàéòè éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè.

Òåîðåìà ïðî ìàòðèöþ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà. Óíiòàðíèé
îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L â áóäü-ÿêîìó

îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ óíiòàðíó ìàòðèöþ.

Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L â äåÿêîìó îðòîíîð-

ìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ìà¹ óíiòàðíó ìàòðèöþ, òî öåé îïåðà-

òîð ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ïðîñòîðó L.

Òåîðåìà ïðî îáðàç îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñà. Îáðàç îðòî-
íîðìîâàíîãî áàçèñà âiäíîñíî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâèìið-

íîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L ¹ òàêîæ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì öüî-

ãî ïðîñòîðó. Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L ïåðåâî-

äèòü ÿêèé-íåáóäü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ òàêîæ â îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ ïðîñòîðó L, òî öåé îïåðàòîð ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ïðîñ-

òîðó L.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî óíiòàðíi îïåðàòîðè. ßêùî â ñêií÷åí-
íîâèìiðíîìó óíiòàðíîìó ïðîñòîði L äi¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð φ, òî
â ïðîñòîði L iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëà-

ñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà φ.
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�29. Ñàìîcïðÿæåíi îïåðàòîðè óíiòàðíîãî

ïðîñòîðó

Ëiíiéíèé îïåðàòîð φ : L → L óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ
ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî äëÿ âñiõ x, y ∈ L âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü: (φ(x), y) = (x, φ(y)) (x, y ∈ L).

Òåîðåìà ïðî ìàòðèöþ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Ñàìî-
ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L â

áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó ìà¹ ñàìîñïðÿ-

æåíó ìàòðèöþ A (A∗ = A
T
= A). Íàâïàêè, ÿêùî ëiíiéíèé îïåðà-

òîð φ : L → L â äåÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ïðîñòîðó L ìà¹

ñàìîñïðÿæåíó ìàòðèöþ, òî îïåðàòîð φ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì îïåðà-

òîðîì ïðîñòîðó L.

Âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ âåêòîðiâ ñàìî-
ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà:

1) Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

2) Âëàñíi âåêòîðè, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ñà-

ìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ¹ îðòîãîíàëüíèìè âåêòîðàìè.

Âïðàâà 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 1) ïîêàçàòè, ùî âñi

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà äiéñíî¨ ñàìîñïðÿæåíî¨ ìàò-

ðèöi ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äiéñíó ñèìåòðè÷íó ìàòðèöþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê ìàòðèöþ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà óíiòàðíîãî ïðîñòîðó â äå-
ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi öüîãî ïðîñòîðó.

Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè. Ëiíiéíèé
îïåðàòîð φ : L → L ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó L ¹

ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ïðîñòîði L
iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ âåêòîðiâ

îïåðàòîðà φ.

Òåîðåìà ïðî ïîëÿðíèé ðîçêëàä. Áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðà-

òîð ñêií÷åííîâèìiðíîãî óíiòàðíîãî ïðîñòîðó ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêîãî ñàìîñïðÿæåíîãî i äåÿêîãî óíiòàðíîãî îïå-

ðàòîðiâ öüîãî ïðîñòîðó.

Íàñëiäîê. Áóäü-ÿêó êâàäðàòíó êîìïëåêñíó ìàòðèöþ ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äåÿêî¨ ñàìîñïðÿæåíî¨ òà äåÿêî¨

óíiòàðíî¨ ìàòðèöü.
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�30. Çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó

Â àíàëiòè÷íié ãåîìåòði¨ ïîâåðõíåþ äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü ìíî-
æèíó âñiõ òàêèõ òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ â äåÿêié äåêàðòîâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò Oxyz çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ 2-ãî
ïîðÿäêó âiä íåâiäîìèõ x, y, z:

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz+

+2a23yz + 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44 = 0,
(1)

äå aij (1 ≤ i, j ≤ 4) � (êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ) âiäîìi äiéñíi ÷èñëà,
ïðè÷îìó íå âñi êîåôiöi¹íòè ãðóïè ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ðiâíÿííÿ ðiâíi íó-
ëþ.

Áóäåìî ââàæàòè ïîâåðõíþ 2-ãî ïîðÿäêó çàäàíîþ çà äîïîìîãîþ
¨¨ ðiâíÿííÿ (1) ïî âiäíîøåííþ äî äàíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò Oxyz. Ìè áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè íàñòóïíó çàäà÷ó: çíàéòè òàêó
íîâó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O′x′y′z′, â ÿêié ðiâíÿííÿ äàíî¨
ïîâåðõíi áóäå ìàòè íàéïðîñòiøèé, òàê çâàíèé, êàíîíi÷íèé âèãëÿä.
Ïðèêëàäàìè ðiâíÿíü íàéïðîñòiøîãî âèãëÿäó ¹ ðiâíÿííÿ åëiïñî¨äà,
ãiïåðáîëî¨äiâ, ïàðàáîëî¨äiâ i öèëiíäðiâ 2-ãî ïîðÿäêó. Ïðîöåñ ðîçâ'ÿ-
çàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i íàçèâà¹òüñÿ çâåäåííÿì ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi

äðóãîãî ïîðÿäêó äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.
Ðiâíÿííÿ (1) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

f(x, y, z) + l(x, y, z) = 0, (2)

äå
f(x, y, z) = XTBX (3)

� êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä íåâiäîìèõ x, y, z ç ìàòðèöåþ

B =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 (aij = aji), (4)

à l(x, y, z) � ëiíiéíà ôóíêöiÿ âiä íåâiäîìèõ x, y, z. Äèñêðèìiíàíòîì
ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíò |A| ìàòðèöi

A =

 a11 . . . a14
...

. . .
...

a41 . . . a44

 (aij = aji). (5)
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Ïåðåòâîðåííÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäi âiä ñèñòåìè
Oxyz äî íîâî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè O′x′y′z′ ìà¹ âèãëÿä

X = QX ′ +X0, (6)

äå X, X ′ � ñòîâïöi ñòàðèõ i íîâèõ êîîðäèíàò äîâiëüíî¨ òî÷êè, X0 �
ñòîâïåöü êîîðäèíàò íîâîãî ïî÷àòêó O′ â ñèñòåìi Oxyz, Q � ìàòðèöÿ
ïåðåõîäó âiä êîîðäèíàòíîãî áàçèñó ī, j̄, k̄ ñèñòåìè Oxyz äî êîîð-
äèíàòíîãî áàçèñó ī′, j̄′, k̄′ ñèñòåìè O′x′y′z′ (êîîðäèíàòíèé áàçèñ öå
ñèñòåìà îðòiâ îñåé êîîðäèíàò). Âiäìiòèìî, ùî ñòîâïöi ìàòðèöi Q öå
ñòîâïöi êîîðäèíàò âåêòîðiâ ī′, j̄′, k̄′ (â ñèñòåìi Oxyz). Îêðiì òîãî,
ìàòðèöÿ Q � îðòîãîíàëüíà: QT = Q−1.

Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ (6) ó ðiâíÿííi (1). Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

f ′(x′, y′, z′) + l1(x
′, y′, z′) = 0, (7)

äå f ′ = X ′TB′X ′ � êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä íåâiäîìèõ x′, y′, z′ ç
ìàòðèöåþ

B′ = QTBQ = Q−1BQ, (8)

l1(x
′, y′, z′) � äåÿêà ëiíiéíà ôîðìà âiä íåâiäîìèõ x′, y′, z′. Ðiâíÿííÿ

(7) ¹ ðiâíÿííÿì äàíî¨ ïîâåðõíi â ñèñòåìi O′x′y′z′.
Iíâàðiàíòîì ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâà âåëè÷èíà, ùî çíà-

éäåíà ïåâíèì ñïîñîáîì ïî êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿííÿ (1) äàíî¨ ïîâåðõíi
i ÿêà ðiâíà ÷èñëîâié âåëè÷èíi, çíàéäåíié òèì æå ñïîñîáîì ïî êîåôi-
öi¹íòàì áóäü-ÿêîãî iíøîãî òàêîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi, ÿêå îäåð-
æó¹òüñÿ iç ðiâíÿííÿ (1) ïåðåòâîðåííÿì äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî òðè êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî

ìíîãî÷ëåíà |B − λE| ìàòðèöi B i äèñêðèìiíàíò |A| ðiâíÿííÿ (1) ¹
iíâàðiàíòàìè öüîãî ðiâíÿííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ iíâàðiàíòíîñòi äèñêðèìiíàíòà ïå-
ðåéäåìî äî îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò x1, x2, x3, x4:

x =
x1
x4
, y =

x2
x4

z =
x3
x4
.

Â öèõ êîîðäèíàòàõ ðiâíÿííÿ (1) áóäå ìàòè âèãëÿä

x−1
4 Φ(x1, x2, x3, x4) = 0,

äå Φ � êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä íåâiäîìèõ x1, x2, x3, x4 ç ìàòðèöåþ
A. Ïåðåòâîðåííþ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò (6) áóäå âiäïîâiäàòè ëiíié-
íå ïåðåòâîðåííÿ îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò (x1, x2, x3, x4) â êîîðäèíàòè
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(x′1, x
′
2, x

′
3, x

′
4) i ìàòðèöÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä:

Q1 =

(
Q X0

0 1

)
.

Ïåðåòâîðåííÿ îäíîðiäíèõ êîîðäèíàò ïåðåâåäå êâàäðàòè÷íó ôîðìó
Φ â êâàäðàòè÷íó ôîðìó Φ′ ç ìàòðèöåþ A′ = QT1 AQ1. Òîäi |A′| =
= |QT1 ||A||Q1| = |A|.

Âïðàâà 2. Çíàéòè íîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O′x′y′x′ òàêó, ùîá
â ðiâíÿííi äàíî¨ ïîâåðõíi â ñèñòåìi êîîðäèíàò O′x′y′z′ âiäïîâiäíà
öüîìó ðiâíÿííþ êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìàëà á êàíîíi÷íèé âèãëÿä.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî ââàæàòè ìàòðèöþ B ìàòðèöåþ ñàìîñïðÿ-
æåíîãî îïåðàòîðà φ â áàçèñi ī, j̄, k̄ ïðîñòîðó âåêòîðiâ. Çíàéäåìî âëà-
ñíi çíà÷åííÿ λ1, λ2, λ3 îïåðàòîðà φ (òîáòî êîðåíi ðiâíÿííÿ |B−λE| =
= 0). Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòî-
ðà φ (äëÿ öüîãî çíàõîäèìî òðè ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü
(A − λnE)X = 0 (n=1, 2, 3), äî îäåðæàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàñòîñîâó¹-
ìî ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ i, íàðåøòi, íîðìó¹ìî âåêòîðè). Çíàéäåíi
áàçèñíi âåêòîðè ïðèéìà¹ìî çà êîîðäèíàòíèé áàçèñ ī′, j̄′, k̄′ ñèñòå-
ìè Ox′y′z′. Âiäìiòèìî, ùî φ(̄i′) = λ1ī

′, φ(j̄′) = λ2j̄
′, φ(k̄′) = λ3k̄

′.
Ñêëàäà¹ìî ìàòðèöþ Q, çàïèñàâøè âåêòîðè ī′, j̄′, k̄′ â ñòîâïöi öi¹¨
ìàòðèöi. Çàïèñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò X = QX ′ i çäiéñíþ¹ìî
éîãî â ðiâíÿííi (1). Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

λ1x
′2 + λ2y

′2 + λ3z
′2 + l′(x′, y′, z′) = 0, (9)

äå ëiíiéíà ôîðìà l′(x′, y′, z′) � ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè X = QX ′ â
ëiíiéíó ôîðìó l(x, y, z).

Âïðàâà 3. Çäiéñíèòè ïåðåòâîðåííÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò â

ðiâíÿííi

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 + αx+ βy + γz + δ = 0, (10)

òàê, ùîá ó íîâîìó ðiâíÿííi áóëè âiäñóòíi ëiíiéíi ÷ëåíè ïî òèõ

íåâiäîìèõ, êâàäðàòè ÿêèõ âõîäÿòü â (10) ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹í-
òàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé λ1 ̸= 0. Òîäi

λ1x
2 + αx = λ1

(
x+

α

2λ1

)2

− α2

4λ1
.

Çðîáèìî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ âçäîâæ îñi Ox ïî ôîðìóëi x′ = x+ α
2λ1

.
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Âïðàâà 4. Çíàéòè ïåðåòâîðåííÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò, ùî

çâîäèòü ðiâíÿííÿ

λz2 + αx+ βy + δ = 0 ((α, β) ̸= (0, 0)) (11)

äî âèãëÿäó

λz′
2
+
(√

α2 + β2
)
x′ = 0. (12)

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

αx+ βy + δ =
√
α2 + β2

(
α√

α2 + β2
x+

β√
α2 + β2

y +
δ√

α2 + β2

)
.

Íåõàé φ òàêèé êóò, ùî

cosφ =
α√

α2 + β2
, sinφ =

β√
α2 + β2

.

Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ

x′ = x cosφ+ y sinφ+ x0

(
x0 = δ√

α2+β2

)
,

y′ = −x sinφ+ y cosφ,

z′ = z

(öå ïåðåòâîðåííÿ ¹ ïîâîðîòîì ñèñòåìè íàâêîëî îñi Oz ç ïàðàëåëü-
íèì ïåðåíîñîì âçäîâæ îñi Ox (ÿêùî x0 ̸= 0)). Ç ðiâíÿííÿ (11) îäåð-
æèìî ðiâíÿííÿ (12).

Âèêîíóþ÷è ïîñëiäîâíî âïðàâè 2, 3, 4 ìè âiä ðiâíÿííÿ (1) â ñè-
ñòåìi Oxyz äàíî¨ ïîâåðõíi ïåðåéäåìî äî êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨
ïîâåðõíi â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Ïðè öüîìó, ìîæëèâî, ïîòðiáíî
áóäå çðîáèòè äåêiëüêà ïîñëiäîâíèõ ïåðåõîäiâ äî íîâèõ ñèñòåì êîîð-
äèíàò. Íà êîæíîìó êðîöi ïîòðiáíî âèðàæàòè ñòàði êîîðäèíàò x, y, z
òî÷îê ÷åðåç êîîðäèíàòè öèõ òî÷îê â íîâèõ ñèñòåìàõ, ùî áóäóòü ç'ÿâ-
ëÿòèñü. Ó âiäïîâiäi íà ïîñòàâëåíó çàäà÷ó çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
2-ãî ïîðÿäêó ïîòðiáíî âêàçàòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi â îñòàí-
íié ñèñòåìi êîîðäèíàò i ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ ñòàðèõ êîîðäèíàò ó
íîâi.

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà. Iñíó¹ 17 âèäiâ ïîâåðõîíü 2-ãî ïîðÿä-
êó. Â íèæ÷å íàâåäåíîìó ¨õ ñïèñêó âêàçóþòüñÿ êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ

ïîâåðõîíü i âiäïîâiäíî íàçâè öèõ ïîâåðõíü.
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1) x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1 (åëiïñî¨ä),

2) x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= −1 (óÿâíèé åëiïñî¨ä � öå ïîâåðõíÿ áåç

òî÷îê),

3) x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 0 (âèðîäæåíèé â òî÷êó åëiïñî¨ä),

4) x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1 (îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðïîáîëî¨ä),

5) x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1 (äâîïîðîæíèííèé ãiïåðïîáîëî¨ä),

6) x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0 (êîíóñ),

7) x2
p +

y2

q = 2z (åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä),

8) x2
p − y2

q = 2z (ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä),

9) x2

a2
+
y2

b2
= 1 (åëiïòè÷íèé öèëiíäð),

10) x2

a2
+
y2

b2
= −1 (óÿâíèé åëiïòè÷íèé öèëiíäð),

11) x2

a2
+
y2

b2
= 0 (âèðîäæåíèé åëiïòè÷íèé öèëiíäð �

ïîâåðõíÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñiõ òî÷îê

îñi Oz),

12) x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð),

13) x2

a2
− y2

b2
= 0 (ïàðà ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ),

14) y2 = 2px (ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð),

15) x2 = a (ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí),

16) x2 = −a (ïàðà óÿâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí),

17) x2 = 0 (ïàðà ïëîùèí, ùî çëèâàþòüñÿ).

Iíâàðiàíòè ðiâíÿííÿ (1) äàíî¨ ïîâåðõíi äàþòü ìîæëèâiñòü çíàéòè
êàíîíi÷íå ðiâíÿíí öi¹¨ ïîâåðõíi áåç ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Â íà-
ñòóïíèõ âïðàâàõ áóäåìî ââàæàòè âiäîìèìè iíâàðiàíòè λ1, λ2, λ3 �
êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷åíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi B (äèâ. (4)) i äèñ-
êðèìiíàíò |A| ðiâíÿííÿ (1) (äèâ. (5)).
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Âïðàâà 5. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî λ1λ2λ3 ̸= 0, òî êàíîíi÷íå ðiâíÿ-
ííÿ ïîâåðõíi (1) ìà¹ âèãëÿä

λ1x
′2 + λ2y

′2 + λ3z
′2 +

|A|
λ1λ2λ3

= 0.

Âïðàâà 6. Íåõàé λ1 = 0 i λ2λ3 ̸= 0. Ïîêàçàòè, ùî êàíîíi÷íå

ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi (1) ìà¹ âèãëÿä

λ2y
′2 + λ3z

′2 + 2

√
− |A|
λ2λ3

x′ = 0.

�31. Òî÷êîâèé åâêëiäiâ ïðîñòið

ÍåõàéM � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, åëåìåíòè ÿêî¨ áóäåìî íàçèâàòè òî-
÷êàìè, L � åâêëiäiâ ïðîñòið. ÌíîæèíàM íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîâèì åâ-

êëiäîâèì ïðîñòîðîì, àñîöiéîâàíèì ç åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì L, ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè A, B òî÷îê iç M âèçíà÷åíî âåêòîð−−→
AB iç L òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1)
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC;

2) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè A ∈M i êîæíîãî âåêòîðà a ∈ L iñíó¹ òiëüêè

îäíà òàêà òî÷êà B ∈M , ùî
−−→
AB = a.

Òî÷êè A i B íàçèâàþòüñÿ ïî÷àòêîì i âiäïîâiäíî êiíöåì âåêòîðà
−−→
AB.

ÍåõàéM � òî÷êîâèé åâêëiäiâ ïðîñòið, àñîöiéîâàíèé ç åâêëiäîâèì
ïðîñòîðîì L. Âiäñòàíü d(A,B) ìiæ òî÷êàìè A, B ∈M âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíîþ íîðìi ∥
−−→
AB∥ âåêòîðà

−−→
AB (∥

−−→
AB∥ =

√
(
−−→
AB,

−−→
AB), (a, b) � ñêà-

ëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a, b iç L). Íåõàé r � äiéñíå äîäàòí¹ ÷èñëî.
Êóëåþ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi A ∈ M íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
âñiõ òàêèõ òî÷îê B içM , ùî d(A,B) ≤ r). Ïiäìíîæèíà D ⊂M òî÷îê
íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà A ∈ D âõîäèòü â D ðàçîì
ç äåÿêîþ êóëåþ ç öåíòðîì â òî÷öi A.

Òî÷êîâèé åâêëiäiâ ïðîñòið, àñîöiéîâàíèé ç n-âèìiðíèì åâêëiäî-
âèì ïðîñòîðîì Rn, áóäåìî íàçèâàòè n-âèìiðíèì òî÷êîâèì ïðîñòî-

ðîì i ïîçíà÷àòè éîãî ÷åðåç En.
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Íåõàé En � n-âèìiðíèé òî÷êîâèé ïðîñòið. Ñèñòåìà êîîðäèíàò
(A; a1, . . . , an) â ïðîñòîði En âèçíà÷à¹òüñÿ çàäàííÿì òî÷êè A ∈ En

(ïî÷àòîê ñèñòåìè) i áàçèñó a1, . . . , an ïðîñòîðó Rn (êîðäèíàòíèé áà-
çèñ). ßêùî áàçèñ a1, . . . , an ¹ îðòîíîðìîâàíèì, òî ñèñòåìà êîîðäèíàò
(A; a1, . . . , an) íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò.

Íåõàé (A; a1, . . . , an) � ñèñòåìà êîîðäèíàò â En i M äîâiëüíà

òî÷êà iç En. Êîîðäèíàòè âåêòîðà
−−→
AM â áàçèñi a1, . . . , an íàçâåìî

êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìi êîðäèíàò (A; a1, . . . , an). Íåõàé

M1(x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n ),M2(x

(2)
1 , . . . , x

(2)
n ) òî÷êè ç âêàçàíèìè êîîðäèíàòàìè

â ñèñòåìi (A; a1, . . . , an) i (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòè âåêòîðà
−−−−→
M1M2 â

áàçèñi a1, . . . , an.

Âïðàâà 1. Ïîêàçàòè, ùî

1) x1 = x
(2)
1 − x

(1)
1 , . . . , xn = x

(2)
n − x

(1)
n ;

2) d2(M1,M2) =
n∑
i=1

n∑
j=1

xixjαij; äå αij = (ai, aj) � åëåìåíò ìàò-

ðèöi Ãðàìà ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, . . . , an (1 ≤ i, j ≤ n);

3) ÿêùî (A; a1, . . . , an) � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî

d(M1,M2) =

√(
x
(2)
1 − x

(1)
1

)2
+ · · ·+

(
x
(2)
n − x

(1)
n

)2
.

Íåõàé (A′; a′1, . . . , a
′
n) � íîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, T � ìàòðèöÿ

ïåðåõîäó âiä áàçèñà a1, . . . , an äî a′1, . . . , a
′
n ïðîñòîðó Rn, M �

äîâiëüíà òî÷êà iç En, (x1, . . . , xn) � êîîðäèíàòè òî÷êè M â ñèñòåìi
(A; a1, . . . , an), (x

′
1, . . . , x

′
n)� êîîðäèíàòè òî÷êèM â ñèñòåìi (A′; a′1, . . . , a

′
n)

i (α1, . . . , αn) êîîðäèíàòè íîâîãî ïî÷àòêó A
′ â ñèñòåìi (A; a1, . . . , an).

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî x1
...

xn

 = T

 x′1
...

x′n

+

 α1

...

αn

 .

Àôiííi âiäîáðàæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ τ : En → En íàçèâà¹òüñÿ
àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó En, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

λ
−−→
AB =

−−→
CD ⇒ λ

−−−−−−→
τ(A)τ(B) =

−−−−−−→
τ(C)τ(D) (λ ∈ R; A,B,C,D ∈ En).
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Íåõàé τ : En → En � àôiííå ïåðåòâîðåííÿ, a � äîâiëüíèé âåêòîð

iç Rn, A � äîâiëüíà òî÷êà iç En i B òàêà òî÷êà iç En, ùî a =
−−→
AB.

Âåêòîð
−−−−−−→
τ(A)τ(B) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó òî÷êè A. Ïîêëàäåìî τ(a) =

=
−−−−−−→
τ(A)τ(B) (a =

−−→
AB). Îäåðæèìî âiäîáðàæåííÿ τ : Rn → Rn ïðîñòî-

ðó Rn â ñåáå.
Âïðàâà 3. Ïîêàçàòè, ùî τ : Rn → Rn ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì

ïðîñòîðó Rn.
Íåõàé τ : En → En � àôiííå âiäîáðàæåííÿ, (A; a1, . . . , an) � ñèñ-

òåìà êîîðäèíàò â En, T � ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà τ : Rn → Rn
â áàçèñi a1, . . . , an ïðîñòîðó Rn i (α1, . . . , αn) � êîîðäèíàòè îáðàçó
τ(A) ïî÷àòêó A.

Âïðàâà 4. Ïîêàçàòè, ÿêùî (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) � êîîðäèíà-

òè òî÷îê M i τ(M) â ñèñòåìi (A; a1, . . . , an), òî y1
...

yn

 = T

 x1
...

xn

+

 α1

...

αn

 .

Íåõàé τ � àôiííå ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó En i T � ìàòðèöÿ îïå-
ðàòîðà τ : Rn → Rn â äåÿêîìó áàçèñi ïðîñòîðó Rn. Äåòåðìiíàíòîì
detτ àôiííîãî âiäîáðàæåííÿ τ íàçèâà¹òüñÿ äåòåðìiíàíò |T | ìàòðè-
öi T .

Íåõàé a1, . . . , as � äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó Rn,

Π(a1, . . . , as) = {
s∑
i=1

αiai | αi ∈ R, 0 ≤ αi ≤ 1 (i = 1, . . . , s)}

� s-âèìiðíèé ïàðàëåëåïiïåä, íàòÿãíóòèé íà ñèñòåìó a1, . . . , as. Íå-
õàé A ∈ En � äîâiëüíà òî÷êà. Ìíîæèíà ΠA(a1, . . . , as) âñiõ òî÷îê M

iç En òàêèõ, ùî
−−→
AM ∈ Π(a1, . . . , as) íàçèâà¹òüñÿ s-âèìiðíèì ïàðàëå-

ëåïiïåäîì ç âåðøèíîþ A, íàòÿãíóòèì íà ñèñòåìó âåêòîðiâ a1, . . . , as.
Îá'¹ìîì ïàðàëåëåïiïåäà ΠA(a1, . . . , as) íàçèâà¹òüñÿ îá'¹ì ïàðàëåëå-
ïiïåäà Π(a1, . . . , as).

Âïðàâà 5. Íåõàé τ : En → En � àôiííå ïåðåòâîðåííÿ, ΠA(a1,
a2, . . . , an) � n-âèìiðíèé ïàðàëåëåïiïåä, íàòÿãíóòèé íà ñèñòåìó

âåêòîðiâ a1, . . . , an ïðîñòîðó Rn i τ(ΠA(a1, . . . , an)) � îáðàç öüî-

ãî ïàðàëåëåïiïåäà ïðè âiäîáðàæåííi τ . Ïîêàçàòè, ùî

1) τ(ΠA(a1, . . . , an)) = Πτ(A)(τ(a1), . . . , τ(an));

2) V (τ(ΠA(a1, . . . , an))) = |detτ |V (ΠA(a1, . . . , an)).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ 2). Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé áàçèñ e1, . . . , en ïðîñ-
òîðó Rn. Â öüîìó áàçèñi êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ñïiâïàäàþòüñÿ ç âiä-
ïîâiäíèìè êîìïîíåíòàìè öèõ âåêòîðiâ. Íåõàé T � ìàòèöÿ ëiíié-
íîãî îïåðàòîðà τ â áàçèñi e1, . . . , en. Ñòîâïåöü êîìïîíåíò âåêòîðà
τ(ai) äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìàòðèöi T íà ñòîâïåöü êîìïîíåíò âåêòîðà ai
(1 ≤ i ≤ n). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ B, ÿêà ñêëàäåíà iç êîì-
ïîíåíò âåêòîðiâ τ(a1), . . . , τ(an) ðiâíà B = TA, äå A � ìàòðèöÿ,
ñêëàäåíà ç êîìïîíåíò âåêòîðiâ a1, . . . , an. Òîäi |B| = (detτ)|A| i äàëi
äèâ. íàñëiäîê 3 �22.

Äèôåðåíöiéîâàíi âiäîáðàæåííÿ. Çàôiêñó¹ìî íàäàëi ñèòåìó
êîîðäèíàò (O; e1, . . . , en) ç ïî÷àòêîì â äåÿêié òî÷öi O ∈ En, âçÿâøè
êàíîíi÷íèé áàçèñ e1, . . . , en ïðîñòîðó Rn çà êîîðäèíàòíèé áàçèñ. Íå-
õàé D � äåÿêà îáëàñòü â En. Ôóíêöiþ f : D → R áóäåìî ââàæàòè
ôóíêöi¹þ âiä (x1, . . . , xn) òî÷êè M ∈ D: f(M) = f(x1, . . . , xn). Âiä-
îáðàæåííÿ τ : D → En íàçâåìî äèôåðåíöiéîâàíèì âiäîáðàæåííÿì,
ÿêùî iñíóþòü n íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié f1, . . . , fn :
D → R òàêèõ, ùî êîîðäèíàòè òî÷êè τ(M) ñïiâïàäàþòü ç (f1(M), . . .
. . . , fn(M)). Íåõàé τ : D → En � äèôåðåíöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ i
A ∈ D. Ìàòðèöÿ 

∂f1(A)
∂x1

. . .
∂f1(A)
∂xn

...
. . .

...
∂fn(A)
∂x1

. . .
∂fn(A)
∂xn


íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ßêîái âiäîáðàæåííÿ τ â òî÷öi A. Ëiíiéíèé
îïåðàòîð τ ′A : Rn → Rn, ìàòðèöÿ ÿêîãî â áàçèñi e1, . . . , en ñïiâïàäà¹
ç ìàòðèöåþ ßêîái íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ âiäîáðàæåííÿ τ â òî÷öi A.
Äåòåðìiíàíò detτ ′A (ìàòðèöi ßêîái) íàçèâà¹òüñÿ ÿêîáiàíîì âiäîáðà-

æåííÿ τ â òî÷öi A. Íåõàé dx̄ = (dx1, . . . , dxn) � âåêòîð, êîìïîíåíòè
ÿêîãî ¹ äèôåðåíöiàëàìè êîîðäèíàò x1, . . . , xn. Äèôåðåíöiàëîì âiä-

îáðàæåííÿ τ â òî÷öi A íàçèâà¹òüñÿ îáðàç âåêòîðà dx̄: dτA = τ ′A(dx̄).
Íåõàé τA � àôiííå ïåðåòâîðåííÿ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü òî-

÷öi M òàêié, ùî
−−→
AM = dx̄, òî÷êó M∗ òàêó, ùî

−−−−−→
τ(A)M∗ = dτA.

Òîäi äëÿ âñiõ òî÷îê M ∈ D äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî òî÷êè A, òî-
÷êà M∗ áóäå äîñèòü áëèçüêà äî òî÷êè τ(M). Iíàêøå êàæó÷è äè-
ôåðåíöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ τ ëîêàëüíî ¹ àôiííèì âiäîáðàæåííÿì.
Äèôåðåíöiàëüíèì åëåìåíòîì îá'¹ìó dV íàçèâà¹òüñÿ îá'¹ì ïàðàëå-
ëåïiïåäà Π((dx1)e1, . . . , (dxn)en). ßêùî dxi > 0 (i = 1, . . . , n), òî
dV = (dx1) · · · (dxn).
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Âïðàâà 6. Íåõàé D � îáëàñòü â En i τ : D → En � äèôåðåí-

öiàëüíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî ÿêîáiàí detτM ̸= 0 â êîæíié òî÷öi

M ∈ D. Íåõàé f : τ(D) → R � iíòåãðîâàíà â îáëàñòi τ(D) ôóíêöiÿ.
Ïîêàçàòè, ùî ∫

M∈τ(D)

f(M) dV =

∫
M∈D

f(M)|detτ ′M | dV.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé A ∈ D i τA � âiäïîâiäíå àôiííå ïåðåòâîðå-
ííÿ. Òîäi

V (τA(ΠA((dx1)e1, . . . , (dxn)en))) =

= |detτA|V (Π((dx1)e1, . . . , (dxn)en)) = |detτA|dV.

Ïîêðè¹ìî îáëàñòü D ñêií÷åííèì ÷èñëîì ïàðàëåëåïiïåäiâ âèãëÿäó
ΠA((dx1)e1, . . . , (dxn)en). Îñêiëüêè τ � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ, òî îáðàçè öèõ ïàðàëåëåïiïåäiâ ïîêðèþòü îáëàñòü τ(D). Òîäi
f(A)|detτ ′A|dV � åëåìåíò iíòåãðàëüíî¨ ñóìè äëÿ iíòåãðàëó∫

M∈τ(D)

f(M) dV.

�32. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ òåîði¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè

â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé I � ñåãìåíò ïðÿìî¨ R, L = C∞
I � äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié ñåãìåíòà I,

CL = L+ Li = {z(t) = x(t) + iy(t) | x(t), y(t) ∈ L}

� ïðîñòið êîìïëåêñíî çíà÷íèõ ôóíêöié ñåãìåíòà I.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä íàñòóïíi îïåðàòîðè ïðîñòîðiâ L i CL:

1) q � îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ: q(f(t)) = df(t)
dt = f ′(t)

(f(t) ∈ L), q(z(t)) = x′(t) + iy′(t) (z(t) = x(t) + iy(t) ∈ CL);
2) id � îäèíè÷íèé îïåðàòîð: id(f) = f (f ∈ CL);
3) qα = q − α(id) (α ∈ C): qα(z(t)) = z′(t)− αz(t) (z(t) ∈ CL);
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4) îïåðàòîðè Re òà Im: Re(z(t)) = x(t) (z(t) = x(t) + iy(t);
x(t), y(t) ∈ L), Im(z(t)) = y(t).

Íåõàé F (λ) = αnλ
n + αn−1λ

n−1 + · · ·+ α1λ+ α0 � ìíîãî÷ëåí âiä
íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì C (αn, . . . , α0 ∈ C, αn ̸= 0). Òîäi F (q) = αnq

n+
+αn−1q

n−1 + · · ·+ α1q + α0(id) � ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó CL:

F (q)(z(t)) = αnz
(n)(t) + αn−1z

(n−1)(t) + · · ·+ α1z
′(t) + α0z(t),

äå z(k)(t) � k-âà ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨ z(t) (k = 1, . . . , n).

Âïðàâà 1. Íåõàé β1, . . . , βs � âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà F (λ) êðà-
òíîñòåé k1, . . . , ks âiäïîâiäíî. Ïîêàçàòè, ùî F (q) = αnq

k1
β1

· · · qksβs
.

Âïðàâà 2. Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ìíîãî÷ëåí ìà¹ äiéñíi êîåôiöi¹í-

òè, òî îïåðàòîðè Re i Im êîìóòóþòü ç îïåðàòîðîì F (q) ïðîñòî-
ðó CL.

Ââåäåìî îïåðàòîðè iíòåãðóâàííÿ. Íåõàé "îïåðàòîð" p ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ x(t) ∈ L êëàñ ôóíêöié p(x(t)) =

∫
x(t) dt.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî p äi¹ òàêîæ íà åëåìåíòè ïðîñòîðó CL:

p(x(t) + iy(t)) = p(x(t)) + ip(y(t)) (x(t), y(t) ∈ L).

Âïðàâà 3. Íåõàé ⟨1⟩ = {f(t) = c, t ∈ I | c ∈ C} � ïiäïðîñòið â

CL âñiõ ñòàëèõ ôóíêöié. Ïîêàçàòè, ùî p ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì

ïðîñòîðó CL â ôàêòîð-ïðîñòið CL/⟨1⟩.
Äëÿ êîæíîãî α ∈ C ïîçíà÷èìî ÷åðåç pα "îïåðàòîð" òàêèé, ùî

pα(z(t)) = eαt
∫
z(t)e−αt dt = eαtp(z(t)e−αt).

Íåõàé f(t) ∈ CL i g(t) ¹ îäíi¹þ iç ïåðâiñíèõ äëÿ ôóíêöi¨ f(t)e−αt.
Òîäi

pα(f(t)) = eαtg(t) + ceαt (c ∈ C)

i ìîæíà íà pα(f(t)) äèâèòèñü ÿê íà òàêó ôóíêöiþ çìiííî¨ t ∈ I, ùî
ëiíiéíî çàëåæèòü âiä êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà c. Áóäåìî ââàæàòè, ùî
òàêi ôóíêöi¨ âõîäÿòü â ïðîñòið CL. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè
ðiçíi äîáóòêè îïåðàòîðiâ òèïó pα i qβ (α, β ∈ C).

Âïðàâà 4. Íåõàé ⟨eαt⟩ = {ceαt | c ∈ C} � ëiíiéíà îáîëîíêà â CL
íàòÿãíóòà íà ôóíêöiþ eαt. Ïîêàçàòè, ùî pα ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæå-

ííÿì ïðîñòîðiâ pα : CL→ CL/⟨eαt⟩.
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Âïðàâà 5. Äîâåñòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü qα i pα
(α ∈ C):

1) pαpβ = 1
β − α

(pβ − pα) (α, β ∈ C, α ̸= β);

2) pnα = 1
(n− 1)!

n−1∑
j=0

(−1)jCjn−1τ
n−j−1pατ

j, äå τ � îïåðàòîð ìíî-

æåííÿ íà çìiííó t;

3) pnα(0) = (c1 + c2t + · · · + cnt
n−1)eαt (c1, . . . , cn � äîâiëüíi êîí-

ñòàíòè iç C). (Iíàêøå êàæó÷è pnα ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì

ïðîñòîðó CL â ôàêòîð-ïðîñòið ïðîñòîðó CL ïî ëiíiéíié îáî-

ëîíöi ⟨eαt, teαt, t2eαt, . . . , tn−1eαt⟩, íàòÿãíóòié íà ôóíêöi¨ eαt,
teαt, . . . , tn−1eαt);

4) qβpα = id+ (α− β)pα (α ̸= β);

5) qβpβ = id;

6) pαqβ = id+ (α− β)pα (α ̸= β);

7) (pαqα)(f(t)) = f(t) + pα(0);

8) pα + pβ (α ̸= β) ¹ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðiâ

CL→ CL/⟨eαt, eβt⟩.

Â ï'ÿòîìó ïóíêòi âïðàâè 5 ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî îïåðàòîð pβ ¹ ïðà-
âèì îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà qβ (β ∈ C). Íåõàé

F (λ) = λn + αn−1λ
n−1 + · · ·+ α1λ+ α0 (α0, . . . , αn−1 ∈ C)

� ìíîãî÷ëåí âiä íåâiäîìî¨ λ íàä ïîëåì C i β1, . . . , βn âñi êîðåíi öüîãî
ìíîãî÷ëåíà. Òîäi F (q) = qβ1 · · · qβn i F (q)pβn · · · pβ1 = id. Ââåäåìî
ïîçíà÷åííÿ F ∗(q) = pβn · · · pβ1 . Íàçâåìî F

∗(q) ïðàâèì îáåðíåíèì äî
îïåðàòîðà F (q).

Âïðàâà 6. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ f(t) ∈ CL

[F ∗(q)F (q)](f(t)) = f(t) + F ∗(q)(0).

Âiäìiòèìî, ùî íà F ∗(q)(0) ìîæíà äèâèòèñü ÿê íà òàêó ôóíêöiþ
âiä t, ùî çàëåæèòü âiä n ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ c1, . . . , cn ∈ C. Ç äðóãîãî
áîêó F ∗(q)(0) ìîæíà ââàæàòè ïiäïðîñòîðîì â CL, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ
ôóíêöiÿìè òèïó tseγt (γ ∈ C, s� öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî). Âïðàâà 6 ïî-
êàçó¹, ùî îïåðàòîð F ∗(q)F (q) ïåðåòâîðþ¹ êîæíó ôóíêöiþ f(t) ∈ CL
â ñóìiæíèé êëàñ f(t) + F ∗(q)(0) ïî ïiäïðîñòîðó F ∗(q)(0).
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Çàñòîñóâàííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çâè÷àéíå ëiíié-
íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ n-ãî ïîðÿäêó ç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè
ìà¹ âèãëÿä:

x(n)(t) + αn−1x
(n−1)(t) + · · ·+ α1x

′(t) + α0 = f(t),

äå x(t) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ iç CL (àáî iç L), α0, . . . , αn−1 � âiäîìi
ñòàëi ÷èñëà, f(t) � âiäîìà ôóíêöiÿ. Ââåäåìî îïåðàòîð

F (q) = qn + αn−1q
n−1 + · · ·+ α1q + α0(id).

Òîäi äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä F (q)(x(t)) = f(t).

Âïðàâà 7. Íåõàé F ∗(q) ¹ ïðàâèé îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà F (q).
Ïîêàçàòè, ùî

1) çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ F (q)(x(t)) = f(t) ìà¹ âèãëÿä

x(t) = F ∗(q)(f(t));

2) ÿêùî α0, . . . , αn−1∈ R i f(t)∈ L, òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ F (q)(x(t))=f(t) â ïðîñòîði L ìà¹ âèãëÿä Re(F ∗(q)(f(t))),
äå F ∗(q)(f(t)) � çàãàëüíé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ â ïðîñòî-

ði CL.

Ðîçâ'ÿçàííÿ 2). Íåõàé z(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì â ïðîñòîði CL ðiâíÿííÿ
F (q)(x(t)) = f(t). Òàê ÿê îïåðàòîð F (q) êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì Re i
Re(f(t)) = f(t), òî Re(z(t)) ¹ ðîç'ÿçêîì ðiâíÿííÿ F (q)(x(t)) = f(t).

Ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Áóäü-ÿêó ñèñ-
òåìó çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiä n íåâiäîìèõ
ôóíêöié x1(t), . . . , xn(t) â ïðîñòîði CL (àáî L) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi AX = B, äå A � m× n-ìàòðèöÿ ñèñòåìè, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹
ìíîãî÷ëåíè âiä îïåðàòîðà q íàä ïîëåì C (àáî íàä ïîëåì R),

X =

 x1(t)
...

xn(t)

 , B =

 f1(t)
...

fm(t)


(X � ñòîâïåöü íåâiäîìèõ ôóíêöié, B � ñòîâïåöü âiäîìèõ ôóíêöié).

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çàñòîñó¹ìî òåîðiþ λ-ìàò-
ðèöü íàä ïîëåì P (P = C àáî P = R), çàìiíèâøè íåâiäîìó λ íà
îïåðàòîð q. Íàãàäà¹ìî, ùî êâàäðàòíà q-ìàòðèöÿ T íàçèâà¹òüñÿ óíi-
ìîäóëÿðíîþ q-ìàòðèöåþ, ÿêùî detT = c ̸= 0 (c ∈ P ).
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Iñíóþòü óíiìîäóëÿðíi q-ìàòðèöi T i S òàêi, ùî ìàòðèöÿ A1 = TAS
ìà¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä:

A1 = TAS =

 Er 0
F

0 0

 ,

äå

F =

 F1(q)
. . .

Fs(q)

 ,

Er � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó r, F1(q), . . . , Fs(q) � íåíóëüîâi i
íåîäèíè÷íi åëåìåíòàðíi äiëüíèêè q-ìàòðèöi A. Òîäi ñèñòåìà AX = B
ïåðåòâîðèòüñÿ â ñèñòåìó

A1

 y1(t)
...

yn(t)

 =

 g1(t)
...

gm(t)

 ,

äå  y1(t)
...

yn(t)

 = S−1X,

 g1(t)
...

gm(t)

 = TB.

ßêùî r+s < min{n,m} i ñåðåä ôóíêöié gr+s+1(t), . . . , gm(t) ¹ õî÷à á
îäíà íåíóëüîâà, òîäi äàíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêó. Â iíøèõ âèïàäêàõ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè. Ùîá ¨õ îäåð-
æàòè, ìè ñïî÷àòêó çíàéäåìî ôóíêöi¨ y1(t), . . . , yn(t). Òîäi X = SY ,
äå

Y =

 y1(t)
...

yn(t)

 ,

áóäå ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
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