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КАНОНIЧНI ФОРМИ МАТРИЧНИХ ЗОБРАЖЕНЬ
КОМУТАТИВНИХ МОНОЇДIВ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не так добре, як
скiнченних груп; зокрема, для груп, на вiдмiну вiд напiвгруп, отримано критерiй ру-
чностi (В. М. Бондаренко, Ю. А. Дрозд). Якщо говорити про опис нерозкладних
зображень напiвгруп, то слiд видiлити деякi окремi результати про цiлком простi
напiвгрупи (I. С. Понiзовский) та напiвгрупи всiх перетворень скiнченної множини
(I. С. Понiзовский i К. Рiнгель, у випадку скiнченного зображувального типу) i для
напiвгруп Рiсса (С. М. Дяченко) та напiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим
нульовим множенням (В. М. Бондаренко, О. М. Тертична, як у випадку скiнченно-
го типу, так i ручного нескiнченного типу). Опис зображень мономiальної алгебри
< a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов) i мономiальної алгебри
< a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М. Бондаренко i К. Рiнгель) також природно розглядати як
результати про зображення напiвгруп.

Ця стаття присвячена знаходженню канонiчних форм матричних зображень над
довiльним полем для напiвгруп малого порядку.

Напiвгрупи порядку n < 4 вивченi досить детально. Випадки n = 1, 2 є тривiаль-
ними. Напiвгрупи порядку n = 3 описав Т. Тамура, у виглядi таблиць Келi, ще в
1953 р. (пiд описом, традицiйно, мається на увазi опис з точнiстю до iзоморфiзму та
дуальностi). Напiвгрупи, що розглядаються з такою точнiстю, називаються рiзними.

У попереднiх роботах автори описали напiвгрупи третього порядку i некомута-
тивнi моноїди четвертого порядку, якi мають скiнченний зображувальний тип над
полем. Для всiх таких напiвгруп вказана канонiчна форма їх матричних зображень.
При цьому для кожної напiвгрупи вказана мiнiмальна система твiрних i вiдповiднi
визначальнi спiввiдношення.

У цiй роботi аналогiчнi результати отримано для комутативних моноїдiв четвертого
порядку.

Ключовi слова: визначальнi спiввiдношення, приєднана та неприєднана одиниця,
матричнi зображення, ручний моноїд, моноїд скiнченного та нескiнченного типiв, ка-
нонiчна форма.

1. Вступ. Ця стаття присвячена матричним зображенням комутативних мо-
ноїдiв четвертого порядку над довiльним полем i є логiчним продовженням
дослiджень роботи [1].

2. Моноїди четвертого порядку. Напiвгрупи порядку n < 4 вивчаються
давно. Випадки n = 1, 2 є тривiальними, а напiвгрупи порядку 3 вперше описав
у 1953 р. Т. Тамура [2]; опис отримано у виглядi таблиць Келi. Пiзнiше вони
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вивчалися, зокрема, в [3–5]. Напiвгрупи порядку 4 вперше описав в 1954 р. та-
кож Т. Тамура [6], а в 1955 р. Г. Е. Форсайт [7] отримав аналогiчний результат
за допомогою комп’ютерної програми (в обох роботах опис отримано в тер-
мiнах таблиць Келi). Зауважимо, що пiд описом традицiйно мається на увазi
опис з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi (дуальною до напiвгрупи нази-
вається та ж сама множина з операцiєю множення x ◦ y = yx). Напiвгрупи, що
розглядаються з такою точнiстю, називаються рiзними. Очевидно, комутативнi
напiвгрупи рiзнi тодi i лише тодi, коли вони не є iзоморфними.

Приведемо деякi пояснення до задання моноїдiв (якi розглядаються нижче).
В круглих дужках вказано всi елементи моноїда, а в кутових – мiнiмальну сис-
тему твiрних. Через 0 та e позначається вiдповiдно нульовий та одиничний еле-
менти; визначальнi спiввiдношення для них виписуватись не будуть. Наявнiсть
рiзних букв в позначеннях твiрних рiзних напiвгруп визначається специфiкою
запропонованого першим автором алгоритму знаходження мiнiмальних систем
твiрних (див., наприклад, [5]).

Моноїд M називається з приєднаним одиничним елементом (вiдповiдно з
приєднаним нульовим елементом), якщоM ′ = M \e (вiдповiдноM ′ = M \0) —
напiвгрупа.

При нумерацiї моноїдiв четвертого порядку скорочення cm означає комута-
тивний моноїд без приєднаного одиничного елемента. Якщо такий моноїд має
приєднаний нульовий елемент, а напiвгрупа з вiдкинутим нулем також має ну-
льовий елемент, то вiн позначається через 01. Визначальнi спiввiдношення для
01 також не виписуються.

Мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiдних визначальних спiввiдношень для
всiх напiвгруп третього порядку вказанi в роботi [8]. Звiдси маємо те ж саме
для моноїдiв четвертого порядку з приєднаною одиницею.

Переходимо до випадку моноїдiв четвертого порядку без приєднаної одини-
цi.

Теорема 1. Моноїди вигляду

1cm) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e, db = bd = b;

2cm) (e, 0, 01, d) = 〈0, 01, d〉: d2 = e;

3cm) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

4cm) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d, dc = cd = d;

5cm) (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, da = ad;

6cm) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

7cm) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e.

утворюють повну систему попарно неiзоморфних комутативних моноїдiв че-
твертого порядку без приєднаної одиницi.

Зауважимо, що ми не ставили перед собою задачу, щоб системи визначаль-
них спiввiдношень були обов’язково мiнiмальними; для вивчення матричних

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2019, вип. 34, № 1 ISSN 2616-7700



14 В. М. БОНДАРЕНКО, Я. В. ЗАЦIХА

зображень напiвгруп це i не потрiбно (iнколи, для нашого методу вивчення,
зайвi спiввiдношення можуть бути навiть корисними).

Переходимо до доведення теореми 1.
Iз основного результату роботи [9] випливає, що комутативнi моноїди поряд-

ку 4 з неприєднаною одиницею вичерпуються напiвгрупами з номерами 58, 88,
99, 112, 118, 125, 126 (заданими у виглядi таблиць Келi). Випишемо цi таблицi i
(у випадках, коли потрiбно) зробимо перетворення з ними, щоб видiлити мiнi-
мальнi системи; пiсля цього елементи якi є одиничними чи нульовими, позначи-
мо через e та 0 i вкажемо визначальнi спiввiдношення. З формальних мiркувань
при вказаному процесi елементи напiвгруп декiлька разiв перенумеровуються.

58) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 2 3
0 1 3 2

Таблиця Келi в повному виглядi (пiсля перепозначення елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈3〉 〈0〉 〈1〉 〈3〉 〈2〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного та нульового елементiв:

0 b e d

0 0 0 0 0
b 0 0 b b
e 0 b e d
d 0 b d e

Отже, моноїд складається з елементiв e, 0, b, d i має мiнiмальну систему твiр-
них b, d зi спiввiдношеннями b2 = 0, d2 = e, bd = b, db = b, якi є визначальними
(оскiльки вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

88) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0
0 1 1 1
0 1 2 3
0 1 3 2

Таблиця Келi в повному виглядi (пiсля перепозначення елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈3〉 〈0〉 〈1〉 〈3〉 〈2〉
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Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного та нульового елементiв:

0 b e d

0 0 0 0 0
b 0 b b b
e 0 b e d
d 0 b d e

Отже, моноїд складається з елементiв e, 0, b, d i має мiнiмальну систему твiр-
них 0, b, d зi спiввiдношеннями b2 = b, d2 = e, bd = b, db = b, якi є визначальними
(оскiльки вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

99) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0
0 1 2 3
0 2 3 1
0 3 1 2

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з перепозначен-
ням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈3〉 〈1〉
〈3〉 〈0〉 〈3〉 〈1〉 〈2〉

⇒ (〈3〉 = 〈2〉2)⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉
〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного та нульового елементiв:

0 e c c2

0 0 0 0 0
e 0 e c c2

c 0 c c2 e
c2 0 c2 e c

Отже, моноїд складається з елементiв e, 0, c, c2 i має мiнiмальну систему твiр-
них 0, c зi спiввiдношенням c3 = e, яке є визначальним (оскiльки вже забезпечує
наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

112) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 3
0 1 2 3
0 2 1 3
3 3 3 0
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Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з перепозначен-
ням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈3〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉 〈3〉
〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈0〉

⇒ (〈0〉 = 〈3〉2)⇒

〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉
〈1〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈2〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈2〉 〈1〉 〈3〉
〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного елемента:

d2 e c d

d2 d2 d2 d2 d
e d2 e c d
c d2 c e d
d d d d d2

Отже, моноїд складається з елементiв e, c, d, d2 i має мiнiмальну систему твiр-
них c, d зi спiввiдношеннями c2 = e, d3 = d, cd = d, dc = d, якi є визначальними
(оскiльки вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

118) Таблиця Келi має вигляд

0 0 2 2
0 1 2 3
2 2 0 0
2 3 0 1

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з перепозначен-
ням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈0〉
〈3〉 〈2〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈2〉 = 〈0〉 · 〈3〉)⇒

〈0〉 〈1〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉

〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 〈0〉
〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного елемента:

a e ad d

a a a ad ad
e a e ad d
ad ad ad a a
d ad d a e
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Отже, моноїд складається з елементiв e, a, d, ad i має мiнiмальну систему
твiрних a, d зi спiввiдношеннями a2 = a, d2 = e, da = ad, якi є визначальними
(оскiльки вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

125) Таблиця Келi має вигляд

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з перепозначен-
ням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈3〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉
〈3〉 〈3〉 〈2〉 〈1〉 〈0〉

⇒ (〈3〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈0〉 〈1〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉 〈1〉 〈0〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного елемента:

e b c bc

e e b c bc
b b e bc c
c c bc e b
bc bc c b e

Отже, моноїд складається з елементiв e, b, c, bc i має мiнiмальну систему твiр-
них b, c зi спiввiдношеннями b2 = e, c2 = e, bc = cb, якi є визначальними (оскiль-
ки вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

126) Таблиця Келi має вигляд

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з перепозначен-
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ням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈3〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈3〉 〈1〉 〈0〉
〈3〉 〈3〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈3〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈0〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

⇒

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2)⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈2〉3

〈0〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈2〉3
〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉3 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉
〈2〉3 〈2〉3 〈2〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням одинич-
ного елемента:

e c2 c c3

e e c2 c c3

c2 c2 e c3 c
c c c3 c2 e
c3 c3 c e c2

Отже, моноїд складається з елементiв e, c, c2, c3 i має мiнiмальну систему
твiрних c зi спiввiдношенням c4 = e, яке є визначальним (оскiльки вже забез-
печує наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

Порiвнюючи отриманi моноїди та їх задання з моноїдами у формулюваннi
теореми, завершуємо її доведення.

3. Формулювання основних теорем. Пiд зображенням завжди розумiє-
мо матричне зображення над (довiльним) полем K.

Зауваження 1. Будемо вважати, що матриця зображення моноїда, що вiд-
повiдає одиничному елементу, — одинична матриця E. Якщо ж моноїд (чи вза-
галi напiвгрупа) має нульовий елемент, то будемо вважати, що йому вiдповiдає
нульова матриця. Такi умови природнi, бо при цьому (див. [10]) “втрачається”
лише одне нерозкладне зображення, а саме одновимiрне зображення, що скла-
дається iз нульових матриць в першому випадку i одиничних матриць в другому
випадку. Елементу ж 01 (якщо вiн є), звичайно, не обов’язково вiдповiдає нульо-
ва матриця (в усiй напiвгрупi 01 — просто iдемпотент iз деякими додатковими
властивостями).

При вивченнi зображень напiвгруп порядку 4, вказаних в теоремi 1, матриця
зображення, що вiдповiдає твiрному елементу a, b, c, d позначається вiдповiдно
через A,B,C,D; матрицi, що вiдповiдають елементам 0, 01 позначаються таки-
ми ж символами.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нагадаємо, що напiвгрупа називається ручною (вiдповiдно дикою) над по-
лем K, якщо задача про опис її зображень є ручною (вiдповiдно дикою); точнi
означення приведено в роботi [11]. Якщо напiвгрупа має, з точнiстю до еквiва-
лентностi, нескiнченне число нерозкладних зображень над полем K, то кажуть,
що вона має нескiнченний зображувальний тип над K. В iншому разi — скiн-
ченний зображувальний тип.

Теорема 2. Всi комутативнi моноїди четвертого порядку є ручними.

Аналогiчне твердження для некомутативних моноїдiв доведено в роботi [1].

Теорема 3. Комутативнi моноїди четвертого порядку, що мають не-
скiнченний зображувальний тип над полем K, вичерпуються (з точнiстю до
iзоморфiзму) наступними моноїдами:

a) (e, 0, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, cb = bc = 0;
K — поле довiльної характеристики;
b) (e, 0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = e, cb = bc = b;
характеристика поля K дорiвнює 2;
c) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;
характеристика поля K дорiвнює 2.

Доведення теореми 3. Той факт, що моноїд a) має нескiнченний зображу-
вальний тип випливає iз теореми 1 роботи [8] (оскiльки цей моноїд з приєднаною
одиницею). У випадку b) пiсля замiни c = c+ e маємо локальну алгебру з ради-
калом, породженим елементами b, c зi спiввiдношеннями b2 = 0, c2 = 0, cb = bc,
яка має нескiнченний зображувальний тип згiдно випадку напiвгрупи a).

У випадку c) пiсля замiни b = b + e, c = c + e маємо локальну алгебру
з радикалом, породженим елементами b, c зi спiввiдношеннями b

2
= 0, c2 = 0,

cb = bc, яка має нескiнченний зображувальний тип, оскiльки мiстить як фактор-
алгебру алгебру, вказану при розглядi випадку b).

Для всiх iнших випадкiв комутативнi моноїди четвертого порядку мають
скiнченний зображувальний тип надK згiдно теореми 1 роботи [8] (для моноїдiв
з приєднаною одиницею) i теореми 4 (для моноїдiв з неприєднаною одиницею),
яка сформульована i доведена нижче.

Теорема 3 доведена.
Оскiльки згiдно результатiв параграфу 6 роботи [8] моноїд a) ручний, то iз

доведення теореми 3 випливає теорема 2.
Переходимо до формулювання теореми про канонiчнi форми матричних зоб-

ражень моноїдiв четвертого порядку з неприєднаною одиницею 1cm), . . . , 7cm),
за виключенням моноїдiв 1cm) i 6cm) для charK = 2 (див. теорему 3).

За традицiєю теорiї матричних задач через E будемо позначати одиничну
матрицю довiльного розмiру n × n (n ≥ 0), а тому довiльнi двi клiтини E в
матрицях не обов’язково рiвнi (якщо їх рiвнiсть не випливає iз деяких умов).
Це робиться для того, щоб не загромаджувати iндекси.

Теорема 4. Канонiчна форма для матричних зображень комутативних
моноїдiв четвертого порядку з неприєднаним одиничним елементом, що ма-
ють скiнченний зображувальний тип, така:

1cm) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e, db = bd = b;
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charK 6= 2;

B =


0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , D =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 −E

 .

2cm) (e, 0, 01, d) = 〈0, 01, d〉: d2 = e;

01 =

E 0 0
0 0 0
0 0 0

 , D =

E 0 0
0 E 0
0 0 −E


для charK 6= 2 i

01 =


E 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , D =


E 0 0 0
0 E 0 E
0 0 E 0
0 0 0 E


для charK = 2.

3cm) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

C =

E 0 0
0 εE 0
0 0 ε2E


для charK 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi;

C =

E 0 0
0 0 E
0 −E −E


для charK 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi;

C =


E E 0 0 0 0
0 E E 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 E E 0
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E


для charK = 3.

4cm) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d, dc = cd = d;

C =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 −E

 , D =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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для charK 6= 2 i

C =


E 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 E 0 E
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E

 , D =


E 0 E 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


для charK = 2.

5cm) (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, da = ad;

A =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , D =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 −E


для charK 6= 2 i

A =


E 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , D =


E 0 E 0 0 0
0 E 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0
0 0 0 E 0 E
0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 E


для charK = 2.

6cm) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;
charK 6= 2;

B =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 −E

 , C =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 −E 0
0 0 0 −E

 .

7cm) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e;

C =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 i 0
0 0 0 −i

 ,

для charK 6= 2, якщо в K iснує квадратний корiнь i з −1;

C =


E 0 0 0
0 −E 0 0
0 0 0 E
0 0 −E 0

 ,

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2019, вип. 34, № 1 ISSN 2616-7700



22 В. М. БОНДАРЕНКО, Я. В. ЗАЦIХА

для charK 6= 2, якщо в K не iснує квадратного кореня з −1;

C =



E E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 E E 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 E


для charK = 2.

4. Доведення теореми 4. Оскiльки теорема доводиться таким же мето-
дом, як теорема 2 [8], то при приведеннi матриць занадто детальнi мiркування
опускаються.

Доведення для моноїдiв 3cm) i 7cm) випливає з вiдомих результатiв лiнiйної
алгебри (нормальна форма Жордана та Фробенiуса). У випадку моноїда 2cm)
цi результати треба застосувати до матрицi D, яка пiсля приведення матрицi
01 (яка вiдповiдає елементу 01) до вигляду(

E 0
0 0

)
(також за теоремою про нормальну форму Жордана) i врахування спiввiдно-
шень для елемента 01 має вигляд

D =

(
E 0
0 D22

)
.

I теорему про нормальну форму Жордана потрiбно застосувати до матрицi
D22 (яка задовольняє рiвнiсть D2

22 = E). Нормальна форма в цьому випадку
залежить вiд характеристики поля; її для charK 6= 2 i charK = 2 можна
записати вiдповiдно у виглядi

D22 =

(
E 0
0 −E

)
i D22 =

E 0 E
0 E 0
0 0 E

 .

Аналогiчно розглядається випадок 5cm). Пiсля приведення матрицi A до
такого ж вигляду, як матрицi 01 (i врахування спiввiдношення da = ad) матриця
D має вигляд

D =

(
D11 0
0 D22

)
(про нормальну форму Жордана матриць D11, D22, якi задовольняють рiвностi
D2

11 = E, D2
22 = E, див. вище).
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Також аналогiчно розглядаються випадки 1cm), 6cm) i випадок 4cm) для
charK 6= 2. Пiсля приведення матрицi D у випадку 1cm) i матрицi C у випадку
6cm) до вигляду (

E 0
0 −E

)
матриця B має вигляд

B =

(
B11 0
0 0

)
в першому випадку i вигляд

B =

(
B11 0
0 B22

)
в другому випадку. У випадку 4cm) для charK 6= 2 пiсля приведення матрицi
C до такого ж вигляду, як у випадку 6cm), матриця D має такий вигляд, як
матриця B у випадку 1cm), а саме

D =

(
D11 0
0 0

)
(нормальна форма Жордана матрицi D11, яка задовольняє рiвнiсть D3

11 = D, є
прямою сумою матриць E, −E i 0).

Залишилося розглянути випадок 4cm) для charK = 2.
За допомогою перетворень подiбностi (одночасно матриць C i D) приведемо

матрицю D до нормальної форми Жордана в такому виглядi:

D =


E 0 E 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 0

 .

Тодi, пiсля розбиття матрицi C на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi
D), i використання спiввiдношень dc = cd = d вона має вигляд

C =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 E 0
0 0 0 D44

 .

Залишилося лише привести матрицю D44 (яка задовольняє рiвнiсть D2
44 = E)

до нормальної форми Жордана.
Теорема 4 доведена.

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi опису-
ються, з посиланням на попереднi результати авторiв про напiвгрупи третього
порядку, всi комутативнi моноїди четвертого порядку (з точнiстю до iзоморфi-
зму, в термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень). Описано всi комута-
тивнi моноїди четвертого порядку, якi мають скiнченний зображувальний тип
над полем, i для кожного з них вказана канонiчна форма його матричних зо-
бражень. Доведено, що всi комутативнi моноїди четвертого порядку є ручними.
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Отриманi результати (разом з вiдповiдними методами дослiджень) знайдуть
застосування при вивченнi iнших класiв напiвгруп.
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Bondarenko V. M., Zatsikha Ya. V. Canonical forms of matrix representations
of commutative monoids of the fourth order.

Matrix representations of finite semigroups over fields are studied not so well as for finite
groups; in particular, for groups, unlike semi-groups, the criterion of tameness is obtained
(V. M. Bondarenko, Yu. A. Drozd). If we talk about the description of indecomposable
representations of semigroups, then you should highlight some individual results about
quite simple semigroups (I. S. Ponizovsky) and semigroups of all transformations of a
finite set (I. S. Poniozovsky and K. Ringel, in the case of finite representation type), and
for Riesz semigroups (S. M. Dyachenko) and semigroups generated by idempotents with
partial zero multiplication (V. M. Bondarenko, A. M. Tertychna, both in the cases of
finite and infinite representation type). Description of the representations of the monomial
algebra < a, b | ab = ba = 0 > (I. M. Gel fand, V. A. Ponomarev) and the monomial al-
gebra < a, b | a2 = b2 = 0 > (V. M. Bondarenko and C. Ringel) are also naturally regarded
as the results on the representations of semigroups.

This paper is devoted to the finding of canonical forms of matrix representations over
an arbitrary field for semigroups of small order.

Semigroups of order n < 4 are studied in sufficient detail. The cases n = 1, 2 are
trivial. The semigroups of the order n = 3 have been described by T. Tamura, in the form
of Kelli’s tables, even in 1953 (under the description traditionally refers to a description
up to isomorphism and duality). The semigroups treated with such accuracy are called
different.

In previous papers, the authors described third-order semigroups and non-commutative
fourth-order monoids, which have a finite representation type over a field. For all such
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semigroups, canonical forms of their matrix representations are indicated. At the same
time for each semigroup a minimal system of generators and the corresponding defining
relations are indicated.

In this paper, similar results are obtained for commutative monoids of the fourth order.

Keywords: defining relations, attached and unattached units, matrix representation, tame
monoid, monoid of finite and infinite types, canonical form.
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