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ПРО ОДИН КОНТРПРИКЛАД ДЛЯ МАТРИЧНИХ
ЗОБРАЖЕНЬ НЕСКIНЧЕННИХ НАПIВГРУП S(I,J)

In this article we construct a counterexample for matrix representations of a natural class of
semigroups generated by idempotents that is associated with almost nondegenerate matrices.

У цiй статтi побудовано контрприклад для матричних зображень природного класу напiвгруп,
породжених iдемпотентами, що пов’язаний з майже невиродженими матрицями.

Напiвгрупа S(I, J), де I — довiльна скiнченна множина (без елементу 0) i J
— пiдмножина в I × I без дiагональних елементiв, — це напiвгрупа з твiрними
елементами ei, де i ∈ I ∪ 0, i наступними визначальними спiввiдношеннями:

1) e0 = 0 (e0ei = eie0 = 0 для i ∈ I ∪ 0);
2) e2i = ei для довiльного i ∈ I;
3) eiej = 0 для довiльної пари (i, j) ∈ J .
Вона називається напiвгрупою, породженою iдемпотентами з частковим

нульовим множенням [1]. Множину всiх напiвгруп вигляду S(I, J) позначимо
через I, а множину всiх скiнченних (вiдповiдно нескiнченних) напiвгруп S(I, J)
— через I<∞ (вiдповiдно I∞ = I \ I<∞).

Матричне зображення розмiрностi n напiвгрупи S = S(I, J) ∈ I над полем
k — це (згiдно загального означення матричного зображення напiвгрупи) набiр
M = {M(ei) | i ∈ I ∪ 0} матриць розмiру n × n з елементами iз k, такий, що
виконуються наступнi умови:

1) M(e0) = 0;
2) [M(ei)]

2 =M(ei) для довiльного i ∈ I;
3) M(ei)M(ej) = 0 для довiльної пари (i, j) ∈ J .

Коли ми будемо говорити про матричне зображення M напiвгрупи S(I, J), то
будемо вказувати лише матрицi M(ei) для i ̸= 0.

Еквiвалентнiсть матричних зображень M = {M(ei) | i ∈ I} i N = {N(ei) |
i ∈ I} напiвгрупи S(I, J) означає iснування оборотної матрицi C, такої, що
M(ei) = C−1N(ei)C для всiх i ∈ I.

Прямою сумою матричних зображень M = {M(ei) | i ∈ I} i N = {N(ei) |
i ∈ I} напiвгрупи S(I, J) називається зображення M ⊕N = {M(ei)⊕N(ei) | i ∈
I}, де

M(ei)⊕N(ei) =

(
M(ei) 0

0 N(ei)

)
.

Зображення M називається розкладним, якщо воно еквiвалентне прямiй сумi
двох ненульових зображень, i нерозкладним в iншому разi (нульове матричне
зображення — це зображення розмiрностi 0).

Матричнi зображення напiвгруп S(I, J) та їх деякi властивостi дослiджу-
валися в рядi робiт (див., зокрема, [1], [2] i [3]). У цiй роботi ми продовжуємо
вивчати властивостi матричних зображень таких напiвгруп над полем k.
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Квадратну матрицю P над полем k назвемо майже невиродженою, якщо
x2 не дiлить її мiнiмальний многочлен mP (x). У роботi [3] доведено, що це
eквiвалентно такiй умовi: матриця P подiбна прямiй сумi невиродженої матрицi
A та нульової матрицi B (матриця A або B може бути нульової розмiрностi).

Зокрема, доведено, що для довiльної напiвгрупи S(I, J) з класу I<∞ матриця

P =
∑
i∈I

M(ei),

де M = {M(ei) | i ∈ I} — довiльне фiксоване матричне зображення S(I, J) над
довiльним полем k, є майже невиродженою. Позначимо надалi цю властивiсть
через (∗).

У цiй статтi ми доведемо, що в класi I∞ властивiсть (∗), взагалi кажучи, не
виконується.

1. Напiвгрупа S2 та її властивостi. Позначимо через S2 напiвгрупу
S(I, J) iз I, для якої I={1, 2}, J=∅, тобто

S2 = ⟨0, e1, e2 | e21 = e1, e
2
2 = e2⟩.

Доведемо, що напiвгрупа S2 нескiнченна, тобто належить класу I∞. Ми до-
ведемо це за допомогою матричних зображень.

Розглянемо наступне матричне зображення M = {M(ei) | i ∈ I} напiвгрупи
S2 над довiльним фiксованим полем k характеристики 0 (наприклад, над полем
дiйсних чисел):

M(e1) =

(
1 1
0 0

)
, M(e2) =

(
0 0
c 1

)
,

де c ̸= 0 — фiксований елемент поля k, який не є коренем з одиницi (тодi степенi
c, c2, c3, . . . елемента c попарно рiзнi). Оскiльки, як легко бачити, [M(ei)]

2 =
M(ei) для i = 1, 2, то вказане вiдображення

{ei | i ∈ I ∪ 0} →Mat2×2(k)

дiйсно задає зображення напiвгрупи S2.
Покладемо x = e1e2. Оскiльки

M(x) =M(e1e2) =M(e1)M(e2) =

(
1 1
0 0

)(
0 0
c 1

)
=

(
c 1
0 0

)
,

то

[M(x)]2 =

(
c2 c
0 0

)
, [M(x)]3 =

(
c3 c2

0 0

)
, . . . , [M(x)]s =

(
cs cs−1

0 0

)
, . . .

В силу вибору елемента c ∈ k матрицi M(x), [M(x)]2, [M(x)]3, . . . попарно
рiзнi. Таким чином, елементи x, x2, x3, . . . напiвгрупи S2 попарно рiзнi i, отже,
S2 — нескiнченна напiвгрупа.

2. Основний результат. Основним результатом цiєї статтi є наступна тео-
рема.
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Теорема 1. В класi I∞ властивiсть (∗) не виконується.

Доведення. Для доведення теореми 1 слiд знайти контрприклад, тобто вка-
зати напiвгрупу S(I, J) з класу I∞ i деяке її фiксоване матричне зображення
M = {M(ei) | i ∈ I} над деяким полем k, для яких матриця P =

∑
i∈IM(ei) не

є майже невиродженою.
Розглянемо наступне матричне зображення M = {M(ei) | i = 1, 2} напiвгру-

пи S2 над довiльним полем k характеристики 2:

M(e1) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , M(e2) =


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Оскiльки [M(ei)]
2 = M(ei) для i = 1, 2, то M = {M(ei) | i = 1, 2} дiйсно є

зображенням напiвгрупи S2.
Тодi

P =M(e1)+M(e2) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Очевидно, що мiнiмальним многочленом матрицi P є mB(x) = x2. Оскiльки
x2 | mP (x), то P не є майже невиродженою матрицею. Теорема 1 доведена.

3. Деяке узагальнення теореми 1. Матричне зображення M , вказане в
доведеннi теореми 1, розкладне, оскiльки є прямою сумою таких зображень:

M1 =

{(
1 0
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)}
; M2 = {(1), (1)}; M3 = {(0), (0)}.

Однак iснує i нерозкладне зображення, що задовольняє тiй же властивостi.
Бiльш того, таке зображення iснує в будь-якiй парнiй розмiрностi. Доведемо
це.

Для довiльного натурального числа m розглянемо наступне зображення
T = {T (ei) | i = 1, 2} розмiрностi 2m напiвгрупи S2 над довiльним полем k
характеристики 2:

T (e1) =

(
Em 0
Em 0

)
, T (e2) =

(
Em Jm(0)
0 0

)
,

де Em — одинична матриця розмiру m, а Jm(0) — клiтина Жордана розмiру
m з власним числом 0. Оскiльки [T (ei)]

2 = T (ei) для i = 1, 2, то T справдi є
зображенням напiвгрупи S2.

Тодi

P = T (e1) + T (e2) =

(
Em 0
Em 0

)
+

(
Em Jm(0)
0 0

)
=

(
0 Jm(0)
Em 0

)
.

Щоб довести, що матриця P не є майже невиродженою, знайдемо її мiнi-
мальний многочлен mP (x). Для цього слiд спочатку знайти власнi числа ма-
трицi P , якi (як вiдомо) є коренями характеристичного рiвняння χP (λ) = 0.
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Загальновiдомими є такi факти: 1) коренями мiнiмального многочлену є вла-
снi числа матрицi P i лише вони; 2) для власного числа λ матрицi P кратнiсть
λ як кореня mP (x) дорiвнює найбiльшому розмiру клiтини Жордана з власним
числом λ, що зустрiчається в жордановiй нормальнiй формi матрицi P .

Для кращого розумiння загального випадку знайдемо характеристичний
многочлен χP (λ) спочатку для частинного випадку m = 3. Отже, нехай

P =

(
0 J3(0)
E3 0

)
=


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 .

Тодi характеристичний многочлен χP (λ) матрицi P дорiвнює:

det(P − λE) = det

(
−λE3 J3(0)
E3 −λE3

)
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ 0 0 0 1 0
0 −λ 0 0 0 1
0 0 −λ 0 0 0
1 0 0 −λ 0 0
0 1 0 0 −λ 0
0 0 1 0 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

(розкладемо визначник за третiм рядком)

= −λ(−1)3+3·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−λ 0 0 1 0
0 −λ 0 0 1
1 0 −λ 0 0
0 1 0 −λ 0
0 0 0 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= −λ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−λ 0 0 1 0
0 −λ 0 0 1
1 0 −λ 0 0
0 1 0 −λ 0
0 0 0 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

(розкладемо визначник за п’ятим рядком)

= −λ(−λ)(−1)5+5 ·

∥∥∥∥∥∥∥∥
−λ 0 0 1
0 −λ 0 0
1 0 −λ 0
0 1 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥ = λ2 · det
(

−λE2 J2(0)
E2 −λE2

)
=

(розкладемо визначник за другим рядком)

= λ2(−λ)(−1)2+2 ·

∥∥∥∥∥∥
−λ 0 1
1 −λ 0
0 0 −λ

∥∥∥∥∥∥ = −λ3 ·

∥∥∥∥∥∥
−λ 0 1
1 −λ 0
0 0 −λ

∥∥∥∥∥∥ =

(розкладемо визначник за третiм рядком)

= −λ3(−λ)(−1)3+3 ·
∥∥∥∥ −λ 0

1 −λ

∥∥∥∥ = λ4 ·det
(

−λE1 J1(0)
E1 −λE1

)
= λ4(λ2− 0) = λ6.

Таким чином, характеристичний многочлен матрицi P у випадку m = 3 має
вигляд χP (λ) = λ6.
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Аналогiчним способом доводимо, що характеристичний многочлен P у зага-
льному випадку дорiвнює χP (λ) = λ2m, а саме:

χP (λ) = det(P − λE) = det

(
−λEm Jm(0)
Em −λEm

)
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ 0 · · · 0 0 0 1 · · · 0 0
0 −λ · · · 0 0 0 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...
0 0 · · · −λ 0 0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 0 −λ 0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0 −λ 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0 0 −λ · · · 0 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...
0 0 · · · 1 0 0 0 · · · −λ 0
0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

(розкладемо визначник за m-м рядком)

= −λ(−1)m+m ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ 0 · · · 0 0 1 · · · 0 0
0 −λ · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 · · · −λ 0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 −λ 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0 −λ · · · 0 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0 0 · · · −λ 0
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

(розкладемо визначник за останнiм (2m− 1)-м рядком)

= −λ(−λ)(−1)(2m−1)+(2m−1) ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−λ 0 · · · 0 0 1 · · · 0
0 −λ · · · 0 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 · · · −λ 0 0 · · · 0
1 0 · · · 0 −λ 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 −λ · · · 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 · · · 1 0 0 · · · −λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= λ2 · det
(

−λEm−1 Jm−1(0)
Em−1 −λEm−1

)
=

(аналогiчно далi розкладемо визначник спочатку за (m− 1)-м рядком, а потiм
за останнiм (2m− 3)-м рядком)

= λ4 · det
(

−λEm−2 Jm−2(0)
Em−2 −λEm−2

)
=
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i т.д., виконуючи всього (m−1) раз аналогiчний розклад визначника (спочатку
за останнiм рядком першої горизонтальної смуги, а потiм за останнiм рядком
другої горизонтальної смуги), остаточно отримаємо

= λ2(m−1) · det
(

−λE1 J1(0)
E1 −λE1

)
= λ2m−2 ·

∥∥∥∥ −λ 0
1 −λ

∥∥∥∥ = λ2m−2(λ2 − 0) = λ2m.

Отже, характеристичне рiвняння матрицi P : λ2m = 0. Маємо єдине власне
число λ = 0 кратностi 2m. Для знаходження жорданової нормальної форми
матрицi P потрiбно визначити дефект матрицi P − 0E = P . Ранг матрицi P
дорiвнює 2m−1, отже, її дефект дорiвнює 2m−(2m−1) = 1. Маємо одну клiтину
Жордана з власним числом 0 розмiру 2m. Отже, жорданова нормальна форма
матрицi P має вигляд J2m(0).

Таким чином, мiнiмальним многочленом матрицi P є mP (x) = x2m. Оскiль-
ки m — довiльне натуральне число, то x2 дiлить mP (x), а це й доводить, що
матриця P не є майже невиродженою.

Залишилось довести, що вказане зображення T нерозкладне. Для цього до-
сить показати, що алгебра його ендоморфiзмiв локальна. Алгебра ендоморфiз-
мiв — це множина всiх невироджених матриць X, таких, що виконуються ма-
тричнi рiвностi T (e1)X = XT (e1), T (e2)X = XT (e2) або(

Em 0
Em 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
Em 0
Em 0

)
, (1)

(
Em Jm(0)
0 0

)(
X11 X12

X21 X22

)
=

(
X11 X12

X21 X22

)(
Em Jm(0)
0 0

)
. (2)

Рiвнiсть (1) пiсля перемноження матриць набуває вигляду(
X11 X12

X11 X12

)
=

(
X11 +X12 0
X21 +X22 0

)
,

що еквiвалентно наступнiй системi рiвностей:

X11 = X11 +X12,

X11 = X21 +X22,

X12 = 0,

звiдки випливає, що X12 = 0, X22 = X11 −X21.
Тодi матриця X буде мати вигляд

X =

(
X11 0
X21 X11 −X21

)
,

а рiвнiсть (2) при цьому перетвориться на таку:(
Em Jm(0)
0 0

)(
X11 0
X21 X11 −X21

)
=

(
X11 0
X21 X11 −X21

)(
Em Jm(0)
0 0

)
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або (пiсля перемноження матриць)(
X11 + Jm(0)X21 Jm(0)(X11 −X21)

0 0

)
=

(
X11 X11Jm(0)
X21 X21Jm(0)

)
.

Остання матрична рiвнiсть еквiвалентна наступнiй системi рiвностей:

X11 + Jm(0)X21 = X11,

Jm(0)(X11 −X21) = X11Jm(0),

X21Jm(0) = 0,

X21 = 0.

Оскiльки X21 = 0, то матриця X буде мати блоково-дiагональний вигляд

X =

(
X11 0
0 X11

)
.

Зокрема, виконується рiвнiсть Jm(0)X11 = X11Jm(0), яка (в чому не важко пе-
реконатися) означає, що блок X11 має такий вигляд:

X11 =



11 12 13 · · · 1,m− 2 1,m− 1 1,m
0 11 12 · · · 1,m− 3 1,m− 2 1,m− 1
0 0 11 · · · 1,m− 4 1,m− 3 1,m− 2
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 11 12 13
0 0 0 · · · 0 11 12
0 0 0 · · · 0 0 11


.

З отриманого вигляду матрицi X випливає, що алгебра ендоморфiзмiв зоб-
раження T локальна, що i доводить його нерозкладнiсть.
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