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ПРО ЄДИНИЙ ПIДХIД ДО ПОБУДОВИ ЛIНIЙНИХ
БАГАТОКРОКОВИХ МЕТОДIВ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI КОШI

The present paper proposes a unified approach, which allows to obtain all the well known multistep
methods for solving the Cauchy problem for ordinary differential equations.

У роботi запропоновано єдиний пiдхiд, який дозволяє одержати всi загальновiдомi багатокро-
ковi методи розв’язання задачi Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь.

1. Опис загального пiдходу. Розглянемо задачу Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння першого порядку

y′ = f(t, y), y(t0) = y0. (1)

Як вiдомо [4], лiнiйнi багатокроковi методи для розв’язаннi задачi (1) будують
на основi формули

yn+1 =

p∑
j=0

ajyn−j + h

q∑
i=−r

bif(tn−i, yn−i), (2)

де aj, j = 0, p, bi, i = −r, q – невiдомi коефiцiєнти. Якщо b−1 = 0, то метод (2)
називається явним, а при b−1 ̸= 0 – неявним.

В окремих випадках [2, 3] для знаходження коефiцiєнтiв aj i bi задачу (1)
замiнюють еквiвалентним iнтегральним спiввiдношенням

y(tn+1) = y(tn) +

tn+1∫
tn

f(t, y(t))dt,

пiсля чого пiдiнтегральну функцiю замiнюють iнтерполяцiйним многочленом
Лагранжа або Ньютона. Однак, для одержання широкого спектру формул лi-
нiйних багатокрокових методiв такий пiдхiд є досить трудомiсткий, або i зовсiм
непридатний. У зв’язку з цим формули лiнiйних багатокрокових методiв будемо
шукати у виглядi

yn+1 =

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb−1f(tn+1, yn+1) + h

q∑
i=0

bif(tn−i, yn−i), (3)

або

yn+1 =

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb−1y
′
n+1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i, (4)

де y′n+1 = f(tn+1, yn+1), y′n−i = f(tn−i, yn−i) – значення похiдної шуканої фун-
кцiї, а невiдомi коефiцiєнти aj i bi знаходяться як розв’язки вiдповiдних систем
алгебраїчних рiвнянь.
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Нашою метою є вибiр такого пiдходу до побудови систем лiнiйних неодно-
рiдних рiвнянь на основi формули (3), який дає можливiсть доcтатньо просто
отримати широкий набiр алгоритмiв як явного, так i неявного типiв. Зокре-
ма, якщо покласти b−1 = 0, то одержуємо методи явного типу, а при b−1 ̸= 0 –
неявного.

Iдея запропонованого пiдходу полягає в наступному: якщо задача Кошi (1)
має точний розв’язок у виглядi полiнома степенi k

y(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + . . .+ αkt

k,

де α0, α1, . . . , αk – константи, то за допомогою формули (4) цей розв’язок можна
знайти точно.

Невiдомi коефiцiєнти aj1, aj1+1, . . . , aj2, b1, b0, b1, . . . , bq будемо шукати з умо-
ви [1], що формула (4) є точною для всiх полiномiальних розв’язкiв, степiнь
яких не перевищує k. За такi полiноми вiзьмемо полiноми вигляду:

y(t)=
1

h0
(tn+1 − t)0 = 1 при m=0, y(t)=

1

hm
(tn+1 − t)m, m=1, 2, . . . , k; (5)

y′(t)=0, при m=0; y′(t)=− m

hm
(tn+1 − t)m−1, m=1, 2, . . . , k. (6)

Для побудови таких систем формулу (4) запишемо у виглядi лiнiйної нео-
днорiдної системи

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb−1y
′
n+1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i = yn+1, (7)

Систему (7) запишемо у матрично-векторному виглядi

Cx = d, (8)

де матриця C формується приєднанням до матрицi A справа стовпця b i мат-
рицi B. Наявнiсть стовпця b та кiлькiсть стовпцiв у матрицях A i B залежать
вiд числового методу та його порядку точностi. При цьому матриця C є ква-
дратною.

Вiдмiтимо, що формула (7) має чотири складовi: перший доданок – сума,
коефiцiєнтам aj якої будуть вiдповiдати стовпцi матрицi A (один стовпець при
j1 = j2); друга складова – доданок з коефiцiєнтом b−1, якому буде вiдповiдати
стовпець b загальної матрицi C системи; третя складова – сума, коефiцiєнтам
bi якої у побудованiй алгебраїчнiй системi будуть вiдповiдати стовпцi матрицi
B, i четверта складова – права частина, якiй буде вiдповiдати стовпець d.

Використовуючи полiноми (5) побудуємо складовi системи (7) для знаходже-
ння невiдомих коефiцiєнтiв наступним чином: стовпець, який вiдповiдає коефi-
цiєнту aj – це значення полiномiв ym(t) у вузлi tn−j:

при m=0 : y0(tn−j)=
1
h0
(tn+1−(tn − jh))0=1;

при m=1, . . . , k : ym(tn−j)=
1
hm

(tn+1−(tn − jh))m= 1
hm

(h+jh)m=(j+1)m.
(9)
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Аналогiчно обчислюється матриця B, яка вiдповiдає коефiцiєнтам bi, котрi
є значеннями похiдних y′m(t) полiномiв (6) у вузлi tn−i:

при m=0 : y′0(tn−i)=0;

при m=1, . . . , k : y′m(tn−i)=− m
hm

(tn+1−(tn−ih))m−1=

=− m
hm

(h+ih)m−1=−m
h
(i+1)m−1.

(10)

З одержаних формул випливає, що похiдна y′n+1, що вiдповiдає стовпцю b i
функцiя yn+1, що вiдповiдає стовпцю d, приймають такi значення:

y′n+1=y
′
m(tn+1)=

{
−1 при m=1,

0 при m ̸= 1,
yn+1=ym(tn+1)=

{
1 при m=0,

0 при m ̸= 0.
(11)

На лiстингу 1 наведено програму, яка формує матрицю C i стовпець d. На по-
чатку програми визначається число k – порядок точностi рiзницевої формули
(4) числового методу. Воно залежить вiд кiлькостi стовпцiв матриць A i B та
наявностi чи вiдсутностi стовпця b; у циклi 1 за формулами (9) формуються
стовпцi матрицi A; у циклi 2 за першою формулою (11) обчислюється стовпець
b; у циклi 3 – за формулами (10) обчислюються стовпцi матрицi B. У частинi
4 в залежностi вiд значення параметра s формується матриця C. При s = 0
i s = 3 одержуємо матрицю C, яка вiдповiдає одному з явних методiв, а при
s = 1 i s = 2 – неявним методам. Пiсля цього за другою формулою (11) обчи-
слюється вектор d i знаходиться розв’язок системи (8). Саме елементи вектора
x i є коефiцiєнтами розрахункових формул того чи iншого рiзницевого методу.

Рис. 1. Текст програми

Проiлюструємо як за допомогою наведеної програми одержуються рiзнi за-
гальновiдомi методи.

2. Метод Адамса-Башфорта. Метод Адамса-Башфорта є явним багато-
кроковим методом, який одержується з формули (4) при рiзних значеннях q, за
умови, що j1 = j2 = 0, b−1 = 0:

yn+1 = a0yn + h

q∑
i=0

biy
′
n−i.
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Нижче детально проiлюстровано процес формування та вигляд матриць A, B,
C та вектора d для всiх значень k, вектори x, якi є розв’язками системи (9)
та розрахунковi формули методу Адамса-Башфорта, якi будуються на основi
одержаних векторiв x. Зауважимо, що fn−i = f(tn−i, y(tn−i)). Локальнi похибки
одержаних формул можна знайти в [2].

j1 := 0 j2 := 0 s = 0 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k = 1 xT = (1 1) yn+1 = yn + h · fn

A =

(
1
1

)
B =

(
0
1

)
C =

(
1 0
1 −1

)
d =

(
1
0

)

j1 := 0 j2 := 0 s = 0 q := 2 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k = 2 xT = (1 3
2

− 1
2
) yn+1 = yn + h ·

(
3
2
fn − 1

2
fn−1

)
A =

 1
1
1

 B =

 0 0
−1 −1
−2 −4

 C =

 1 0 0
1 −1 −1
1 −2 −4

 d =

 1
0
0


j1 := 0 j2 := 0 s = 0 q := 3 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k = 3 xT = (1 23
12

− 4
3

5
12
) yn+1=yn + h ·

(
23
12

· fn − 4
3
· fn−1 +

5
12

· fn−2

)
A =


1
1
1
1

 B=


0 0 0
−1 −1 −1
−2 −4 −6
−3 −12 −27

 C=


1 0 0 0
1 −1 −1 −1
1 −2 −4 −6
1 −3 −12 −27

 d=


1
0
0
0


j1 := 0 j2 := 0 s = 0 q := 4 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(1 55
24

− 59
24

37
24

− 3
8
) yn+1=yn+h·

(
55
24
·fn− 59

24
·fn−1+

37
24
·fn−2− 3

8
·fn−3

)

A=


1
1
1
1
1

 B=


0 0 0 0
−1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8
−3−12 −27 −48
−4−32 −108 −256

 C=


1 0 0 0 0
1−1 −1 −1 −1
1−2 −4 −6 −8
1−3 −12 −27 −48
1−4 −32 −108 −256

 d=


1
0
0
0
0


j1 := 0 j2 := 0 s = 0 q := 5 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(1 1901
720

− 1387
360

109
30

− 637
360

251
720

)

yn+1=yn+h·
(

1901
720

·fn − 1387
360

·fn−1+
109
30

·fn−2− 637
360

·fn−3+
251
720

·fn−4

)

A=


1
1
1
1
1
1

 B=


0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8 −10
−3 −12 −27 −48 −75
−4 −32 −108 −256 −500
−5 −80 −405 −1280 −3125


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C=


1 0 0 0 0 0
1 −1 −1 −1 −1 −1
1 −2 −4 −6 −8 −10
1 −3 −12 −27 −48 −75
1 −4 −32 −108 −256 −500
1 −5 −80 −405 −1280 −3125

 d=


1
0
0
0
0
0


3. Метод Адамса-Мултона. Метод Адамса-Мултона є неявним багато-

кроковим методом, який одержується з формули (4) при рiзних значеннях q, за
умови, що j1 = j2 = 0, b−1 = −1:

yn+1 = a0yn + hb−1y
′
n+1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i.

Нижче, аналогiчно, як i в попередньому випадку, наведено вигляд матриць A,
B, C, стовпця b та правої частини d для k = 5; вектори x, якi є розв’язками
вiдповiдних систем при k = 1, 5 та формули методу, якi будуються на основi
одержаних векторiв x. Локальнi похибки одержаних формул можна знайти в [2].

j1 := 0 j2 := 0 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=1 xT =(1 1) yn+1=yn+h·fn+1

j1 := 0 j2 := 0 s = 1 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=2 xT =(1 1
2

1
2
) yn+1=yn+h·

(
1
2
·fn+1 + 1

2
·fn
)

j1 := 0 j2 := 0 s = 1 q := 2 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(1 5
12

2
3
− 1

12
) yn+1=yn+h·

(
5
12
·fn+1 + 2

3
·fn− 1

12
·fn−1

)
j1 := 0 j2 := 0 s = 1 q := 3 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(1 3
8

19
24

− 5
24

1
24
) yn+1=yn+h·

(
3
8
·fn+1+

19
24
·fn− 5

24
·fn−1+

1
24
·fn−2

)
j1 := 0 j2 := 0 s = 1 q := 4 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(1 251
720

323
360

− 11
30

53
360

− 19
720

)

yn+1=yn+h·
(
251
720

·fn+1 + 323
360

·fn− 11
30
·fn−1+

53
360

·fn−2 − 19
720

·fn−3

)

A=


1
1
1
1
1
1

 b=


0
−1
0
0
0
0

 B=


0 0 0 0
−1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8
−3−12 −27 −48
−4−32 −108 −256
−5−80 −405 −1280



C=


1 0 0 0 0 0
1−1−1 −1 −1 −1
1 0 −2 −4 −6 −8
1 0 −3 −12 −27 −48
1 0 −4 −32 −108 −256
1 0 −5 −80 −405 −1280

 d=


1
0
0
0
0
0


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4. Неявний метод Гiра. Формули неявного методу Гiра є найбiльш вико-
ристовуваними для iнтегрування жорстких диференцiальних рiвнянь [2]. Фор-
мули Гiра одержуються з формули (4) за умови, що j1 = 0, j2 ∈ N, b−1 = 1 i
q = 0, а саме

yn+1 =

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb−1y
′
n+1 + hb0y

′
n.

Нижче наведено результати роботи програми.

j1 := 0 j2 := 0 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=1 xT =(1 1)yn+1=yn+h·fn+1

j1 := 0 j2 := 1 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=2 xT =(4
3
− 1

3
2
3
) yn+1=

4
3
·yn − 1

3
·yn−1 +h· 2

3
fn+1

j1 := 0 j2 := 2 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(18
11

− 9
11

2
11

6
11
) yn+1=

18
11
·yn − 9

11
·yn−1 +

2
11
·yn−2 + h· 6

11
· fn+1

j1 := 0 j2 := 3 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(48
25

− 36
25

16
25

− 3
25

12
25
)

yn+1=
48
25

· yn− 36
25

· yn−1+
16
25

· yn−2− 3
25

· yn−3+h · 12
25

· fn+1

j1 := 0 j2 := 4 s = 2 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(300
170

− 300
137

200
137

− 75
137

12
137

60
137

)

yn+1=
300
170

· yn − 300
137

· yn−1 +
200
137

· yn−2 − 75
137

· yn−3 +
12
137

· yn−4 + h · 60
137

· fn+1

A=


1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 4 9 16 25
1 8 27 64 125
1 16 81 256 625
1 32 243 1024 3125

 b=


0
−1
0
0
0
0

 C=


1 1 1 1 1 0
1 2 3 4 5 −1
1 4 9 16 25 0
1 8 27 64 125 0
1 16 81 256 625 0
1 32 243 1024 3125 0

 d=


1
0
0
0
0
0


5. Явний метод Мiлна. Вiдповiднi формули одержуються з (4) за умови,

що j1 = j2 = q:

yn+1 = aj1yn−j1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i.

Нижче наведено результати роботи програми для k = 3 i k = 5.

j1 := 3 j2 := 3 s = 0 q := 3 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(1 8
3
− 4

3
8
3
) yn+1=yn−3+h·

(
8
3
·fn − 4

3
·fn−1 +

8
3
·fn−2

)
j1 := 5 j2 := 5 s = 0 q := 5 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(1 33
10

− 21
5
− 39

5
− 21

5
33
10
)

yn+1=yn−5+h·
(
33
10
·fn − 21

5
·fn−1 +

39
5
·fn−2 − 21

5
·fn−3 +

33
10
·fn−4

)
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A=


1
6
36
216
2961
7776

 B=


0 0 0 0 0
−1 −1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8 −10
−3 −12 −27 y − 48 −75
−4 −32 −108 −256 −500
−5 −80 −405 −1280 −3125



C=


1 0 0 0 0 0
6 −1 −1 −1 −1 −1
36 −2 −4 −6 −8 −10
216 −3 −12 −27 −48 −75
1296 −4 −32 −108 −256 −500
7776 −5 −80 −405 −1280 −3125

 d=


1
0
0
0
0
0


6. Неявний метод Мiлна. Вiдповiднi формули одержуються з (4) при

рiзних значеннях q за умови, що j1 = j2 = s = 1:

yn+1 = a1yn−1 + hb−1y
′
n+1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i, .

Результати роботи програми для k = 3 i k = 5 наведено нижче.

j1 := 1 j2 := 1 s = 1 q := 2 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(1 1
3

4
3

1
3
) yn+1=yn−1+h·

(
1
3
·fn+1 +

4
3
·fn + 1

3
·fn−1

)
j1 := 1 j2 := 1 s = 1 q := 4 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(1 29
90

62
45

4
15

2
45

1
90
)

yn+1=yn−1+h·
(
29
90
·fn+1 +

62
45
·fn + 4

15
·fn−1 +

2
45
·fn−2 − 1

90
·fn−3

)

A=


1
2
4
8
16
32

 b=


0
−1
0
0
0
0

 B=


0 0 0 0
−1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8
−3−12 −27 −48
−4−32−108 −256
−5−80 −405 −1280



C=


1 0 0 0 0 0
2 −1−1 −1 −1 −1
4 0 −2 −4 −6 −8
8 0 −3−12 −27 −48
16 0 −4−32−108 −256
32 0 −5−80 −405 −1280

 d=


1
0
0
0
0
0


7. Метод Нiстрема. Формули методу Нiстрема одержуються з (4) при

рiзних значеннях q за умови, що j1 = j2 = 1 i s = 0:

yn+1 = a1yn−1 + h

q∑
i=0

biy
′
n−i.
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Результати роботи програми для рiзних порядкiв точностi наведено нижче.

j1 := 1 j2 := 1 s = 0 q := 2 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=2 xT =(1 2 0) yn+1=yn−1+ 2h·fn

j1 := 1 j2 := 1 s = 0 q := 3 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(1 7
3
− 2

3
1
3
) yn+1=yn−1+h·

(
7
3
·fn − 2

3
·fn−1 +

1
3
·fn−2

)
j1 := 1 j2 := 1 s = 0 q := 4 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(1 8
3
− 5

3
4
3

1
3
) yn+1=yn−1+h·

(
8
3
·fn− 5

3
·fn−1+

4
3
·fn−2− 1

3
·fn−3

)

A=


1
2
4
8
16

 B=


0 0 0 0
−1 −1 −1 −1
−2 −4 −6 −8
−3−12 −27 −48
−4−32−108 −256

 C=


1 0 0 0 0
2 −1 −1 −1 −1
4 2 −4 −6 −8
8 −3−12 −27 −48
16−4−32−108 −256

 d=


1
0
0
0
0


8. Iнтерполяцiйний метод Ермiта. Формули цього методу одержуються

з (4) при рiзних значеннях q за умови, що j1 = 0, j2∈ N i s = 0:

yn+1 =

j2∑
j=j1

ajyn−j + hb0y
′
n.

Результати роботи програми для k = 2, 5 наведено нижче.

j1 := 0 j2 := 1 s = 0 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=2 xT =(0 1 2) yn+1=yn−1+ 2 ·h·fn

j1 := 0 j2 := 2 s = 0 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(−3
2
3− 1

2
3) yn+1= −3

2
yn+ 3yn − 1

2
yn−2 + 3·h·fn

j1 := 0 j2 := 3 s = 0 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(−10
3
6 −2 1

3
4) yn+1=−10

3
yn+ 6yn−1 − 2yn−2 +

1
3
yn−3 + 4·h·fn

j1 := 0 j2 := 4 s = 0 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(−65
12

10 − 5 5
3
− 1

4
5)

yn+1=−65
12
yn+ 10yn−1 − 5yn−2 +

5
3
yn−3 − 1

4
yn−4 + 5h·fn

A=


1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 4 9 16 25
1 8 27 64 125
1 16 81 256 625
1 32 243 1024 3125

 B=


0
−1
−2
−3
−4
−5

 C=


1 1 1 1 1 0
1 2 3 4 5 −1
1 4 9 16 25 −2
1 8 27 64 125 −3
1 16 81 256 625 −4
1 32 243 1024 3125 −5

 d=


1
0
0
0
0
0


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9. Екстраполяцiйний метод Ермiта. На вiдмiну вiд усiх попереднiх ви-
падкiв, для даного методу матриця C складається тiльки з матрицi A. Формули
цього методу одержуються з (4) при рiзних значеннях q за умови, що j1 = 0,
j2∈ N i s = 3:

yn+1 =

j2∑
j=j1

ajyn−j.

Результати роботи програми для k = 1, 4 наведено нижче.

j1 := 0 j2 := 1 s = 3 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=1 xT =(2 − 1) yn+1= 2yn− yn−1

j1 := 0 j2 := 2 s = 3 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=2 xT =(3 −3 1) yn+1 = 3yn− 3yn−1 + yn−2

j1 := 0 j2 := 3 s = 3 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=3 xT =(4 − 6 4 − 1) yn+1= 4yn− 6yn−1 + 4yn−2 − yn−3

j1 := 0 j2 := 4 s = 3 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=4 xT =(5 −10 10 −5 1) yn+1= 5yn − 10yn−1 + 10yn−2 − 5yn−3 + yn−4

j1 := 0 j2 := 5 s = 3 q := 1 (A b B C k d x) := JNBM(j1, j2, s, q)

k=5 xT =(6 −15 20 −15 6 −1)

yn+1= 6yn − 15yn−1 + 20yn−2 − 15yn−3 + 6yn−4 − yn−5

A=


1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
1 4 9 16 25 36
1 8 27 64 125 216
1 16 81 256 625 1296
1 32 243 1024 3125 7776

B=


0
−1
−2
−3
−4
−5

C=


1 1 1 1 1 0
1 2 3 4 5 −1
1 4 9 16 25 0
1 8 27 64 125 0
1 16 81 256 625 0
1 32 243 1024 3125 0

 d=


1
0
0
0
0
0
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