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АСИМПТОТИЧНА ВIДПОВIДНIСТЬ У СЕРЕДНЬОМУ
КВАДРАТИЧНОМУ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ
ВИПАДКОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ, НЕ РОЗВ’ЯЗАНИХ
ВIДНОСНО ПОХIДНОЇ

We obtained sufficient conditions of asymptotic matching of differential system with random per-
turbation in form d(x− g(t, x)) = f(t, x)dt+ dξ(t) to ordinary differential system.

Для системи диференцiальних рiвнянь вигляду d(x − g(t, x)) = f(t, x)dt + dξ(t) наведено
достатнi умови асимптотичної вiдповiдностi розв’язкiв розв’язкам лiнiйної системи звичайних
диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Вступ. Якiсна теорiя займає значне мiсце у загальних питаннях дослiдже-
ння диференцiальних рiвнянь. Одним iз найважливiших роздiлiв цiєї теорiї є
стiйкiсть. Цiй проблематицi присвячено безлiч робiт, серед яких [1]. Робота при-
свячена дослiдженню якiсної поведiнки диференцiальних рiвнянь, не розв’яза-
них вiдносно похiдної з випадковими збуреннями. Вона присвячена вiдшуканню
системи звичайних диференцiальних рiвнянь, асимптотична поведiнка розв’яз-
кiв якої, подiбна до поведiнки розв’язкiв вихiдної сингулярної системи. Це до-
зволяє перейти вiд асимптотичного дослiдження вихiдної системи до дослiдже-
ння значно простiшої системи. Згаданий пiдхiд до дослiдження асимптотичної
поведiнки вивчався багатьма авторами. Так, у [1] наведено теорему Левiнсона,
що встановлює достатнi умови асимптотичної еквiвалентностi для систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь. У роботах [2–4] це питання дослiджено для
стохастичних диференцiальних систем, а у роботах [5, 6] для детермiнованих
диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної. У роботi отримано
достатнi умови асимптотичної вiдповiдностi в середньому квадратичному для
вищезгаданого класу рiвнянь до лiнiйної системи звичайних диференцiальних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Постановка задачi та асимптотична вiдповiднiсть. Розглядається си-
стема диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної

d(x− g(t, x)) = (Ax+ f(t, x))dt+ dξ(t), (1)

де t ≥ 0, x ∈ Rd, з початковою умовою

x(0) = x0. (2)

Тут A - стала матриця, f, g – неперервнi за сукупнiстю змiнних d-вимiрнi фун-
кцiї такi, що iснують додатнi сталi Lg, Lf , K, що для всiх t ≥ 0, x, y ∈ Rd вико-
нуються нерiвностi

|g(t, x)− g(t, y)| ≤ Lg|x− y|, (3)

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ Lf |x− y|, (4)

|f(t, x)|+ |g(t, x)| ≤ K(1 + |x|), (5)
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причому L2
g < 1/2, ξ(t) – деякий неперервний випадковий процес, визначений

на iмовiрнiсному просторi {Ω,F, P}, такий, що для всiх t ≥ 0

E|ξ(t)|2 <∞.

Як вiдомо [7], за наведених вище умов розв’язок системи (1), що задовольняє
початковiй умовi (2), iснує i єдиний на додатнiй пiвосi.

Поруч iз системою (1) розглянемо систему звичайних диференцiальних рiв-
нянь

dy = Aydt, (6)

де t ≥ 0, x ∈ Rd.
Нехай X = X(t − τ) матрицант системи (6), нормований в 0, тобто такий,

що X(0) = I, де I – одинична матриця. Тодi розв’язок системи (1) можна
представити в iнтегральному виглядi, використовуючи матрицант системи (6).

Лема 1. Розв’язок рiвняння (1) з початковою умовою (2) задовольняє iн-
тегральне рiвняння

x(t) = X(t)(x0 − g(0, x0)) + g(t, x(t))+

+

t∫
0

X(t− s)Ag(s, x(s))ds+

t∫
0

X(t− s)f(s, x(s))ds+

t∫
0

X(t− s)dξ(s).
(7)

Доведення. Перепишемо рiвнiсть (7) у виглядi

x(t)− g(t, x(t)) = X(t)(x0 − g(0, x0))+

+

t∫
0

X(t− s)Ag(s, x(s))ds+

t∫
0

X(t− s)f(s, x(s))ds+

t∫
0

X(t− s)dξ(s)

i обчислимо диференцiал вiд обох частин останньої рiвностi.

d[x(t) + g(t, x(t))] = dX(t)(x0 − g(0, x0))+

−d


t∫

0

X(t− s)Ag(s, x(s))ds

+ d


t∫

0

X(t− s)f(s, x(s))ds

+

+d


t∫

0

X(t− s)dξ(s)

 =:
4∑
i=1

Di.

D1 = dX(t)(x0 + g(0, x0)) = AX(t)(x0 + g(0, x0))dt.

D2 = d

X(t)

t∫
0

X(−s)Ag(s, x(s))ds

 =

= A


t∫

0

X(t− s)Ag(s, x(s))ds

 dt+ Ag(t, x(t))dt.
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Аналогiчно до попереднього, обчислимо

D3 = A


t∫

0

X(t, s)f(s, x(s))ds

 dt+ f(t, x(t))dt.

D4 = A


t∫

0

X(t− s)dξ(s)

 dt+ dξ(t).

Таким чином,
d[x(t) + g(t, x(t))] =

= A

X(t)(x0 + g(0, x0)) + g(t, x(t))−
t∫

0

X(t− s)Ag(s, x(s))ds+

+

t∫
0

X(t− s)f(s, x(s))ds+

t∫
0

X(t− s)dξ(s)

 dt+ f(t, x(t))dt+ ξ(t).

Вираз у фiгурних дужках – це x(t). Лему доведено.

Означення 1. Якщо кожному розв’язку x(t) системи (1) вiдповiдає розв’я-
зок x(t) системи (6), такий, що

lim
t→∞

E|x(t)− y(t)|2 = 0,

то система (1) називається асимптотично вiдповiдною системi (6) у сере-
дньому квадратичному.

При доведеннi результатiв роботи неодноразово буде використовуватися оцi-
нка, котру сформулюємо у виглядi леми.

Лема 2. Нехай f(t) – невiд’ємна, неперервна на [t0,∞) функцiя. Припусти-
мо, що iснує додатна стала Kf така, що

∞∫
t0

f(τ)dτ ≤ Kf <∞.

Тодi для довiльного α > 0

t∫
t0

e−α(t−τ)f(τ)dτ ≤ e−
αt
2 Kf +

∞∫
t/2

f(τ)dτ .

Доведення.

t∫
t0

e−α(t−τ)f(τ)dτ =

t/2∫
t0

e−α(t−τ)f(τ)dτ +

t∫
t/2

e−α(t−τ)f(τ)dτ ≤
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≤ e−
αt
2

t/2∫
t0

f(τ)dτ +

t∫
t/2

f(τ)dτ ≤ e−
αt
2 Kf +

∞∫
t/2

f(τ)dτ .

Лему 2 доведено.
Теорема, наведена нижче, є узагальненням вiдомої теореми Левiнсона у ви-

падку диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної, що збуренi
випадковим процесом.

Теорема 1. Нехай розв’язки системи (6) обмеженi на [0,∞). Нехай фун-
кцiї g(t, y), f(t, y) задовольняють умови

|g(t, y)| ≤ q(t)(1 + |y|), |f(t, y)| ≤ h(t)(1 + |y|),

де q(t), h(t) – деякi невiд’ємнi функцiї, визначенi на додатнiй пiвосi, i нехай для
них виконуються спiввiдношення

∞∫
0

q(t)dt =Mq <∞,

∞∫
0

h(t)dt =Mh <∞, (8)

причому q(t) → 0, t→ ∞.
Нехай процес ξ(t) неперервно диференцiйований для всiх t ∈ [0,∞), причому

∞∫
0

E|ξ̇(t)|2dt =Mξ <∞, E

 ∞∫
t

|ξ̇(τ)|dτ

2

→ 0, t→ ∞.

Тодi система (1) асимптотично вiдповiдна системi (6) у середньому квадра-
тичному.

Доведення. Оскiльки розв’язки системи (6) обмеженi, то матрицант X(t−
τ) можна представити у виглядi прямої суми

X(t− τ) = X1(t− τ) +X2(t− τ), (9)

причому
∥X1(t)∥ ≤ e−αt, ∥X2(t)∥ ≤ b, t ≥ 0, (10)

де b, α – деякi додатнi сталi.
Перепишемо систему (1), що задовольняє початкову умову (2) за допомогою

матрицанта X(t− τ) у виглядi (7). Оцiнивши математичне сповiдання вiд ква-
драта лiвої i правої частини цiєї рiвностi, проводячи викладки, подiбнi до викла-
док роботи [2], та скориставшись лемою Гронуолла-Беллмана, можемо показати
обмеженiсть на додатнiй пiвосi в середньому квадратичному всiх розв’язкiв си-
стеми (1):

E|x(t)|2 ≤ K(x0).
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Враховуючи (9), перепишемо рiвнiсть (7) у такому виглядi

x(t) = X(t)(x0 − g(0, x0)) + g(t, x(t))+

+
t∫
0

X1(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ +
t∫
0

X2(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ+

+
t∫
0

X1(t− τ)f(τ, y(τ))dτ +
t∫
0

X2(t− τ)f(τ, y(τ))dτ

+
t∫
0

X1(t− τ)ξ̇(τ)dτ +
t∫
0

X2(t− τ)ξ̇(τ)dτ .

(11)

Використаємо еволюцiйну властивiсть матрицанта X(t− τ) = X(t− s)X(s− τ)
i перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

x(t) = X(t)

{
x0 − g(0, x0) +

∞∫
0

X2(−τ)Ag(τ, x(τ))dτ+

+
∞∫
0

X2(−τ)f(τ, y(τ))dτ +
∞∫
0

X2(−τ)ξ̇(τ)dτ

}
+

+g(t, x(t)) +
t∫
0

X1(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ+

+
t∫
0

X1(t− τ)f(τ, x(τ))dτ +
t∫
0

X1(t− τ)ξ̇(τ)dτ−

−
∞∫
t

X2(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ−

−
∞∫
t

X2(t− τ)f(τ, y(τ))dτ −
∞∫
t

X2(t− τ)ξ̇(τ)dτ .

(12)

Кожному розв’язку x(t) системи (1) з початковою умовою x(0) = x0 поставимо
у вiдповiднiсть розв’язок y(t) системи (6) з початковою умовою

y0 = x0 − g(0, x0) +
∞∫
0

X2(−τ)Ag(τ, x(τ))dτ+

+
∞∫
0

X2(−τ)f(τ, y(τ))dτ +
∞∫
0

X2(−τ)ξ̇(τ)dτ .
(13)

Зауважимо, що всi невласнi iнтеграли в рiвностi (13) збiгаються в середньо-
му квадратичному. Це випливає з обмеженостi в середньому квадратичному
розв’язкiв x(t) системи (1).

Для вiдповiдних розв’язкiв x(t) та y(t) оцiнимо математичне сподiвання нор-
ми рiзницi. Очевидно, що

x(t) = X(t)x0,
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де x(t0) визначається формулою (13). Тодi з формули (12) маємо

E|x(t)− y(t)|2 = E

∣∣∣∣g(t, x(t)) + t∫
0

X1(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ+

+
t∫
0

X1(t−τ)f(τ, x(τ))dτ+
t∫
0

X1(t−τ)ξ̇(τ)dτ−
∞∫
t

X2(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ−

−
∞∫
t

X2(t− τ)f(τ, x(τ))dτ −
∞∫
t

X2(t− τ)ξ̇(τ)dτ

∣∣∣∣2 ≤
≤ 7E|g(t, x(t))|2 + 7E

∣∣∣∣ t∫
0

X1(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣2+
+7E

∣∣∣∣ t∫
0

X1(t− τ)f(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣2 + 7E

∣∣∣∣ t∫
0

X1(t− τ)ξ̇(τ)dτ

∣∣∣∣2 +
+E

∣∣∣∣∞∫
t

X2(t− τ)Ag(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣2+
≤ 7E

∣∣∣∣∞∫
t

X2(t− τ)f(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣2 + 7E

∣∣∣∣∞∫
t

X2(t− τ)ξ̇(τ)dτ

∣∣∣∣2 .

(14)

Покажемо прямування до нуля кожного з доданкiв правої частини нерiвностi
(14). Для третього i шостого доданкiв це показано у роботах [2,3]. Прямування
до нуля другого i п’ятого доданкiв можна показати аналогiчно, використавши
умови, що накладено на функцiю g(t, x). Прямування до нуля першого доданку
є очевидним фактом з урахуванням умов на функцiю g(t, x). Покажемо пря-
мування до нуля четвертого i сьомого доданкiв. Використовуючи нерiвнiсть
Кошi-Буняковського, отримаємо

E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

X1(t− τ)ξ̇(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤ E

 t∫
0

∥X1(t− τ)∥|ξ̇(τ)|dτ

2

≤

≤
t∫

0

∥X1(t− τ)∥dτ
t∫

0

∥X1(t− τ)∥E|ξ̇(τ)|2dτ ≤

≤
∞∫
0

∥X1(t− τ)∥dτ
t∫

0

eα(t−τ)E|ξ̇(τ)|2dτ

Використовуючи лему 2, отримуємо, що права частина останньої нерiвностi пря-
мує до нуля. Нарештi

E

∣∣∣∣∣∣
∞∫
t

X2(t− τ)ξ̇(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤ E

 ∞∫
t

∥X2(t− τ)∥|ξ̇(τ)|dτ

2

≤ b2E

 ∞∫
t

|ξ̇(τ)|dτ

2

.
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Таким чином,
lim
t→∞

E|x(t)− y(t)|2 = 0.

Висновки. У роботi розглянуто систему диференцiальних рiвнянь збуре-
них випадковим процесом, не розв’язаних вiдносно похiдної. Наведено достатнi
умови асимптотичної вiдповiдностi розв’язкiв такої системи розв’язкам лiнiй-
ної диференцiальної системи зi сталими коефiцiєнтами. Цi результати стануть у
нагодi при дослiдженнi якiсної поведiнки розв’язкiв вищезгаданих рiвнянь, при
дослiдженнi стiйкостi чи асимптотичної поведiнки, а також можуть практично
застосовуватися для конкретних задач, що виникають при моделюваннi рiзних
фiзичних, бiологiчних чи економiчних процесiв.
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