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ЗАСТОСУВАННЯ ПРИНЦИПIВ СИМЕТРIЇ ДЛЯ
УЗАГАЛЬНЕННЯ СИСТЕМИ РIВНЯНЬ НАВ’Є–СТОКСА

There was conducted a generalization of the three–dimensional system of convection–diffusion
equations, invariant with respect to a generalized Galilean algebra, to the system of type Navier–
Stokes preserving invariance relatively generalized Galilean algebra (in the case of one and two
spatial variables).

Проведено узагальнення тривимiрної системи рiвнянь конвекцiї дифузiї, iнварiантної вiднос-
но узагальненої алгебри Галiлея, до системи типу Нав’є–Стокса зi збереженням iнварiантностi
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (у випадку однiєї та двох просторових змiнних).

Вступ Система рiвнянь Нав’є–Стокса, названа за iменами французького фi-
зика Клода–Луї Нав’є та британського математика Джорджа Габрiеля Стокса, є
однiєю з найважливiших у гiдродинамiцi. Вона застосовується у математичному
моделюваннi багатьох природних явищ i технiчних задач. Варiацiї системи рiв-
нянь Нав’є–Стокса використовують для опису руху повiтряних мас атмосфери,
зокрема, при формуваннi прогнозу погоди. Одним iз застосувань цiєї системи
є опис течiй у мантiї Землi. На сьогоднiшнiй день багато математичних моде-
лей використовують для моделювання нестацiонарних режимiв магiстральних
газопроводiв, але всi вони базуються на системi рiвнянь Нав’є–Стокса. Ми роз-
глянемо одну з модифiкацiй системи Нав’є–Стокса:

u⃗0 + (u⃗ · ∇⃗)u⃗−∆u⃗ = −1

ρ
∇⃗p,

ρt + div(ρu⃗) = 0,

p = f(ρ),

(1)

де u⃗ = (u1, u2, ..., un) — векторне поле швидкостей, ua = ua(x), ρ = ρ(x) — гус-
тина, p = p(x) — тиск рiдини, x = (x0, x⃗), x⃗ = (x1, x2, ..., xn), a = 1, n, f(ρ) — до-
вiльна гладка функцiя.

1. Постановка задачi та позначення Важко переоцiнити значимiсть си-
стеми (1) у математичному моделюваннi рiзних явищ гiдродинамiки, але, незва-
жаючи на численнi переваги, система рiвнянь Нав’є–Стокса має один суттєвий
недолiк: використовуватись вона може лише для опису процесiв, де розмiрнiсть
векторного поля u⃗ ∈ Rn спiвпадає з кiлькiстю незалежних просторових змiнних
x⃗ ∈ Rn. Звичайно, в природi iснують гiдродинамiчнi процеси, в яких цi двi вели-
чини не спiвпадають, тобто u⃗ ∈ Rm, а x⃗ ∈ Rn, де m ̸= n. Тодi для моделювання
таких процесiв система Нав’є–Стокса не може бути застосована, i треба вико-
ристовувати якiсь iншi рiвняння чи системи. Як же отримати такi системи? У
цiй роботi ми пропонуємо метод, оснований на принципах симетрiї, при якому у
якостi моделi, що має рiзну розмiрнiсть векторного поля i простору незалежних
змiнних, вибираємо такi узагальнення системи Нав’є–Стокса, якi повторюють
її симетрiйнi властивостi.
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Слiд зазначити, що основу системи рiвнянь Нав’є–Стокса складає система
рiвнянь Бюргерса

u⃗0 + (u⃗ · ∇⃗)u⃗−∆u⃗ = 0, (2)

де u⃗ = u⃗(x) ∈ Rn, x = (x0, x⃗), x⃗ ∈ Rn. Ця система iнварiантна вiдноcно узагаль-
неної алгебри Галiлея вигляду

∂0, ∂a =
∂

∂a
, Ga = x0∂a + ∂ua , D = 2x0∂0 + xa∂a − ua∂ua ,

Π = x20∂0 + x0xa∂a + (xa − x0u
a)∂ua .

(3)

Як вiдомо, система рiвнянь Бюргерса (2) є узагальненням скалярного рiвняння
Бюргерса

u0 + uu1 − u11 = 0, (4)

де u = u(x0, x1), iндекси внизу означають диференцiювання за вiдповiдною
змiнною; i її алебра iнварiантностi (3) вiдповiдає алгебрi AG2(1, 1) рiвняння
Бюргерса (4):

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u, D = 2x0∂0 + x1∂1 − u∂u,

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + (x1 − x0u)∂u.
(5)

У свою чергу, скалярне рiвняння Бюргерса можна отримати при дослiдженнi
максимальної алебри iнварiантностi нелiнiйного рiвняння конвекцiї дифузiї

u0 + f(u)u1 − u11 = 0. (6)

Як вiдомо, це рiвняння iнварiантне вiдносно узагальненої алгебри Галiлея тiль-
ки тодi, коли воно еквiвалентне рiвнянню Бюргерса.

2. Узагальнення рiвняння (6) на випадок системи та її iнварiант-
нiсть вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. У лiтературi спостерiгалися
спроби замiнити систему рiвнянь Нав’є –Стокса iншою системою, в якiй u⃗ ∈ Rm,
а x⃗ ∈ Rn, де m i n не обов’язково рiвнi. На нашу думку, це потрiбно робити так.
Спочатку розглянемо узагальнення скалярного рiвняння (6) системою рiвнянь
конвекцiї дифузiї

U0 = ∆U + F a(U)Ua, (7)

де U ∈ Rm, x = (x0, x⃗), x⃗ ∈ Rn, Ua =
∂U

∂xa
, F a(U) — довiльнi функцiональ-

нi матрицi розмiрностi m×m, a = 1, n, та дослiдимо її симетрiйнi властивостi.
Система (7) при конкретних нелiнiйностях та значеннях n,m знаходить широке
застосування при описi рiзноманiтних фiзичних, хiмiчних, бiологiчних проце-
сiв. Так, математичнi моделi, що базуються на цiй системi, застосовуються у
макрокiнетицi, основний змiст якої є вивчення ролi дифузiї, теплопередачi та
конвекцiї в протiканнi хiмiчних реакцiй. Розв’язання широкого кола науково–
технiчних проблем передбачає дослiдження явища вiльної конвекцiї. Процес
тепломасообмiну має велике практичне значення для iнтенсифiкацiї теплоенер-
гетичних i хiмiкотехнологiчних процесiв у рiзних сферах промисловостi. Для
нас ця система важлива ще й тому, що кiлькiсть просторових змiнних i розмiр-
нiсть векторного поля U тут може бути як однаковою, так i рiзною.
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Спочатку перед нами була поставлена задача: знайти такi матрицi F a(U),
при яких система (7) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. Цю
задачу ми розв’язали для випадкiв m ≤ 3 i n ≤ 3. Зокрема нами встановлено,
що при m ≤ n система (7) галiлеївськи неiнварiантна, при m = n у класi сис-
тем (7) лише система Бюргерса (2) iнварiантна вiдносно алгебри AG2(1, n) (для
випадку m = n = 2 див. роботу [1]). Якщо ж m > n, то тут ситуацiя наступна:

a) (m,n) = (2, 1). Встановлено, що iснує 5 локально нееквiвалентних систем
класу (7), iнварiантних вiдносно алгебри AG2(1, 1) (див. роботу [2]);

b) (m,n) = (3, 1). Нами встановлено, що iснує 18 локально нееквiвалент-
них систем класу (7), iнварiантних вiдносно узагальненої алгебри Галi-
лея AG2(1, 1);

c) (m,n) = (3, 2). У цьому випадку iснує 4 локально нееквiвалентнi системи
класу (7), iнварiантнi вiдносно алгебри AG2(1, 2).

Справедливi наступнi твердження.

Теорема 1. Система (7) при m = 3, n = 1 iнварiантна вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея

AG2 (1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2,

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x1Q1 + x0Q2 +Q3 >
(8)

тодi i тiльки тодi, коли вона має вигляд:

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+λ12w

2
1+λ13(w

3)2l−1w3
1+G

1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−2w2w1

1+λ22(w
3)lw2

1+λ23(w
3)3l−1w3

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11−

w3

l
w1

1+λ32(w
3)1−lw2

1+λ33(w
3)lw3

1+G
3,

(9)

при Q1 = ∂w1, Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 − 1

l
w3∂w3, Q3 = ∂w2, λij — довiльнi сталi,

l ̸= 0 — стала, значення якої, а також функцiй wa, Ga поданi у таблицi 1;
або

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+ψ(w

3)w2
1+G

1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−2w2w1

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11+G

3,

(10)

при Q1 = ∂w1, Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2, Q3 = ∂w2, ψ(w3) — довiльна функцiя,
значення wa, Ga поданi у таблицi 2;
або

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+(w2)2l−1ψ12w2

1+(w2)2lψ13w3
1+G

1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−

w2

l
w1

1+(w2)lψ22w2
1+(w2)l+1ψ23w3

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11+(w2)l−1ψ32w2

1+(w2)lψ33w3
1+G

3,

(11)

при Q1 = ∂w1, Q2 = −w1∂w1 − 1

l
w2∂w2, Q3 = 0, ψab(w3) — довiльнi функцiї,

a, b = 1, 3, l ̸= 0 — стала, значення якої, а також функцiй wa, Ga поданi в
таблицi 3.
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Таблиця 1. Набiр значень l, wa, Ga для системи (9).

№ l wa Ga

1. l w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3 G3 = 0

2. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = eu
3

G3 = −(w3
1)

2

w3

3.
l

2
w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
+ G2 = (w1

1)
2 − (w3

1)
2

2w3

+u3 ln
√
u3

w3 = u3 G3 = 0

4. l w1 =
u2

u1
G1 =

2w1
1w

3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2 =
u3

u1
− 1

2

(
u2

u1

)2

G2 = (w1
1)

2 +
2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1 G3 = 0

5.
1

3
w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3−u1u2+(u1)3

3
G3 = 2w1

1w
2
1 − 2w2w2

1

6. −1

2
w1 =

u2

u1
G1 =

2w1
1w

3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2 =
u3

u1
− 1

2

(
u2

u1

)2

− G2 = (w1
1)

2+
2w2

1w
3
1

w3
− (w3

1)
2

2(w3)3

− 1

2u1
lnu1

w3 = u1 G3 = 0
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Таблиця 2. Набiр значень wa, Ga для системи (10).

№ wa Ga

1. w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3 G3 = 0

2. w1 =
u2

u1
G1 =

2w1
1w

3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2 =
u3

u1
− 1

2

(
u2

u1

)2

G2 = (w1
1)

2 +
2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1 G3 = 0

Таблиця 3. Набiр значень l, wa, Ga для системи (11).

№ l wa Ga

1 2 3 4
1. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e−u
2

G2 = −(w2
1)

2

w2

w3 = u3e−ku
2

G3 = −2kw2
1w

3
1

w2
+
k2w3(w2

1)
2

(w2)2

2. 1 w1 = u1 + u3 lnu3 G1 = −(w2
1)

2

w2

w2 = u3 G2 = 0

w3 = u2 + lnu3 G3 =
(w2

1)
2

(w2)2

3. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e−u
2

G2 = −(w2
1)

2

w2

w3 = u3 − (u2)2

2
G3 =

(w2
1)

2

(w2)2

4. l w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 G2 = 0

w3 = u3(u2)k G3=
k(k+1)w3(w2

1)
2

(w2)2
−2kw2

1w
3
1

w2

5. 1 w1 = u1 + u3 lnu3 G1 = −(w2
1)

2

w2

w2 = u3 G2 = 0

w3 = u2(u3)k G3=
k(k+1)w3(w2

1)
2

(w2)2
−2kw2

1w
3
1

w2

6. l w1 = u1 G1 = 0

w2 = u2 G2 = 0
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1 2 3 4

w3 =
u3

u2
+ l lnu2 G3 =

2w2
1w

3
1

w2
− l(w2

1)
2

(w2)2

7. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e
u3

u2 G2 =
2w2

1w
3
1

w3
− (w2

1)
2

w2

w3 = u2 G3 = 0

8. 1 w1=u1+u2 lnu2+u3 lnu3 G1=−w
3(w2

1)
2

w2
−w

2(w3
1)

2

w3
−

w2 = u3 −(w2
1)

2

w2
−2w2

1w
3
1,

w3 =
u2

u3
G2 = 0 G3 =

2w2
1w

3
1

w2

9. 1 w1=u1+u3 lnu2+
1

2
u2 ln2 u2 G1=−w

3(w2
1)

2

w2
−2w2

1w
3
1+

(w2
1)

2

w2

w2 = u2 G2 = 0

w3 =
u3

u2
+ lnu2 G3 =

2w2
1w

3
1

w2
− (w2

1)
2

(w2)2

10. 1 w1 = u1 G1 = 0

w2 = e
−1
p
arctan

u3

u2 G2 = w2
1w

3
1 − (2k + 1)

(w2
1)

2

w2

w3= ln ((u2)2+(u3)2)−2k

p
arctan

u3

u2
G3 =

(w3
1)

2

2
−2(p2+k2)

(w2
1)

2

(w2)2

У таблицi 3 p ̸= 0, k — довiльнi сталi.
Доведення. Для доведення застосуємо алгоритм С. Лi (див., наприклад,

[3]– [5]). Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi системи (7) (у ви-
падку m = 3, n = 1) має вигляд:

X = ξµ(x, u)∂µ + ηa(x, u)∂ua , (12)

де µ = 0, 1, a = 1, 3.
З умови iнварiантностi системи (7) вiдносно оператора (12)

X̃[ua0 − ua11 − F abub1] |ua0=ua11+Fabub1= 0,

де X̃ — продовження оператора X, маємо систему визначальних рiвнянь для
знаходження координат оператора X та уточнення невiдомих функцiй:

ξ01 = ξµua = 0, ξ00 − 2ξ11 = 0, (13)
ηaubuc = 0, (14)
ηb1F

ab − ηa0 + ηa11 = 0, (15)
ηcF ab

uc − ηaucF
cb + ηcubF

ac + ξ11F
ab + δabξ

1
0 + 2ηa1ub = 0, (16)

де µ = 0, 1, a, b, c = 1, 3, δab — символ Кронекера, iндекс внизу бiля функцiї
означає диференцiювання за вiдповiдним аргументом.
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Знайдемо матрицi F a(U), при яких система (7) (для m = 3, n = 1) iнварiант-
на вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (8). Для знаходження компонент цих
матриць необхiдно пiдставити вiдповiднi ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 3), (одержанi
iз зображень операторiв узагальненої алгебри Галiлея) у систему визначальних
рiвнянь (13)–(16), та розв’язати її. Проiлюструємо доведення теореми на при-
кладi зображення алгебри (8):

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + u1∂u2 , D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 − 2u2∂u2 ,

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x1(∂u1 + u1∂u2)− x0(u
1∂u1 + 2u2∂u2) + k∂u2 ,

де k ∈ R — довiльна стала. Це зображення алгебри визначає координати опе-
ратора X:

ξ0 = ax20 + 2κx0 + d0,

ξ1 = ax0x1 + κx1 + gx0 + d1,

η1 = a(x1 − x0u
1)− κu1 + g,

η2 = a(x1u
1 − 2x0u

2 + k)− 2κu2 + gu1,

η3 = 0,

(17)

де a, κ, g, dµ — довiльнi сталi, µ = 0, 1. Пiдставивши (17) у систему визначальних
рiвнянь (13)–(16), бачимо, що рiвняння (13), (14) виконуються тотожньо. Рiв-
няння (15) та (16) пiсля розщеплення за змiнними x0, x1 зводяться до наступної
системи для знаходження функцiй F ab(U) та уточнення координат iнфiнiтези-
мального оператора:

(δc1 + δc2)F
ab
uc − δa2F

1b + δb1F
a2 + δab = 0, (18)(

−δc1u1 − 2δc2u
2
)
F ab
uc+δa1F

1b+2δa2F
2b−δb1F a1 − 2δb2F

a2 + F ab = 0, (19)
kF ab

u2 + 2δa2δb1 = 0, (20)(
δb1 + δb2u

1
)
F ab + δa1u

1 + 2δa2u
2 = 0. (21)

Систему (18)–(21) задовольняє стала k = 1 та наступна функцiональна ма-
триця

F = (F ab) =

 −(ψ + 1)u1 ψ 0

−2u2 + (1− ψ) (u1)
2

(ψ − 1)u1 0
0 0 −u1

 ,

де ψ = ψ(u3) — довiльна гладка функцiя. Здiйснивши замiну змiнних

w1 = u1, w2 = u2 − (u1)
2

2
, w3 = u3

отримуємо систему (10), де wa, Ga описанi у першому пунктi таблицi 2.
Аналогiчно розв’язавши систему визначальних рiвнянь для всiх зображень

алгебри (8) та пiдiбравши вiдповiднi замiни, що наведенi в таблицях 1-3 отриму-
ємо системи (9), (10), (11), описанi у формулюваннi теореми. Теорему доведено.

Теорема 2. Система (7) при m = 3, n = 2 iнварiантна вiдносно узагаль-
неної алгебри Галiлея

AG2(1, 2) =< ∂0, ∂a, Ga = x0∂a +Qa,

J12 = x1∂2 − x2∂1 +Q3, D = 2x0∂0 + xa∂a +Q4,

Π = x0
2∂0 + x0xa∂a + x0Q4 + xaQa +Q5 >

(22)
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тодi i тiльки тодi коли вона має вигляд:

u⃗0 + (u⃗∇⃗)u⃗ = ∆u⃗+ (u3)k(λ1∇⃗u3 + λ2∇⃗⊥u3),

u30 + (u⃗∇⃗)u3 = ∆u3 + u3(λ3∇⃗u⃗+ λ4∇⃗⊥u⃗),
(23)

при Qa=∂ua, Q3=u
1∂u2−u2∂u1, Q4=−ua∂ua+2λ3u

3∂u3, Q5=0, λ3=− 1
k+1

; або

u⃗0 + (u⃗∇⃗)u⃗ = ∆u⃗,

u30 + (u⃗∇⃗)u3 = ∆u3 + φ∇⃗⊥u⃗,
(24)

при Qa = ∂ua, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −ua∂ua, Q5 = 0; або

u⃗0 + (u⃗∇⃗)u⃗ = ∆u⃗,

u30 + (u⃗∇⃗)u3 = ∆u3 + λ∇⃗⊥u⃗+ sinu3D⃗u⃗+ cosu3D⃗⊥u⃗,
(25)

при Qa = ∂ua, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 +
2
k
∂u3, Q4 = −ua∂ua, Q5 = 0; або

u⃗0 + (u⃗∇⃗)u⃗ = ∆u⃗+ L⃗ω,

u30 + (u⃗∇⃗)u3 = ∆u3 − k(u⃗L⃗)ω − ω∇⃗u⃗,
(26)

при Qa = kua∂u3 + ∂ua, Q3 = u1∂u2 − u2∂u1, Q4 = −ua∂ua − 2u3∂u3, Q5 = 2k∂u3 .
У формулах (23)–(26): L⃗ = λ1∇⃗ + λ2∇⃗⊥, D⃗ = (c⃗∇⃗⊥, c⃗∇⃗), D⃗⊥ = (c⃗∇⃗,−c⃗∇⃗⊥),

c⃗ = (c1, c2), ∇⃗ = (∂1, ∂2), ∇⃗⊥ = (∂2,−∂1), u⃗ = (u1, u2), ω = u3− k
2
u⃗2, φ — довiльна

гладка функцiя, ci, λj, λ, k — довiльнi сталi, i = 1, 2, j = 1, 4 .

Доведення теореми 2 базується на стандартному методi С. Лi (див., напри-
клад, [3]– [5]) та проводиться аналогiчно до доведення теореми 1.

2. Узагальнення систем рiвнянь конвекцiї дифузiї, iнварiантних
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, до систем типу Нав’є–Стокса

У теоремах 1,2 (вiдповiдно, для (m,n) = (3, 1) та (m,n) = (3, 2)) наведенi
системи (7), iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри Галiлея. Тепер залиша-
ється зробити завершальний крок: узагальнити одержанi системи до систем
типу Нав’є–Стокса. Зазначимо, що таке узагальнення у випадку двовимiрного
векторного поля u⃗ та однiєї просторової змiнної виконувалось у роботах [7], [8].
Ми ж покажемо це для u⃗ ∈ R3.

У випадкуm=3, n=1 розглянемо систему (10), значення wa, Ga якої описанi
у першому рядку таблицi 2. Пiсля вiдповiдної пiдстановки вона має вигляд

u10+u
1u11 − u111−ψ(u3)

(
u2 − 1

2
(u1)2

)
1
= 0,

u20+u
1u21 − u211−ψ(u3)u1

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
+2
(
u2 − 1

2
(u1)2

)
u11 = 0,

u30+u
1u31 − u311 = 0,

(27)

та iнварiантна вiдносно узагальненої алебри Галiлея (8) при

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2 , Q3 = ∂u2 .

Узагальнимо систему (27) наступною системою

u10+u
1u11−u111−ψ(u3)

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
=f 1p1,

u20+u
1u21−u211−ψ(u3)u1

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
+2
(
u2−1

2
(u1)2

)
u11=f

2p1,
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u30+u
1u31−u311=f 3p1, (28)

ρ0 + ∂1 [⃗gu⃗] = 0,

p = f(ρ),

де g⃗ = (g1, g2, g3), fa, ga (a = 1, 3) — довiльнi гладкi функцiї аргумента ρ.
Вимагаємо, щоб система (28) була iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея (8), де

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2 − ku3∂u3 − lρ∂ρ, Q3 = ∂u2 . (29)

Справедлива наступна теорема.

Теорема 3. Якщо система (28) має вигляд

u10+u
1u11−u111−ψ

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
=0,

u20+u
1u21−u211−ψu1

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
+2
(
u2−1

2
(u1)2

)
u11=c1ρ

2ρ1,

u30+u
1u31−u311=c2ρ1,

ρ0 + (u1ρ)1 + λ(u3ρ2)1 = 0,

p = f(ρ),

(30)

де ψ = ψ(u3) — довiльна гладка функцiя, λ, ci (i = 1, 2) — довiльнi сталi,
то вона iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, базиснi генератори
якої задаються формулами

∂0, ∂1, G=x0∂1+∂u1+u
1∂u2 , D=2x0∂0+x1∂1−u1∂u1−2u2∂u2−ρ∂ρ,

Π=x0
2∂0+x0x1∂1+x1(∂u1+u

1∂u2)−x0(u1∂u1+2u2∂u2+ρ∂ρ)+∂u2 .
(31)

Доведення. Для зручностi в обчисленнях позначимо ρ = u4. Тодi пiсля
пiдстановки останнього рiвняння в першi три та замiни

f 1ḟ = f̃ 1

отримаємо систему

u10+u
1u11−u111−ψ(u3)

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
−f̃ 1u41 = 0,

u20+u
1u21−u211−ψ(u3)u1

(
u2−1

2
(u1)2

)
1
+2
(
u2−1

2
(u1)2

)
u11−f̃ 2u41 = 0,

u30+u
1u31−u311−f̃ 3u41 = 0,

u40 + ġauau41 + gaua1 = 0.

(32)

Для доведення застосуємо алгоритм С. Лi (див., наприклад, [3]– [5]). Iнфiнiте-
зимальний оператор алгебри iнварiантностi системи (32) має вигляд:

X = ξµ(x, u)∂µ + ηb(x, u)∂ub , (33)

де µ = 0, 1, b = 1, 4.
З умови iнварiантностi системи (32) вiдносно оператора (33)

X̃S |S=0= 0, (34)
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де S – лiва частина системи (32); отримаємо систему визначальних рiвнянь для
знаходження координат оператора X та уточнення невiдомих функцiй, яку ми
тут не приводимо через її громiздкiсть.

Зображення операторiв Qi з (29) визначає базиснi оператори узагальненої
алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + u1∂u2 , D = 2x0∂0 + x1∂1− u1∂u1− 2u2∂u2− ku3∂u3− lu4∂u4 ,

Π = x20∂0 + x0x1∂1 + x1(∂u1 + u1∂u2)− x0(u
1∂u1 + 2u2∂u2 + ku3∂u3 + lu4∂u4) + ∂u2 ,

де k, l ∈ R — довiльнi сталi, та координати оператора X:

ξ0 = ax20 + 2κx0 + d0,

ξ1 = ax0x1 + κx1 + gx0 + d1,

η1 = a(x1 − x0u
1)− κu1 + g,

η2 = a(x1u
1 − 2x0u

2 + 1)− 2κu2 + gu1,

η3 = −k(ax0 + κ)u3,

η4 = −l(ax0 + κ)u4,

де a, κ, g, dµ – довiльнi сталi, µ = 0, 1.
Пiдставивши вiдповiднi ξµ, ηb (µ = 0, 1, b = 1, 4) у систему визначальних

рiвнянь, отриману з умови (34), та розв’язавши її, уточнюємо значення невiдо-
мих функцiй та сталих. Отже, систему визначальних рiвнянь задовольняють

f̃ 1 = 0, f̃ 2 = c1(u
4)2, f̃ 3 = c2,

g1 = u4, g2 = 0, g3 = λ(u4)2,

k = 0, l = 1.

Виконавши зворотню замiну u4 = ρ, отримуємо систему (30), iнварiантну вiд-
носно алгебри (31). Теорему доведено.

У випадку m = 3, n = 2 розглянемо, наприклад, систему (24). Вона iнварi-
антна вiдносно узагальненої алебри Галiлея

AG2(1, 2) =< ∂0, ∂a, Ga = x0∂a + ∂ua ,

J12 = x1∂2 − x2∂1 + u1∂u2 − u2∂u1 , D = 2x0∂0 + xa∂a − ua∂ua ,

Π = x0
2∂0 + x0xa∂a + xa∂ua − x0u

a∂ua > .

Узагальнимо систему (24) наступною системою

ua0+u
buab−∆ua=fabpb,

u30+u
bu3b−∆u3+φϵabu

a
b=f

3bpb,

ρ0 + ∂a(g
acuc) = 0,

p = f(ρ),

(35)

де f cb=f cb(ρ), gac=gac(ρ), (a, b=1, 2, c=1, 3), φ=φ(u3) — довiльнi гладкi функцiї

своїх аргументiв, ϵab=
(

0 −1
1 0

)
. Вимагаємо, щоб система (35) була iнварiант-

ною вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (22), де

Qa = ∂ua , Q3 = u1∂u2 − u2∂u1 , Q4 = −ua∂ua − kρ∂ρ, Q5 = 0.

Справедлива наступна теорема.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2012, вип. 23 , N 2



ЗАСТОСУВАННЯ ПРИНЦИПIВ СИМЕТРIЇ ДЛЯ УЗАГАЛЬНЕННЯ . . . 159

Теорема 4. Якщо система (35) має вигляд

ua0+u
buab−∆ua=(δabc1 + ϵabc2)ρb,

u30+u
bu3b−∆u3−φϵabuab=0,

ρ0 + (ρua)a = 0,

p = f(ρ),

(36)

де δab=
(

1 0
0 1

)
, ci — довiльнi сталi, a, b, i = 1, 2, то вона iнварiантна вiдносно

узагальненої алгебри Галiлея, базиснi генератори якої задаються формулами

∂0, ∂a, Ga = x0∂a + ∂ua , J12 = x1∂2 − x2∂1 + u1∂u2 − u2∂u1 ,

D=2x0∂0+xa∂a−ua∂ua−2ρ∂ρ,Π=x0
2∂0+x0xa∂a+xa∂ua−x0(ua∂ua+2ρ∂ρ).

Доведення теореми 4 базується на стандартному методi С. Лi та проводи-
ться аналогiчно до доведення теореми 3.

Зауваження 1. Аналогiчно до того, як це зроблено в теоремах 3, 4, всi
iншi системи конвекцiї–дифузiї, одержанi в теоремах 1, 2, можна узагаль-
нити до систем типу Нав’є–Стокса зi збереженням iнварiантностi вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея.

Висновки Оскiльки одержанi системи узагальнюють тривимiрну систему
рiвнянь Нав’є–Стокса у випадках, вiдповiдно, однiєї та двох просторових змiн-
них не тiльки по формi, а й мають аналогiчнi симетрiйнi властивостi — за-
довольняють принципу вiдносностi Галiлея, то вони претендують на опис ре-
альних процесiв гiдродинамiки. Пiдсумовуючи сказане вище, можна зробити
висновок, що метод С. Лi є потужним методом, за допомогою якого серед класу
математичних моделей можна вiдiбрати тi, що задовольняють тому чи iншому
принципу вiдносностi.
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