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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ЛЕКСИКОГРАФIЧНО-ЛЕКСИКОГРА-
ФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ З IНТЕРВАЛЬНИМИ ОЦIНКАМИ

In this paper, a decision making problem where alternatives are estimated with interval parameters
and the feasible set is defined using interval constraints is considered. Based on the assumption that
the objective functions and constraints are linear, a linear lexicographic-lexicographical optimiza-
tion problem with interval coefficients in the objective functions and constraints was specified. For
solving this problem, the approach of its reduction to optimization problem with a scalar objective
function and scalar constraints was proposed. This approach consists of two steps. At the first
step, we reduce the problem with interval coefficients to a lexicographic-lexicographical optimiza-
tion problem with lexicographical constraints. At the second step, we reduce this lexicographic-
lexicographical optimization problem to a problem with a single scalar objective function and scalar
constraints. This makes it possible to use well known classical methods of crisp optimization theory
for solving this problem.

У статтi розглядається задача лексикографiчно-лексикографiчної багатокритерiальної опти-
мiзацiї, у якiй альтернативи оцiнюються за допомогою iнтервальних оцiнок i множина допу-
стимих розв’язкiв задається за допомогою обмежень, що мiстять iнтервальнi параметри. Вва-
жаємо, що частковi цiльовi функцiї та обмеження є лiнiйними i мiстять iнтервальнi коефi-
цiєнти. Для розв’язання цiєї задачi запропоновано пiдхiд до розв’язання задачi, який ґрун-
тується на зведеннi її до задачi скалярної оптимiзацiї. На першому кроцi розглядувана за-
дача лексикографiчно-лексикографiчної багатокритерiальної оптимiзацiї зводиться до задачi
лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними обмеженнями. На дру-
гому кроцi задача зводиться до задачi скалярної оптимiзацiї.

1. Вступ. Щодня нам доводиться оперувати з великою кiлькiстю факторiв, що
безпосередньо чи опосередковано впливають на результати нашої дiяльностi.
Тому не дивно, що переважна бiльшiсть оптимiзацiйних задач, що виникають
на практицi описуються з використання математичних моделей, якi включають
нечiтко визначенi величини. Одним з таких випадкiв є випадок, коли у моделi
присутнi параметри, для яких неможливо вказати точного значення, а лише на-
ближений iнтервал можливого значення. Очевидно наявнiсть таких параметрiв
значно ускладнює процес розв’язання задачi, оскiльки є неможливим застосу-
вання класичних ефективних методiв. Ще бiльше ускладнюється процес розв’я-
зання задачi у випадку, коли маємо багатокритерiальну оптимiзацiйну модель
з великою кiлькiстю критерiїв, а також наявнiстю складних взаємозв’язкiв мiж
критерiями. Ми розглядатимемо задачi, у яких iнтервальнi оцiнки можуть бути
присутнi як у критерiях, так i обмеженнях задачi.

Будемо вважати, що центр iнтервалу представляє очiкуване значення, а ши-
рина iнтервалу вiдображає невизначенiсть значення параметра [1-6]. При порiв-
няннi iнтервальних оцiнок будемо використовувати пiдхiд, що запропоновано у
[7]. Такий пiдхiд дозволяє здiйснювати порiвняння iнтервалiв стосовно вiдно-
шення прийнятностi.

Розглянемо багатокритерiальну задачу прийняття рiшень, у якiй критерi-
альнi функцiї роздiленi на групи. В межах кожної iз груп критерiї є строго
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проранжовано за важливiстю вiдповiдно до правил вiддачi переваги особи, що
приймає рiшення. Самi ж групи також проранжовано за важливiстю. Частковi
критерiї та обмеження є лiнiйними i можуть мiстити обмеження з iнтервальни-
ми коефiцiєнтами. Данi припущення ускладнюють задачу прийняття рiшень,
оскiльки не дозволяють використовувати для її розв’язання вiдомi методи чi-
ткої багатокритерiальної оптимiзацiї.

У роботi для розв’язання розглядуваної задачi застосовано пiдхiд, що ґрун-
тується на зведеннi її до класичної лiнiйної задачi лексикографiчно-лексикогра-
фiчної оптимiзацiї [8-16]. Ця ж задача може бути розв’язана шляхом зведення її
до задачi лексикографiчної оптимiзацiї або ж зведенням її до задачi скалярної
оптимiзацiї.
2. Правило порiвняння iнтервальних оцiнок

Iнтервальнi оцiнки розглядуваної задачi прийняття рiшень характеризую-
ться за допомогою пари чисел

A = 〈aC , aW 〉 ,

де aC ∈ R є центром iнтервалу, aW ∈ R є шириною iнтервалу. Центр iнтервалу
характеризує очiкуване значення параметру, а ширина iнтервалу вiдображає
мiру невизначеностi параметру [7].

Будемо використовувати звичнi операцiї iнтервальної арифметики [1-6].
Нехай A = 〈aC , aW 〉, B = 〈bC , bW 〉, тодi

A+B = 〈aC , aW 〉+ 〈bC , bW 〉 = 〈aC + bC , aW + bW 〉 , (1)

kA = k 〈aC , aW 〉 = 〈kaC , |k| aW 〉

Вважатимемо, що усi змiннi є невiд’ємними цiлими числами, тому попередню
операцiю можна записати так

kA = k 〈aC , aW 〉 = 〈kaC , kaW 〉 . (2)

При порiвняннi iнтервальних оцiнок будемо використовувати правило, за-
пропоноване Hu i Wang [7].
Означення 1. Для будь-яких двох iнтервальних оцiнок A = 〈aC , aW 〉 i B =
〈bC , bW 〉

A ≺= B, якщо
{
aC < bC , якщо aC 6= bC ,
aW ≥ bW , якщо aC = bC .

(3)

A = B, якщо
{
aC = bC ,
aW = bW .

(4)

A ≺ B, якщо A ≺= B i A 6= B.

Вiдношення A ≺= B означає, що A є менш прийнятним нiж B. Очевидно,
що у випадку, коли центри iнтервалiв є рiвними, то особа, що приймає рiшення
надає перевагу iнтервалу з меншою мiрою невизначеностi (меншою шириною
iнтервалу).
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3. Лексикографiчна багатокритерiальна задача оптимiзацiї з iнтер-
вальними оцiнками

Розглянемо задачу оптимiзацiї, у якiй коефiцiєнти є iнтервальними оцiнка-
ми:

maxL F (x) = (f1 (x) , f2 (x) , . . . , fq (x)) , (5)

з обмеженнями
Gi (x) ≺= Bi, i = 1, 2, . . . ,m, (6)

x ≥ 0, (7)

x ∈ D ⊂ Zn, (8)

де
fi (x) = Fi1x1 + Fi2x2 + . . .+ Finxn, i = 1, 2, . . . , n,

Gi (x) = Ai1x1 + Ai2x2 + . . .+ Ainxn, i = 1, 2, . . . ,m,

Fij = 〈fijC , fijW 〉 , Aij = 〈aijC , aijW 〉 , Bi = 〈biC , biW 〉 ,

D ⊂ Zn задає множину можливих значень для цiлочислових змiнних задачi.
При попарному порiвняннi альтернатив за частковими критерiями використо-
вуватимемо правило вiддачi переваги, що задається означенням 1.
Означення 2. Для двох альтернатив x, y ∈ X виконується спiввiдношення

F (x) ≺=
LF (y) ,

якщо iснує таке k, 1 ≤ k ≤ q, що

fk (x) ≺= fk (x∗)

i, якщо k > 1, то
fi (x) = fi (y) , i = 1, 2, . . . , k − 1.

Дамо означення оптимального розв’язку у задачi (5)-(8).
Означення 3. Допустимий розв’язок x∗ ∈ X є оптимальним (непокращува-
ним) розв’язком, якщо F (x) ≺L= F (x∗) для всякого x ∈ X.
4. Лексикографiчно-лексикографiчна багатокритерiальна задача оп-
тимiзацiї з iнтервальними оцiнками

Розглянемо задачу оптимiзацiї, у якiй коефiцiєнти є iнтервальними оцiнка-
ми:

maxLL S (x) = (s1 (x) , s2 (x) , . . . , sp (x)) , (9)

з обмеженнями
Gi (x) ≺= Bi, i = 1, 2, . . . ,m, (10)

x ≥ 0, (11)

x ∈ D ⊂ Zn, (12)

де
si (x) = (fi1, fi2, . . . , fiqi) , i = 1, 2, . . . , p,

fij (x) = Fij1x1 + Fij2x2 + . . .+ Fijnxn, j = 1, 2, . . . , qi, i = 1, 2, . . . , p,

Gi (x) = Ai1x1 + Ai2x2 + . . .+ Ainxn, i = 1, 2, . . . ,m,
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Fijk = 〈fijkC , fijkW 〉 , Aij = 〈aijC , aijW 〉 , Bi = 〈biC , biW 〉 ,
D ⊂ Zn задає множину можливих значень для цiлочислових змiнних задачi.
Позначимо множину допустимих розв’язкiв, що задається за допомогою обме-
жень (10)-(12) як X. При попарному порiвняннi альтернатив за частковими
критерiями використовуватимемо правило вiддачi переваги, що задається озна-
ченням 1.
Означення 4. Для двох альтернатив x, y ∈ X виконується спiввiдношення

S (x) ≺LL= S (y) ,

якщо iснує таке k, 1 ≤ k ≤ q, що

sk (x) ≺L= sk (y)

i, якщо k > 1, то
si (x) = si (y) , i = 1, 2, . . . , k − 1.

Дамо означення оптимального розв’язку у задачi (9)-(12).
Означення 5. Допустимий розв’язок x∗ ∈ X є оптимальним (непокращува-
ним) розв’язком, якщо S (x) ≺LL= S (x∗) для всякого x ∈ X.
5. Зведення лексикографiчно-лексикографiчної задачi багатокритерi-
альної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками до лексикографiчної за-
дачi багатокритерiальної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками

У [8] доведено, що задача лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї
може бути зведена до звичайної задачi лексикографiчної оптимiзацiї шляхом
побудови нової вектор-функцiї, у якiй спочатку записуємо частковi критерiї
вектор-функцiї з найбiльшою важливiстю s1, а потiм усi частковi критерiї усiх
наступних вектор-функцiй у порядку спадання їх важливостi. Використовую-
чи аналогiчний пiдхiд задача лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з
iнтервальними оцiнками (9)-(12) може бути зведена до задачi лексикографiчної
оптимiзацiї

maxLH(x)=
(
f11(x) , . . . , f1q1(x),f21(x) , . . . ,f2q2(x) , . . . ,fp1(x) , . . . ,fpqp(x)

)
. (13)

де x ∈ X.
Згiдно з [8] задача (13) є еквiвалентною задачею до задачi (9)-(12). Тому

розв’язання задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з iнтерваль-
ними оцiнками (9)-(12) можна звести до розв’язання задачi лексикографiчної
оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками (13). Не зменшуючи загальностi для спро-
щення подальших мiркувань (виконавши вiдповiдну перенумерацiю критерiїв у
задачi (13)) надалi будемо розглядати задачу (5)-(8).
6. Зведення лексикографiчно-лексикографiчної задачi багатокритерi-
альної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками до багатокритерiальної
задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з лексикогра-
фiчними обмеженнями

Для початку розглянемо змiст лексикографiчних обмежень. Лексикографi-
чнi обмеження розглядаються у [3]. У загальному вони задаються за допомогою
векторної нерiвностi

g (x) ≤L b,
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де
g : Rn → Rq,

g (x) = (g1 (x) , g2 (x) , . . . , gq (x)) ,

gi (x) : Rn → R, i = 1, 2, . . . , q,

b ∈ Rq, b = (b1, b2, . . . , bq) ,

(нерiвнiсть “≤L” означає, що вектори порiвнюються з використанням прави-
ла лексикографiчного порядку вiддачi переваги [8]). Таким чином, обмеження
складається з q, (q ≥ 1) часткових скалярних обмежень:

g1 (x) ≤ b1,

g2 (x) ≤ b2,

. . .

gq (x) ≤ bq.

Альтернатива x ∈ Rn задовольняє це лексикографiчне обмеження, якщо
один iз випадкiв має мiсце:

1) g1 (x) < b1;

2) g1 (x) = b1,
g2 (x) < b2;

3) g1 (x) = b1,
g2 (x) = b2,
g3 (x) < b3;
. . . . . . . . .

q) g1 (x) = b1,
g2 (x) = b2,
. . .
gq−1 (x) = bq−1,
gq (x) < bq;

q+1) gi (x) = bi, i = 1, 2, . . . , q.

Враховуючи властивостi лексикографiчних обмежень, правило вiддачi пере-
ваги, яке задається означенням 1, може бути представлено за допомогою спiв-
вiдношення

A ≺= B, якщо Ā ≤L B̄,

де
Ā = (AC ,−AW ) ,

B̄ = (BC ,−BW ) .
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Використовуючи таке представлення лексикографiчна задача багатокрите-
рiальної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками (13), а отже, i задача лексикогра-
фiчно-лексикографiчної оптимiзацiї (9)-(12), може бути зведена до багатокри-
терiальної задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї ([8]) з лекси-
кографiчними обмеженнями :

maxLLF̄ (x) =
(
f̄1 (x) , f̄2 (x) , . . . , f̄q (x)

)
, (14)

з обмеженнями
Ḡi (x) ≤L B̄i, i = 1, 2, . . . ,m, (15)

x ≥ 0, x ∈ D ⊂ Zn, (16)

де
f̄i (x) = (FiC (x) ,−FiW (x)) , i = 1, 2, . . . , q, ,

FiC (x) = fi1Cx1 + fi2Cx2 + . . .+ finCxn,

FiW (x) = fi1Wx1 + fi2Wx2 + . . .+ finWxn,

Ḡi (x) =
(
ḠiC (x) ,−ḠiW (x)

)
,

ḠiC (x) = ai1Cx1 + ai2Cx2 + . . .+ ainCxn,

ḠiW (x) = ai1Wx1 + ai2Wx2 + . . .+ ainWxn,

B̄i = (biC ,−biW ) .

Таким чином, при заданому способi задання i порiвняння iнтервальних оцi-
нок можемо звести лексикографiчну i лексикографiчно-лексикографiчну зада-
чу багатокритерiальної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками до цiлочислової
багатокритерiальної задачi лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з ле-
ксикографiчними обмеженнями.
7. Зведення цiлочислової задачi лексикографiчно-лексикографiчної
оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками до цiлочислової задачi з ска-
лярною цiльовою функцiєю i скалярними обмеженнями

Використовуючи мiркування аналогiчнi до [8], задача лексикографiчно-лек-
сикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними обмеженнями (14)-(16) може
бути зведена до задачi лексикографiчної оптимiзацiї з лексикографiчними обме-
женнями

maxLl (x) , (17)

з обмеженнями
Ḡi (x) ≤L B̄i, i = 1, 2, . . . ,m, (18)

x ≥ 0, x ∈ D ⊂ Zn, (19)

де
l (x) = (F1C ,−F1W , F2C ,−F2W , . . . , FqC ,−FqW ) .

Нехай додатнi коефiцiєнти αi1, αi2 (1 ≤ i ≤ m) знайденi за правилом:
αi2 > 0 – деяке довiльне додатне число;
αi1 визначено згiдно умови

αi1 >
1

µi
αi2Mi2, (20)
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де
Mi2 ≥ max

{∣∣biW − ḠiW (x)
∣∣ : x ∈ D

}
, i = 1, 2, . . . ,m, (21)

0 < µi ≤ inf
x ∈ D
biC 6= ḠiC (x)

∣∣biC − ḠiC (x)
∣∣ . (22)

Якщо aijC > 0, то у (20) можемо використати

Mi2 ≥ max
{∣∣biW − ḠiW (x)

∣∣ : x ∈ Di

}
, i = 1, 2, . . . ,m, (23)

або ж

Mi2 ≥ max
{
biW ,

∣∣biW − ḠiW

(
d̄i1, d̄i2, . . . , d̄in

)∣∣} , i = 1, 2, . . . ,m, (24)

де

Di =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn : 0 ≤ xj ≤ d̄ij =

[
biC
aijC

]
, j = 1, 2, . . . , n

}
.

Вiдмiтимо, що у випадку xj ∈ {0, 1} , j = 1, 2, . . . , n у (24) d̄ij = 1.
Також, у випадку, коли aijC ∈ Z (1 ≤ j ≤ n) i biC ∈ Z, то для спрощення

можемо використати
µi = 1. (25)

Нехай
gi (x) = αi1ḠiC (x)− αi2ḠiW ,

bi = αi1biC − αi2biW ,
Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Оптимальний розв’язок задачi

maxL l (x) , (26)

з обмеженнями

gi (x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m, x ≥ 0, x ∈ Zn, (27)

є оптимальним розв’язком задачi (9)-(12).

Доведення. У [10] доведено, що розв’язок задачi (26)-(27) є розв’язком цiлочи-
слової задачi лексикографiчної оптимiзацiї з iнтервальними оцiнками. Оскiльки
цiлочислова задача лексикографiчно-лексикографiчної оптимiзацiї з iнтерваль-
ними оцiнками може бути зведена до вiдповiдної задачi лексикографiчної опти-
мiзацiї з iнтервальними оцiнками, то розв’язок задачi (26)-(27) є розв’язком
цiлочислової задачi лексикографiчно-лексикографiчної задачi з iнтервальними
оцiнками.

8. Висновки. У роботi розглянуто задачу багатокритерiальної оптимiзацiї з
iнтервальними оцiнками. Критерiальна функцiя є векторною i складовi також є
векторними функцiями, якi упорядковано у субординацiї строгого ранжування.
Для її розв’язання було запропоновано пiдхiд, що ґрунтується на зведеннi даної
задачi до задачi лексикографiчно-лексикографiчної задачi оптимiзацiї з лекси-
кографiчними обмеженнями, яку можна звести до цiлочислової задачi лекси-
кографiчної оптимiзацiї. Перевагою такого пiдходу є можливiсть застосування
вiдомих методiв лексикографiчної оптимiзацiї.
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