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ПРО ОДИН КЛАС ЗВIДНИХ МОНОМIАЛЬНИХ МАТРИЦЬ
НАД КОМУТАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

It is proved the reducibility of monomial matrices of some form over a commutative ring.

Доведена звiднiсть мономiальних матриць деякого вигляду над комутативним кiльцем.

Задача про класифiкацiю, з точнiстю до подiбностi, матриць над комутативним
кiльцем (що не є полем) як правило дуже важка; в бiльшостi випадкiв вона є
дикою, як у випадку кiлець класiв лишкiв [1], i розв’язана лише над деякими
кiльцями головних iдеалiв для матриць малих порядкiв (див., напр., [2]– [4]). В
такiй ситуацiї бiльш важливою стає задача про вивчення незвiдних та звiдних
матриць над кiльцями.

У рядi робiт (див., напр., [5], [6]) вивчалися властивостi матриць над кому-
тативним кiльцем вигляду

M(t, s1, . . . , sn) =




0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . tsn−1 0


 ,

де s1 . . . , sn ∈ {0, 1}, i, зокрема, їх звiднiсть чи незвiднiсть (основним випадком
є випадок, коли t не є оборотним). Тут i надалi замiсть трьох горизонтальних i
вертикальних крапок завжди стоять нульовi елементi, а три дiагональнi крапки
можут означати як нульовi, так i ненульовi елементи (в кожному конкретному
випадку очевидно, про якi елементи йде мова).

Ми розглядаємо наступний частинний випадок цiєї задачi:

M(t, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2l+1

, a1, a2, . . . , am, 1, 1, 1) =




2l+1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 0 t
0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 0 0
a1 0 . . . 0 0 0 0
0 a2 . . . 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 . . . am 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0




, (1)

де ai ∈ {0, 1} i l > 0,m ≥ 0 — цiлi числа. Ця матриця має розмiр n × n, де
n = 2l + m + 4. Число l + m + 1 позначимо через s.
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Теорема 1. Нехай K — комутативне кiльце характеристики 2 i t — його
ненульовий елемент. Якщо n ≥ 8, то матриця (1) звiдна над кiльцем K.

Доведення. Схема доведення (разом з її реалiзацiєю у випадку m = 0)
запропонована В. М. Бондаренком [7].

Розглянемо звiдну матрицю

N =




l+1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 t
t 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
a1 0 . . . 0 0 0
0 a2 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . am 0 0
0 0 . . . 0 t 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0

l︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

0
0
0
...
0
0
0
...
0
0
t
0
0
...
0




,

яку зручно трактувати, як суму матрицi N1, яка є прямою сумою матрицi

M(t, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l+1

, a1, a2, . . . , am, 1, 1) =




l+1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 t
t 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
a1 0 . . . 0 0 0
0 a2 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . am 0 0
0 0 . . . 0 t 0




та матрицi

M(t, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, 1) =




l︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

t
0
0
...
0




,

i матрицi
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N2 =




l + 2

0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 . . . t . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ... . . . ...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ... . . . ...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0
...

... . . . ... . . . ...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0




.

Покладемо

C =




l + 2 s + 2

1 0 0 . . . 0 t . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0
s + 3 0 t 0 . . . 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0

0 0 t . . . 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . t 0 . . . t 0 0 . . . 1 0
1 0 0 . . . 0 t . . . 0 0 0 . . . 0 1




.

Тодi

C−1 =




l + 2 s + 2

1 0 0 . . . 0 t . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0
s + 3 0 t 0 . . . 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0

0 0 t . . . 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

... . . . ...
...

... . . . ...
...

0 0 0 . . . t 0 . . . t 0 0 . . . 1 0
1 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1




.
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Безпосереднiм перемноженням матриць отримуємо рiвнiсть

C−1NC =




l+1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
a1 0 . . . 0 0 0
0 a2 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . am 0 0
0 0 . . . 0 t 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 t

l︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0 0 1
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 0 0 0

0
0
0
...
0
0
0
...
0
0
t
0
0
...
0
0
0




. (2)

Мономiальна матриця, яка стоїть в правiй частинi рiвностi (2) (однаковою)
перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приведена до вигляду

M(t, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
2l+1

, a1, a2, . . . , am, 1, 1, 1) =




2l+1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 0 t
0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 0 0
a1 0 . . . 0 0 0 0
0 a2 . . . 0 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 . . . am 0 0 0
0 0 . . . 0 t 0 0
0 0 . . . 0 0 t 0




.

Теорема 1 доведена.
Розглянемо один приклад.
Як i ранiше, ми розглядаємо матрицi над комутативним кiльцем K i t по-

значає його ненульовий елемент.
За теоремою 1 матриця M(t, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1) є звiдною. Ми продемонстру-

ємо доведення теореми 1 у цьому частинному випадку.
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Розглянемо звiдну матрицю

N =




0 0 0 0 0 t 1 0
1 0 t 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 0 1 0




i покладемо

C =




1 0 t 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 t 0 0 0 t 1 0
1 0 t 0 0 0 0 1




.

Тодi

C−1 =




1 0 t 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 t 0 0 0 t 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1




i беспосереднiм перемноженням матриць отримуємо рiвнiсть

C−1NC =




0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 t
0 0 0 0 0 t 0 0




,

причому мономiальну матрицю, яка стоїть у правiй частинi цiєї рiвностi (одно-
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часною) перестановкою рядкiв та стовпцiв можна привести до вигляду

M(t, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1) =




0 0 0 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 t 0 0
0 0 0 0 0 0 t 0




.

Автор висловлює щиру подяку професору В. М. Бондаренку за постановку
задачi та кориснi поради.
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