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ДОСЛIДЖЕННЯ ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI СУМ
НЕЗАЛЕЖНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

The paper contains estimate of the rate of convergence to normal law of distributive function of
sums of random variables.

Робота мiстить оцiнку швидкостi збiжностi функцiй розподiлу сум незалежних випадкових
величин до нормального закону.

Швидкiсть збiжностi функцiй розподiлу сум незалежних випадкових вели-
чин до нормального закону дослiджувалась у роботах [1–4]. У данiй роботi до-
слiджується збiжнiсть розподiлiв сум незалежних випадкових величин до нор-
мального закону розподiлу. При цьому використовуються псевдомоменти, ана-
логiчнi до введених у [4], однак iншого порядку. Тодi послаблюються порiвняно
з [4] умови, що накладаються на доданки.

Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин з Mξi = 0, Dξi = σ2 < ∞. Позначимо функцiю розподiлу
випадкової величини ξi через F (x), а характеристичну функцiю – через f(t).
Нехай Fn(n) – функцiя розподiлу випадкової величини ξ1+···+ξn

σ
√

n
, а Φ(x) – функ-

цiя розподiлу стандартного нормального закону.
Вважаємо, що iснують псевдомоменти

µk =

+∞∫

−∞

xkdH(x) (k = 2, . . . ,m, m ∈ N, m ≥ 2),

де
H(x) = F (x)− Φ(x);

κ
(1)
0 (m) =

∫

|x|≤σ
√

n

max(1, |x|m)|H(x)|dx;

κ
(2)
0 (m) =

∫

|x|>σ
√

n

max(1, |x|m−1)|H(x)|dx.

Теорема 1. Нехай µk =0 при k = 2,. . . ,m, c – довiльна стала (c ∈ (0, 2−4)).
1) Нехай

κ0(m) = max
(
κ

(1)
0 (m), κ

(2)
0 (m)

)
≤ c,

тодi для всiх n ≥ 1

sup
x
|Φn(x)− Φ(x)| ≤ C(1)

(
κ

(1)
0 (2)√

n
+ κ

(2)
0 (2)

)
,

де C(1) = C(1)(c).
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2) При κ0(m) > c, якщо виконується умова Г.Крамера lim
|t|7→∞

f(t) ≤ 1, тодi

iснує n0 таке, що для всiх n ≥ n0 κ
(2)
0 (m) ≤ c, i виконується умова

sup
x
|Φn(x)− P (x)| ≤ C(2)

(
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

+
κ

(2)
0 (m)

n
m−2

2

)
+

2

π
bn ln




(
C

κ
(1)
0 (m)

)m−2
m−1

n
m−2

2


 ,

де C(2) =C(2)(c,m), а b таке, що при |t|≥
(

C
κ0(m)

) 1
m−1виконується

∣∣f (
t
σ

)∣∣ ≤ b<1.

Для доведення теореми необхiднi наступнi леми.

Лема 1. Нехай µk = 0, k = 2, ...,m. Тодi ∀t ∈ R :

ω(t) =
∣∣∣f(t)− e−

t2

2

∣∣∣ ≤ min

{
tm+1

m!
κ

(1)
0 (m) +

2tm

(m− 1)!
κ

(2)
0 (m); |t|

(
κ

(1)
0 (m) +

+ κ
(2)
0 (m)

)
; t2

(
κ

(1)
0 (m) + κ

(2)
0 (m)

)}
.

Доведення.

ω(t) =
∣∣∣f(t)− e−

t2

2

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

eitxdH(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

(
eitx −

m∑

k=0

(itx)k

k!

)
dH(x)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

(
eitx −

m∑

k=0

(itx)k

k!

)
H(x)

∣∣∣∣∣

∞

−∞
− it

+∞∫

−∞

(
eitx −

m−1∑

k=0

(itx)k

k!

)
H(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=

= |t|

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|x|≤σ
√

n

(
eitx −

m−1∑

k=0

(itx)k

k!

)
H(x)dx−

∫

|x|>σ
√

n

(
eitx −

m−1∑

k=0

(itx)k

k!

)
H(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ |t|




∫

|x|≤σ
√

n

∣∣∣∣∣e
itx −

m−1∑

k=0

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ |H(x)| dx +

∫

|x|>σ
√

n

∣∣∣∣∣e
itx −

m−1∑

k=0

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ |H(x)| dx


 ≤

≤ |t|




∫

|x|≤σ
√

n

|tx|m
m!

|H(x)| dx +

∫

|x|>σ
√

n

2|tx|m−1

(m− 1)!
|H(x)| dx


 =

=
|t|m+1

m!

∫

|x|≤σ
√

n

|x|m |H(x)| dx +
2|t|m

(m− 1)!

∫

|x|>σ
√

n

|x|m−1 |H(x)| dx ≤

≤ |t|m+1

m!
κ

(1)
0 (m) +

2|t|m
(m− 1)!

κ
(2)
0 (m);

ω(t) =

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

eitxdH(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
eitxH(x)

∣∣∣
+∞

−∞
− it

+∞∫

−∞

eitxH(x)dx

∣∣∣∣∣∣
=
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= |t|
∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

eitxdH(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ |t|

+∞∫

−∞

|H(x)|dx =

= |t|




∫

|x|≤σ
√

n

|H(x)|dx +

∫

|x|>σ
√

n

|H(x)|dx


 = |t|

(
κ

(1)
0 (m) + κ

(2)
0 (m)

)
;

ω(t)=

∣∣∣∣∣∣

+∞∫

−∞

(
eitx−1−itx

)
dH(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
(
eitx−1−itx

)
H(x)

∣∣∣
+∞

−∞
− it

+∞∫

−∞

(
eitx− 1

)
H(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ |t|




∫

|x|≤σ
√

n

∣∣eitx − 1
∣∣ |H(x)| dx +

∫

|x|>σ
√

n

∣∣eitx − 1
∣∣ |H(x)| dx


 ≤

≤ |t|




∫

|x|≤σ
√

n

|tx| |H(x)| dx +

∫

|x|>σ
√

n

|tx| |H(x)| dx


 ≤

≤ t2




∫

|x|≤σ
√

n

max (1, |x|m)|H(x)| dx+

∫

|x|>σ
√

n

max
(
1, |x|m−1

)|H(x)| dx


= t2

(
κ

(1)
0 (m)+κ

(2)
0 (m)

)
.

Лема 2. Нехай µk = 0, k = 2, ..., m; κ0(m) = max
{

κ
(1)
0 (m), κ

(2)
0 (m)

}
,

c ∈ (0, 2−4). Тодi при κ0(m) ≤ c i |t| ≤ T1 =
√
−2 ln κ0(m)

|f(t)| ≤ e−t2c1 ,

де c1 = 1
4
−√c > 0.

Якщо ж |t| > T1, то
|f(t)| ≤ 3κ0(m)|t|.

При κ0(m)>c, |t| ≤ T2 =
(

c
κ0(m)

) 1
m−1

(при умовi, що κ
(2)
0 (m)≤c)

|f(t)|≤e−t2c2 ,

де c2 = 1
2
− 5

2

√
ec > 0.

Доведення. Розглянемо випадок κ0(m) ≤ c, |t| ≤ T1.

|f(t)| ≤ e−
t2

2 + ω(t) ≤ e−
t2

4

(
e−

t2

4 + e
t2

4 ω(t)
)
≤

≤ e−
−t2

4

(
1 + e

1
4
(−2 ln κ0(m))

)
t2

(
κ

(1)
0 (m) + κ

(2)
0 (m)

)
≤

≤ e−
−t2

4

(
1 +

1√
κ0(m)

)
= e−

−t2

4

(
1 + t2

√
κ0(m)

)
≤ e−

−t2

4 et2
√

c = e−t2( 1
4
−√c) = e−t2c1 ,
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де c1 = 1
4
−√c > 0.

Нехай |t| > T1.

|f(t)| ≤ e−
t2

2 + ω(t) ≤ e−
1
2
(−2 ln κ0(m)) + |t|

(
κ

(1)
0 (m) + κ

(2)
0 (m)

)
≤

≤ κ0(m) + 2|t|κ0(m) = κ0(m)(1 + 2|t|) ≤ κ0(m)

(
2 +

1

2 ln 2

)|t|
< 3κ0(m)|t|.

Розглянемо тепер κ0(m) > c (при цьому κ
(2)
0 (m) ≤ c) i |t| ≤ T2 =

(
c

κ0(m)

) 1
m−1

|f(t)| ≤ e−
t2

2 + ω(t) = e−
t2

2

(
1 + e−

t2

2 ω(t)
)
≤

≤ e−
t2

2

(
1 + e

− 1
2

(
c

κ0(m)

) 2
m−2

(
tm+1

m!
κ

(1)
0 (m) +

|t|m
(m− 1)!

κ
(2)
0 (m)

))
≤

≤ e−
t2

2

(
1 +

√
e t2

(
Tm−1

2

m!
κ

(1)
0 (m) +

2Tm−2
2

(m− 1)!
c

))
≤

≤ e−
t2

2

(
1 +

√
e t2

(
c

κ0m!
κ

(1)
0 (m) +

2c

(m− 1)!

))
≤

≤ e−
t2

2

(
1 +

√
e t2

(
c

m!
+

2c

(m− 1)!

))
≤ e−

t2

2
e

√
e t2( c

m!
+ 2c

(m−1)!)
=

= e−t2( 1
2
−√e c( 1

m!
+ 2

(m−1)!)) = e−t2c2 ,

де c2 = 1
2
− 5

2

√
e c > 0.

Доведення теореми. Використаємо нерiвнiсть iз [5]

|F (x)−G(x)| ≤ 2

π

T∫

0

|f(t)− g(t)|dt

t
+

24 sup |G′(x)|
πT

,

у якiй покладемо F (x) = Φn(x), а G(x) = P (x), T = c
κ0(m)

n
m−1

2 . Тодi

sup
x
|Φn(x)− P (x)| ≤ 2

π

T∫

0

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣
dt

t
+

24

π
√

2π T
. (1)

У нерiвностi |Un − V n| ≤ |U − V |
n∑

k=1

|U |k−1|V |n−k покладемо U = f
(

t
σ
√

n

)
,

V = e−
t2

2n . Тодi iз леми 1
∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2n

∣∣∣∣
n∑

k=1

∣∣∣∣f
(

t

σ
√

n

)∣∣∣∣
k−1

e−
t2

2
(n−k) ≤
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≤
(

|t|m+1

n
m+1

2 (m + 1)!
κ

(1)
0 (m) +

2|t|m
n

m
2 m!

κ
(2)
0 (m)

)
n∑

k=1

∣∣∣∣f
(

t

σ
√

n

)∣∣∣∣
k−1

e−
t2

2
(n−k). (2)

Нехай n ≥ 2, κ0(m) ≤ c, |t| ≤ T1

√
n, тодi iз леми 1 i (2) одержуємо

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
−e−

t2

2

∣∣∣∣≤
(

|t|m+1

n
m+1

2 (m + 1)!
κ

(1)
0 (m)+

2|t|m
n

m
2 m!

κ
(1)
0 (m)

)
n∑

k=1

e−c1
t2

n
(k−1)e−

t2

2n
(n−k) ≤

≤
(

|t|m−1

n
m+1

2 (m + 1)!
κ

(1)
0 (m) +

2|t|m
n

m
2 m!

κ
(2)
0 (m)

)
e−c1t2 n−1

n . (3)

Нехай T ′ = min (T1

√
n, T ). Тодi з (1)

sup
x
|Φn(x)− P (x)| ≤

≤ 2

π

T ′∫

0

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
−e−

t2

2

∣∣∣∣
dt

t
+

2

π

T∫

T ′

∣∣∣∣f
(

t

σ
√

n

)∣∣∣∣
n

dt

t
+

2

π

T∫

T ′

e−
t2

t
dt

t
+

24

π
√

2π
·κ

(2)
0 (m)

cn
m−2

2

. (4)

Iз (3) для I1 при n ≤ 2 одержуємо

I1 =
2

π

T ′∫

0

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣
dt

t
≤

≤ 2

π

T ′∫

0

(
tm

n
m−1

2 m!
κ

(1)
0 (m) +

2tm−1

n
m−2

2 (m− 1)!
κ

(2)
0 (m)

)
e−

1
2
t2c1dt ≤

≤ 2

πm!

κ
(1)
0 (m)

n
m−1

2

T ′∫

0

tme−
1
2
t2c1dt +

2κ
(2)
0 (m)

n
m−2

2 (m− 1)!π

T ′∫

0

tm−1e−
t2

2
c1dt ≤

≤ C3

(
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

+
κ

(2)
0 (m)

n
m−2

2

)
. (5)

Нехай виконується умова Г. Крамера: lim
|t|→∞

f(t)≤1. Вважаємо, що T ′=T1

√
n,

бо iнакше T ′ = T , I2 = 0 й I3 = 0. Iз леми 2

I2 =
2

π

T∫

T ′

∣∣∣∣f
(

t

σ
√

n

)∣∣∣∣
n

dt

t
=

2

π

T√
n∫

T ′

∣∣∣∣f
(

t

σ

)∣∣∣∣
n

dt

t
≤ 2

π
bn 1

T1

T√
n∫

T ′

dt

t
=

=
2bn

π
ln |t|

∣∣∣
T√
n

T ′
≤ 2bn

π
ln

∣∣∣∣
T√
n

∣∣∣∣ =
2bn

π

(
ln

c

κ0(n)
n

m−1
2 n−

1
2

)
≤

≤ 2bn

π
ln

((
c

κ0(m)

)m−2
m−1

n
m−2

2

)
.
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Для оцiнки I3 використаємо нерiвнiсть
∞∫

a

tpe−
t2

2 dt ≤ ap−1e−
a2

2 при a > 0 i p < 1.

Тепер

I3 =
2

π

T∫

T1
√

n

e−
t2

2
dt

t
≤ 2

π

+∞∫

T1
√

n

e−
t2

2
dt

t
≤ 2

π
(T1

√
n)−2e−

(T1
√

n)2

2 =

=
2

π
· 1

T 2
1 n

e
n
2
2 ln κ0(m) =

2

πnT 2
1

(κ0(m))n.

Оскiльки T1 > 2, κ0(m) ≤ c1, то

I3 ≤ 2

2πn · 2κ0(m) · 1

n
m−1

2

· nm−1
2 (κ0(m))n−1 ≤

≤ κ0(m)

n
m−1

2

n
m−3

2 cn−1 · 1

2π
=

κ0(m)

n
m−1

2

· 1

2π
· nm−3

2 cn ≤

≤ κ0(m)

n
m−1

2

C5 ≤ C5

(
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

+
κ

(2)
0 (m)

n
m−2

2

)
.

Отже, при n ≥ 2

sup
x
|Φn(x)− Φ(x)| ≤ C6

(
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

+
κ

(2)
0 (m)

n
m−2

2

)
.

А якщо n = 1

sup
x
|Φn(x)− Φ(x)| = sup

x
|F (xσ)− Φ(x)| = sup

x

∣∣∣∣∣∣

x∫

−∞

d (F (σy)− Φ(y))

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
+∞∫

−∞

|d(F (σy)− Φ(y)| ≤ κ
(1)
0 (m) + κ

(2)
0 (m).

Тобто при κ0(m) ≤ c теорема доведена.

Якщо тепер κ0(m)>c. Оскiльки iснують µn, κ
(1)
0 (m) i κ(1)

0 (m), то lim
n→∞

κ
(2)
0 (m)=0.

Тобто, починаючи з якогось номера, κ
(2)
0 (m) ≤ c.

Нехай T ′′ = min(T2

√
n, T ). З (1) слiдує

sup
x
|Φn(x)− Φ(x)| ≤ 2

π

T ′′∫

0

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣
dt

t
+

2

π

T∫

T ′′

∣∣∣∣f
(

t

σ
√

n

)∣∣∣∣
n

dt

t
+

+
2

π

T∫

T ′′

e−
t2

2
dt

t
+

24

π
√

2π

κ0(m)

cn
m−1

2

= I ′′1 + I ′′2 + I ′′3 +
24

π
√

2π

κ0(m)

cn
m−1

2

. (6)
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При |t| ≤ T2

√
n

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣ ≤
(

|t|m+1

n
m−1

2 (m + 1)!
κ

(1)
0 (m) +

2|t|m
n

n−2
2 m!

κ
(1)
0 (m)

)
e−c2t2 n−1

n ,

а

2

π

T ′′∫

0

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)
− e−

t2

2

∣∣∣∣
dt

t
≤ C7

(
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

+
κ

(2)
0 (m)

n
m−2

2

)
. (7)

Якщо m = 2, то T2

√
n = T i I ′′2 = 0 та I ′′3 = 0. Якщо κ

(2)
0 (2) ≤ c, то остан-

ня нерiвнiсть справедлива. Якщо ж κ
(2)
0 (2) > c, то твердження теореми стає

очевидним.
При m ≥ 3 використаємо умову Крамера lim

|t|→∞
|f(t)| < 1, звiдки слiдує, що

iснує число b ∈ (0, 1) таке, що при |t| > T2

∣∣f (
t
σ

)∣∣ ≤ b. Тодi

I ′′2 =
2

π

T∫

T ′′

∣∣∣∣fn

(
t

σ
√

n

)∣∣∣∣
dt

t
=

2

π

T√
n∫

T2

∣∣∣∣fn

(
t

σ

)∣∣∣∣
dt

t
=

2

π

T√
n∫

T2

∣∣∣∣fn

(
t

σ

)∣∣∣∣
dt

t
≤

≤ 2bn

π
·

T√
n∫

T2

dt

t
=

2bn

π
ln |t|

∣∣∣∣∣

T√
n

T2

≤ 2bn

π
ln

T√
n

=

=
2bn

π

(
ln

c

κ0(m)
n

m−1
2 n−

1
2−ln

(
c

κ0(m)

) 1
m−1

)
=

2bn

π
ln

((
c

κ0(m)

)m−2
m−1

n
m−1

2

)
. (8)

I зрештою

I ′′3 =
2

π

T∫

T ′′

e−
t2

2
dt

t
≤ 2

π

T∫

T ′′

(
t

T ′′

)m−1

e−
t2

2
dt

t
≤

≤ 2

π

κ
(1)
0 (m)

c
· 1

n
m−1

2

∞∫

0

tm−2e−
t2

2 dt ≤ C8
κ

(1)
0 (m)

n
m−1

2

. (9)

Таким чином, iз (6), (7), (8), (9) випливає твердження теореми.
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