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СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АЛГЕБРАЇЧНИХ
СИСТЕМ З ВИРИРОДЖЕНИМИ IМПУЛЬСАМИ В ФIКСОВАНI
МОМЕНТИ ЧАСУ

The paper deals with the differential-algebraic systems with impulse impact under the assumption
that systems under the consideration can be reduced to the central canonical form. We find
necessary and sufficient conditions for the stability of such systems and generalize the Floquet–
Lyapunov theory for systems of this type with periodic coefficients.

Розглядається диференцiально-алгебраїчна система з виродженими iмпульсами в фiксованi
моменти часу в припущеннi, що розглядувана система може бути зведена до центральної
канонiчної форми. Знайдено необхiднi i достатнi умови стiйкостi розв’язкiв таких систем та
узагальнено теорiю Флоке-Ляпунова для таких систем з перiодичними коефiцiєнтами.

1. Вступ. Розглянемо диференцiально-алгебраїчну систему рiвнянь з ви-
родженими iмпульсами у фiксованi моменти часу:

B(t)
dx

dt
=A(t)x(t)+f(t), t 6= τi, x, f ∈Rn, t, τi∈ [a,∞), (1)

4(Bx)|t=τi
=SiB(τi)x(τi)+si, det(En+Si) 6=0, (2)

де detB(t) ≡ 0, причому rankB(t) = n− r = const для будь-яких t ∈ [a,∞), 1 ≤
r ≤ n− 1; вектор-функцiя f(t) i (n× n)-вимiрнi матрицi A(t), B(t) є достатньо
гладкими: f(t) ∈ Ck([a,∞),Rn), A(t), B(t) ∈ Ck([a,∞),Rn×n), k ∈N, t0 ≤ τ1 <
. . .<τp <∞, p <∞.

Для диференцiально-алгебраїчної iмпульсної системи (1), (2), яка зводиться
до центральної канонiчної форми [1], отримано твердження, якi є аналогiчними
до добре вiдомих фактiв з загальної теорiї стiйкостi [2, 3]. У цiй статтi ми роз-
ширимо результати [4] для диференцiально-алгебраїчних систем з iмпульсною
дiєю.

2. Зведення до центральної канонiчної форми. В [5] були показанi до-
статнi умови зведення системи (1) до центральної канонiчної форми. Покажемо
достатнi умови зведення диференцiально-алгебраїчної системи з виродженими
iмпульсами (1), (2) до центральної канонiчної форми.

Теорема 1. [6] Нехай виконуються наступнi умови:

1) rankB(t) = n− r = const ∀t ∈ [a,∞), r > 0;

2) матриця B(t) ∀t ∈ [a,∞) має повний жорданiв набiр векторiв [5] ϕ
(j)
i (t) ∈

C3q−j−1([a,∞),Rn), i = 1, r, j = 1, si вiдносно оператора L(t) = A(t) −
B(t) d

dt
з простору C1([a,∞),Rn), який складається з r ланцюжкiв дов-

жини s1, . . . , sr;

3) A(t), B(t) ∈ C3q−2([a,∞),Rn×n), f(t) ∈ Cq−1([a,∞),Rn), det(En + Si) 6= 0,
де max

i
si = q.

Тодi
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1) iснують неособливi при всiх t ∈ [a,∞) (n×n)-вимiрнi матрицi P (t), Q(t) ∈
Cq−1([a,∞),Rn×n) такi, що множенням на матрицю P (t) злiва та замi-
ною

x = Q(t)u, (3)

система (1), (2) зводиться до iмпульсної диференцiально-алгебраїчної си-
стеми в центральнiй канонiчнiй формi

[
En−s 0

0 I

]
du

dt
=

[
M(t) 0

0 Es

]
u + g(t), (4)

4
([

En−s 0
0 I

]
u

)
|t=τi

= P (τi)SiP
−1(τi)

[
En−s 0

0 I

]
u(τi) + P (τi)si. (5)

де g(t) = P (t)f(t), g(t) = col(g(1)(t), g(2)(t)), g(1)(t) ∈ Rn−s, g(2)(t) ∈ Rs,
s = s1 + · · · + sr, I = diag{I1, ..., Ir}, Ij — нiльпотентнi блоки Жордана
порядку sj, j = 1, r, M(t) ∈ Cq−1([a,∞),Rn); Es — s-вимiрна одинична
матриця.

2) загальний розв’язок системи (1), (2) визначається за формулою

x(t) = Xn−s(t, a)z + x̂(t), (6)

де

Xn−s(t) = Q(t)

[
Ωx(t)

0

]
, Xn−s(t, σ) = Q(t)

[
Ωx(t, σ)

0

]
,

(n× (n− s))-вимiрнi матрицi, стовпцi яких є лiнiйно незалежними роз-
вя’зками системи

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t), t 6= τi, t, τi ∈ [a,∞), (7)

4(Bx)|t=τi
= SiB(τi)x(τi), (8)

Ωx(t) – фундаментальна матриця невиродженої лiнiйної однорiдної iм-
пульсної системи

du1

dt
=M(t)u1, t 6=τi, ∆u1|t=τi

=Si,1u1(τi), u1∈Rn−s, t, τi∈ [a,∞), (9)

Ωx(t, σ)=Ωx(t)Ω
−1
x (σ) – матрицант системи (9); z – (n−s)-вимiрний до-

вiльний сталий вектор i x̂(t) – довiльний розв’язок неоднорiдної системи
(1), (2).

Спряжена до (7),(8) iмпульсна диференцiально-алгебраїчна система має ви-
гляд

d

dt

(
B>(t)y(t)

)
= −A>(t)y(t), t 6= τi, t, τi ∈ [a,∞), (10)

4y|t=τi
= −(En + S>i )

−1
S>i y(τi), (11)
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де A>(t) транспонована до A(t) матриця. Позначимо через Yn−s(t) фундамен-
тальну матрицю системи (10), (11). Тодi матриця Xn−s(t) завжди може бути
визначена таким чином, щоб виконувалася рiвнiсть

Y >
n−s(t)B(t)Xn−s(t) = En−s. (12)

В наступнiй теоремi наведено необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку
системи (1), (2) який задовольняє початкову умову

x(t0) = x0, t0 ∈ [a,∞). (13)

Теорема 2. [6] Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i векто-
ри si мають вигляд

Si =P−1(τi)

[
Si,1 0
0 Si,4

]
P (τi), det(En+Si) 6=0, (14)

si = P−1(τi)

[
pi

Si,4IQ−1
22 (τi)r(τi)

]
, si ∈ Rn−s. (15)

Тодi для того щоб задача Кошi (1), (2), (13) мала розв’язок, необхiдно i
достатньо, щоб вектор x0 задовольняв умову

k−1∑
i=0

di

dti
〈A(t0)x0 + f(t0), ψ

k−i
j (t0)〉 = 0; j = 1, r, k = 1, sj.

При цьому розв’язок задачi Кошi (1), (2), (13) єдиний i має наступний вигляд

x(t) = Xn−s(t, t0)z0 +
t∫

t0

Xn−s(t, σ)g1(σ)dσ+

+
∑

t0 6=τj<t

Xn−s(t, τi + 0)pi − Φ(t)r(t),
(16)

де
z0 = [En−s, 0]Q−1(t0)x0,

r(t) =
m−1∑

k=0

dk

dtk
((Ψ>(t)L(t)Φ(t))

−1
Ψ>(t)f(t)),

Φ(t) = [ϕ
(1)
1 (t), ..., ϕ

(s1)
1 (t), ..., ϕ(1)

r (t), ..., ϕ(sr)
r (t)],

Ψ(t) = [ψ
(s1)
1 (t), ..., ψ

(1)
1 (t), ..., ψ(sr)

r (t), ..., ψ(1)
r (t)],

i вектори ψ
(j)
1 (t), i = 1, r, j = 1, si, утворюють повний жорданiв набiр ве-

кторiв вiдносно оператора L>(t) = A>(t) + d
dt

B>(t).

3. Стiйкiсть розв’язкiв. Введемо поняття стiйкостi розв’язкiв диференцi-
ально-алгебраїчних систем з iмпульсною дiєю (1), (2).
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Означення 1. Розв’язок x̃(t, z̃0) системи (1), (2) визначений на промiжку
t ∈ [a,∞) називається стiйким при t → ∞, якщо t0 ∈ [a,∞) i для будь-якого
ε > 0 iснує δ = δ(ε, t0) > 0 таке, що для будь-якого iншого розв’зку x(t, z0)
системи (1), (2) який задовольняє нерiвнiсть ‖z0 − z̃0‖ < δ, справджується
нерiвнiсть:

‖x(t, z0)− x̃(t, z̃0)‖ < ε, t0 ≤ t < ∞.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори
si мають вигляд (14), (15) вiдповiдно. Тодi розв’язок x̃(t, z̃0) системи (1), (2)
стiйкий, тодi i тiльки тодi, коли тривiальний розв’язок вiдповiдної однорiдної
системи (7), (8) стiйкий.

Доведення цього твердження випливає з означення 1, стiйкостi тривiального
розв’язку i того факту, що рiзниця будь-яких двох розв’язкiв системи (1), (2) є
розв’язком однорiдної системи (7), (8).

З теореми 3 випливає, що всi розв’язки системи (1), (2) є одночасно або
стiйкими або нестiйкими. Тому введемо наступне означення.

Означення 2. Система (1), (2) називається стiйкою, якщо всi її розв’язки
стiйкi.

З теореми 3 i означення 2 отримуємо наступне твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори si

мають вигляд (14), (15) вiдповiдно. Тодi неоднорiдна система (1), (2) стiйка
тодi i тiльки тодi, коли вiдповiдна однорiдна система (7), (8) є стiйкою.

Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори si

мають вигляд (14), (15) вiдповiдно. Тодi однорiдна система (7), (8) стiйка то-
дi i тiльки тодi, коли всi розв’язки системи x = x(t, z0) обмеженi на промiжку
[t0,∞).

Доведення. Достатнiсть. Доведемо, що обмеженiсть деякої фундаменталь-
ної матрицi Xn−s(t) системи (7), (8) є достатньою для стiйкостi цiєї системи.
Нехай t0 ∈ [a,∞) i ε > 0 – довiльнi. Як вiдомо, розв’язок системи (7), (8) має
вигляд

x(t, z0) = Xn−s(t, t0)z0.

З урахуванням того, що

‖Xn−s(t)‖ ≤ M для t0 ≤ t < ∞,

отримуємо, що

‖x(t, z0)‖ ≤ ‖Xn−s(t, t0)z0‖ ≤ ‖Q(t)‖‖Ωx(t0)‖‖z0‖ ≤ MN‖z0‖,
де

N = ‖Ωx(t0)‖.
Тому, якщо

‖z0‖ < δ =
ε

MN
,

тодi
‖x(t, z0)‖ < ε для будь-яких t ∈ [t0,∞).
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Це означає, що тривiальний розв’язок системи (7), (8) стiйкий, отже, стiйкими
будуть всi розв’язки системи (7), (8). З означення 2 отримуємо, що система (7),
(8) стiйка.
Необхiднiсть. Доведемо тепер, що обмеженiсть фундаментальної матрицi си-
стеми (7), (8) необхiдна для її стiйкостi. Припустимо, що система (7), (8) має
розв’язок u(t, v0) необмежений на [t0,∞). Тодi, можна припустити, що v0 6= 0.
Розглянемо розв’язок

x(t, z0) =
u(t, v0)

‖u(t0, v0)‖
δ

2
,

для якого

‖x(t0, v0)‖ =
δ

2
< δ.

Так як ми припустили, що u(t, v0) необмежений, тодi при t1 > t0, отримуємо

‖x(t1, v0)‖ =
‖u(t1, v0)‖
‖u(t0, v0)‖

δ

2
> ε.

Отже, тривiальний розв’язок (7), (8) нестiйкий. Це означає, що система (1), (2)
нестiйка, а це суперечить нашому припущенню. ¥

Таким чином, для вирiшення питання про стiйкiсть системи (1), (2) необ-
хiдно з’ясувати питання про обмеженiсть розв’язкiв вiдповiдної однорiдної си-
стеми. Як i у випадку невироджених систем, найбiльш повну вiдповiдь на це
питання можна дати, розглядаючи системи з перiодичними коефiцiєнтами.

Припустимо, що матрицi A(t), B(t) перiодичнi з перiодом T > 0. Якщо
Xn−s(t) – фундаментальна матриця системи (1), (2), тодi матриця Xn−s(t + T )
також буде фундаментальною, оскiльки вона задовольняє систему (1), (2):

B(t)
dXn−s(t + T )

dt
= B(t + T )

dXn−s(t + T )

d(t + T )
=

= A(t + T )Xn−s(t + T ) = A(t)Xn−s(t + T ),

i її вектори-стовпцi лiнiйно незалежнi. Оскiльки

Ωx(t + T, 0) = Ωx(t, 0)Ωx(T, 0),

отримуємо:

Xn−s(t + T, 0) = Q(t + T )

[
Ωx(t + T, 0)

0

]
= Q(t)

[
Ωx(t, 0)Ωx(T, 0)

0

]
=

= Q(t)

[
Ωx(t, 0)

0

]
Ωx(T, 0) = Xn−s(t, 0)Ωx(T, 0).

(17)

Позначимо
1

T
Ln(Ωx(T, 0)) = Λ, (18)

тодi
Ωx(T, 0) = eΛT . (19)
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З рiвностi Xn−s(t) = Xn−s(t)e
−ΛT eΛT отримуємо, що Xn−s(t) = K(t)eΛT , де

K(t) = Xn−s(t)e
−ΛT . Покажемо, що матриця K(t) є перiодичною. Дiйсно, з ура-

хуванням рiвнянь (17), (19), маємо

K(t + T ) = Xn−s(t + T )e−Λ(t+T ) = Xn−s(t)Ωx(T, 0)e−ΛT e−Λt =

= Xn−s(t)e
ΛT e−ΛT e−Λt = Xn−s(t)e

−Λt = K(t).

В результатi, ми одержуємо теорему, аналогiчну теоремi Флоке-Ляпунова [2–4].

Теорема 6. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори si -
мають вигляд (14), (15) вiдповiдно. Тодi фундаментальна матриця виродже-
ної однорiдної iмпульсної системи (7), (8) з T -перiодичними коефiцiєнтами
має вигляд

Xn−s(t) = K(t)eΛt, (20)

де K(t) – T -перiодична (n × (n−s))-вимiрна матриця i Λ – ((n−s) × (n−s))-
вимiрна стала матриця.

Власнi значення ρi матрицi монодромiї будемо називати мультиплiкатора-
ми системи (7), (8), а власнi значення λj матрицi Λ – характеристичними по-
казниками цiєї системи. З формули (18) отримуємо такi спiввiдношення мiж
характеристичними показниками i мультиплiкаторами:

λj =
1

T
Lnρi =

1

T
[ln |ρi|+ i(arg(ρi) + 2kπ) ]. (21)

Виходячи з формули (20), з’ясуємо питання про обмеженiсть, а отже, i стiй-
кiсть розв’язкiв системи (7), (8). Нехай λ1, λ2, ..., λk характеристичнi показники
системи (7), (8). Зведемо матрицю Λ до канонiчної форми Жордана:

Λ = S−1diag{J1(λ1), ..., Jk(λk)}S,

де S – ((n − s) × (n − s))-вимiрна перетворююча матриця i Ji(λi) – вiдповiднi
клiтки Жордана. Тодi з формули (20) отримуємо

Xn−s(t) = K(t)S−1diag{etJ1(λ1), ..., etJk(λk)}S.

Матриця Un−s(t) = Xn−s(t)S
−1 також є фундаментальною для системи (7),

(8), тому матриця

Un−s(t) = R(t)diag{etJ1(λ1), ..., etJk(λk)},

фундаментальна матриця системи (7), (8), де R(t) =K(t)S−1 – T -перiодична
n× (n− s)-вимiрна матриця.

Беручи до уваги, що

etJi(λi) =




eλit t
1!
eλit · · · tki−1

(ki−1)!
eλit

0 eλit · · · tki−2

(ki−2)!
eλit

· · ·
0

· · ·
0

· · ·
· · ·

· · ·
eλit


 ,
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де ki – кратнiсть вiдповiдного елементарного дiльника для характеристичного
показника, а також обмеженiсть елементiв матрицi R(t), приходимо до виснов-
ку, що фундаментальна матриця розв’язкiв системи (7),(8) буде обмеженою на
промiжку [t0,∞) тодi i тiльки тодi, коли

Reλj ≤ 0, j = 1, k,

причому характеристичним показникам з нульовою дiйсною частиною вiдповiд-
ають тiльки простi елементарнi дiльники, якщо їх розглядати як власнi значен-
ня матрицi Λ. Згiдно iз спiввiдношенням (21) ця умова виконується тодi i тiльки
тодi, коли всi мультиплiкатори системи (7), (8) задовольняють умову |ρj| ≤ 1,
причому мультиплiкаторам, для яких |ρj| = 1 вiдповiдають простi елементарнi
дiльники, якщо їх розглядати як власнi значення матрицi монодромiї. Отже,
ми довели наступну теорему.

Теорема 7. Нехай виконуються умови теореми 1, матрицi Si i вектори si -
мають вигляд (14), (15) вiдповiдно. Тодi однорiдна перiодична система (7), (8)
стiйка тодi i тiльки тодi, коли всi її мультиплiкатори розмiщенi всерединi
замкнутого одиничного круга |ρj| ≤ 1 комплексної площини, причому муль-
типлiкаторам, якi лежать на колi |ρj| = 1 вiдповiдають простi елементарнi
дiльники матрицi монодромiї.
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