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Ю. Ю. Млавець (Ужгородський нац. ун-т)

ЗВ’ЯЗОК ПРОСТОРIВ ОРЛIЧА ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН З
ПРОСТОРАМИ Fψ(Ω)

A relationship between the spaces Fψ(Ω) and Orlicz spaces random variables are studied.

Дослiджується зв’язок просторiв Орлiча випадкових величин з просторами Fψ(Ω).

Вступ. Простори випадкових величин Fψ(Ω) були введенi Єрмаковим i Остров-
ським в роботi [1]. Робота [2], присвячена детальному вивченню цих просторiв.
Дана стаття є продовженням роботи [2]. Тут дослiджується зв’язок просторiв
Орлiча випадкових величин з просторами Fψ(Ω) та знаходяться умови за яких
для просторiв Орлiча випадкових величин виконується умова H.

Робота складається з вступу та трьох роздiлiв. В першому роздiлi наведено
необхiднi вiдомостi з теорiї просторiв Fψ(Ω). В другому роздiлi розглядаються
основнi властивостi просторiв Орлiча випадкових величин. В третьому роздi-
лi дослiджується зв’язок просторiв Орлiча випадкових величин з просторами
Fψ(Ω).

1. Fψ(Ω) – простори

Означення 1 (див. [2]). Нехай ψ(u) > 0, u ≥ 1 – монотонно зростаюча
неперервна функцiя, така що ψ(u) → ∞ при u → ∞. Випадкова величина ξ
належить простору Fψ(Ω), якщо виконується умова:

sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

ψ(u)
< ∞.

Подiбне означення сформульоване в роботi С. В. Єрмакова та Є. I. Остров-
ського [1]. Але в нiй вимагалось, щоб Eξ = 0, якщо ξ ∈ Fψ(Ω). Крiм того
розглядались випадковi величини, такi що E |ξ|u = ∞ при певному u > 0.

Доведено [1], що Fψ(Ω) є простором Банаха з нормою

‖ξ‖ψ = sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

ψ(u)
.

Зауваження 1. Простiр Fψ(Ω), очевидно, є лiнiйним нормованим просто-
ром, i те, що вiн є простором Банаха, доводиться аналогiчно доведенню, що
простiр Орлiча випадкових величин є банаховим [1].

Теорема 1 (див. [2]). Якщо випадкова величина ξ належить простору
Fψ(Ω), тодi для будь-якого x > 0 виконується нерiвнiсть

P {|ξ| > x} ≤ inf
u≥1

‖ξ‖u
ψ (ψ(u))u

xu
.

Означення 2 (див. [2]). Додатно неспадна числова послiдовнiсть κ(n),
n ≥ 1 називається M-характеристикою (мажоруючою характеристикою)
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простору Fψ(Ω), якщо для будь-яких випадкових величин ξi, i = 1, 2, . . . , n iз
цього простору виконується нерiвнiсть:

∥∥∥∥max
1≤i≤n

|ξi|
∥∥∥∥

ψ

≤ κ(n) max
1≤i≤n

‖ξi‖ψ .

Означення 3 (див. [2]). Простiр Fψ(Ω) будемо називати простором F̌ψ(Ω),
якщо для функцiї ψ(u) виконується умова:

sup
u≥1

ψ(u + v)

ψ(u)
< ∞,

де v > 0 – будь-яке число.

Означення 4 (див. [2]). Нехай Sk – зростаюча числова послiдовнiсть (Sk ≥
1) i Sk → ∞, коли k → ∞. Розглянемо монотонно зростаючу неперервну
функцiю ψ(u) > 0, u ≥ 1 таку, що ψ(u) →∞ при u →∞. Випадкова величина
ξ належить простору FSk,ψ,r(Ω), якщо виконується умова:

sup
k≥r

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(Sk)
< ∞,

де число r – таке, що Sr ≥ 1.

Як i в попередньому випадку легко довести, що простори FSk,ψ,r(Ω) є про-
сторами Банаха з нормами

‖ξ‖Sk,ψ,r = sup
k≥r

(
E |ξ|Sk

)1/Sk

ψ(Sk)
.

Означення 5 (див. [2]). Скажемо, що для просторiв Банаха B(Ω) випадко-
вих величин виконується умова H, якщо iснує абсолютна константа CB така,
що для будь-яких центрованих незалежних випадкових величин ξ1, ξ2, . . . , ξn iз
B(Ω) виконується нерiвнiсть:

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

≤ CB

n∑
i=1

‖ξi‖2 .

Константу CB назвемо масштабною константою простору B(Ω). Для всiх
просторiв Fψ(Ω) константу CFψ(Ω) будемо позначати Cψ.

Наслiдок 1 (див. [2]). Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn – незалежнi центрованi випадковi
величини з простору F̌ψ(Ω). Якщо ξi – симетричнi випадковi величини i при
k ≥ max(r, 2) виконується умова

C2l
2k

(ψ(2l))2l (ψ(2k − 2l))2k−2l

(ψ(2k))2k
≤ C l

k, l = 1, k − 1, (1)

тодi має мiсце нерiвнiсть
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

ψ

≤ ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2
ψ .
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Тобто в цьому випадку для простору F̌ψ(Ω) виконується умова H iз констан-
тою Cψ = ψ̂2

r , де ψ̂r = max
(
ψr, C̃r

)
, ψr = sup

u≥r

ψ(u+2)
ψ(u)

, C̃r = sup
1≤u≤Sr

ψ(Sr)
ψ(u)

.

Якщо вiдмовитись вiд умови симетричностi, тодi при умовi (1) справ-
джується нерiвнiсть ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

ψ

≤ 4ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2
ψ

i в цьому випадку для простору F̌ψ(Ω) теж виконується умова H iз констан-
тою Cψ = 4ψ̂2

r .
Якщо ξi – не симетричнi i виконується умова

C2l
2k

(
1 +

k

3

)
(ψ(2l))2l (ψ(2k − 2l))2k−2l

(ψ(2k))2k
≤ C l

k, l = 1, k − 1,

тодi має мiсце нерiвнiсть
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

ψ

≤ ψ̂2
r

n∑
i=1

‖ξi‖2
ψ ,

або, аналогiчно попереднiм випадкам, для простору F̌ψ(Ω) виконується умова
H iз константою Cψ = ψ̂2

r .
Лема 1. Нерiвнiсть

C2l
2k ≤ C l

k

kk

ll(k − l)k−l

справедлива при k ≥ 2, 1 ≤ l ≤ k − 1.
Доведення. Розглянемо рiвнiсть

C2l
2k = C l

k

C2l
2k

C l
k

.

За формулою Стiрлiнга n! =
√

2πnnne−neθn , де |θn| < 1
12n

отримаємо:

C2l
2k

C l
k

=
(2k)!l!(k − l)!

(2l)!(2k − 2l)!k!
=

k2kll(k − l)k−l

√
2l2l(k − l)2(k−l)kk

exp {θ2k + θ2l + θk + θl + θk−l} ≤

≤ kk

ll(k − l)k−l

1√
2

exp

{
1

24k
+

1

24l
+

1

24(k − l)
+

1

12k
+

1

12l
+

1

12(k − l)

}
≤

≤ kk

ll(k − l)k−l

1√
2

exp

{
1

8

(
1

k
+

1

k − 1
+ 1

)}
≤ kk

ll(k − l)k−l
,

що й треба було довести.
Приклад 1. Розглянемо простiр Fψ(Ω), де ψ(u) = uθ, θ ≥ 1

2
. Доведемо, що

в цьому випадку виконується умова (1). Оскiльки

C2l
2k

(2l)2lθ(2k − 2l)(2k−2l)θ

(2k)2kθ
= C2l

2k

(
l2l(k − l)(2k−2l)

k2k

)θ

≤

≤ C l
k

kk

ll(k − l)k−l

(
l2l(k − l)(2k−2l)

k2k

)θ

= C l
k

(
ll(k − l)k−l

kk

)2θ−1

,
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а також (
ll(k − l)k−l

kk

)2θ−1

=

(
ll

kl

(k − l)k−l

kk−l

)2θ−1

≤ 1,

тодi при k ≥ 2, 1 ≤ l ≤ k − 1 маємо, що
(

ll

kl

)2θ−1

≤ 1 i
(

(k−l)k−l

kk−l

)2θ−1

≤ 1.
Очевидно, що при θ ≥ 1

2
i k > 2 має мiсце нерiвнiсть (1). Тобто для про-

стору Fψ(Ω), де ψ(u) = uθ виконується умова H i справджується така нерiв-
нiсть: ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

ψ

≤ 4 · 9θ

n∑
i=1

‖ξi‖2
ψ .

Зауважимо, що при θ < 1
2
для простору Fψ(Ω) умова H не виконується.

2. Основнi властивостi просторiв Орлiча

Означення 6 (див. [3]). Неперервна парна опукла функцiя U = {U(x), x ∈
R} називається C-функцiєю, якщо U(x) монотонно зростає при x > 0 i U(0) =
0.

Приклад 2. Прикладами C-функцiй Орлiча є такi функцiї:

1) U(x) = A|x|α, x ∈ R, A > 0, α ≥ 1;

2) U(x) = C(exp{B|x|β} − 1), x ∈ R, C > 0, B > 0, β ≥ 1;

3) U(x) = C(exp{ϕ(x)} − 1), x ∈ R, C > 0 та ϕ(x), x ∈ R, – довiльна C-
функцiя;

4) U(x) =

{ (
eα
2

) 2
α x2, при |x| ≤ (

2
α

) 1
α ;

exp{|x|α}, при |x| > (
2
α

) 1
α ;

0 < α < 1;

5) U(x) = D|x|α ln(|x|+ 1), x ∈ R, D > 0, α ≥ 1.

Означення 7 (див. [3]). Нехай U – довiльна C-функцiя. Простором Орлiча
випадкових величин LU(Ω) називається сiм’я таких випадкових величин, що
для кожної ξ ∈ LU(Ω) iснує константа rξ > 0, для якої виконується умова:

EU

(
ξ

rξ

)
< ∞.

Простiр Орлiча – це простiр Банаха з нормою

‖ξ‖U = inf

{
r > 0 : EU

(
ξ

r

)
≤ 1

}
,

яка називається нормою Люксембурга.

Лема 2 (див. [3]). Нехай ξ ∈ LU(Ω) i ‖ξ‖U > 0. Тодi для всiх x > 0 справе-
длива нерiвнiсть

P {|ξ| ≥ x} ≤ 1

U (x/ ‖ξ‖U)
.
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Означення 8 (див. [3]). Скажемо, що C-функцiя U задовольняє g-умову,
якщо iснують константи z0 ≥ 0, K > 0 i A > 0 такi, що при x ≥ z0, y ≥ z0

має мiсце нерiвнiсть:
U(x)U(y) ≤ AU(Kxy).

Означення 9 (див. [3]). C-функцiя Орлiча U = {U(x), x ∈ R} називається
N-функцiєю Орлiча (N-функцiя), якщо виконуються такi умови:

lim
x→∞

U(x)

x
= 0; lim

x→0

U(x)

x
= ∞.

Означення 10 (див. [3]). Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} – N-функцiя. Функцiя
ϕ∗, яка визначається умовою

ϕ∗(x) = sup
y∈R

(xy − ϕ(y))

називається перетворенням Юнга-Фенхеля вiдносно ϕ.

Приклад 3 (див. [4]). Функцiя U(x) = a |x|α , x ∈ R, a > 0, α ≥ 1 задоволь-
няє g-умову при K = 1, A = a i z0 = 0.

C-функцiя U(x) = exp {ϕ(x)} − 1, x ∈ R, де ϕ = (ϕ(x), x ∈ R) – довiльна
C-функцiя, яка задовольняє g-умову при K = 1, A = 1, z0 = 2 ( якщо ϕ(x) =
|x|α , α ≥ 1, тодi z0 = 21/α).

Лема 3 (див. [4]). Нехай m – деяка константа. Тодi для будь-якого про-
стору Орлiча m ∈ LU(Ω) i ‖m‖U = |m|

U(−1)(1)
.

Лема 4 (див. [4]). Нехай ξ належить простору LU(Ω). Тодi iснує така
константа dU , що E |ξ| ≤ dU ‖ξ‖U .

Приклад 4 (див. [4]). Для функцiї U(x) = |x|p , p ≥ 2 маємо dU = 1. Для
U(x) = exp {ϕ(x)}−1, де ϕ(x) є N-функцiєю, маємо dU = 2

ϕ∗(−1)(1)
. Тут ϕ∗(−1)(x)

– обернена функцiя до ϕ∗(x), x ∈ R є перетворенням Юнга-Фенхеля функцiї
ϕ(x).

Наприклад: якщо ϕ(x) = |x|α
α

, α > 1, тодi ϕ∗(x) = |x|β
β
, де 1

β
+ 1

α
= 1, ϕ∗(−1)(x) =

(xβ)1/β i ϕ∗(−1)(1) = (β)1/β. Якщо α = 2, тодi β = 2 i dU =
√

2. Якщо α = 4, тодi
β = 4

3
i dU = 33/4

41/4 .

Наслiдок 2 (див. [3]). Нехай C-функцiя задовольняє g-умову з константа-
ми A, K i z0. Послiдовнiсть (κ(n), n ≥ 1) є мажоруючою характеристикою
простору LU(Ω), якщо

κ(n) =

{
n, якщо n ≤ U(z0),
K(1 + U(z0)) max {1, A}U (−1)(n), якщо n > U(z0).

3. Зв’язок просторiв Fψ(Ω) з просторами Орлiча

Означення 11 (див. [4]). Скажемо, що для простору Орлiча LU(Ω) викону-
ється умова H, якщо для будь-яких центрованих незалежних випадкових ве-
личин
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ξ1, ξ2, . . . , ξn iз простору LU(Ω) виконується така нерiвнiсть:
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U

≤ CU

n∑

k=1

‖ξk‖2
U ,

де CU – деяка абсолютна константа.

Приклади просторiв Орлiча, для яких має мiсце умова H [4]:

• простори Lp(Ω), p ≥ 2, де CU = Cp =
√

2 (Γ(p + 1)/2
√

π)
1/p;

• простори LU(Ω), де U(x) такi C-функцiї, що iснують p > q ≥ 2, для яких
U ( q
√

x) – опукла, а U ( p
√

x) – увiгнута i CU = 2Bp, де Bp = 2k
1
2 , а 2k –

найменше парне число, не менше, нiж p;

• простори Орлiча породженi C-функцiєю U(x) = exp {|x|α}− 1, де 1 ≤ α ≤
2. При α ≥ 2 для цих просторiв умова H не виконується.

Доведемо, що умова H виконується для таких просторiв Орлiча LU(Ω), у
яких функцiя U(x) зростає як експонента при x →∞.

Розглянемо C-функцiю Орлiча

U(x) =

{(
eα
2

)2/α
x2, якщо |x| ≤ xα;

exp {|x|α} , якщо |x| > xα,
(2)

де xα =
(

2
α

)1/α, 0 < α < 1. LU(Ω) – простiр Орлiча, що породжений функцiєю
U(x).

Розглянемо функцiю U1(x) = exp {|x|α}, 0 < α ≤ 1. Позначимо символом
SU1(Ω) – сiм’ю ξ, для яких iснує r така, що виконується EU1

(
ξ
r

)
< ∞. Введемо

на SU1(Ω) функцiонал

〈〈ξ〉〉U1
= inf

{
r > 0; EU1

(
ξ

r

)
≤ 2

}
.

Лема 5 (див. [2]). Для того щоб ξ ∈ LU(Ω), необхiдно й достатньо, щоб
ξ ∈ SU1(Ω) i справджувалися нерiвностi:

‖ξ‖U ≤
(
e2/α+2

) 〈〈ξ〉〉U1
,

〈〈ξ〉〉U1
≤ ‖ξ‖U

(
e2/α + 1

)1/α
.

Лема 6 (див. [2]). Справедлива нерiвнiсть

〈〈ξ〉〉U1
≥ α1/αe1/α

(
sup
n≥1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)

при 0 < α < 1.

Лема 7 (див. [2]). При 0 < α < 1 має мiсце нерiвнiсть

〈〈ξ〉〉U1
≤

(
1 +

e1/12

√
2π

)1/α

e1/α

(
sup
n≥1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
.
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Теорема 2. Простори Орлiча LU(Ω), де функцiя U(x) задана у виглядi (2),
мiстять тi ж самi елементи, що i простори Fψ(Ω), де ψ(u) = u1/α, α > 0,
причому норми в цих просторах – еквiвалентнi та мають мiсце нерiвностi:

‖ξ‖U ≤ CψU ‖ξ‖ψ , (3)

‖ξ‖U ≥ CUψ ‖ξ‖ψ , (4)

де CψU = e2/α+2
(
1 + e1/12√

2π

)1/α

e1/α, CUψ = 1
21/α

(
e2/α + 1

)−1/α
α1/αe1/α.

Доведення. Теорема випливає з лем 5, 6 i 7. Iз лем 5, 7 маємо, що

‖ξ‖U ≤ e2/α+2

(
1 +

e1/12

√
2π

)1/α

e1/α

(
sup
n≥1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
,

а з лем 5, 6 випливає нерiвнiсть

‖ξ‖U ≥
(
e2/α + 1

)−1/α
α1/αe1/α

(
sup
n≥1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α

)
.

Легко бачити, що sup
n≥1

(E|ξ|n)1/n

n1/α ≤ sup
u≥1

(E|ξ|u)1/u

u1/α = ‖ξ‖ψ. Тодi

sup
u≥1

(E |ξ|u)1/u

u1/α
≤ sup

n≥2
sup

n−1≤u≤n

(E |ξ|u)1/u

u1/α
≤

≤ sup
n≥2

(E |ξ|n)
1/n

(n− 1)1/α
≤ 21/α sup

n≥1

(E |ξ|n)
1/n

n1/α
,

тому справджуються нерiвностi (3) i (4).

Теорема 3. Для простору Орлiча LU(Ω), де U(x) задана у виглядi (2),
справджується умова H iз константою

CU = 4 · 9 1
α

(
CψU

CUψ

)2

,

де CψU та CUψ визначенi у теоремi 2.

Доведення. Нехай ξk, k = 1, 2, . . . , n – незалежнi випадковi величини з
простору Орлiча LU(Ω), тодi з теореми 2 випливає, що

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U

≤ C2
ψU

n∑

k=1

‖ξk‖2
ψ , (5)

де ψ(u) = u1/α. Iз викладок у прикладi 1 маємо:
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥

2

ψ

≤ 4 · 9 1
α

n∑
i=1

‖ξi‖2
ψ . (6)
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Iз теореми 2 та нерiвностей (5) i (6) виплває нерiвнiсть:
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

ξk

∥∥∥∥∥

2

U

≤ C2
ψU · 4 · 9

1
α

1

C2
Uψ

n∑

k=1

‖ξk‖2
U ,

що й треба було довести.
Висновки. В роботi сформульованi деякi вiдомостi з теорiї просторiв Fψ(Ω)
i властивостi просторiв Орлiча. Встановлено зв’язок мiж просторами Орлiча
i просторами Fψ(Ω). Знайдено умови при яких для дослiджуваного простору
Орлiча виконується умова H.
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