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Let p be an odd prime and H be a finite group with normal Sylow p-subgroup P . It’s have been settled
in the paper, that problem of the description up to isomorphism of all extensions of an arbitrary divisible
abelian p-group with minimality condition by the group H is wild, when group P is not cyclic of order
pr (r ≤ 2).

Íåõàé p � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, H � ñêií÷åííà ãðóïà ç íîðìàëüíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ P .
Ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à îïèñàííÿ âñiõ íåiçîìîðôíèõ ðîçøèðåíü äîâiëüíî¨ ïîâíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðóïè ç
óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi çà äîïîìîãîþ ãðóïè H ¹ äèêîþ, ÿêùî P íå ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó pr

(r ≤ 2).

Èññëåäîâàíèÿì ñâîéñòâ ÷åðíèêîâñêèõ ãðóïï ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì. [1�7]).
Ïóñòü M � ïîëíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè. Â [6,7] íà îñíî-

âàíèè òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ p-àäè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï èçó÷àþòñÿ
÷åðíèêîâñêèå p-ãðóïïû G(M,H), ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèÿìè ãðóïïû M ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íîé p-ãðóïïû H. Â ÷àñòíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êëàññèôèöèðîâàíû
âñå òàêèå ðàñøèðåíèÿ, êîãäà H � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pr (r ≤ 2). Äîêàçàíî
òàêæå, ÷òî â ñëó÷àè íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ íåèçîìîð-
ôíûõ ÷åðíèêîâñêèõ p-ãðóïï âèäà G(M,H), ãäå H � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò
öèêëè÷åñêîé ïîðÿäêà pr (r ≤ 2), ÿâëÿåòñÿ äèêîé çàäà÷åé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p
îïèñàíèå âñåõ íåèçîìîðôíûõ ðàñøèðåíèé ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû
M ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé ãðóïïû H ñ íîðìàëüíîé ñèëîâ-
ñêîé p-ïîäãðóïïîé P ÿâëÿåòñÿ äèêîé çàäà÷åé, åñëè P íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïîé ïîðÿäêà pr (r ≤ 2).

Ïóñòü M � âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ êâàçèöèêëè÷åñêîé p-ãðóïïû
T , ò. å.

M = M1+̇ · · · +̇Mn, (1)

ãäå Mi = T (i = 1, 2, . . . , n). Èçâåñòíî [2], ÷òî ãðóïïà AutM èçîìîðôíà ïîëíîé
ëèíåéíîé ãðóïïå GL(n,Zp), ãäå Zp � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Îòñþäà è
èç òåîðèè ðàñøèðåíèé ãðóïï [2, 8] âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå ðàñøèðåíèå G ãðóïïû M ñ
ïîìîùüþ êîíå÷íîé ãðóïïû H îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
Γ ñòåïåíè n ãðóïïû H íàä êîëüöîì Zp è íåêîòîðîé ñèñòåìîé ôàêòîðîâ {µu,v} (u,
v ∈ H; µu,v ∈M). Îáîçíà÷èì òàêîå ðàñøèðåíèå ÷åðåç G(M,H,Γ, {µu,v}).

Ïóñòü {ar | r = 0, 1, 2, . . .} � îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû T , ïðè÷åì pa0 = 0,
par = ar−1 (r ∈ N). Åñëè A = ‖αij‖ ∈ GL(n,Zp) (αij ∈ Zp), è m = (m1, . . . ,mn)

(mi ∈Mi = T , i = 1, . . . , n), αij = x
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòðè÷íûå Zp-ïðåäñòàâëåíèÿ Γ : h → Γh è ∆ : h → ∆h ñòåïå-
íè n êîíå÷íîé ãðóïïû H íàçûâàþòñÿ îáîáùåííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
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òàêèå ìàòðèöà C ∈ GL(n,Zp) è àâòîìîðôèçì ψ ãðóïïû H, ÷òî

CΓh = ∆ψ(h)C (h ∈ H). (2)

Ïóñòü äàëåå M � p-ãðóïïà âèäà (1), H � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 1 ( [7]). Èç èçîìîðôèçìà ãðóïï G1 = G(M,H,Γ, {µu,v}) è G2 = G(M,H,∆,
{µ′u,v}) âûòåêàåò îáîáùåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé Γ è ∆.

Ëåììà 2 ( [7]). Ïóñòü Zp-ïðåäñòàâëåíèÿ Γ è ∆ ñòåïåíè n ãðóïïû H îáîáùåííî

ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå C ∈ GL(n,Zp) è ψ ∈ AutH, ÷òî èìååò

ìåñòî (1). Òîãäà ãðóïïà G1 = G(M,H,Γ, {µu,v}) èçîìîðôíà ãðóïïå G2 = G(M,H,∆,
{µ′u,v}), ãäå µ′u,v = C(µψ−1(u),ψ−1(v)) (u, v ∈ H).

Ëåììà 3. Ãðóïïû G1 = G(M,H,Γ, {µu,v}) è G2 = G(M,H,Γ, {νu,v}) èçîìîðô-

íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ìàòðèöà C ∈ GL(n,Zp) è àâòî-

ìîðôèçì ψ ãðóïïû H, ÷òî CΓh = Γψ(h)C (h ∈ H) è ñèñòåìû ôàêòîðîâ {µu,v},
{C−1(νψ(u),ψ(v))} (u, v ∈ H) ýêèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G1 íà G2 è h
′

(h′′) � ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà ãðóïïû G1 (G2) ïî ïîäãðóïïåM , ñîîòâåòñòâó-
þùèé ýëåìåíòó h ãðóïïû H. Òîãäà f(M) = M è f(h′) = ψ(h)′′mh, äëÿ íåêîòîðîãî
àâòîìîðôèçìà ψ ãðóïïû H è mh ∈M , h ∈ H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C îãðàíè÷åíèå f íà
M . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G2 = G(M,H,Γ(ψ), {ν ′u,v}), ãäå Γ(ψ) : h → Γψ(h) (h ∈ H), ν ′u,v =

= νψ(u),ψ(v) (u, v ∈ H). Ñëåäîâàòåëüíî, f : G(M,H,Γ, {µu,v}) ∼= G(M,H,Γ(ψ), {ν ′u,v}),
ïðè÷åì â ñèëó ëåìû 1 CΓh = Γ

(ψ)
h C (h ∈ H) è f ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà ñìåæíûå

êëàññû ãðóïï G1 è G2 ïî ïîäãóïïå M , ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó
ãðóïïûH. Òàê êàê C−1Γ

(ψ)
h = ΓhC

−1 (h ∈ H), òî ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîð-
ôèçì f ′ ãðóïïû G2 = G(M,H,Γ(ψ), {ν ′u,v}) íà ãðóïïó G3 = G(M,H,Γ, {C−1(ν ′u,v)}),
÷òî îãðàíè÷åíèå f ′ íà M ñîâïàäàåò ñ C−1 è f ′ ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà ñìåæíûå
êëàññû ãðóïï G2 è G3 ïî ïîäãóïïå M , ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó
ãðóïïû H. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàñøèðåíèÿ G1 è G3 ýêâèâàëåíòíû, à, ñëåäîâàòåëüíî,
ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèñòåìû ôàêòîðîâ.

Íàîáîðîò, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû C ∈ GL(n,Zp) è íåêîòîðîãî àâòîìîðôè-
çìà ψ ãðóïïû H èìååì, ÷òî CΓh = Γψ(h)C (h ∈ H) è ñèñòåìû ôàêòîðîâ {µu,v},
{C−1(νψ(u),ψ(v))} (u, v ∈ H) ýêèâàëåíòíû, òî ðàñøèðåíèÿ G1 è G3 ýêâèâàëåíòíû, à,
ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíû. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3 ñðàçó êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ëåììó.

Ëåììà 4 ( [7]). Ïóñòü M � p-ãðóïïà âèäà (1), H � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ

ãðóïïà, G1, G2 � ðàñùåïëÿåìûå ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû M ñ ïîìîùüþ ãðóïïû H, îïðå-

äåëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî Zp-ïðåäñòàâëåíèÿìè Γ è ∆ ãðóïïû H. Ãðóïïû G1 è

G2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ Γ è ∆ îáîáùåííî ýêâè-

âàëåíòíû.

Ëåììà 5. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ íîðìàëüíîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P .
Åñëè çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ íå îáîáùåííî ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû P ÿâëÿåòñÿ äèêîé, òî è çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ íå îáîáùåííî ýêâèâà-

ëåíòíûõ ìàòðè÷íûõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû H ÿâëÿåòñÿ äèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ó ãðóïïû P ñóùåñòâóåò ìàòðè÷íîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå
Γ(A1, A2), çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíûõ n × n-ìàòðèö A1 è A2 íàä êîëüöîì Zp (n
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� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Ïðè÷åì òàêîå, ÷òî èç îáîáùåííîé ýêâèâàëåí-
òíîñòè ïðåäñòàâëåíèé ∆1 = Γ(A1, A2) è ∆2 = Γ(B1, B2), ãäå B1, B2 � ïðîèçâîëüíûå
n×n-ìàòðèöû íàä Zp, ñëåäóåò ÷òî ïàðû ìàòðèö (Ā1, Ā2) è (B̄1, B̄2) ïîäîáíû íàä ïîëåì
Fp = Zp/pZp (Ā � ìàòðèöà íàä ïîëåì Fp, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A íàä Zp ïðèâå-
äåíèåì åå ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ èäåàëà pZp). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆H

i Zp-ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû H, èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèåì ∆i ïîäãðóïïû P (i = 1, 2). Òîãäà èç [9]
âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå (∆H

i )P Zp-ïðåäñòàâëåíèÿ ∆H
i ãðóïïû H íà ïîäãðóïïó P

ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà

Θi : h→
(

∆i(h) 0
0 ∆′i(h)

)
(h ∈ P ),

ãäå ∆′i : h → ∆′i(h) � íåêîòîðîå ìàòðè÷íîå Zp-ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû P , i = 1, 2.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ∆H

1 è ∆H
2 ãðóïïû H îáîáùåííî ýêâèâà-

ëåíòíû. Òîãäà èç õàðàêòåðèñòè÷íîñòè íîðìàëüíîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû
H ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ Θ1 è Θ2 îáîáùåííî ýêâèâàëåíòíû, ò.å. äëÿ íåêîòî-
ðîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû P ïðåäñòàâëåíèÿ Θ1 è Θ′2 : h → Θ2(ϕ(h)) ãðóïïû P
ýêâèâàëåíòíû. Îòñþäà è èç ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Êðóëëÿ-Øìèäòà äëÿ Zp-ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû P (ñì. [10]) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ íîðìàëüíîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé
P , êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà pr (r ≤ 2, p 6= 2). Îïèñàíèå
âñåõ íåèçîìîðôíûõ ðàñøèðåíèé ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé àáåëåâîé p-ãðóïïû ñ óñëîâèåì

ìèíèìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ãðóïïû H äèêàÿ çàäà÷à.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû â [7] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à
êëàññèôèêàöèè âñåõ Zp-ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû P ñ òî÷íîñòüþ äî îáîáùåííîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ äèêîé. Îòñþäà è èç ëåìì 4, 5 ñðàçó âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.
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