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ОПИС ПОЗДОВЖНІХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ
ХВИЛЬ РІВНЯННЯМИ МАКСВЕЛЛА

Поздовжні електромагнітно-скалярні хвилі одержано у якості розв’язку узагальненої системи рівняньМаксвел-
ла, яка є максимально симетричною формою цих рівнянь. Особливо важливим результатом є отримання по-
здовжніх електричної і скалярної хвиль у якості безпосереднього розв’язку стандартної системи рівнянь Ма-
ксвелла з густинами струмів і зарядів градієнтного типу. Представлено строге математичне доведення, що
поздовжні електрична і скалярна хвилі існують у околі струмів і зарядів, які їх породжують. Вказано на мо-
жливість застосування отриманих результатів до фізичної інтерпретації сучасних експериментів, у яких реє-
струються поздовжні електромагнітні хвилі.
Ключові слова: рівняння Максвелла, електромагнітне поле, класична електродинаміка, поздовжні електрома-
гнітні хвилі.

Вступ

Дослідження проблематики поздовжніх еле-
ктромагнітних хвиль беруть початок від Ні-
коли Тесли. Це майже очевидно [1], хоча з
різних причин сьогодні складно відокреми-
ти легенди про Н. Теслу від його фактичних
результатів щодо передачі електромагнітної
енергії на відстань [2].

Перша відома теоретична робота
про поздовжні електромагнітні хвилі [3]
з’явилася у далекому 1941 р. Більш сучасне
теоретичне обґрунтування існування таких
хвиль [4] спиралось на зв’язок рівнянь Ма-
ксвелла з безмасовим рівнянням Дірака, а
для останнього існування поздовжніх ком-
понент у загальному розв’язку є очевидним.
Старт у [4] певною мірою завдячує резуль-
татам [5], де визначено відповідності між
розв’язками, симетріями, лагранжіанами та
законами збереження безмасового спінорно-
го поля та електромагнітного поля у термі-
нах напруженостей електричного

−→
E і магні-

тного
−→
H полів.
Безпосередньо проблемі існування по-

здовжніх електромагнітних хвиль були при-
свячена робота [6], а також публікації [7] і
[8]. Одна з ідей полягала у використанні для
цієї мети певним чином узагальнених рів-
нянь Максвелла [9] введених у розгляд на
основі принципу максимально можливої си-
метрії [10], див., наприклад, [11], а також на
основі зв’язку з рівнянням Дірака, як для ви-
падку, коли маса m = 0 [9–11], так і для
загального випадку ненульової маси [12] і
[13]. Нагадаємо, що Дж. К. Максвелл вивів
свою систему рівнянь для опису електрома-
гнітних явищ на основі узагальненого запи-
су всіх відомих законів електродинаміки Фа-
радея, Ампера, Вебера і т.д. і застосування
принципу симетрії. По аналогії з ідеями Ма-
ксвелла у [9–11] використана можливо най-
більш симетрична форма рівнянь Максвел-
ла, що має 256 вимірну алгебру інваріантно-
сті.

У роботах [6–8] поздовжні електрома-
гнітні хвилі розглядались також і у рамках
стандартних рівнянь Максвелла, але у цьому
випадку була виявлена лише поздовжня ком-
понента вектора напруженості електрично-
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го поля
−→
E і скалярна хвиля, напрямок роз-

повсюдження якої співпадав із згаданою по-
здовжньою компонентою

−→
E .

Сьогодні у порівнянні з часами [5–
7] інтерес до проблематики поздовжніх
електромагнітних хвиль надзвичайно виріс.
Перш за все слід відмітити реєстрацію по-
здовжньої електричної хвилі у експеримен-
тах з лазерними пучками. Радіально поля-
ризовані пучки світла реєструвались у [14]
і [15]. У роботі [16] отримано інтенсивні по-
здовжні електричні поля генеровані з попе-
речних електромагнітних хвиль, а у статті
[17] досліджено генерацію поляризаційно-
неоднорідних мод у потужному CO2-лазері.

Cучасні твердження про поздовжні
електромагнітні хвилі у плазмі наведені, на-
приклад, у [18] і [19], у плазмонах – у [20], у
металлах і на поверхні металів – у [21].

З іншого боку, твердження про існува-
ння поздовжніх електромагнітних хвиль пев-
ним чином конфліктує з канонами класичної
електродинаміки Максвелла. Одна з наших
цілей – довести строго математично, що на-
справді жодного протиріччя не існує.

Відомо, що розв’язок вільних рівнянь
Максвелла, тобто електромагнітна хвиля на
асимптотиці, містить лише поперечні компо-
ненти векторів напруженостей електричного−→
E та магнітного

−→
H полів. Але при цьому за-

бувають, що, на відміну від вільних рівнянь
Максвелла, знаходження розв’язків системи
рівнянь Максвелла у неоднорідному середо-
вищі при наявності струмів і зарядів є зовсім
іншою і аж ніяк не простою задачею. Сього-
дні дослідники все частіше стверджують, що
у таких випадках існування поздовжніх еле-
ктромагнітних хвиль не суперечить канонам
електродинаміки Максвелла. Щоб узгодити
останнє твердження з очевидною (експери-
мент плюс теорія) поперечністю електрома-
гнітного поля на асимптотиці у сучасній лі-
тературі все частіше робиться твердження,
відоме ще з [6–8], про існування поздовжніх
електромагнітних хвиль лише у околі стру-
мів і зарядів, які є джерелами електромагні-
тного поля. Якщо заряд великий, наприклад,
планета Земля у цілому, то поздовжня еле-
ктромагнітна хвиля (або лише її електрична
компонента) цілком може мати розміри, на-

приклад, від міста Нью-Йорк до району рі-
чки Підкамінна Тунгуска!

Автори роботи [22] заявили, що їм вда-
лося зареєструвати поздовжні електромагні-
тні хвилі. У дискусії, яка зав’язалася, резуль-
тат [22], як правило, піддається сумнівам.
Наприклад, автор [23] доводить, що у експе-
рименті [22] кулеподібною антеною реєстру-
вались класичні поперечні TEM хвилі, по-
роджені струмами, пов’язаними з планетою
Земля.

Актуальність засосування методів ма-
тематичної фізики у галузі вивчення поздов-
жніх електромагнітних хвиль є очевидною.
Нижче представляємо продовження започа-
ткованих у [6–8] досліджень.

Мінімум необхідних позначень

Система одиниць h̄ = c = 1. Метрика
g = (gµν) = (+ − −−), aµ = gµνaν , по
індексу, що повторюється двічі, – сумуван-
ня, µ = 0, 3, j = 1, 2, 3; M(1, 3) = {x ≡
(xµ) = (x0 = t, −→x ≡ (xj))} – простір-час
Мінковського. Математична коректність за-
стосування методу Фурьє забезпечується ви-
користанням оснащеного простору Гільбер-
та S4,4 ⊂ H4,4 ⊂ S4,4∗. Тут S4,4 – простір
основних функцій Шварца, а S4,4∗ – простір
узагальнених функцій Шварца. Зауважимо,
що у квантово-механічних теоріях, де часо-
ва змінна відіграє роль параметра, слід ви-
користовувати простір S3,4 ⊂ H3,4 ⊂ S3,4∗,
однак у формалізмі явно коваріантної теорії
поля оснащений простір Гільберта вибирає-
мо у вигляді S4,4 ⊂ H4,4 ⊂ S4,4∗.

Поздовжні електромагнітні хвилі в
узагальнених рівняннях Максвел-
ла.

Розглянемо таку узагальнену широко-
симетричну систему рівнянь Максвелла

∂0
−→
E − curl

−→
H = −gradE0,

∂0
−→
H + curl

−→
E = −gradH0,

div
−→
E = −∂0E

0, div
−→
H = −∂0H

0.

(1)
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у якій густини струму і заряду (у тому числі
і магнітні) мають вигляд

−→
j (x) = −gradE0(x),
ρ(x) = −∂0E

0(x),
−→
j mag(x) = −gradH0(x),
ρmag(x) = −∂0H

0(x).

(2)

Розв’язок узагальненої системи рів-
няньМаксвелла (1) шукаємо методомФурьє,
тобто у вигляді інтегралуФурьє. Кінцево цей
розвязок має вигляд:

−→
E (x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 + c2

k⃗
e⃗2 + (c3

k⃗
+ c4

k⃗
)e⃗3

]
e−ikx + A

}
,

A ≡
[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗
1 + c∗2

k⃗
e⃗ ∗
2 + (c∗3

k⃗
+ c∗4

k⃗
)e⃗ ∗

3

]
eikx,

−→
H (x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 − c2

k⃗
e⃗2 + (c3

k⃗
− c4

k⃗
)e⃗3

]
e−ikx −B

}
,

B ≡
[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗
1 − c∗2

k⃗
e⃗ ∗
2 + (c∗3

k⃗
− c∗4

k⃗
)e⃗ ∗

3

]
eikx,

E0(x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

[
(c3

k⃗
+ c4

k⃗
)e−ikx + (c∗3

k⃗
+ c∗4

k⃗
)eikx

]
,

H0(x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

[
(c3

k⃗
− c4

k⃗
)e−ikx − (c∗3

k⃗
− c∗4

k⃗
)eikx

]
.

(3)

У (3) використано наступні позначення:

kx ≡ ωt− k⃗x⃗, ω ≡
√

k⃗2, (4)

e⃗1 =
1

ω
√

2(k1k1 + k2k2)

∣∣∣∣∣∣
ωk2 − ik1k3

−ωk1 − ik2k3

i(k1k1 + k2k2)

∣∣∣∣∣∣ ,
e⃗2 = e⃗ ∗

1 , e⃗3 =
k⃗

ω
, (5)

Тут (e⃗1, e⃗2, e⃗3) – власні вектори квантово-
механічного оператора спіральності для спі-
на s = 1. Довільний коефіцієнт методу Фу-
рьє у (3) вибрано з умови нормування енер-
гії електромагнітного поля, або повної енер-
гії електромагнітно-скалярного поля:

P0 =
1

2

∫
d3x

(−→
E 2 +

−→
H 2 + E2

0 +H2
0

)
=

∫
d3k ω

(∣∣c1
k⃗

∣∣2 + ∣∣c2
k⃗

∣∣2 + ∣∣c3
k⃗

∣∣2 + ∣∣c4
k⃗

∣∣2) . (6)

Бачимо, що (
−→
E (x),

−→
H (x)) – це дій-

сні вектори напруженостей електричного та
магнітного полів записані у термінах ком-
плексних квантово-механічних імпульсно-
спіральних амплітуд (c1

k⃗
, c2

k⃗
, c3

k⃗
, c4

k⃗
) відповід-

них електромагнітно-скалярних хвиль. Оче-
видно, що вектори напруженостей (3) еле-
ктричного

−→
E і магнітного

−→
H полів містять

поздовжні компоненти. Скалярні функції у
(3) також визначають поздовжні хвилі, на-
прямок розповсюдження яких задає хвильо-
вий вектор e⃗3 = k⃗

ω
.

Оскільки густини струмів і зарядів у (2)
задаються тими самими амплітудами, що і
поздовжні електромагнітні та скалярні хвилі
у (3), то робимо висновок, що такі поздовжні
хвилі існують у околі струмів і зарядів (2), які
їх породжують.

Поздовжні електричні хвилі у стан-
дартних рівняннях Максвелла

Розглянемо стандартну систему рівнянь Ма-
ксвелла

∂0
−→
E − curl

−→
H = −gradE0,

∂0
−→
H + curl

−→
E = 0,

div
−→
E = −∂0E

0, div
−→
H = 0,

(7)

у якій густини струму і заряду мають вигляд

−→
j (x) = −gradE0(x), ρ(x) = −∂0E

0(x). (8)

Розв’язок системи рівнянь Максвелла
(7) шукаємо методом Фурьє, тобто у вигля-
ді інтегралуФурьє. Кінцево цей розвязок має
вигляд:
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−→
E (x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 + c2

k⃗
e⃗2 + αk⃗e⃗3

]
e−ikx +

[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗
1 + c∗2

k⃗
e⃗ ∗
2 + α∗

k⃗
e⃗ ∗
3

]
eikx

}
,

−→
H (x) = i

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

{[
c1
k⃗
e⃗1 − c2

k⃗
e⃗2
]
e−ikx −

[
c∗1
k⃗
e⃗ ∗
1 − c∗2

k⃗
e⃗ ∗
2

]
eikx

}
,

E0(x) = 1

(2π)
3
2

∫
d3k

√
ω

2

(
αk⃗e

−ikx + α∗
k⃗
eikx

)
.

(9)

У (9) використано ті ж самі позначення (4),
(5). Довільний коефіцієнт методу Фурьє у (9)

вибрано з умови нормування (6), або з умови
нормування енергії електромагнітного поля:

P0 =
1

2

∫
d3x

(−→
E 2 +

−→
H 2

)
=

∫
d3k ω

(∣∣c1
k⃗

∣∣2 + ∣∣c2
k⃗

∣∣2) .

Очевидно, що вектор напруженості
електричного поля

−→
E (x) у (9) містить по-

здовжню компоненту, амплітуда якої αk⃗.
Скалярна функція E0(x) у (9) має ту саму
амплітуду αk⃗ і також визначає поздовжню
хвилю, напрямок розповсюдження якої задає
хвильовий вектор e⃗3 = k⃗

ω
.

Оскільки густини струму і заряду у (8)
задаються тією самою амплітудою αk⃗, що і
поздовжні електрична та скалярна хвилі у
(9), то робимо висновок, що електрична ком-
понента

−→
E (x) та скалярна хвиля E0(x) існу-

ють у околі струмів і зарядів (8), які їх по-
роджують. Таким чином, якісну гіпотезу, що
поздовжня електрична хвиля існує у околі за-
рядів і струмів, які її породжують, тут дове-
дено строго математично.

Такий самий висновок стосується та-
кож і поздовжніх електромагнітних та ска-
лярних хвиль у (3).

Перевірка справедливості отриманих
розв’язків (3), (9) здійснюється їх безпосере-
дньою підстановкою у рівняння (1), (7), від-
повідно.

Висновки

Важливо, що існування поздовжніх компо-
нент векторів напруженостей електричного

−→
E (x) і магнітного

−→
H (x) полів, а також відпо-

відних скалярних хвильE0(x),H0(x), напря-
мок розповсюдження яких задає хвильовий
вектор e⃗3 = k⃗

ω
, доведено не лише як наслі-

док узагальненої системи рівняньМаксвелла
(1). Поздовжню компоненту вектора напру-
женості електричного поля

−→
E (x) (9) та від-

повідну скалярну хвилю E0(x) тут знайдено
у якості розв’язків стандартної системи рів-
нянь Максвелла (7) з густинами струмів і за-
рядів градієнтного типу (8). Як видно з (8) і
(9), густина такого заряду здійснює періоди-
чну осциляцію у часі з частотою ω і може мо-
делювати електрони, іони та інші заряджені
частинки плазми (або кілька заряджених ча-
стинок), що знаходяться у зовнішньому еле-
ктромагнітному полі цієї частоти. Особливо
слід відмітити, що у експериментах [14–17]
з лазерними пучками реєструється саме по-
здовжня електрична хвиля.

Твердження, що поздовжня електрична
хвиля існує у околі зарядів і струмів, які її
породжують, тут доведено строго математи-
чно. Представлений результат має безпосе-
реднє відношення до фізичної інтерпрета-
ції експериментів [14–22] і використаних там
фізичних моделей.
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ОПИСАНИЕ ПРОДОЛЬНЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН УРАВНЕНИЯМИ

МАКСВЕЛЛА

Продольные электромагнитно-скалярные волны получены в качестве решения обобщенной системы уравне-
ний Максвелла, которая является максимально симметричной формой этих уравнений. Особенно важным ре-
зультатом является получение продольных электрической и скалярной волн в качестве непосредственного ре-
шения стандартной системы уравнений Максвелла с плотностями токов и зарядов градиентного типа. Пред-
ставлено строгое математическое доказательство, что продольные электрическая и скалярная волны существу-
ют в окрестности токов и зарядов, которые их порождают. Отмечена возможность применения полученных ре-
зультатов к физической интерпретации современных экспериментов, в которых регистрируются продольные
электромагнитные волны.
Ключевые слова: уравнения Максвелла, электромагнитное поле, классическая электродинамика, продольные
электромагнитные волны.
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DESCRIPTION OF THE LONGITUDINAL
ELECTROMAGNETIC WAVES BY THE MAXWELL

EQUATIONS

Purpose. The long time discussion on existence, or not existence, of longitudinal electromagnetic waves both in na-
ture and in Maxwell classical electrodynamics is under consideration. The modern experiments on the existence of
such waves are reviewed briefly. The link between the longitudinal electromagnetic waves and the system of Maxwell
equations is demonstrated.
Methods. Maxwell classical electrodynamics, Fourier method, Fourier transform, amplitude analysis.
Results. The longitudinal wave component of the electric field strength vector is found as an exact solution of the
standard Maxwell equations with specific currents and charges of the gradient type. The corresponded scalar wave
component, which is propagated in the same direction, is found as well. The longitudinal components of both electric
and magnetic field strengths, together with two corresponded scalar waves, are found as the exact solution of general-
ized Maxwell equations, which are characterized by the maximally high symmetry properties.
Conclusions. The analysis of found solutions demonstrates that longitudinal components are located near the corre-
sponded current and charge densities, which are the sources of such fields. It follows from the fact that current and
charge densities and the corresponded longitudinal components in the solutions are determined by the same amplitudes.
The best examples of corresponding physical reality are such big charges as the whole water area of closed sea, the
planet Earth in general, their oscillations and corresponding longitudinal electric and scalar waves.
Keywords: the Maxwell equations, electromagnetic field, classical electrodynamics, longitudinal electromagnetic
waves.
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