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ВСТУП

Останнi 10-15 рокiв можна назвати перiодом стрiмкого розвитку технi-
чних засобiв та iнформацiйних технологiй, що призвело до рiзкого зроста-
ння об’єму iнформацiї, складностi задач i до точностi аналiзу даних. У
зв’язку з цим спостерiгається пiдвищений iнтерес до нейромереж, якi зна-
йшли застосування у рiзних галузях людської дiяльностi — розпiзнаваннi
образiв, прогнозуваннi, бiзнесi, медицинi, технiцi [1-10]. Ефективне засто-
сування нейромереж для розв’язування практичних задач у сферах:

• космонавтики — для побудови систем автоматичного пiлотування лi-
такiв, iмiтацiї польоту, обробки аерокосмiчної iнформацiї;

• машинобудування — для проектування автоматичних систем керува-
ння;

• вiйськової справи — для керування зброєю, видiлення та розпiзнавання
об’єктiв, обробки звукових, радiолокацiйних i телевiзiйних зображень;

• фiнансової справи — для аналiзу кредитних потокiв, загального фi-
нансового аналiзу;

• передачi даних — для стиснення даних, класифiкацiї звукових та дис-
кретних сигналiв

стане можливим, якщо будуть розробленi практично придатнi методи син-
тезу одного нейроелемента та синтезу логiчних схем iз них. Отже, розробка
нових методiв синтезу нейроелементiв i нейромереж є актуальною i практи-
чно важливою задачею.

Метою монографiї є систематизацiя та розробка нових методiв перевiрки
реалiзованостi дискретних функцiй одним нейроелементом, синтезу нейро-
елементiв, встановлення нових властивостей нейрофункцiй i синтезу логi-
чних схем iз нейроелементiв для обробки дискретних сигналiв i зображень.
Основнi результати монографiї частково опублiкованi у працях [11-42].

Монографiя складається з п’яти роздiлiв.
У першому роздiлi вивчаються властивостi матриць толерантностi i на

їх основi встановлюються новi критерiї реалiзованостi функцiй алгебри ло-
гiки одним нейронним елементом (НЕ) з пороговою функцiєю активацiї. У
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цьому ж роздiлi наводиться алгоритм синтезу оптимального цiлочислового
НЕ.

У другому роздiлi розглядаються такi перетворення в спектральнiй
областi бульових функцiй, якi дозволяють встановити реалiзованiсть функ-
цiй алгебри логiки комбiнацiйною схемою з одного НЕ та суматорiв за
mod 2. Показано, що iснує пiдклас бульових нейрофункцiй, елементи якого
утворюють стандартний базис певного групового кiльця.

У третьому роздiлi дослiджуються нейроелементи з узагальненою поро-
говою функцiєю активацiї i наводяться методи їх синтезу. Розглядаються
також двопороговi нейроелементи i встановлено умови реалiзованостi бу-
льових функцiй на таких елементах.

У четвертому роздiлi розроблено спектральний метод синтезу багато-
значного нейроелемента над скiнченним полем Галуа та синтез комбiнацiй-
них схем iз них. Встановлено критерiй реалiзованостi дискретних функцiй
одним багатозначним нейроелементом. Описано iнварiантнi операцiї над
дискретними нейрофункцiями.

У п’ятому роздiлi розроблено метод синтезу нейромережевих схем для
розпiзнавання дискретних зображень i сигналiв. Дослiджується ефектив-
нiсть функцiонування побудованої схеми. У цьому ж роздiлi розроблено
метод представлення двовимiрних та багатовимiрних зображень у нейро-
базисi.

Автор висловлює щиру подяку Коцовському В.М. за ряд цiнних порад
та допомогу у пiдготовцi роботи до друку.
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РОЗДIЛ 1
МАТРИЦI ТОЛЕРАНТНОСТI ТА БУЛЬОВI НЕЙРОФУНКЦIЇ

У цьому роздiлi вводиться поняття матриць толерантностi i
вивчаються їх основнi властивостi. Встановлено критерiй зоб-
раження пiдмножин бульових векторiв матрицями толерант-
ностi. Наведенi критерiй i ряд необхiдних i достатнiх умов
реалiзованостi бульових функцiй одним нейронним елементом, розро-
блено метод синтезу оптимального цiлочислового нейронного елемента
(НЕ) з пороговою функцiєю активацiї.

1.1. Матрицi толерантностi та їх основнi властивостi

Нехай Z2 = {0, 1} i Zn
2 — n-а декартова степiнь множини Z2. Визначимо

на множинi Zn
2 вiдношення толерантностi τ так: (α1, . . . , αn)τ(β1, . . . βn) ⇔

∃i(αi = βi). Класом толерантностi вiдносно τ називається максимальна
пiдмножина множини Zn

2 , елементи якої попарно толерантнi. Множину,
яка складається з усiх класiв толерантностi вiдносно τ , позначимо через
Mτ . Складемо найрiзноманiтнiшi матрицi, рядками яких будуть n-вимiрнi
бульовi вектори, якi є елементами класу толерантностi N ∈ Mτ , тобто
N → Nξ — матриця, нумерацiя рядкiв у якiй визначається елементом ξ

симетричної групи Sm, де m = |N | — кiлькiсть елементiв класу N . Нехай
S(N) — множина всiх матриць, побудованих iз елементiв класу толерант-
ностi N i M =

⋃
N∈Mτ

S(N). Елементи множини M назвемо матрицями

толерантностi вiдношення τ . Якщо N ∈ Mτ , то |N | = 2n−1. Дiйсно, якщо
N ∈Mτ , то для довiльного (α1, . . . , αn) ∈ N має мiсце (α1, . . . , αn) 6∈ N , де
αi — iнвертоване значення αi.

Нехай Ωn — множина всiх n-вимiрних дiйсних векторiв w, таких, що для
всiх рiзних x1,x2 ∈ Zn

2 числа (x1,w) i (x2,w) рiзнi ((xi,w) — скалярний
добуток векторiв xi,w).

Нехай c1 > c2 > . . . > c2n, розташованi у порядку спадання, зваженi
суми w(x) = (x,w) при фiксованому w ∈ Ωn для всiх наборiв x ∈ Zn

2 i
cw = (c1, c2 . . . , c2n). Кожнiй матрицi толерантностi N = (αij) поставимо
у вiдповiднiсть матрицю N ∗ = (αsj) наступним чином: s = 2n−1 − i + 1
i αsj = αij. Визначимо над матрицями толерантностi N i N ∗ операцiю �
так: N �N ∗ =

(
N
N ∗
)
.
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Теорема 1.1. Якщо w ∈ Ωn i Zw матриця над Z2 розмiром 2n× n, що
задовольняє умову

Zw ·wT = cT
w, (1.1)

тодi в множинi матриць толерантностi M знайдеться така матриця
Lw, що Zw = Lw � L∗w (·, T — вiдповiдно операцiї матричного множення
та транспонування матриць).

Доведення. З означення множини Ωn випливає, що для кожного w ∈
Ωn можна побудувати матрицю Zw розмiру 2n × n на множинi Z2, яка
задовольняє умову (1.1). Матрицю, яка складається з перших 2n−1 рядкiв
матрицi Zw, позначимо через Lw. Покажемо, що вектори a = (α1, . . . , αn)
i a = (α1, . . . , αn) одночасно не можуть бути рядками матрицi Lw. Якщо
припускати протилежне, тодi числа cp = (a,w) i cq = (a,w) належать
множинi {(x,w) | x ∈ m(Lw)}, де m(Lw) — сукупнiсть бульових векторiв,
якi утворенi з усiх рядкiв матрицi Lw. Отже, p, q ∈ {1, 2, . . . , 2n−1}. Нехай
cp > cq i y = (1, 1, . . . , 1). Тодi cq = (y,w)− cp i, враховуючи (1.1), маємо:

q = 2n − p+ 1. (1.2)

Отже, якщо p ∈ {1, 2, . . . , 2n−1}, то q 6∈ {1, 2, . . . , 2n−1}, а це суперечить
умовi p, q ∈ {1, 2, . . . , 2n−1}. Таким чином, наше припущення невiрне, тобто
Lw ∈M .

Якщо cp пробiгає множину {c1, c2, . . . , c2n−1}, то згiдно з (1.2) cq ∈
{c2n−1+1, . . . , c2n}. Отже, Zw = Lw � L∗w.

Нехай w — фiксований вектор множини Ωn i ρ(w) — упорядкована
множина n-вимiрних бульових векторiв x1,x2 . . . ,x2n таких, що (xi,w)>
(xj,w), якщо i < j. Очевидно, що ρ на множинi Ωn iндукує вiдношення
еквiвалентностi: w ∼ v ⇔ ρ(w) = ρ(v). Класи еквiвалентностi множини
Ωn, якi породженi вiдношенням ρ, позначимо через Ωi

n, i = 1, 2, . . . , t.
Нехай wi ∈ Ωi

n i вiдображення ψ кожному класу Ωi
n однозначно ста-

вить у вiдповiднiсть матрицю толерантностi Lwi
, що задовольняє умову

(Lwi
� L∗wi

) · wT
i = cT

wi
. Тодi на основi теореми 1.1 вiдображення ψ задає

бiєктивне вiдображення {Ωi
n|i = 1, 2, . . . , t} на множину En =

⋃
w∈Ωn

Lw. От-

же, за допомогою матриць толерантностi з En однозначно можна вiдновити
представникiв wi класiв еквiвалентностi Ωi

n ⊂ Ωn.
Множина Zn

2 утворює абелеву групу вiдносно операцiї покомпонентно-
го додавання за mod 2. Розглянемо iзоморфну до неї абелеву групу Gn =
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{((−1)x1, . . . , (−1)xn) | (x1, . . . , xn) ∈ ∈ Zn
2} вiдносно операцiї покомпонен-

тного множення i визначимо дiї групи Gn на множинах Ωn i En так: якщо
g = = (γ1, . . . , γn) ∈ Gn i w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn, L = (αij) ∈ En, тодi
gw = (γ1ω1, . . . , γnωn), а gL = (βij), де βij = αij, коли γj = 1 i βij = αij,
коли γj = −1.

Результат дiї елемента σ ∈ Sn на w = (ω1, . . . , ωn) ∈ ∈ Ωn i L = (αij) ∈
En визначимо наступним чином: wσ = = (ωσ(1), . . . , ωσ(n)), L

σ = (αiσ(j)).
Нехай Ω−

n = {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn | 0 > ω1 > . . . > ωn}, E−
n = =

⋃
w∈Ω−

n

Lw i

E ′
n = {(gL)σ | L ∈ E−

n , g ∈ Gn, σ ∈ Sn}.
Теорема 1.2. Множина E ′

n спiвпадає iз множиною матриць
толерантностi En.

Доведення. Нехай w — довiльний вектор множини Ωn i Lw = (αij) така
матриця толерантностi з En, що

L̃w ·wT = cT
w, (1.3)

де L̃w = Lw � L∗w. Покажемо, що Lw належить множинi E ′
n. Нехай усi

координати вектора w вiд’ємнi. Тодi для w можна вказати такий σ ∈ Sn,
що wσ = w1 ∈ Ω−

n . Множина E−
n мiстить матрицю Nw1

, таку, що Ñw1
·wT

1 =
cT
w1

. Отже,

cT
w1

= Ñw1
·wT

1 = Ñw1
· (wσ)T = Ñσ−1

w1
·wT = cT

w (1.4)

З (1.3) i (1.4) маємо: Lw = Nσ−1

w1
∈ E ′

n.
Розглянемо випадок, коли хоча б одна координата вектора w ∈ Ωn до-

датна. Тодi для w знайдеться такий елемент g = (γ1, . . . , γn ∈ Gn i σ ∈ Sn,

що (gw)σ = w1 ∈ Ω−
n . Нехай c′r =

n∑
i=1

(ωiγi)αri, cr =
n∑

i=1
ωi(γiαri) i δ : c′r → cr.

Вiдображення δ задає монотонний iзоморфiзм мiж упорядкованими мно-
жинами c′w = (c′1, . . . , c

′
2n) i cw = (c1, . . . , c2n). Це означає, що

c′w
T

= Ñw1
·wT

1 = Ñw1
· ((gw)σ)T = Ñσ−1

w1
· (gw)T δ→

δ→ (gÑσ−1

w1
) ·wT = cT

w

i Lw = gÑσ−1

w1
∈ E ′

n. Отже, En ⊂ E ′
n.

Доведемо зараз обернене включення. Нехай w1 — довiльний вектор мно-
жини Ω−

n i Nw1
— матриця множини E−

n , яка задовольняє умову Ñw1
·wT

1 =
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cT
w1

. За побудовою Ω−
n для довiльних g ∈ Gn, σ ∈ Sn вектор w = (gw1)

σ

належить множинi Ωn i

c′w
T

= Ñw1
· (gwσ−1

)T δ→ gÑw1
· (wσ−1

)T = (gÑw1
)σ ·wT = cT

w.

Отже, Lw = (gNw1
)σ ∈ En, тобто E ′

n ⊂ En. Теорему доведено.

Основнi властивостi матриць толерантностi множини En.

1. Якщо матриця толерантностi Lw ∈ En, тодi Lσ
w також належить En при

будь-яких σ ∈ Sn.
Дiйсно, (Lσ

w � L∗σw) · (wσ)T = (Lw � L∗w) ·wT .
2. Якщо матриця толерантностi Lw належить множинi En, тодi матриця
gLw ∈ En для будь-якого g = (γ1, . . . , γn) ∈ Gn.

Доведення безпосередньо випливає з наступного спiввiдношення:

c′w
T

= (gLw � (gLw)∗) · (gw)T ε→ (Lw � L∗w) ·wT = cT
w,

де

Lw � L∗w = (αri), ε :
n∑

i=1

(γiαri)(γiωi) →
n∑

i=1

αriωi, (r = 1, . . . , 2n)

задає монотонний iзоморфiзм мiж упорядкованими множинами c′w =
(c′1, . . . , c

′
2n), cw = (c1, . . . , c2n).

Iз властивостей 1 та 2 маємо:
3. Якщо Lw — довiльна матриця толерантностi з En, тодi gLσ

w також є
матрицею толерантностi з En при будь-яких g ∈ Gn та σ ∈ Sn, тобто
множина En замкнена вiдносно групових перетворень Gn i Sn.

Нехай w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn i Lw ∈ En, тобто (Lw � L∗w) ×
×wT = cT

w. Виникає питання, чи належить матриця L∗w множинi En? У за-
гальному випадку можна стверджувати, що L∗w є матрицею толерантностi,
але не завжди належить En, тобто множина En не є замкненою вiдносно
операцiї, за якої будуємо матрицю L∗w з Lw. Покажемо це на наступному
прикладi. Нехай n = 3. Множина E−

3 , очевидно, складається з двох мат-
риць:

E−
3 =

L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

 ; L2 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .
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Розглянемо вектор w = (−1;−2;−2, 5) ∈ Ω−
3 , для якого Lw = = L2 i

L∗w =


1 1 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .

Легко бачити, що для ∀g ∈ G3, ∀σ ∈ S3 матриця толерантностi (gL∗w)σ

не належить E−
3 . Тодi на основi теореми 1.2 можна стверджувати, що

L∗w 6∈ E3. Iз цих мiркувань випливає, що матриця L∗w належить множинi
En тiльки в тому випадку, коли g1L

∗
w ∈ E−

n , де g1 = ((−1)α∗
11, . . . , (−1)α∗

1n)
i (α∗11, . . . , α

∗
1n) — перший рядок матрицi L∗w. Очевидно, що L∗∗w = (L∗w)∗ =

Lw. За допомогою простої перевiрки легко переконатися, що

E−
1 = {L1 = (0)}, E−

2 =

{
L1 =

(
0 0
1 0

)}
;

E−
3 =

L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

 ; L2 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

E−
4 = {L1, L2, . . . , L14}, де

L1 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 1 0


; L2 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1


;



12

L3 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 1 1 0


; L4 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0


;

L5 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1


; L6 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1


;

L7 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 1 0


; L8 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1


;

L9 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
0 1 1 0


; L10 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0


;
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L11 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0


; L12 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 1


;

L13 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 0
0 0 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1


; L14 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1


.

1.2. Критерiй зображення бульових векторiв
матрицями толерантностi

Нехай A = {a1, . . . , aq} — довiльна пiдмножина множини Zn
2 i A′ =

Zn
2 \ A — рiзниця множин Zn

2 i A. З елементiв множини A побудуємо
матрицю Aξ наступним чином: першим рядком матрицi Aξ буде вектор
aξ(1) = (αξ(1)1, . . . , αξ(1)n) з A, другим рядком матрицi буде вектор aξ(2) =
(αξ(2)1, . . . , αξ(2)n), останнiм рядком Aξ буде aξ(q) = (αξ(q)1, . . . , αξ(q)n), де
ξ(i) — дiя пiдстановки ξ ∈ Sq на i.

Матрицю N , побудовану з перших r рядкiв матрицi толерантностi L ∈
En, називають передматрицею толерантностi i позначають N = L(r).

Будемо вважати, що множина A ⊆ Zn
2 допускає зображе-

ння матрицями толерантностi з En, якщо iснує такий елемент
ξ ∈ Sq (q = |A|) i матриця толерантностi L ∈ En, що справджується одна
з умов:

1) Aξ = L(q), якщо q ≤ 2n−1;

2) A′ξ = L(q′), де q′ = 2n − q, якщо q > 2n−1.
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Зауваження. Якщо A = ∅, то вважаємо, що Aξ = L(0), де L — довiль-
на матриця з En.

Визначимо опуклу оболонку convA множини A ⊆ Zn
2 наступним чином:

convA = {x ∈ [0, 1]n | x =

q∑
i=1

λiai,

q∑
i=1

λi = 1,

λ1 ≥ 0, . . . , λq ≥ 0; a1, . . . , aq ∈ A}.
Теорема 1.3. Множина A ⊆ Zn

2 допускає зображення матрицями
толерантностi з En тодi i тiльки тодi, коли convA ∩ convA′ = ∅.

Доведення. Необхiднiсть доведемо вiд супротивного. Припустимо, що
convA ∩ convA′ 6= ∅ i A допускає зображення матрицями толерантностi
з En. Розглянемо випадок, коли q ≤ 2n−1. Тодi iснує такий ξ ∈ Sq i L =
Lw ∈ En, що Aξ = Lw(q). Iз останнього спiввiдношення випливає, що для
всiх a ∈ A i для всiх b ∈ A′

(a,w) > (b,w). (1.5)

Нехай d ∈ convA ∩ convA′. Тодi

d =

q∑
i=1

λiai;

q∑
i=1

λi = 1; λ1, . . . λq ≥ 0; a1, . . . , aq ∈ A, (1.6)

i

d =

q′∑
i=1

λ′ibi;

q′∑
i=1

λ′i = 1; λ′1, . . . λ
′
q′ ≥ 0; b1, . . . ,bq′ ∈ A′. (1.7)

Нехай ωmin = min {(ai,w) | i = 1, 2, . . . , q} i ω′max =
= max {(bj,w) | j = 1, 2, . . . , q′}. На основi (1.5)-(1.7) маємо:

(d,w) =
q∑

i=1
λi(ai,w) ≥

(
q∑

i=1
λi

)
ωmin > ω′max =

=

(
q′∑

j=1
λ′j

)
ω′max ≥

q′∑
j=1

λ′j(bj,w) = (d,w).

Одержана нерiвнiсть (d,w) > (d,w) показує, що наше припущення, що
convA ∩ convA′ 6= ∅ при Aξ = Lw(q) є невiрним. Отже, при q ≤ 2n−1,
необхiднiсть доведено.
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У випадку, коли q > 2n−1, для A′ iснує такий елемент σ ∈ Sn i
матриця толерантностi Lv ∈ En, що (A′)σ = Lv(q′). Тодi, аналогiчно,
як у попередньому випадку, можна показати, що (d,v) > (d,v), якщо
d ∈ convA ∩ convA′. Одержане протирiччя показує неможливiсть нашого
припущення i в цьому випадку. Отже, необхiднiсть доведено повнiстю.

Покажемо, що коли convA ∩ convA′ = ∅, то A допускає зображення
матрицями толерантностi з En.

За допомогою опуклих оболонок convA i convA′ побудуємо множину

D = {d = a− b | a ∈ convA, b ∈ convA′},

яка, очевидно, опукла i не мiстить нульовий вектор 0, оскiльки convA ∩
convA′ = ∅. Опуклi оболонки convA i convA′ компактнi [43], отже, мно-
жина D також компактна, i тому замкнена. Тодi, на основi теореми про
вiдокремлення [44], можна стверджувати, що для D у n-вимiрному евклi-
довому просторi Rn iснує така гiперплощина π = {x ∈ Rn | (p,x) = p0}
(p 6= 0), p0 ∈ R, яка задовольняє умови

p0 = (p,0) = 0 (1.8)

i для всiх d ∈ D
(p,d) < p0. (1.9)

Враховуючи, що d = a−b (a ∈ convA, b ∈ convA′) з останньої нерiвностi
випливає, що

(p, a) < (p,b), (1.10)

для будь-яких a ∈ convA i для всiх b ∈ convA′. Отже, нерiвнiсть (1.10)
має мiсце для всiх a ∈ A i для всiх b ∈ A′. Якщо q ≤ 2n−1, то вектор
v = −p задовольняє умову:

для всiх a ∈ A i для всiх b ∈ A′ (v, a) > (v,b). (1.11)

Тодi, як показано в [45], iснує такий вектор w ∈ Ωn, який задовольняє
(1.11). Це означає, що з елементiв множини A можна побудувати таку ма-
трицю Aξ, що Aξ = Lw(q). Якщо q > 2n−1, то v = p i аналогiчно до того,
як вище зазначено для A, можна показати, що з елементiв A′ можна по-
будувати матрицю A′ξ таку, що A′ξ =  Lw′(q′), де w′ ∈ Ωn. Отже, теорему
доведено.
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Нехай a = (α1, . . . , αn) ∈ A ⊂ Zn
2 , w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn i aA =

{(α1 ⊕ β1, . . . , αn ⊕ βn) | (β1, . . . , βn) ∈ A}, aw = ((−1)α1ω1, . . . , (−1)αnωn),
де ⊕ — сума за модулем 2.

Через aiAξ позначимо матрицю, рядки якої побудованi з елементiв мно-
жини aiA, де ξ ∈ Sq (q = |A|) задає порядок розташування елементiв з aiA

у матрицi aiAξ.

Теорема 1.4. Якщо в множинi A ⊆ Zn
2 iснує такий елемент ai, що

матриця aiAξ мiстить si нульових стовпцiв i |A| ≤ 2n−si−1, то A до-
пускає зображення матрицями толерантностi з En тодi i тiльки тодi,
коли iснують такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq i матриця толерантностi
V ∈ E−

n−si
, що

aσ
iA

σ
ξ = (V (q) 0mi

. . . 0mi
), (1.12)

де mi = n− si i 0mi
— вектор стовпчик iз нулiв розмiрностi q × 1.

Доведення. Дано, що матриця aiAξ мiстить si нульових стовпцiв, q =
|A| ≤ 2n−si−1 i допускає зображення матрицями толерантностi з En. Тодi в
En iснує така матриця L i елемент σ ∈ Sn, що

L =

aσ
iA

σ
ξ

. . . . .

. . . . .

 =

H
si︷ ︸︸ ︷

0mi
. . . 0mi

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

 . (1.13)

Покажемо, що в множинi E−
mi

є така матриця V , яка задовольняє умову
H = V (q). Нехай w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω−

n i

(Lw � L∗w) ·wT = cT
w. (1.14)

Вектор w1 = (ω1, . . . , ωmi
), очевидно, належить множинi Ω−

mi
. Отже, iснує

така матриця толерантностi Vw1
∈ E−

mi
, що

(Vw1
� V ∗

w1
) ·wT

1 = cT
w1
. (1.15)

На основi (1.13)-(1.15) робимо висновок, що першi q координати ве-
кторiв cw i cw1

спiвпадають, тобто H = Vw1
(q) i aσ

iA
σ
ξ =

= (Vw1
(q) 0mi

. . . 0mi
). Отже, необхiднiсть доведено.

Розглянемо множину матриць толерантностi{
V1 =

(
V 0mi

V ∗ 0mi

)
, V2 =

(
V1 0mi+1

V ∗
1 0mi+1

)
, . . . ,
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. . . , Vsi
=

(
Vsi−1 0mi+si−1

V ∗
si−1 0mi+si−1

)}
,

де V ∈ E−
mi

. Матриця Vsi
належить E−

n i має вигляд:V 0mi
. . . 0mi

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 . (1.16)

Для матрицi Vsi
∈ E−

n iснує вектор w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω−
n такий, що

(Vsi
� V ∗

si
) ·wT = cT

w. (1.17)

З (1.12), (1.16) та (1.17) випливає, що Aξ = aiV
σ−1

si
(q). Теорему доведено.

1.3. Необхiднi умови зображення множин бульових векторiв
матрицями толерантностi

Для того, щоб вiдповiсти на запитання, чи допускає множина A ⊆ Zn
2

зображення матрицями толерантностi, треба перевiрити умови теореми 1.3.
Ця перевiрка є досить складною. Отже, встановлення простих необхiдних
умов зображення множини бульових векторiв матрицями толерантностi є
актуальною i важливою задачею.

Теорема 1.5. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матриця-

ми толерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, тодi з того, що a = (α1, . . . , αn) ∈ A,
випливає a = (α1, . . . , αn) 6∈ A, де αi — iнвертоване значення αi.

Доведення. Дано, що A = {a1, . . . , aq} допускає зображення матриця-
ми з En i q ≤ 2n−1. Значить, iснує така матриця толерантностi L ∈ En

i такий елемент ξ ∈ Sq, що Aξ = L(q). Рядки матрицi L є елемента-
ми певного класу толерантностi вiдносно τ : (α1, . . . , αn)τ(β1, . . . , βn) ⇔
∃i(αi = βi). Отже, передматриця толерантностi L(q) не мiстить вектори
a = (α1, . . . , αn), a = (α1, . . . , αn), де a = (α1, . . . , αn) — довiльний рядок
матрицi L(q).

Зауваження. Якщо |A| > 2n−1, то множина A′ = Zn
2 \ A задовольняє

умови теореми 1.5.

Нехай a = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
2 , Ka = {i | αi = 1} i S(Ka) — множина всiх

пiдмножин множини Ka.
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Теорема 1.6. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матриця-

ми толерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, то в A знайдеться такий елемент
ar, що для довiльного a з arA має мiсце спiввiдношення:

a ∈ arA⇒
⋃

Kb∈S(Ka)

{b} ⊂ arA.

Доведення. З того, що A допускає зображення матрицями то-
лерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, випливає iснування таких L ∈
∈ En i ξ ∈ Sq (q = |A|), якi задовольняють умову

Aξ = L(q). (1.18)

Нехай L = Lw, тобто
(L� L∗) ·wT = cT

w. (1.19)

Виберемо за ar перший рядок матрицi L i перетворимо рiвнiсть (1.18) так:
arAξ = arL(q). Координати вектора w1 = arw вiд’ємнi, i матриця Lw1

=
arL задовольняє умову

(Lw1
� L∗w1

) ·wT
1 = cT

w1
. (1.20)

Розташуємо координати вектора w1 у порядку спадання, тобто побудуємо
вектор w2 = wσ

1 , де σ ∈ Sn. Тодi на основi (1.20) маємо:

(Lw2
� L∗w2

) ·wT
2 = cT

w2
, (1.21)

де Lw2
= Lσ

w1
. Нехай d — довiльний рядок матрицi aσ

rA
σ
ξ =

= Lw2
(q), крiм першого. Якщо b ∈ Zn

2 такий, що Kb ⊂ Kd (b 6=
6= d), то справджується нерiвнiсть (d,w2) < (b,w2). З останньої нерiв-
ностi та з (1.21) випливає, що порядковий номер рядка d у матрицi Lw2

(q)
бiльший вiд порядкового номера рядка b, тобто, якщо Kb ⊂ Kd (b 6= d),
то d ∈ aσ

rA
σ
ξ ⇒ b ∈ aσ

rA
σ
ξ . Якщо через a позначимо вектор bσ−1, то з

останнього спiввiдношення безпосередньо випливає, що

a ∈ arA⇒
⋃

Kb∈S(Ka)

{b} ⊂ arA.

Нехай a = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
2 i ||a|| =

n∑
i=1

αi.
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Наслiдок 1. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матрицями

толерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, то в A знайдеться такий елемент ar,
що для довiльного a з arA та для будь-якого невiд’ємного цiлого числа
k < ||a|| справджується нерiвнiсть∣∣{b ∈ arA | ||b|| = k}

∣∣ ≥ Ck
||a||,

де Cm
n — бiномний коефiцiєнт.

Нехай A = {a1, . . . , aq} ⊂ Zn
2 , k

∗
i = max{||a|| | a ∈ aiA} i k∗A = min{k∗i |

i = 1, 2, . . . , q}.

Наслiдок 2. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матрицями

толерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, тодi має мiсце нерiвнiсть

|A| ≥
k∗A∑
i=0

Ci
k∗A
.

Зауваження. Якщо A допускає зображення матрицями толерантностi з

En i |A| > 2n−1, то множина A′ = Zn
2 \ A задовольняє умови теореми 1.6.

НехайB = (βkr) — прямокутнаm×n матриця над Z2, A ⊆⊆ Zn
2 , k(B) =

n∑
r=1

βkr i n(A) = {i | ei ∈ A}.

Теорема 1.7. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матриця-

ми толерантностi з En i 2j < |A| ≤ 2j+1 (j ∈ ∈ {1, 2, . . . , n− 2}), тодi в
A знайдеться такий елемент ai, що

1. ∀k ∈ {1, . . . , |A|} k(aiAξ) ≤ j + 1, ξ ∈ Sq, (q = |A|),
2. |n(aiA)| ≥ j + 1.

Доведення. Дано, що множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матриця-

ми толерантностi з En i 2j < |A| ≤ 2j+1 (j ∈ ∈ {1, 2, . . . , n − 2}). Отже,
iснує така матриця толерантностi H ∈ En i такий елемент ξ ∈ Sq (q = |A|),
що Aξ = H(q). Якщо через ai позначимо перший рядок матрицi Aξ, то з
останньої рiвностi маємо: aiAξ = H1(q), де H1 = aiH ∈ E−

n .
Розглянемо вектор w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω−

n , координати якого задо-

вольняють умови ω1 < 0, ωi <
i−1∑
j=1

ωi (i = 2, 3, . . . , n) i систему матриць



20

толерантностi

L1 = (01), L2 =

(
L1 01

L∗1 01

)
, ..., Ln =

(
Ln−1 0n−1

L∗n−1 0n−1

)
, (1.22)

де 0t — нульовий стовпчик розмiру 2t−1 × 1. Легко бачити, що

(Lw � L∗w) ·wT = cT
w. (1.23)

Iз побудови вектора w та (1.23) випливає, що будь-яка матриця V ∈
E−

n задовольняє умову: ∀k ∈ {1, 2, . . . , q} k(V ) ≤ k(Ln) ≤ ≤
j + 1. Тодi на основi рiвностi aiAξ = H1(q) (H1 ∈ E−

n ) i 2j <

q ≤ 2j+1 (j ∈ {1, 2, n − 2}) робимо висновок, що ∀k ∈ {1,
2, . . . , q} k(aiA) ≤ j + 1.

Порядковий номер рядка ei у будь-якiй матрицi толерантностi V ∈ E−
n

не перевищує порядкового номера рядка ei у матрицi Ln (i ∈ {1, 2, . . . , n−
1}). Отже, якщо через Ln(q) i V (q) позначити передматрицi толерантностi
вiдповiдних матриць Ln i V , то з (1.23) випливає |n(V (q))| ≥ |n(Ln(q))| =
j + 1. З умови довiльностi матрицi толерантностi V ∈ E−

n i aiAξ = =
H1(q) (H1 ∈ E−

n ) випливає, що |n(aiA)| ≥ |n(Ln(q))| = j + 1. Теорему
доведено.

Визначимо вiдстань ρ(a,b) мiж елементами a = (α1, . . . , αn) i b =
(β1, . . . , βn) ∈ Zn

2 наступним чином:

ρ(a,b) =
n∑

i=1

|αi − βi|.

Очевидно, ρ(a,b) є число координат, у яких вiдрiзняються вектори a та b.
Нехай A ⊆ Zn

2 , a,b — довiльнi елементи з A(a 6= b) i O(a,b) — мно-
жина таких орт-векторiв ei1, . . . , eis, що a ⊕ b = = ei1 + ei2 + . . . + eis, де
⊕ — покоординатна сума векторiв за модулем 2, ir 6= ik, якщо r 6= k.
Позначимо через H(a,b) пiдгрупу групи Zn

2 (Zn
2 утворює групу вiдно-

сно операцiї ⊕), яка породжується елементами з O(a,b), тобто H(a,b) =
= 〈ei1, . . . , eis | ei1, . . . , eis ∈ O(a,b)〉.

Нехай a = (α1, . . . , αn), b = (β1, . . . , βn) ∈ Zn
2 . Покоординатну кон’-

юнкцiю векторiв a та b позначимо через a&b = = (α1&β1, . . . , αn&βn) i
через H(a&b) позначимо сумiжний клас групи Zn

2 за пiдгрупою H(a,b),
що визначається елементом a&b, тобто H(a&b) = a&b⊕H(a,b).
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Теорема 1.8. Якщо множина A ⊂ Zn
2 (|A| ≥ 2) допускає зображення

матрицями толерантностi з En, тодi для будь-яких двох елементiв a,b
з A, для яких |H(a&b) ∩ A′| ≥ ≥ 2 (A′ = Zn

2 \ A) i для будь-яких двох
елементiв g,h з H(a&b)∩A′ справджується нерiвнiсть ρ(g,h) < ρ(a,b).

Доведення. Нехай a = (α1, . . . , αn),b = (β1, . . . , βn) — довiльнi елемен-
ти з A (a 6= b), g = (γ1, . . . , γn),h = (δ1, . . . , δn) — довiльнi елементи з
H(a&b) ∩ A′ i ρ = ρ(a,b). Не обмежуючи загальностi мiркувань, будемо
вважати, що першi ρ координат векторiв a i b рiзнi, а iншi рiвнi, тобто
αi 6= βi для i = 1, 2, . . . , ρ i αi = βi, i = ρ + 1, . . . , n. Згiдно з теоремою
1.3 та з того, що A допускає зображення матрицями толерантностi з En,
випливає:

convA ∩ convA′ = ∅.
Отже,

λ1a + (1− λ1)b 6= λ2g + (1− λ2)h, (1.24)

для всiх λ1, λ2 ∈ [0, 1].
Враховуючи, що точки a,b (a 6= b), g,h (g 6= h) є кутовими точками

вiдповiдних множин convA, convA′ i A ∩ A′ = ∅, нерiвнiсть (1.24) можна
замiнити нерiвнiстю

λ1(a− b) + b 6= λ2(g − h) + h (1.25)

за умови, що
λ1 ∈ (0, 1) та λ2 ∈ (0, 1). (1.26)

Iз (1.25) випливає, що iснує таке число r ∈ {1, . . . , ρ}, для якого має мiсце
нерiвнiсть

λ1(αr − βr) + βr 6= λ2(γr − δr) + δr. (1.27)

Покажемо, що з (1.25), (1.26) i αr 6= βr маємо γr = δr, тобто ρ(g,h) <
ρ(a,b).

Розглянемо наступнi можливi випадки:

1. Нехай αr = 1. Тодi βr = 0 i з (1.27) маємо λ1 6= λ2(γr − δr) + δr. Звiдси

γr − δr 6=
1

λ2
(λ1 − δr). (1.28)

Лiва частина нерiвностi (1.28) приймає значення з множини {−1, 0, 1},
оскiльки γr, δr ∈ Z2.
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Права частина нерiвностi (1.28) у зв’язку з (1.26) не може дорiвнюва-
ти 0 нi при яких значеннях λ1, λ2. Отже, нерiвнiсть (1.27) має мiсце при
довiльних λ1, λ2 ∈ (0, 1) тiльки у тому випадку, коли γr − δr = 0. Отже,
ρ(g,h) < ρ(a,b).

2. Нехай αr 6= 0. Тодi βr = 1 i з (1.27) випливає, що

−λ1 + 1 6= λ2(γr − δr) + δr,

або
(γr − δr) 6=

1

λ2
(1− λ1 − δr).

Як i в першому випадку, остання нерiвнiсть має мiсце для всiх λ1, λ2 ∈ (0, 1)
тiльки у тому випадку, коли γr − δr = 0. Отже, ρ(g,h) < ρ(a,b). Теорему
доведено.

Зауваження. У випадку, коли |A| = 0, або |A| = 1, множина A, очеви-
дно, допускає зображення матрицями толерантностi з En, якщо вважати,
що порожня матриця (матриця без жодного рядка) є передматрицею до-
вiльної матрицi толерантностi з En.

Нехай B — прямокутна m × n матриця над Z2 i s(i;B) — кiлькiсть
одиниць i-го стовпчика матрицi B.

Теорема 1.9. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матриця-

ми толерантностi з En i q = |A| ≤ 2n−1, тодi iснують такi елементи
at ∈ A, ξ ∈ Sq та σ ∈ Sn, що для всiх i ∈ {2, 3, . . . , n} має мiсце нерiв-
нiсть

s(i− 1; aσ
tA

σ
ξ ) ≥ s(i; aσ

tA
σ
ξ ), (1.29)

де aσ
tA

σ
ξ є передматрицею деякої матрицi толерантностi з E−

n .

Доведення. Дано, що A допускає зображення матрицями толерант-
ностi з En, тобто iснує така матриця толерантностi L ∈ En i такий елемент
ξ ∈ Sq, що

Aξ = L(q). (1.30)

Позначимо перший рядок матрицi Aξ через at i за допомогою цього еле-
мента перетворимо (1.30) так:

atAξ = atL(q). (1.31)
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Матриця Lw = atL визначає вектор w ∈ Ω−
n , усi координати якого вiд’єм-

нi, оскiльки перша координата вектора cT
w = = (Lw � L∗w) · wT дорiвнює

0. Елемент σ ∈ Sn виберемо так, щоб координати вектора w1 = wσ були
розташованi у порядку спадання. Тодi матриця Lw1

= (atL)σ = aσ
t L

σ за-
довольняє умову

(
Lw1

� L∗w1

)
· wT

1 = cTw1
, тобто Lw1

∈ E−
n . Застосовуючи

перетворення σ ∈ Sn до (1.31) маємо:

aσ
tA

σ
ξ = aσ

t L
σ(q) = Lw1

(q). (1.32)

Нехай a = (α1, . . . , αi−2, 0, 1, αi+1, . . . , αn) є рядком перед- матрицi
толерантностi Lw1

(q). Тодi b = (α1, . . . , αi−2, 1, 0, αi+1, . . . , αn) також бу-
де рядком матрицi Lw1

(q) i його порядковий номер у матрицi Lw1
(q) буде

менший вiд порядкового номера a, оскiльки w1 ∈ Ω−
n . Це означає, що для

будь-якого i ∈ {2, 3, . . . , n}, для будь-якого m ∈ {1, 2, . . . , q} виконується
нерiвнiсть:

s (i− 1;Lw1
(m)) ≥ s (i;Lw1

(m)) .

Теорему доведено.

Зауваження. Якщо |A| > 2n−1, то теорема має мiсце для A′ = Zn
2 \ A.

Нехай A = {a1, . . . , aq} ⊆ Zn
2 i {L1, . . . , Ln} — множина матриць

толерантностi, елементи якої побудованi за рекурентним спiввiдношенням
(1.22). Через p (aσi

i A
σi) позначимо матрицю, рядками якої є елементи ма-

ксимальної пiдмножини множини (aiA)σi, що задовольняють умову

(Lji
0ji
. . . 0ji︸ ︷︷ ︸
n−ji

) � (L∗ji
(qi

0) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(ji+1)

) � . . .� (L∗ji+ri
(qi

ri
) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(ji+ri+1)

),

де qi
0 ≥ qi

1 ≥ . . . ≥ qi
ri
. Отже,

p (aσi

i A
σi) = p0 (aσi

i A
σi) � p1 (aσi

i A
σi) � . . .� pri+1 (aσi

i A
σi) ,

де p0 (aσi

i A
σi) = (Lji

0ji
. . . 0ji︸ ︷︷ ︸
n−ji

), p1 (aσi

i A
σi) = (L∗ji

(qi
0) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(ji+1)

),

. . . , pri+1 (aσi

i A
σi) = (L∗ji+ri

(qi
ri

) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(ji+ri+1)

), i елемент σi ∈ Sn визначається

за теоремою 1.9. Нехай |p (aσi

i A
σi)| — кiлькiсть рядкiв матрицi p (aσi

i A
σi)

i |p (aσm
m Aσm)| = max{|p (aσi

i A
σi)| | i = 1, 2, . . . , q}. Якщо множина

{|p (aσi

i A
σi)| | i = 1, 2, . . . , q} мiстить декiлька максимальних елементiв,
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то через |p (aσm
m Aσm)| позначимо один iз них. Пороговий оператор p iз мi-

тками am i σm вiдносно множини A визначимо так: p (A) = p (aσm
m Aσm),

тобто
p(A) = p0(A) � p1(A) � . . .� pt0(A), (1.33)

де ps (A) = ps (aσm
m Aσm) , s = 0, 1, . . . , rm+1 (t0 = rm+1). Максимальну пiд-

множину множини A, з елементiв якої можна побудувати матрицю (1.33),
назвемо p-пiдмножиною множини A з мiтками am та σm i позначимо через
A(1). Iндекс j0 p-пiдмножини A(1) визначимо так: j0 = log2 |p0(A)| + 1, де
|p0(A)| — кiлькiсть рядкiв матрицi p0(A).

Побудуємо наступну систему множин:

A
(1)
j0

= {a = (α1, . . . , αj0−1, 1, αj0+1, . . . , αn) | a ∈ (amA)σm},
A

(1)
j0+1 = {a = (α1, . . . , αj0, 1, αj0+2, . . . , αn) | a ∈ (amA)σm},

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A
(1)
j0+t0−1 = {a = (α1, . . . , αj0+t0−2, 1, αj0+t0, . . . , αn) |

a ∈ (amA)σm},

елементи якої будемо називати одноiндексними множинами p-розкладу
множини A. До кожної з цих множин застосовуємо пороговий оператор
p вiдповiдно з мiтками

ej0 = (0, . . . , 0, 1
(j0)
, 0, . . . , 0), σ

(1)
m ,

ej0+1 = (0, . . . , 0, 1
(j0 + 1)

, 0, . . . , 0), σ
(1)
m ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ej0+t0−1 = (0, . . . , 0, 1
(j0 + t0 − 1)

, 0, . . . , 0), σ
(1)
m ,

де σ(1)
m задовольняє умови:

1) ∀j ∈ {1, 2, . . . , j0 − 1, j0 + t0, j0 + t0 + 1, . . . , n} σ(1)
m (j) = = σm(j);

2) якщо i, j ∈ {j0, j0 + 1, . . . , j0 + t0 − 1} (i 6= j) i σ
(1)
m (i) =

= σm(j), σ
(1)
m (j) = σm(i), то це можливо тiльки в тому ви-

падку, коли сума одиниць у стовпчиках i та j матрицi (amA)σm

ξ

(ξ ∈ Sq) спiвпадають, тобто s(i; (amA)σm

ξ ) = s(j; (amA)σm

ξ );
3) якщо i, j ∈ {j0, j0 + 1, . . . , j0 + t0 − 1} i s(i; (amA)σm

ξ ) 6=
6= s(j; (amA)σm

ξ ), то σ(1)
m (i) = σm(i), σ

(1)
m (j) = σm(j).
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Нехай

p
(
A

(1)
j0

)
= p0

(
A

(1)
j0

)
� p1

(
A

(1)
j0

)
� . . .� ptj0

(
A

(1)
j0

)
,

p
(
A

(1)
j0+1

)
= p0

(
A

(1)
j0+1

)
� . . .� ptj0+1

(
A

(1)
tj0+1

)
,

(1.34)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p
(
A

(1)
j0+t0−1

)
= p0

(
A

(1)
j0+t0−1

)
� . . .� ptj0+t0−1

(
A

(1)
tj0+t0−1

)
i

p2(A) = p0(A) �

(
j0+t0−1m

i0=j0

p
(
A

(1)
i0

))
. (1.35)

Максимальну пiдмножину множини A, з елементiв якої мож-
на побудувати матрицю p2(A), позначимо через A(2). Якщо вра-
хувати, що p1(A) = ej0p0

(
A

(1)
j0

)
, p2(A) = ej0+1p0

(
A

(1)
j0+1

)
, . . .

. . . , pt0 (A) = ej0+t0−1p0

(
A

(1)
j0+t0−1

)
, то на основi (1.33)-(1.35) робимо

висновок, що A(1) ⊆ A(2).
Для кожного i0 ∈ {j0, j0 + 1, . . . , j0 + t0− 1} побудуємо систему множин

A
(2)
i0,i1(i0)

= {a = (α1, . . . , αi1(i0)−1, 1, αi1(i0)+1, . . . , αn) |

a ∈
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

},
A

(2)
i0,i1(i0)+1 = {a = (α1, . . . , αi1(i0), 1, αi1(i0)+2, . . . , αn) |

a ∈
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

},
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A
(2)
i0,i1(i0)+ti0−1 = {a = (α1, . . . , αi1(i0)+ti0−2, 1, . . . , αn) |

a ∈
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

},

елементи якої будемо називати двоiндексними множинами p-розкладу мно-
жини A, i до кожної двоiндексної множини застосуємо пороговий оператор
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p вiдповiдно з мiтками

ei1(i0) = (0, . . . , 0, 1
i1(i0)
, 0, . . . , 0), σ

(2)
m ,

ei1(i0)+1 = (0, . . . , 0, 1
i1(i0) + 1

, 0, . . . , 0), σ
(2)
m ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ei1(i0)+ti0−1 = (0, . . . , 0, 1
i1(i0) + ti0 − 1

, 0, . . . , 0), σ
(2)
m ,

де σ(2)
m задовольняє умови:

1) ∀j ∈ {1, 2, . . . , i1(i0)−1, i1(i0)+ti0, i1(i0)+ti0 +1, . . . , n} i σ(2)
m (j) = σ

(1)
m (j);

2) якщо i, j ∈ {i1(i0), i1(i0) + 1, . . . , i1(i0) + ti0 − 1}
(i 6= j) i σ

(2)
m (i) = σ

(1)
m (j), σ

(2)
m (j) = σ

(1)
m (i), то це мо-

жливо тiльки в тому випадку, коли сума одиниць у стов-

пчиках i та j матрицi
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

ξ
(ξ ∈ Sq) спiвпадають,

тобто s

(
i;
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

ξ

)
= s

(
j;
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

ξ

)
i p-розклад мно-

жини A
(1)
i0

буде iнварiантним вiдносно такої перестановки (i0 ∈
{j0, j0 + 1, . . . , j0 + t0 − 1});

3) Якщо i, j ∈ {i1(i0) + 1, . . . , i1(i0) + ti0 − 1} i s

(
i;
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

ξ

)
6=

s

(
j;
(
ei0A

(1)
i0

)σ
(1)
m

ξ

)
, то σ(2)

m (i) = σ
(1)
m (i), σ(2)

m (j) = σ
(1)
m (j).

Нехай

p
(
A

(2)
i0,i1(i0)

)
= p0

(
A

(2)
i0,i1(i0)

)
� . . .� pti0,i1(i0)

(
A

(2)
i0,i1(i0)

)
,

p
(
A

(2)
i0,i1(i0)+1

)
= p0

(
A

(2)
i0,i1(i0)+1

)
� . . .

. . .� pti0,i1(i0)+1

(
A

(2)
i0,i1(i0)+1

)
,

..............................................................................

p
(
A

(2)
i0,i1(i0)+ti0−1

)
= p0

(
A

(2)
i0,i1(i0)+ti0−1

)
� . . .

. . .� pti0,i1(i0)+ti0
−1

(
A

(2)
i0,i1(i0)+ti0−1

)
(1.36)
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i

p3(A) = p0(A) �
(j0+t0−1m

i0=j0

(
p0

(
A

(1)
i0

)
�

�
(i1(i0)+ti0−1m

i1=i1(i0)

p
(
A

(2)
i0,i1

))))
. (1.37)

Максимальну пiдмножину множини A, з елементiв якої можна побуду-
вати матрицю (1.37), позначимо A(3). Якщо враховувати, що p1

(
A

(1)
i0

)
=

ei1(i0)p0

(
A

(2)
i1(i0)

)
, . . . , pti0

(
A

(1)
i0

)
= = ei1(i0)+ti0−1p0

(
A

(2)
i1(i0)+ti0−1

)
, то на осно-

вi (1.34)-(1.37) можна стверджувати, що A(2) ⊆ A(3). Аналогiчно до того,
як побудовано A(3) з A(2), можна побудувати A(4) з A(3) i т.д.

Елементи неспадної послiдовностi множин A(1) ⊆ A(2) ⊆ ⊆ A(3) ⊆ . . .

вiдповiдно будемо називати p-пiдмножинами першого, другого, третього,
. . . порядку множини A.

Теорема 1.10. Якщо множина A ⊂ Zn
2 допускає зображення матри-

цями толерантностi з En i |A| ≤ 2n−1, тодi в A iснує такий елемент a,
таке число k ∈ {1, 2, . . . , j0 − 1} (2 ≤ ≤ j0 ≤ n) i такий елемент σ ∈ Sn,
що A = A(k).

Доведення. Дано, що |A| ≤ 2n−1 i A допускає зображення матрицями
толерантностi з En, тобто iснує такий елемент ξ ∈ ∈ Sq (q = |A|) i матриця
L1 ∈ En, що

Aξ = L1(q). (1.38)

Нехай L1 = Lw1
, де w1 ∈ Ωn. ТодiAξ

. .

. .

 ·wT
1 = cT

w1
. (1.39)

Виберемо елементи a ∈ A i σ ∈ Sn таким чином, щоб w = = (aw1)
σ ∈ Ω−

n ,
i за допомогою них перетворимо рiвнiсть (1.38):

aσAσ
ξ = aσLσ

1(q).
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Вводимо позначення A1 = aσAσ
ξ , L = aσLσ

1 . Тодi на основi (1.39) вектор
w = (aw1)

σ ∈ Ω−
n i матриця A1 задовольняє умовуA1

. .

. .

 ·wT = cT
w. (1.40)

Припустимо, що з елементiв множини A(1) не можна побудувати матрицю
A1, тобто A 6= A(1) i

A(1) = A(2) = . . . = A(j0−1). (1.41)

Це означає, що справджується нерiвнiсть

A1 6= (Lj0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j0

) � (L∗j0(q0) 0 . . . 0) � . . .

. . .� (L∗j0+t0−1(qt0−1) 0 . . . 0). (1.42)

З (1.41) та (1.42) випливає, що має мiсце одна з умов:

1) iснують такi числа i, j ∈ {j0, j0 +1, . . . , j0 +t0−1}, що i < < j, s(i;A1) >
s(j;A1) i qi−j0 < qj−j0;

2) iснує таке число i ∈ {j0, j0 + 1, . . . , j0 + t0 − 1} i такий рядок
a′ = (α1, . . . , αn) матрицi A1, що не належить множинi рядкiв матрицi
(L∗i (qi−j0 + 1) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−i

), але є рядком матрицi (L∗i (qi−j0+ +r) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−r

), де

r ∈ {2, 3, . . . , 2i−1};
3) iснує таке число i ∈ {j0 + t0, j0 + t0 + 1, . . . , n} i такий рядок a =
(α1, . . . , αn) матрицi A1, що є довiльним рядком матрицi (L∗i 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−i

), крiм

першого.

Нехай має мiсце випадок 1. З того, що вектор w = (ω1, . . .

. . . , ωi, . . . , ωj, . . . , ωn) ∈ Ω−
n , маємо ωi > ωj. Отже, вектори a′ та b′ з однако-

вими порядковими номерами у вiдповiдних матрицях (L∗i 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−i

), (L∗j 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

)

задовольняють нерiвнiсть

(a′,w) > (b′,w). (1.43)
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Iз побудови матрицi (L∗r 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−r

) (r ∈ {1, 2, . . . , n}) випливає: якщо порядко-

вий номер рядка a1 в матрицi (L∗r 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−r

) менший вiд порядкового номера

рядка a2, то
(a1,w) > (a2,w). (1.44)

Враховуючи умови (1.41)-(1.44), ми робимо висновок, що матриця A1 не
може задовольняти рiвнiсть (1.40). Одержане протирiччя показує, що ви-
падок 1 не може мати мiсце. Нехай має мiсце випадок 2. Тодi в множинi
рядкiв матрицi A1 можна вказати такий вектор a′ з порядковим номером
n(a′) в матрицi (L∗i (qi−j0 + r) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−i

) (r > 2), що (a′,w) > (b′,w), де b′ не

входить у множину рядкiв матрицi A1 i n(b′) = qi−j0 + 1 < n(a′). Нерiв-
нiсть (a′,w) > (b′,w) при умовi n(a′) > n(b′) суперечить побудовi матрицi
(L∗i 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−i

), а це означає, що випадок 2 не може мати мiсце, якщо викону-

ються умови (1.40)-(1.42).
Припустимо, що має мiсце випадок 3. Якщо через a′ = (α1,

. . . , αi−1, 1, 0, . . . , 0) позначити рядок матрицi A1, що є рядком матрицi
(L∗i 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−i

), крiм першого, то хоча б одна координата αr 6= 0 (r ∈

{1, 2, . . . , i− 1}) i (a′,w) > (ei,w), де ei = (0, . . . , 0, 1
(i)
, 0, . . . , 0). З останньої

нерiвностi безпосередньо випливає α1ω1 + . . . + αi−1ωi−1 > 0, що супере-
чить умовi w = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω−

n . Отже, якщо виконуються умови (1.40) i
(1.41), то нерiвнiсть (1.42) не може мати мiсце, а це означає, що A = A(1).

Розглянемо випадок, коли множина A(1) є власною пiдмножиною мно-
жини A(2) i множини A(2), A(3), . . . , A(j0−1) спiвпадають, тобто

A(1) ⊂ A(2) = A(3) = . . . = A(j0−1), (1.45)

але з елементiв множини A(2) не можна побудувати матрицю A1, що задо-
вольняє (1.40). З елементiв множини A(2) за допомогою порогового опера-
тора p iз вiдповiдними мiтками можна побудувати матрицю:

p2(A) = p0(A) �
(
p0

(
A

(1)
j0

)
� p1

(
A

(1)
j0

)
� . . .� ptj0

(
A

(1)
j0

))
�

�
(
p0

(
A

(1)
j0+1

)
� p1

(
A

(1)
j0+1

)
� . . .� ptj0+1

(
A

(1)
j0+1

))
� . . .

. . .�
(
p0

(
A

(1)
j0+t0−1

)
. . .� ptj0+t0−1

(
A

(1)
j0+t0−1

))
.
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Якщо припускати, що A1 6= p2(A), то на основi (1.45) можна стверджувати,
що серед блокiв:

p2
1(A) = p0

(
A

(1)
j0

)
� p1

(
A

(1)
j0

)
� . . .� ptj0

(
A

(1)
j0

)
,

p2
2(A) = p0

(
A

(1)
j0+1

)
� p1

(
A

(1)
j0+1

)
� . . .� ptj0+1

(
A

(1)
j0+1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p2
t0

(A) = p0

(
A

(1)
j0+t0−1

)
� . . .� ptj0+t0−1

(
A

(1)
j0+t0−1

)
матрицi p2(A) iснує хоча б один блок, для якого має мiсце один з попере-
днiх випадкiв вiдносно вiдповiдних параметрiв цього блока. Це означає, що
нерiвнiсть A1 6= p2(A) не справджується при (1.45), тобто A = A(2).

У випадку, коли

A(1) ⊂ . . . ⊂ A(k−1) ⊂ A(k) = A(k+1) = . . . = A(j0−1), (1.46)

шляхом аналогiчних мiркувань можна показати, що нерiвнiсть A1 6= pk(A)
не може мати мiсце при умовi (1.46). Отже, A = = A(k). Теорему доведено.

Зауваження. Слiд зазначити, що в (1.46) включення ”⊂” — власна
пiдмножина частково може бути замiнено на ”=”, тобто (1.46) може бути
переписано так:

A(1) = A(2) = . . . = A(k1) ⊂ A(k1+1) = . . . = A(k2) ⊂
⊂ A(k2+1) ⊂ . . . ⊂ A(k) = A(k+1) = . . . = A(j0−1),

i, очевидно, це не впливає на одержаний результат.

1.4. Достатнi умови зображення множин бульових векторiв
матрицями толерантностi

У цьому параграфi розглянемо достатнi умови зображення множин бу-
льових векторiв матрицями толерантностi з En, що можуть бути успiшно
використанi при синтезi логiчних пристроїв розпiзнавання дискретних си-
гналiв, при представленнi дискретних зображень у нейробазисi та при син-
тезi комбiнацiйних схем iз нейроелементiв.

Нехай A = {a1, a2, . . . , aq} ⊂ Zn
2 (q ≤ 2n−1) i {L1, L2, . . . , Ln} — система

матриць толерантностi, елементи якої побудованi за рекурентним спiввiд-
ношенням (1.22).
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Застосовуємо пороговий оператор p з мiтками am i σm (am ∈ ∈ A) вiд-
носно множини A, тобто p(A) = p (aσm

m Aσm) i

p(A) = p0(A) � p1(A) � . . .� pt0(A), (1.47)

де
p0(A) = p0 (aσm

m Aσm) = (Ljm
0jm

. . . 0jm
),

p1(A) = p1 (aσm
m Aσm) = (L∗jm

(qm
0 ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−jm

),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pt0(A) = pt0 (aσm
m Aσm) = (L∗jm+t0−1(q

m
t0−1) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(jm+t0−1)

)

i qm
0 ≥ qm

1 ≥ . . . ≥ qm
t0−1 > 0. Вiдносно цього порогового оператора знаходи-

мо p-пiдмножину A(1) множини A.

Теорема 1.11. Якщо A = A(1), то множина A допускає зображення
матрицями толерантностi з En.

Доведення. Дано, що A = A(1). Це означає, що iснують такi елементи
am ∈ A i σm ∈ Sn, вiдносно яких з елементiв множини aσmAσm можна
побудувати матрицю p(A) (1.47). Покажемо, що iснує такий n-вимiрний
дiйсний вектор w = (ω1, . . . , ωn), який задовольняє умову

∀x ∈ aσm
m Aσm, ∀y ∈ Zn

2 \ aσm
m Aσm (x,w) > (y,w). (1.48)

Матриця p(A) = p (aσm
m Aσm) допускає зображення (1.47), тобто, t0 — най-

менше таке додатне цiле число, що qm
t0
6= 0 i qm

t0+1 = . . . = qm
n−jm

= 0, де
jm — iндекс p-пiдмножини A(1). Позначимо через z0, . . . , zt0−1 останнi ряд-
ки вiдповiдних матриць p1(A), . . . , pt0(A), коли t0 ≥ 2 i побудуємо вектор
w = (ω1, . . . . . . , ωn) наступним чином:

1) ω1 = −1, ω2 = ω1 − 1, . . . , ωjm
=

jm−1∑
i=1

ωi − 1;

2) координати ωjm+s послiдовно знаходимо з рiвностей:

(zs, (ω1, . . . , ωjm
, . . . , ωjm+s, 0, . . . , 0)) =

(zs−1, (ω1, . . . , ωjm+s−1, 0, . . . , 0)), s = 1, . . . , t (t = t0 − 1);

3) ωjm+1
= . . . = ωn = (zt, (ω1, . . . , ωjm

. . . , ωjm+t, 0, . . . , 0))− 1.
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Побудований таким чином вектор w = (ω1, . . . , ωn) задовольняє умову
(1.48). Тодi для вектора w1 = amwσ−1

m маємо:

∀x ∈ A, y ∈ Zn
2 \ A (x,w1) > (y,w1). (1.49)

З останньої нерiвностi та з [45] безпосередньо випливає iснування такого
вектора v ∈ Ωn, який також задовольняє (1.49). Отже, з елементiв множини
A можна побудувати передматрицю толерантностi Lv(q), де q — кiлькiсть
елементiв множини A i в цьому випадку (t0 ≥ 2) теорему доведено. Якщо
t0 = 0 або t0 = 1, то з властивостей матриць толерантностi множини En

випливає, щоA допускає зображення матрицями толерантностi зEn. Отже,
теорему доведено повнiстю.

Теорема 1.12. Якщо кiлькiсть елементiв множини бульових векто-
рiв A ⊂ Zn

2 менша вiд числа 12, то A допускає зображення матрицями
толерантностi з En тодi i тiльки тодi, коли A = A(1).

Доведення. Дано, що |A| < 12 i A допускає зображення матрицями
толерантностi з En, тобто iснує така матриця Lw ∈ En, першi q = |A| рядки
якої можуть бути побудованi з елементiв A. Через am позначимо елемент
з A, що є першим рядком матрицi Lw, i σm — такий елемент групи Sn, що
w1 = (amw)σm ∈ Ω−

n . Тодi матриця Lw1
(q) допускає одне iз зображень:

1) якщо q = 1, то
Lw1

(1) = (L1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

); (1.50)

2) якщо 1 < q < 12, то

Lw1
(q) = (L2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−2

) �

 n2m

i=0

(L∗2+i(qi) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(2+i)

)

 , (1.51)

де 1 = q0 = q1 = . . . = qn2
, n2 ≤ 9,

або

Lw1
(q) = (L3 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−3

) �

 n3m

i=0

(L∗3+i(qi) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(3+i)

)

 , (1.52)

де 3 ≥ q0 ≥ q1 ≥ . . . ≥ qn3
> 0 i n3 визначається з нерiвностi q0 + q1 + . . .+

qn3
≤ 7, або

Lw1
(q) = (L4 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−4

) �

 n4m

i=0

(L∗4+i(qi) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(4+i)

)

 , (1.53)
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де 3 ≥ q0 ≥ q1 ≥ . . . ≥ qn4
> 0 i n4 визначається з нерiвностi q0 + q1 + . . .+

qn4
≤ 3.

На основi (1.50)-(1.53) можна стверджувати, що всi елементи множини
A входять у пiдмножину A(1), тобто A = A(1).

Достатнiсть випливає з теореми 1.11.

Теорема 1.13. Якщо A = A(2), |A| ≤ 2n−1 i блоки

p2
1(A) = p0

(
A

(1)
j0

)
� p1

(
A

(1)
j0

)
� . . .� ptj0

(
A

(1)
j0

)
,

p2
2(A) = p0

(
A

(1)
j0+1

)
� p1

(
A

(1)
j0+1

)
� . . .� ptj0+1

(
A

(1)
j0+1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p2
t0

(A) = p0

(
A

(1)
j0+t0−1

)
� . . .� ptj0+t0−1

(
A

(1)
j0+t0−1

)
,

матрицi
p2(A) = p0(A) � p2

1(A) � . . .� p2
t0

(A)

задовольняють умови:

1)
∣∣∣p0

(
A

(1)
j0+i

)∣∣∣ =
∣∣∣p0

(
A

(1)
j0+i+1

)∣∣∣ , i = 0, 1, . . . , t0 − 2;

2) при кожному фiксованому i ∈ {0, 1, . . . , t0 − 2} tj0+i = tj0+i+1 i для
кожного k ∈ {1, 2, . . . , tj0+i+1}∣∣∣pk

(
A

(1)
j0+i

)∣∣∣− ∣∣∣pk

(
A

(1)
j0+i+1

)∣∣∣ = qi ≥ 0,

тодi множина A допускає зображення матрицями толерантностi з En.

Доведення. Дано, що A = A(2) i |A| ≤ 2n−1, тобто iснують такi еле-
менти a ∈ A i σ ∈ Sn, вiдносно яких з елементiв множини aσAσ можна
побудувати p2(A) = p0(A)�p

(2)
1 (A)� . . .�p

(2)
t0 (A). Покажемо, що коли бло-

ки p
(2)
1 (A), p

(2)
2 (A), . . . , p

(2)
t0 (A) матрицi задовольняють умови 1, 2, то iснує

такий n-вимiрний вектор w = (ω1, . . . , ωn), для якого має мiсце нерiвнiсть

∀x ∈ aσAσ,∀y ∈ Zn
2 \ aσAσ (x,w) > (y,w). (1.54)

Нехай j1 = log2

∣∣∣p0

(
A

(1)
j0

)∣∣∣+ 1 (j1 < j0) i

ω1 = −1, ω2 = ω1 − 1, . . . , ωj1 =

j1−1∑
i=1

ωi − 1.
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Позначимо через z0, . . . , ztj0−1 останнi рядки вiдповiдних матриць

p1

(
A

(1)
j0

)
, . . . , ptj0

(
A

(1)
j0

)
, коли t0 ≥ 2 i координати ωj1+s послiдовно зна-

ходимо з рiвностей:
(zs, (ω1, ωj1, . . . , ωj1+s, 0, . . . , 0)) =
= (zs−1, (ω1, ωj1, . . . , ωj1+s−1, 0, . . . , 0)), s = 1, 2, . . . , tj0 − 1.

Параметри j0, j1 та tj0 − 1 пов’язанi з одним iз спiввiдношень:
a) j0 − (j1 + tj0 − 1) > 1;
b) j0 − (j1 + tj0 − 1) = 1.

У першому випадку координати ωj1+tj0
, ωj1+tj0+1, . . . , ωj0−1 вектора w

знаходимо наступним чином:

ωj1+tj0
= . . . = ωj0−1 = (zt, (ω1, . . . , ωj1+t, 0, . . . , 0))− 1,

де t = tj0 − 1.
У другому випадку координати ω1, . . . , ωj1, . . . , ωj0−1 вектора w уже ви-

значенi. Координату ωj0 визначимо за формулою: ωj0 =
j0−1∑
i=1

ωi − 1. Тодi з

умови 2 для координат ωj0+i маємо: ωj0+i = ωj0+i−1−qi−1 (i = 1, 2, . . . , t0−1).
Координати ωj0+t0, ωj0+t0+1 . . . , ωn знаходимо за формулою:

ωj0+t0 = . . . = ωn = (z0, (ω1, . . . , ωj1, 0, . . . , 0)) + ωj0 − 1.

Тодi вектор w = (ω1, . . . , ωn) задовольняє умову (1.54) i для вектора w1 =
awσ−1 маємо:

∀x ∈ A,∀y ∈ Zn
2 \ A (x,w1) > (y,w1). (1.55)

Iз останньої нерiвностi та з [45] випливає iснування такого вектора v ∈
Ωn, який також задовольняє (1.55). Отже, з елементiв множини A можна
побудувати передматрицю толерантностi Lv(q) (q = |A|) i в цьому випадку
теорему доведено. Якщо tj0 = 0, або tj0 = 1, то A(2) = A(1) i вектор w
будується згiдно з теоремою (1.11). Отже, теорему доведено.

Теорема 1.14. Якщо A = A(m), |A| ≤ 2n−1 (m ≥ 2) i

p(A) = p0(A) � p1(A), j0 = log2 |p0(A)|+ 1;

p
(
A

(1)
j0

)
= p0

(
A

(1)
j0

)
� p1

(
A

(1)
j0

)
, j1 = log2 |p0

(
A

(1)
j0

)
|+ 1;

p
(
A

(2)
j1,j0

)
= p0

(
A

(2)
j1,j0

)
� p1

(
A

(2)
j1,j0

)
, j2 = log2 |p0

(
A

(2)
j1,j0

)
|+ 1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p
(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0

)
= p0

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0

)
� p1

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0

)
,
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jm−2 = log2 |p0

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0

)
|+ 1; (1.56)

p
(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
= p0

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
� . . .� ptm

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
,

тодi множина A допускає зображення матрицями толерантностi з En.

Доведення. З того, що A = A(m) i матрицi p(A),
p
(
A

(1)
j0

)
, . . . , p

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
задовольняють умову (1.56), випливає: в

множинi A та в групi Sn вiдповiдно iснують такi елементи a, σ, що з
елементiв множини aσAσ можна побудувати матрицю:

pm(A) = p0 (A) � p0

(
A

(1)
j0

)
� p0

(
A

(2)
j1,j0

)
� . . .

�p0

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
� . . .� ptm

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
.

(1.57)

Нехай z1, . . . , ztm — останнi рядки вiдповiдних блокiв:

p1

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
, . . . , ptm

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)
i jm−1 = log2

∣∣∣p0

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0

)∣∣∣ + 1. Побудуємо n-вимiрний вектор w =

(ω1, . . . , ωn), що задовольняє умову:

∀x ∈ aσAσ i ∀y ∈ Zn
2 \ aσAσ (x,w) > (y,w). (1.58)

Першi jm−1 координати вектора w визначимо так:

ω1 = −1, ω2 = ω1 − 1, . . . , ωjm−1
= ω1 + . . .+ ωjm−1−1 − 1.

Координати ωjm−1+1, . . . , ωjm−1+tm−1 послiдовно знаходимо з рiвностей:

(zi, (ω1, . . . , ωjm−1+i−1, 0, . . . , 0)) =
= (zi+1, (ω1, . . . , ωjm−1+i, 0, . . . , 0)),

де i = 1, 2, . . . , tm − 1. Iндекси jm−2, jm−1 вiдповiдних p-пiдмножин
A(m−1), A(m) задовольняють одну з умов:

1) jm−2 = jm−1 + tm,

2) jm−2 > jm−1 + tm.
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У першому випадку координату ωjm−2
вектора w знаходимо за формулою

ωjm−2
= ω1 + . . .+ ωjm−1+tm−1 − 1. У другому випадку спочатку визначимо

ωjm−1+tm = ωjm−1+tm+1 = . . . = ωjm−2−1 =
= (ztm, (ω1, . . . , ωjm−1+tm−1, 0, . . . , 0))− 1,

а потiм ωjm−2
= ω1 + . . .+ ωjm−2−1 − 1.

Нехай k послiдовно пробiгає множину {3, 4, . . . ,m}, i для кожного фi-
ксованого значення k розглянемо рiзницю jm−k − − jm−(k−1):

1) якщо jm−k − jm−(k−1) = 1, тодi ωjm−k
= ω1 + . . .+ ωjm−(k−1) − − 1;

2) якщо jm−k − jm−(k−1) > 1, тодi

ωjm−(k−1)+1 = ωjm−(k−1)+2 = . . . = ωjm−k−1 =

= (ztm, (ω1, . . . , ωjm−1+tm−1, 0, . . . , 0)) +
k−1∑
i=2

ωjm−i
− 1

i ωjm−k
= ω1 + . . .+ ωjm−k−1 − 1.

Останнi координати ωj0+1 = . . . = ωn вектора w визначимо з рiвностi

ωn = (ztm, (ω1, . . . , ωjm−1+tm−1, 0, . . . , 0)) +
m∑

i=2

ωjm−i
− 1. (1.59)

З побудови вектора w безпосередньо випливає, що для довiльного рядка x
матрицi pm(A) справджується нерiвнiсть

(x,w) ≥

(
(ztm, (ω1, . . . , ωjm+tm−1, 0, . . . , 0)) +

m∑
i=2

ωjm−i

)
= ω0,

а для будь-якого n-вимiрного бульового вектора y, що не входить у мно-
жину рядкiв матрицi pm(A), має мiсце нерiвнiсть (y,g) < ω0. Отже, для
w1 = awσ−1 маємо:

∀x ∈ A, ∀y ∈ Zn
2 \ A (x,w1) > (y,w1). (1.60)

Тодi, як показано в [45], iснує такий вектор v ∈ Ω−
n , що задовольняє (1.60),

а це означає, що з елементiв множини A можна побудувати передматрицю
толерантностi Lv(q) (q = |A|). Теорему доведено.
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Теорема 1.15. Якщо A = A(m) (m ≥ 2) i

p(A) = p0(A) � . . .� pt0(A), j0 = log2 |p0(A)|+ 1, (t0 ≥ 2),

∀i ∈ {1, 2, . . . , t0 − 1}
∣∣∣p(A(1)

j0+i

)∣∣∣ =
∣∣∣p(A(1)

j0+i−1

)∣∣∣ ,
p
(
A

(1)
j0+i

)
= p0

(
A

(1)
j0+i

)
� p1

(
A

(1)
j0+i

)
, j1 = log2

∣∣∣p0

(
A

(1)
j0+i

)∣∣∣+ 1,

∀i ∈ {1, 2, . . . , t0 − 1}
∣∣∣p(A(2)

j1,j0+i

)∣∣∣ =
∣∣∣p(A(2)

j1,j0+i−1

)∣∣∣ ,
p
(
A

(2)
j1,j0+i

)
= p0

(
A

(2)
j1,j0+i

)
� p1

(
A

(2)
j1,j0+i

)
,

j2 = log2

∣∣∣p0

(
A

(2)
j1,j0+i

)∣∣∣+ 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∀i ∈ {1, 2, . . . , t0 − 1}
∣∣∣p(A(m−2)

jm−3,...,1,j0+i

)∣∣∣ =

=
∣∣∣p(A(m−2)

jm−3,...,j1,j0+i−1

)∣∣∣ , (1.61)

p
(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0+i

)
= p0

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0+i

)
� p1

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0+i

)
,

jm−2 = log2

∣∣∣p0

(
A

(m−2)
jm−3,...,j1,j0+i

)∣∣∣+ 1,

∀i ∈ {1, 2, . . . , t0 − 1} p
(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0+i

)
= p0

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0+i

)
�

. . .� ptm

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0+i

)
,∣∣∣pk

(
A

(m−1)
jm−2,...,1,j0+i

)∣∣∣ =
∣∣∣pk

(
A

(m−1)
jm−2,...,j1,j0+i−1

)∣∣∣ , k ∈ {0, 1, . . . , tm},
тодi множина A допускає зображення матрицями толерантностi з En.

Теорема доводиться аналогiчно до теореми 1.14. Рiзниця тiль-
ки в тому, що у даному випадку ωj0+1 = ωj0+2 = . . . =
. . . = ωj0+t0−1 = ωj0, i за формулою (1.59) визначаються координати
ωj0+t0, . . . , ωn вектора w.

Нехай a = (α1, . . . , αj, . . . , αj+s, . . . , αn) — довiльний вектор множини
Zn

2 , s ∈ {0, 1, . . . , n− j} i j ≥ 2. На множинi координат {α1, . . . , αn} векто-
ра a ∈ Zn

2 для фiксованих s та j визначимо функцiю εk
j (k ∈ {0, . . . , s})

наступним чином:

εk
j (αi) =


αi, якщо i ≤ j − 1;
αi(j − rk), якщо i = j + k;
αij, якщо i > j + s;

(1.62)

де r0, r1, . . . , rs ∈ {1, 2, . . . , j−1}. Через функцiї εk
j (k = 0, . . . , s) при фiксо-

ваних s ∈ {0, . . . , n− j} та j задаємо вiдображення εs
j : Zn

2 → Zn
j+1 (Zj+1 =
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{0, 1, . . . , j}, 2 ≤ j ≤ n) наступним чином:

εs
j(a) = (εs

j(α1), . . . , ε
s
j(αj−1), ε

0
j(αj), ε

1
j(αj+1), . . . ,

εs
j(αj+s), ε

s
j(αj+s+1), . . . , ε

s
j(αn))

i визначимо функцiонал vs
j на множинi Zn

2 за формулою:

∀a ∈ Zn
2 vs

j(a) =
∑

i∈Is(j)

εs
j(αi) +

s∑
i=0

εi
j(αj+i), (1.63)

де Is(j) = {1, 2, . . . , n} \ {j, j + 1, . . . , j + s}. За допомогою функцiонала vs
j

для кожного k ∈ {0, 1, . . . , s} формуємо множину бульових векторiв F (rk,s)
j+k

так:
F

(rk,s)
j+k = {a ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) | vs

j(a) ≤ j − 1},

де m(L∗j+k 0 . . . 0) — множина бульових векторiв, що побудована з рядкiв
матрицi

(
L∗j+k 0 . . . 0

)
, а r0, r1, . . . , rs ∈ {1, . . . , j − 1}.

Теорема 1.16. Якщо в множинi A ⊂ Zn
2 (|A| ≤ 2n−1), групi Sn вiдпо-

вiдно iснують такi елементи a, σ i такi цiлi числа r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rs >

0 (r0 ≤ j − 1), що

aσAσ = m(Lj 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

) ∪

(
s⋃

i=0

F
(ri,s)
j+i

)
, (1.64)

тодi множина A допускає зображення матрицями толерантностi з En.

Доведення. Задаємо n-вимiрний вектор w = (ω1, . . . , ωn) наступним
чином: ω1 = . . . = ωj−1 = −1, ωj = r0 − j, ωj+1 = = r1 − j, . . . , ωj+s =
rs − j, ωj+s+1 = . . . = ωn = −j. За побудовою вектора w маємо:

min{(x,w) | x ∈ m(Lj 0 . . . 0)} = 1− j,

∀k ∈ {0, 1, . . . , s} min{(x,w) | x ∈ F (rk,k)
j+k } = 1− j >

> max{(x,w) | x ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) \ F (rk,k)
j+k } = −j,

∀t ∈ {s+ 1, . . . , n} max{(x,w) | x ∈ m(L∗t 0 . . . 0)} = −j

Тодi з (1.64) безпосередньо випливає:

∀x ∈ aσAσ,∀y ∈ Zn
2 \ aσAσ (x,w) > (y,w). (1.65)
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Отже, iснує такий вектор v ∈ Ω−
n [45], який також задовольняє умову (1.65).

Це означає, що iснує такий елемент ξ ∈ Sq (q = |A|), що aσ(Aξ)
σ = Lv(q),

де Lv ∈ E−
n . Тодi з елементiв множини A можна побудувати передматрицю

толерантностi L1(q)
(
L1 = aLσ−1

v

)
, отже, теорему доведено.

Розглянемо узагальнення функцiй εk
j i функцiоналу vs

j . Нехай a =
(α1, . . . , αj, . . . , αj+s, . . . , αn) ∈ Zn

2 , s ∈ {0, 1, . . . , n − j} (j ≥ 2). Для фi-
ксованих j ∈ {2, 3, . . . , n} i t ∈ {1, 2, j − 1} будуємо множину векторiв
uj(t):

uj(t)={(u1, . . . , ut) | u1 + ...+ ut =j − 1, u1, . . . , ut∈{1, 2, . . . , j − t}}

i через неї визначимо Uj =
j−1⋃
t=1

uj(t). Нехай u = (u1, . . . , ulu) ∈ Uj,

lu ≥ 2 (lu — розмiрнiсть вектора u) i ∀k ∈ {0, 1, . . . , s}

ε
(u,k)
j (αi) =



αi, якщо i ≤ u1,

αi2
r−1, якщо

r−1∑
p=1

up<i≤
r∑

p=1
up,

αi

(
lu∑

p=1
up2

p−1−rk+1

)
,якщо i = j + k,

αi

(
lu∑

p=1
up2

p−1 + 1

)
, якщо i > j + s,

де r ∈ {2, 3, . . . , lu}. Якщо lu = 1, то ε
(u,k)
j = εk

j . Для фiксованих
j ∈ {2, 3, . . . , n}, s ∈ {0, 1, . . . , n − j} i u = (u1, . . . , ulu) ∈ Uj задаємо вiд-

ображення ε(u,s)
j : Zn

2 → Zn
h+1

(
h =

lu∑
p=1

up2
p−1 + 1

)
так:

ε
(u,s)
j (a) = (ε

(u,s)
j (α1), . . . , ε

(u,s)
j (αj−1), ε

(u,0)
j (αj), ε

(u,1)
j (αj+1), . . . ,

ε
(u,s)
j (αj+s), ε

(u,s)
j (αj+s+1), . . . , ε

(u,s)
j (αn))

i визначимо функцiонал v(u,s)
j на множинi Zn

2 за допомогою наступної фор-
мули:

∀a ∈ Zn
2 v

(u,s)
j (a) =

∑
i∈Is(j)

ε
(u,s)
j (αi) +

s∑
i=0

ε
(u,i)
j (αj+i),

де Is(j) = {1, 2, . . . , n} \ {j, j + 1, . . . , j + s}.
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Через функцiонал v(u,s)
j задаємо множину бульових векторiв F (u,rk,s)

j+k :

F
(u,rk,s)
j+k =

{
a ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) | v(u,s)

j (a) ≤
lu∑

p=1

up2
p−1

}
,

де r0, r1, . . . , rs ∈ {1, . . . ,
lu∑

p=1
up2

p−1}, k ∈ {0, 1, . . . , s}

Теорема 1.17. Якщо в множинi A ⊂ Zn
2 (|A| ≤ 2n−1), групi Sn i в

множинi векторiв Uj вiдповiдно iснують такi елементи a, σ,u i такi

цiлi числа r0 ≥ r1 ≥ . . . rs > 0 (r0 ≤
lu∑

p=1
up2

p−1), що

aσAσ = m(Lj 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

) ∪

(
s⋃

i=0

F
(u,ri,s)
j+s

)
, (1.66)

тодi множина A допускає зображення матрицями толерантностi з En.

Доведення. Дано, що вiдносно елементiв a ∈ A, σ ∈ Sn i u =
(u1, . . . , ulu) справджується рiвнiсть (1.66). Покажемо, що можна побуду-
вати вектор w = (ω1, . . . , ωn), який задовольняє умову

∀x ∈ aσAσ, ∀y ∈ Zn
2 \ aσAσ (x,w) > (y,w). (1.67)

Визначимо координати ωi вектора w наступним чином: ω1 =
= . . . = ωu1

= −1, ωu1+1 = . . . = ωu1+u2
= −2, ωu1+u2+1 =

= . . . = ωu1+u2+u3
= −22, . . . , ωu1+u2+...+ulu−1+1 = . . . =

= ωu1+u2+...+ulu
= −2lu−1, ωj = r0 −

(
lu∑

p=1
up2

p−1 + 1

)
, ωj+1 =

= r1 −

(
lu∑

p=1
up2

p−1 + 1

)
, . . . , ωj+s = rs −

−

(
lu∑

p=1
up2

p−1 + 1

)
, ωj+s+1 = . . . = ωn = −

lu∑
p=1

up2
p−1 − 1. Iз побудови
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вектора w випливає min{(x,w) | x ∈ m(Lj 0 . . . 0)} = = −
lu∑

p=1
up2

p−1,

∀k ∈ {0, . . . , s} min{(x,w) | x ∈ F (u,rk,k)
j+k } = −

lu∑
p=1

up2
p−1 >

−
lu∑

p=1
up2

p−1 − 1 = max{(x,w) | x ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) \ F (u,rk,k)
j+k }},

∀t ∈ {s+ 1, . . . , n} max{(x,w) | x ∈ m(L∗t 0 . . . 0)} =

= −
lu∑

p=1
up2

p−1 − 1.

Тодi з (1.66) безпосередньо випливає (1.67) i аналогiчно до того, як у тео-
ремi 1.16, можна показати iснування такої матрицi толерантностi L1 ∈ En,
першi q рядки (q = |A|) якої можуть бути побудованi з елементiв множини
A, тобто iснує такий елемент ξ ∈ Sq, що Aξ = L1(q). Отже, множина A

допускає зображення матрицею толерантностi L1 ∈ En. Теорему доведено.

1.5. Реалiзацiя функцiй алгебри логiки одним нейронним
елементом

Нехай Z2 = {0, 1} i Zn
2 — n-а декартова степiнь множини Z2. Для бульо-

вої функцiї f (x1, . . . , xn) (f : Zn
2 → Z2) визначимо множини f−1(1), f−1(0):

f−1(1) = {x ∈ Zn
2 | f(x) = 1}, f−1(0) = {x ∈ Zn

2 | f(x) = 0}.

За означенням, нейронний елемент (НЕ) з пороговою функцiєю активацiї
з вектором структури [w = (ω1, . . . , ωn);ω0] (w — n-вимiрний дiйсний век-
тор, який називається ваговим, ω0 — дiйсне число (порiг)) реалiзує бульову
функцiю f (x1, . . . , xn), якщо для кожного x ∈ Zn

2 виконується умова

x ∈ f−1(0) ⇔ (x,w) < ω0.

Бульова функцiя f (x1, . . . , xn), що реалiзується одним нейронним елемен-
том iз пороговою функцiєю активацiї, називається нейрофункцiєю (поро-
говою).

Вiдомо [45], що коли бульова функцiя реалiзується одним НЕ з ваговим
вектором w = (ω1, . . . , ωn) 6∈ Ωn i порогом ω0, то iснує НЕ з ваговим ве-
ктором w′ ∈ Ωn i порогом ω′, що також реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn).
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Звiдси випливає, що всi нейрофункцiї вiд n змiнних можуть бути реалiзо-
ванi на НЕ з ваговими векторами з Ωn. Далi будемо розглядати тiльки НЕ
з пороговою функцiєю активацiї та ваговим вектором w ∈ Ωn.

Нехай w — фiксований вектор iз Ωn. Позначимо через Q(w) клас усiх
нейрофункцiй iз ваговим вектором w, а через ρ(w) — упорядковану множи-
ну бульових векторiв (x1,x2, . . . ,x2n), таких, що (xi,w) > (xi+1,w). Оче-
видно, кiлькiсть елементiв |Q(w)| класу Q(w) дорiвнює числу 2n + 1.

Вектори w i w′ ∈ Ωn називаються еквiвалентними, якщо ρ(w) = ρ(w′).

Теорема 1.18. Нехай [w;ω0] — вектор структури НЕ, що реалiзує
функцiю f(x), w ∈ Ωn i вектори w,w′ еквiвалентнi. Тодi знайдеться
таке число ω′0, що НЕ з вектором структури [w′;ω′0] також реалiзує
функцiю f(x).

Доведення. Нехай max{(x,w) | x ∈ f−1(0)} = (xm,w). Тодi з рiвностi
ρ(w) = ρ(w′) випливає, що

(xm,w
′) = max{(x,w′) | x ∈ f−1(0)}.

Отже, якщо число ω′0 вибрати з iнтервалу(
max{(x,w′) | x ∈ f−1(0)},min{(x,w′) | x ∈ f−1(1)}

)
,

то x ∈ f−1(0) ⇔ (x,w′) < ω′0, тобто НЕ з вектором структури [w′;ω′0]
також реалiзує функцiю f . Отже, теорему доведено.

Iз теореми випливає, що ρ(w) = ρ(w′) ⇒ Q(w) = Q(w′). Отже, ρ
на множинi Ωn також iндукує вiдношення еквiвалентностi. Класи еквi-
валентностi множини Ωn, якi породженi вiдношенням ρ, позначимо через
Ωi

n, i = 1, 2, . . . , t.

Теорема 1.19. Якщо wi — представник класу Ωi
n, то множина всiх

нейрофункцiй πn спiвпадає з
t⋃

i=1
Q(wi).

Дiйсно, πn =
⋃

w∈Ωn

Q(w) =
t⋃

i=1
Q(wi), оскiльки для еквiвалентних векто-

рiв w,w′ ∈ Ωn Q(w) = Q(w′) i Ωn =
t⋃

i=1
Ωi

n.

Нехай L — матриця толерантностi з En =
⋃

w∈Ωn

Lw i m(L̃(i)) множина

n-вимiрних бульових векторiв, що побудована з перших i рядкiв матрицi
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L̃ = L � L∗. Позначимо через ϕi
L(x1, . . . , xn) характеристичну функцiю

множиниm(L̃(i)), тобто ϕi
L(a) = 1 ⇔ a ∈ m(L̃(i)). Якщо покласти ϕ0

L(a) =
0 для довiльного a ∈ Zn

2 , тодi

πn =
t⋃

i=1

Q(wi) =
⋃

L∈En

2n⋃
i=0

ϕi
L(x1, . . . , xn). (1.68)

Пiд ядром K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) будемо розумiти множи-
ну f−1(1), якщо

∣∣f−1(1)
∣∣ ≤ ∣∣f−1(0)

∣∣, i f−1(0) у протилежному випадку.
Запишемо елементи ядра K(f) функцiї f (x1, . . . , xn) у довiльному по-

рядку в рядки матрицi (αij), зберiгаючи для одержаної матрицi позна-
чення K(f), тобто K(f) = (αij). Нехай σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|) i
Kσ

ξ (f) = (αξ(i)σ(j)), де ξ(i), σ(j) — дiї вiдповiдних пiдстановок ξ та σ на
числа i, j.

Теорема 1.20. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним ней-
ронним елементом тодi i тiльки тодi, коли її ядро K(f) допускає зобра-
ження матрицями толерантностi з En.

Доведення. Дано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом iз ваговим вектором w ∈ Ωn. Це означає,
що f (x1, . . . , xn) = ϕq

Lw
(x1, . . . , xn), якщо K(f) = f−1(1) i f (x1, . . . , xn) =

ϕq
Lw1

(x1, . . . , xn), якщо K(f) =

= f−1(0), де w1 = −w i f — iнвертована функцiя для f . Отже, iснує та-
кий елемент ξ ∈ Sq (q = |K(f)|), що Kξ(f) = Lw(q) або Kξ(f) = Lw1

(q).
Необхiднiсть доведено.

Дано, що Kξ(f) = Lw(q), де Lw ∈ En i ξ ∈ Sq. Тодi з (1.68) випливає:
f ∈ πn або f ∈ πn. Якщо f ∈ πn, то функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним НЕ з ваговим вектором w. У випадку, коли f ∈ πn на нейронному
елементi реалiзується функцiя f (x1, . . . , xn). Але функцiї f (x1, . . . , xn) i
f (x1, . . . , xn), як вiдомо [46], або одночасно реалiзуються, або одночасно не
реалiзуються одним нейронним елементом. Отже, теорему доведено.

Нехай K(f) = {a1, . . . , aq} — ядро бульової функцiї f (x1, . . . , xn).
Кожному ai = (αi

1, . . . , α
i
n) поставимо у вiдповiднiсть елемент gi =(

(−1)αi
1, . . . , (−1)αi

n

)
i побудуємо множину T (f) = {K(f)i = giK(f) |

i =, 1, 2, . . . , q}, яку назвемо множиною зведених ядер бульової функцiї
f (x1, . . . , xn).
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Теорема 1.21. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним ней-
ронним елементом тодi i тiльки тодi, коли хоча б одне її зведене ядро
K(f)i ∈ T (f) допускає зображення матрицями толерантностi з E−

n .

Доведення. Якщо функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейрон-
ним елементом, то згiдно з теоремою 1.20 її ядро K(f) допускає зображе-
ння матрицями толерантностi з En, тобто iснує такий елемент ξ ∈ Sq (q =
|K(f)|) i матриця толерантностi H ∈ En, що Kξ(f) = H(q). На основi тео-
реми 1.2, будь-яку матрицю H ∈ En можна записати у виглядi H = (gL)σ,
де g ∈ Gn, σ ∈ Sn i L ∈ E−

n . Звiдси L = g−1Hσ−1

= gHσ−1. Тодi з того, що
Kξ(f) = H(q), безпосередньо маємо gKσ−1

ξ (f) = L(q). Перший рядок до-
вiльної матрицi толерантностi L з E−

n є нульовим. Отже, ядроK(f) мiстить
такий вектор (αi

1, . . . , α
i
n), що

gσ =
(

(−1)αi
1, . . . , (−1)αi

n

)
i gKσ−1

ξ (f) = (gσKξ(f))σ−1

= (giKξ(f))σ−1

= Kσ−1

ξ (f)i = L(q), тобто зведе-
не ядро K(f)i допускає зображення матрицею толерантностi L ∈ E−

n .
Нехай зведене ядро K(f) функцiї f (x1, . . . , xn) допускає зобра-

ження матрицею Lw ∈ E−
n . Тодi нейронний елемент iз ваго-

вим вектором w1 = giw
σ−1 i порогом ω0 ∈ (cq, cq+1), де

cw1
= (Lw1

� L∗w1
) · wT

1 реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn) або
f (x1, . . . , xn) залежно вiд того чи K(f) = f−1(1) або K(f) =
= f−1(0). Отже, функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним еле-
ментом. Теорему доведено.

Нехай K(f) = {a1 = (α1
1, . . . , α

1
n), . . . , aq = (αq

1, . . . , α
q
n)}. Зведене ядро

K(f)i вiдносно елемента ai = (αi
1, . . . , α

i
n) ∈ K(f) будуємо так:

K(f)i = aiK(f) = {(αi
1 ⊕ α1, . . . , α

i
n ⊕ αn) | (α1, . . . , αn) ∈ K(f)},

де ⊕ — сума за модулем 2. Проiлюструємо теорему 1.21 на прикладах.

Приклад 1.1. Чи реалiзується бульова функцiя f(x1, . . . . . . , x4) одним
нейронним елементом, якщо
f−1(1) = {(0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 1)}? Послiдов-
но побудуємо зведенi ядра K(f)i (i = 1, 2, 3, 4, 5) функцiї f(x1, x2, x3, x4)
i вiдносно кожного з них з’ясовуємо, чи задовольняє воно умови теоре-
ми. Як тiльки знайдемо зведене ядро, що задовольняє умову теореми 1.21,
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зробимо висновок, що функцiя реалiзується одним нейронним елементом.
Побудуємо:

K(f)1 = (0, 1, 1, 1)


0 1 1 1
1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 1 1

 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 1 0 0

 .

Якщо σ =
(1 2 3 4

1 2 4 3

)
i ξ — одиничний елемент групи S5, то Kσ

ξ (f)1 =
L7(5) (L7 ∈ E−

4 ). Отже, функцiя f(x1, x2, x3, x4) є нейрофункцiєю i реа-
лiзується на нейронному елементi з ваговим вектором w1 = a1w

σ−1

(a1 =
(0, 1, 1, 1)), де w = (−1;−2; −2; 5;−6) знаходимо з умови (L7 � L∗7) ·wT =
cT
w. Тодi НЕ з ваговим вектором w1 = (−1; 2; 6; 2, 5) i порогом ω0 ∈ (c5, c6)

(ci — i-а координата вектора cT
w1

= ((a1L
σ−1
7 ) � (a1L

σ−1
7 )∗) · wT

1 ) реалiзує
функцiю f(x1, x2, x3, x4).

Приклад 1.2. Нехай K(f) = {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)} —
ядро бульової функцiї f(x1, x2, x3, x4). Знаходимо множину зведених ядер
T (f) = {K(f)1, K(f)2, K(f)3} i з елементiв кожного зведеного ядра будує-
мо матрицю, розташувавши їх довiльним чином у рядки матрицi, для якої
зберiгаємо позначення K(f)i. Таким чином:

T (f) =

K(f)1 =

0 0 0 0
1 0 1 0
1 0 1 1

 , K(f)2 =

0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

 ,

K(f)3 =

0 0 0 0
0 0 0 1
1 0 1 1

 .

З елементiв K(f)i множини T (f) шляхом перестановки рядкiв та стов-
пчикiв не можна побудувати передматрицю толерантностi жодної матрицi
толерантностi L з E−

4 . Отже, функцiя f не реалiзується одним нейронним
елементом.

Якщо за пiдмножину A ⊂ Zn
2 вибрати ядро бульової функцiї

f (x1, . . . , xn), то з теорем 1.20, 1.21 та з результатiв пiдроздiлiв 1.2–1.4
безпосередньо випливають наступнi теореми:
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Теорема 1.22. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли conv (K(f)) ∩
conv (Zn

2 \K(f)) = ∅.

Теорема 1.23. Якщо зведене ядро K(f)i ∈ T (f) бульової функцiї
f (x1, . . . , xn) мiстить si нульових стовпцiв i |K(f)| ≤
≤ 2n−si−1, то функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним еле-
ментом тодi i тiльки тодi, коли iснують такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq (q = |K(f)|) i матриця толерантностi V ∈ E−

n−si
, що Kσ

ξ (f)i =
(V (q) 0mi

. . . 0mi︸ ︷︷ ︸
si

), де mi = n − si i 0mi
— вектор-стовпчик розмiрностi

q × 1.

Теорема 1.24. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом, тодi a = (α1, . . . , αn) ∈
∈ K(f) ⇒ a = (α1, . . . , αn) 6∈ K(f), де αi — iнвертоване значення αi.

Нехай a = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
2 i Ka = {i | αi = 1}, S(Ka) — множина усiх

пiдмножин множини Ka i ‖a‖ =
n∑

i=1
αi.

Теорема 1.25. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом, то в множинi зведених ядер T (f) знайде-
ться таке ядро K(f)r, що для довiльного a ∈ K(f)r має мiсце:

a ∈ K(f)r ⇒
⋃

Kb∈S(Ka)

{b} ⊂ K(f)r.

Наслiдок 1. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
НЕ, то в множинi зведених ядер знайдеться таке ядро K(f)r, що для
довiльного a з K(f)r та для будь-якого невiд’ємного цiлого числа k < ||a||
справджується нерiвнiсть∣∣{b ∈ K(f)r | ||b|| = k}

∣∣ ≥ Ck
||a||,

де Cm
n — бiномний коефiцiєнт.

Нехай T (f) = {K(f)1, . . . , K(f)q} — множина зведених ядер бульової
функцiї f (x1, . . . , xn), k∗i = max{||a|| | a ∈ aiA} i k∗ =
= min{k∗i | i = 1, 2, . . . , q}.
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Наслiдок 2. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) з ядром K(f) реалi-
зується одним нейронним елементом, тодi

|K(f)| ≥
k∗∑
i=0

Ci
k∗.

Приклад 1.3. Чи реалiзується бульова функцiя з ядром K(f) =
{(1, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 1,
0), (0, 0, 0, 0, 1, 1)} одним нейронним елементом? Побудуємо множину зве-
дених ядер:
T (f) = {K(f)1, . . . , K(f)5}:
K(f)1 = {(0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
(1, 1, 0, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0, 1, 1)};
K(f)2 = {(1, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 0),
(0, 1, 1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 0, 1, 1)};
K(f)3 = {(1, 1, 1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0),
(0, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1, 1, 1)};
K(f)4 = {(1, 1, 0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 0, 1, 0),
(0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 1)};
K(f)5 = {(1, 1, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 1, 1, 1),
(0, 0, 0, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 0, 0, 0)}.
Жодне зведене ядро K(f)i (i = 1, . . . , 5) не задовольняє умови теореми
1.25. Отже, функцiя f з ядром K(f) не може бути реалiзована одним ней-
ронним елементом.

Нехай A ⊂ Zn
2 i n(A) = {i | ei ∈ A}.

Теорема 1.26. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом i її ядро K(f) задовольняє нерiвнiсть 2j <

|K(f)| ≤ 2j+1 (j ∈ {1, 2, . . . , n − 2}), тодi в множинi зведених ядер T (f)
знайдеться таке ядро K(f)i, для якого справджуються нерiвностi:

1) для будь-якого a ∈ K(f)i ||a|| ≤ j + 1;

2) |n(K(f)i)| ≥ j + 1.

Приклад 1.4. Нехай f−1(0) = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1,
1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)}. Чи реалiзується бульова функ-
цiя f(x1, . . . , x10) одним НЕ? Ядро K(f) задовольняє нерiвнiсть
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2 < |K(f)| ≤ 22. Побудуємо множину зведених ядер T (f): K(f)1 = f−1(0),
K(f)2 = {(1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 1, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, K(f)3 = {(0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)} . За допомогою простої перевiрки легко пе-
реконатися в тому, що жодне ядро не задовольняє умови теореми, тобто
функцiя f(x1, . . . , x10) не реалiзується одним НЕ.

Нехай a,b ∈ Zn
2 . Вiдстань ρ(a,b), групу H(a,b) та сумiжний клас

H(a&b) визначимо згiдно з пiдроздiлом 1.3.

Теорема 1.27. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом, тодi для будь-яких двох елементiв a,b ∈
K(f), для яких |H(a&b) ∩ (Zn

2 \K(f))| ≥ 2, i для довiльних елементiв g,
h ∈ H(a&b) ∩ (Zn

2 \K(f)) справджується нерiвнiсть ρ(g,h) < ρ(a,b).
Нехай A ⊂ Zn

2 , a = (α1, . . . , αi, . . . , αn) ∈ A, s(i; a) = αi i s(i;A) =∑
a∈A

s(i; a).

Теорема 1.28. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом, тодi в множинi зведених ядер T (f) зна-
йдеться таке ядро K(f)t i такий елемент σ ∈ Sn, що для всiх i ∈
{2, 3, . . . , n} справджується нерiвнiсть

s(i− 1;Kσ(f)t) ≥ s(i;Kσ(f)t),

де Kσ(f)t допускає зображення матрицями з E−
n .

Нехай A = {a1, . . . , aq} (q ≤ 2n−1) — довiльна пiдмножина множини
Zn

2 i p(A), p2(A), . . . — матрицi, якi побудованi з елементiв A вiдповiдно до
правил, описаних у пiдроздiлi 1.3.

Теорема 1.29. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) з ядром K(f) (q =
|K(f)|) реалiзується одним нейронним елементом, тодi в множинi зведе-
них ядер T (f) знайдеться таке ядро K(f)i, такi пiдстановки σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq i таке число k ∈ {1, 2, . . . , j0 − 1} (2 ≤ j0 ≤ n), що Kσ

ξ (f)i = pk(K(f)i).

Приклад 1.5. Розглянемо бульову функцiю f(x1, . . . , x8) з ядром
K(f) = {a1 = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1), a2 = (0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1),
a3 = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1), a4 = (0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1), a5 = (0, 0, 0, 0,
1, 1, 0, 1)}. Побудуємо множину зведених ядер T (f) = {K(f)1,
. . . , K(f)5}. Якщо за ξ ∈ S5 вибрати пiдстановку

(1 2 3 4 5
1 3 2 5 4

)
, то матриця
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Kξ(f)1 має наступний вигляд:

Kξ(f)1 =


0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

 , (1.69)

тобто Kξ(f)1 = (L14(5) 0 0 0 0), де L14 ∈ E−
4 . Тодi, згiдно з теоремою 1.22,

функцiя f(x1, . . . , x8) реалiзується одним нейронним елементом. Iз (1.69)
випливає: Kξ(f)1 = (L2 0 0 0 0 0 0)�
�(L∗2(1) 0 0 0 0 0 0) � (L∗3(1) 0 0 0 0 0) � (L∗4(1) 0 0 0 0) = p(K(f)1).

Теорема 1.30. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульової функцiї
f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i i такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq (q = |K(f)|), що Kσ

ξ (f)i = p(K(f)i), тодi f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом.

Приклад 1.6. Нехай n = 10, ai = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1),
σ =

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 4 3 6 5 8 7 10 9

)
, p(K(f)i) = (L5 0 0 0 0 0) � (L∗5(7) 0 0 0 0 0)�

�(L∗6(5) 0 0 0 0) � (L∗7(4) 0 0 0) � (L∗8(1) 0 0) i Kσ
ξ (f)i = p(K(f)i). Знаходимо

вектор структури нейронного елемента, що реалiзує функцiю f(x1, . . . , xn).
Згiдно з теоремою 1.11 будуємо 10-вимiрний вектор w = (ω1, . . . , ω10):

ω1 = −1, ω2 = ω1 − 1 = −2, . . . , ω5 = −ω1 − . . .− ω4 − 1 = −16;

останнi рядки матриць (L∗5(7) 0 0 0 0 0), (L∗6(5) 0 0 0 0), (L∗7(4) 0 0 0),
(L∗8(1) 0 0) вiдповiдно позначимо через

z0 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),
z1 = (0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),
z2 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0),
z3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

i з наступних рiвнянь:

(z0, (ω1, . . . , ω5, 0, 0, 0, 0, 0)) = (z1, (ω1, . . . , ω5, ω6, 0, 0, 0, 0)),
(z1, (ω1, . . . , ω6, 0, 0, 0, 0)) = (z2, (ω1, . . . , ω6, ω7, 0, 0, 0)),

(z2, (ω1, . . . , ω7, 0, 0, 0)) = (z3, (ω1, . . . , ω7, ω8, 0, 0)),

послiдовно знаходимо: ω6 = −18, ω7 = −19, ω8 = −22, потiм:
ω9 = ω10 = (z3, (ω1, . . . , ω8, 0, 0)) − 1 = −23. За допомогою елементiв



50

ai, σ (σ−1 = σ) з вектора w = (−1,−2,−4,−8,−16,−18,
−19,−22,−23,−23) одержуємо вектор w1 = aiw

σ−1

= (−2, 1,
−8, 4,−18, 16,−22, 19,−23, 23) i покладемо, що ω0 = (w1,

aiz
σ−1

3 ) = 41.
Якщо K(f) = f−1(1), тодi нейронний елемент iз вектором стру-

ктури [w1 = (−2, 1,−8, 4,−18, 16,−22, 19,−23, 23); 41] реалiзує функцiю
f (x1, . . . , xn), у протилежному випадку (K(f) =
= f−1(0)) функцiя f(x1, . . . , x10) реалiзується на НЕ iз ваговим векто-
ром w2 = −w1 = (2,−1, 8,−4, 18,−16, 22,−19, 23,−23) i порогом ω′0 =
−ω0 + 1 = −40.

Теорема 1.31. Якщо ядро K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) задо-
вольняє нерiвнiсть |K(f)| < 12, то функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли в множинi зведе-
них ядер T (f) знайдеться таке ядро K(f)i i такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq (q = |K(f)|), що Kσ

ξ (f)i = p(K(f)i)

Теорема 1.32. Якщо для кожного зведеного ядра K(f)i, де i =
1, 2, . . . , q (q = |K(f)|) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) блок p0(K(f)i) мат-
рицi

p(K(f)i) = p0(K(f)i) � p1(K(f)i) � . . .� pt0(K(f)i)

задовольняє нерiвнiсть |p0(K(f)i)| ≤ 2, то функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзу-
ється одним нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли в множинi
зведених ядер знайдеться таке ядро K(f)i0 i такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq, що Kσ

ξ (f)i0 = p(K(f)i0).
Нехай K(f)i ∈ T (f) i

p(K(f)i) = p0(K(f)i) � p1(K(f)i) � . . .� pt0(K(f)i),
p2(K(f)i) = p0(K(f)i) � p2

1(K(f)i) � . . .� p2
t0

(K(f)i),

де
p2

1(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,j0

)
� . . .� ptj0

(
K(f)

(1)
i,j0

)
,

p2
2(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,j0+1

)
� . . .� ptj0+1

(
K(f)

(1)
i,j0+1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p2
t0

(K(f)i) = p0

(
(K(f)

(1)
i,j0+t0−1)

)
� . . .

. . .� ptj0+t0−1

(
(K(f)

(1)
i,j0+t0−1)

)
,

(1.70)
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j0 = log2 |p0(K(f)i)| + 1, K(f)
(1)
i,r = {a = (α1, . . . , αr−1, 1, αr+1,

. . . , αn) |a ∈ Kσ(f)i}, σ вибирається так, щоб j0 → max.

Теорема 1.33. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульової функцiї
f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i i такi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈
Sq(q = |K(f)|), що Kσ

ξ (f)i = p2(K(f)i) i блоки p2
1(K(f)i), . . . , p

2
t0

(K(f)i)
матрицi p2(K(f)i) задовольняють умови∣∣∣p0

(
K(f)

(1)
i,j0+r

)∣∣∣= ∣∣∣p0

(
K(f)

(1)
i,j0+r+1

)∣∣∣ , r=0, 1, . . . , t0−2; (1.71)

при кожному фiксованому r ∈ {0, 1, . . . , t0−2} tj0+r = tj0+r+1 i для кожно-
го k ∈ {1, 2, . . . , tj0+r−1}∣∣∣pk

(
K(f)

(1)
i,j0+r

)∣∣∣− ∣∣∣pk

(
K(f)

(1)
i,j0+r+1

)∣∣∣ = qr ≥ 0, (1.72)

тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним елементом.

Приклад 1.7. Нехай n = 10, ai = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0),

σ =

(
1

6

2

7

3

8

4

9

5

10

6

1

7

2

8

3

9

4

10

5

)
Kσ(f)i = p2(K(f)i) = p0(K(f)i) � p2

1(K(f)i) � p2
2(K(f)i), де p0(K(f)i) =

(L7 0 0 0), p2
1(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,7

)
� p1

(
K(f)

(1)
i,7

)
�

� p2

(
K(f)

(1)
i,7

)
� p3

(
K(f)

(1)
i,7

)
= (L4 0 0 1 0 0 0) � (L∗4(4) 0 0 1 0 0 0) �

� (L∗5(2) 0 1 0 0 0) � (L∗6(2) 1 0 0 0), p2
2(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,8

)
�

�p1

(
K(f)

(1)
i,8

)
� p2

(
K(f)

(1)
i,8

)
� p3

(
K(f)

(1)
i,8

)
= (L4 0 0 0 1 0 0) �

�(L∗4(3) 0 0 0 1 0 0) � (L∗5(1) 0 0 1 0 0) � (L∗6(1) 0 1 0 0).
Знаходимо вектор структури НЕ, що реалiзує функцiю

f(x1, . . . , x10). Згiдно з теоремою 1.13 побудуємо вектор w =

= (ω1, . . . , ω10) : j1 = log2

∣∣∣p0

(
K(f)

(1)
i,7

)∣∣∣ + 1 = 4, тодi ω1 = −1, ω2 =

= −2, ω3 = −4, ω4 = −8. Вектори z0 = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0),
z1 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0), z2 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0) побудованi з остан-
нiх рядкiв вiдповiдних матриць p1

(
K(f)

(1)
i,7

)
, p2

(
K(f)

(1)
i,7

)
, p3

(
K(f)

(1)
i,7

)
.

Координати ω5, ω6 вектора w послiдовно знаходимо з рiвностей:

(zs, (ω1, . . . , ωj1, ωj1+1, . . . , ωj1+s0, . . . , 0)) =
= (zs−1, (ω1, . . . , ωj1, ωj1+1, . . . , ωj1+s−10, . . . , 0)), s = 1, 2.
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У даному випадку ω5 = −10, ω6 = −10. Параметри j0 = 7, j1 =
= 4, t7 = 3 задовольняють умову j0 − (j1 + tj0 − 1) = 1. Тодi ω7 = ω1 +
ω2 + . . . + ω6 − 1 = −36. Параметр t0 = 2, i згiдно з формулою (теорема
1.13) ωj0+i =ωj0+i−1 − qi−1 (i=1, 2, . . . , t0−1) визначимо ω8 = ω7 − 1 = −37.
Останнi координати вектора w знаходимо з наступного спiввiдношення:

ω9 = ω10 = (z0, (ω1, . . . , ω4, 0, 0, 0, 0, 0, 0)) + ω7 − 1 = −48.

Побудований вектор w = (−1,−2,−4,−8,−10,−10,−36,−37,
−48,−48) задовольняє умову

∀x ∈ Kσ(f)i,∀y ∈ Zn
2 \Kσ(f)i (x,w) > (y,w).

Отже, бульова функцiя f(x1, . . . , x10) реалiзується на нейрон-
ному елементi з ваговим вектором w1 = aiw

σ−1

= (10, 36, 37,
48,−1,−2,−4,−8,−10) i порогом ω′ = (w1, aiz

σ−1

0 ) = 132, якщо
K(f) = f−1(1). У протилежному випадку

(
K(f) = f−1(0)

)
функцiя

f(x1, . . . , x10) реалiзується на НЕ з вектором структури [−w1;ω
′′], де

ω′′ = −131.

Зауваження. Нехай s0 — найменше таке натуральне число (s0 < t0),
що блоки p2

s0
(K(f)i), p

2
s0+1(K(f)i), . . . , p

2
t0

(K(f)i) матрицi p2(K(f)i) задо-
вольняють умови

p2
s0

(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,j0+s0−1

)
,

p2
s0+1(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,j0+s0

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p2
t0

(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,j0+t0−1

)
.

Якщо блоки p2
1(K(f)i), . . . , p

2
s0−1(K(f)i) матрицi p2(K(f)i) задовольняють

умови теореми 1.33 i Kσ
ξ (f)i = p2(K(f)i), тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалi-

зується одним нейронним елементом. Дiйсно, першi j0 + s0 − 1 та останнi
координати вектора w = (ω1, . . . , ωn) iз номерами j0 + tj0, j0 + tj0 + 1, . . . , n
знаходимо згiдно з теоремою 1.13, а координати ωj0+s0

, . . . , ωj0+t0−1 визна-
чимо зi спiввiдношення:

ωj0+s0
= . . . = ωj0+t0−1 = (z0, (ω1, . . . , ωj0, 0, . . . , 0))−
− (x0, (ω1, . . . , ωj0, 0, . . . , 0)),
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де z0,x0 — вiдповiдно останнi рядки блокiв p1

(
K(f)

(1)
i,j0

)
,

p0

(
K(f)

(1)
i,j0

)
матрицi p2

1(K(f)i).
Якщо в прикладi 1.7 покласти, що

p2
2(K(f)i) = p0

(
K(f)

(1)
i,8

)
= (L4000100),

то вектор w = (−1,−2,−4,−8,−10,−10,−36,−40,−48,−48) i
функцiя f(x1, . . . , x10) реалiзується на НЕ з вектором структу-
ри [w1 = (10, 36, 40, 48, 48,−1,−2,−8,−10); 135], якщо K(f) =
= f−1(1), а в протилежному випадку на нейронному елемен-
тi з вектором структури [w2 = (−10,−36,−40,−48,−48, 1, 2, 4, 8,
10);−134].

Теорема 1.34. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульо-
вої функцiї f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i та такi
елементи σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|), що Kσ

ξ (f)i =
= pm(K(f)i) (m ≥ 2) i

p(K(f)i) = p0(K(f)i) � p1(K(f)i), j0 = log2 |p0(K(f)i)|+ 1;

p(K(f)
(1)
i,j0

) = p0(K(f)
(1)
i,j0

) � p1(K(f)
(1)
i,j0

),

j1 = log2 |p0(K(f)
(1)
i,j0

)|+ 1;

p(K(f)
(2)
i,j1,j0

) = p0(K(f)
(2)
i,j1,j0

) � p1(K(f)
(2)
i,j1,j0

),

j2 = log2 |p0(K(f)
(2)
i,j1,j0

)|+ 1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0

) = p0(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0

) �
� p1(K(f)

(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0

),

jm−2 = log2 |p0(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0

)|+ 1;

p(K(f)
(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0

) = p0(K(f)
(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0

) �
� p1(K(f)

(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0

),

тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним елементом.

Приклад 1.8. Нехай n = 10, ai = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1),
σ =

(1
9

2
10

3
3

4
4

5
5

6
6

7
7

8
8

9
1

10
2

)
, Kσ

ξ (f)i = p3(K(f)i) i p(K(f)i) =

= p0(K(f)i) � p1(K(f)i) = (L8 0 0) � (L∗8(46) 0 0), p(K(f)
(1)
i,8 ) =

= p0(K(f)
(1)
i,8 ) � p1(K(f)

(1)
i,8 ) = (L6 0 1 0 0) � (L∗6(14) 0 1 0 0),
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p(K(f)
(2)
i,6,8) = p0(K(f)

(2)
i,6,8) � p1(K(f)

(2)
i,6,8) � p2(K(f)

(2)
i,6,8) =

= (L4 0 1 0 1 0 0) � (L∗4(6) 0 1 0 1 0 0) � (L∗5(4) 1 0 1 0 0). Будуємо вектор
w = (ω1, . . . , ω10) згiдно з теоремою 1.14. Першi чотири координати векто-
ра визначимо так: ω1 = −1, ω2 = ω1 − 1 = −2, ω3 = ω1 + ω2 − 1 = −4, ω4 =
= ω1 + ω2 + ω3 − 1 = −8. Нехай z1, z2 — останнi рядки вiдпо-
вiдних блокiв p1(K(f)

(2)
i,6,8), p2(K(f)

(2)
i,6,8). Координату ω5 знаходи-

мо з рiвностi (z1, (ω1, . . . , ω4, 0, . . . , 0)) = (z2, (ω1, ω5, 0, . . . , 0), тобто
ω5 = −10. У даному випадку j2 = 4, j1 = 6, t3 = 2 i має мi-
сце рiвнiсть j1 = j2 + t3. Отже, ω6 = ω1 + . . . + ω5 − 1 = −26.
Параметри j0, j1 вiдповiдно приймають значення 8 та 6 i задоволь-
няють нерiвнiсть j0 − j1 > 1. Тодi ω7 = (z2, (ω1, . . . , ω5, 0, . . . , 0)) +
+ ω6 − 1 = −40 i ω8 = ω1 + . . .+ ω7 − 1 = −92. Останнi координати ω9, ω10

визначимо зi спiввiдношення:

ω9 = ω10 = (z2, (ω1, . . . , ω5, 0, . . . , 0)) + ω6 + ω8 − 1 = −184.

Якщо K(f) = f−1(1), тодi НЕ з ваговим вектором w1 =
= aiw

σ−1

= (184, 184,−4,−8,−10,−26,−40,−92, 1, 2) i порогом
ω0 = (aiz

σ−1

2 ,w1) = 240 реалiзує функцiю f , а у протилежному
випадку функцiя реалiзується на нейронному елементi з векто-
ром структури [w2 = (−184,−184, 4, 4, 8, 10, 26, 40, 92,−1,−2);
ω′0 = −239].

Теорема 1.35. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бу-
льової функцiї f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i i та-
кi елементи σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|), що Kσ

ξ (f)i =
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= pm(K(f)i) (m ≥ 2) i ∀r ∈ {1, 2, . . . , t0 − 1} (t0 ≥ 2)

p(K(f)i) = p0(K(f)i) � . . .� pt0(K(f)i), j0 = log2 |p0(K(f)i)|+
+ 1,

∣∣∣p(K(f)
(1)
i,j0+r)

∣∣∣ =
∣∣∣p(K(f)

(1)
i,j0+r−1)

∣∣∣ ,
p((K(f)

(1)
i,j0+r) = p0(K(f)

(1)
i,j0+r) � p1(K(f)

(1)
i,j0+r),

j1 = log2

∣∣∣p0(K(f)
(1)
i,j0+r)

∣∣∣+ 1,∣∣∣p(K(f)
(2)
i,j1,j0+r)

∣∣∣ =
∣∣∣p(K(f)

(2)
i,j1,j0+r−1)

∣∣∣ ,
p(K(f)

(2)
i,j1,j0+r) = p0(K(f)

(2)
i,j1,j0+r) � p1(K(f)

(2)
i,j1,j0+r),

j2 = log2

∣∣∣p0(K(f)
(2)
i,j1,j0+r)

∣∣∣+ 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∣∣∣p(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,1,j0+r)

∣∣∣ =
∣∣∣p(K(f)

(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0+r−1)

∣∣∣ ,
p(K(f)

(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0+r) = p0(K(f)

(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0+r) �

� p1(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0+r),

jm−2 = log2

∣∣∣p0(K(f)
(m−2)
i,jm−3,...,j1,j0+r)

∣∣∣+ 1,

p(K(f)
(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0+r) = p0(K(f)

(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0+r) �

. . .� ptm(K(f)
(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0+r)

∀k ∈ {0, 1, . . . , tm},
∣∣∣pk(K(f)

(m−1)
i,jm−2,...,1,j0+r)

∣∣∣ =

=
∣∣∣pk(K(f)

(m−1)
i,jm−2,...,j1,j0+r−1)

∣∣∣ ,
тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним елементом.

Приклад 1.9. Нехай n = 10, ai = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1),
σ =

(1
9

2
10

3
3

4
4

5
5

6
6

7
7

8
8

9
1

10
2

)
, Kσ

ξ (f)i = p3(K(f)i) i p(K(f)i) =
= p0(K(f)i) � p1(K(f)i) � p2(K(f)i) = (L8 0 0) � L∗8(46) 0 0) �
� (L∗9(46) 0), p(K(f)

(1)
i,8 ) = p0(K(f)

(1)
i,8 ) � p1(K(f)

(1)
i,8 ) =

= (L6 0 1 0 0) � (L∗6(14) 0 1 0 0), p(K(f)
(2)
i,6,8) = p0(K(f)

(2)
i,6,8) �

�p1(K(f)
(2)
i,6,8)�p2(K(f)

(2)
i,6,8) = (L4010100)�(L∗4(6)010100)�(L∗5(4)10100).

Згiдно з теоремою 1.15 першi 8 координат вектора w = (ω1, . . . , ωn) ви-
значаються так, як у прикладi 1.8, ω9 = ω8 = −92 i ω10 = −184.
Отже, w = (−1,−2,−4,−8,−10,−26,−40,−92,−92,−184) i функ-
цiя f (x1, . . . , xn) реалiзується на одному НЕ з ваговим векто-
ром w1 = aiw

σ−1

= (92, 184,−4,−8,−10,−26,−40,−92, 1, 2) та
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порогом ω0 = (aiz
σ−1

2 ,w1) = 148 (z2 — останнiй рядок бло-
ку p2(K(f)

(2)
i,6,8), якщо K(f) = f−1(1), а в протилежному випад-

ку на НЕ з вектором структури [w2 = (−92,−184, 4, 8, 10, 26,
40, 92,−1,−2);ω′0 = −147].

Теорема 1.36. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульо-
вої функцiї f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i, такий еле-
мент σ ∈ Sn i такi числа r0 ≥ r1 . . . ≥ rs > 0 (s ∈
∈ {0, 1, . . . , n− j}, 2 ≤ j ≤ n, r0 ≤ j − 1), що

Kσ(f)i = m(Lj 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

) ∪

(
s⋃

i=0

F
(ri,s)
j+i

)
,

тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним елементом.

Приклад 1.10. Нехай n = 10, ai = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1),
σ =

( 1
10

2
9

3
8

4
7

5
6

6
5

7
4

8
3

9
2

10
1

)
, j = 5, r0 = r1 = 3, r2 = 2, r3 = 1, r4 = r5 = 0.

У цьому випадку s = 3, оскiльки r3 > 0 i r4 = 0.
Для довiльного a = (α1, . . . , α10) ∈ Z10

2 визначимо ε3
5(a):

ε3
5(a) = (ε3

5(α1), ε
3
5(α2), ε

3
5(α3), ε

3
5(α4), ε

0
5(α5), ε

1
5(α6), ε

2
5(α7), ε

3
5(α8),

ε3
5(α9), ε

3
5(α10)) = (α1, α2, α3, α4, 2α5, 2α6, 3α7, 4α8, 5α9, 5α10). Послiдов-

но побудуємо множини F (3,3)
5 , F

(3,3)
6 , F

(2,3)
7 , F

(1,3)
8 за правилом:

F
(rk,s)
j+k =

{
a ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) | vs

j(a) ≤ j − 1
}
,

де m(L∗j+k 0 . . . 0) — множина бульових векторiв, побудованих
iз рядкiв матрицi L∗j+k; F

(3,3)
5 = {(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0,

0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),
(0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0,

0, 0), (0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)}; F
(3,3)
6 = {(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0,
0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)(1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 0, 1,

0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0)(0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0)};F (2,3)
7 =

= {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 0,

1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0)};F (1,3)
8 =

= {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)} i покладемо Kσ(f)i = m(L5 0 0 0 0 0)

∪ F
(3,3)
5 ∪ F

(3,3)
6 ∪ F

(2,3)
7 ∪ F

(1,3)
8 . Тодi згiдно з теоремою 1.16 ω1 =
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= ω2 = ω3 = ω4 = −1, ω5 = 3 − 5 = −2, ω6 = −2, ω7 = −3, ω8 =
= −4, ω9 = ω10 − 5.

Нейронний елемент iз ваговим вектором w1 = aiw
σ−1

=
= (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) · (−5,−5,−4,−3,−2,−2,−1,−1,−1,
−1) = (−5,−5,−4,−3,−2, 2, 1, 1, 1, 1) i порогом ω0 = (aix

σ−1

,

w1) = 2, де x = (z, 0, 0, 0, 0, 0), z — останнiй рядок матрицi толерантностi
L∗5, реалiзує функцiю f(x1, . . . , x10), якщо K(f) = f−1(1). У протилежно-
му випадку (K(f) = f−1(0)) функцiя f(x1, . . . , x10) реалiзується НЕ з
вектором структури [w2 = (5, 5, 4, 3, 2,−2,−1,−1,−1,−1);ω′0 = −1].

Теорема 1.37. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульової функцiї
f (x1, . . . , xn) знайдеться таке ядро K(f)i, такий елемент σ ∈ Sn, вектор
u ∈ Uj (2 ≤ j ≤ n) i такi цiлi числа r0 ≥ r1 ≥ . . . ≥ rs > 0 (r0 ≤
lu∑

p=1
up2

p−1), що

Kσ(f)i = m(Lj 0 . . . 0) ∪

(
s⋃

i=0

F
(u,ri,s)
j+i

)
,

тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним нейронним елементом.
Приклад 1.11. Нехай параметри n, ai, σ, j, r0, . . . , r5 прий-

мають такi самi значення, як у прикладi 1.10 i u = (2, 1, 1) ∈
∈ U5. Для довiльного вектора a = (α1, . . . , α10) ∈ Z10

2 ви-
значимо ε

(u,3)
5 : ε

(u,3)
5 (a) = (ε

(u,3)
5 (α1), ε

(u,3)
5 (α2), ε

(u,3)
5 (α3), ε

(u,3)
5 (α4),

ε
(u,0)
5 (α5), ε

(u,1)
5 (α6), ε

(u,2)
5 (α7), ε

(u,3)
5 (α8), ε

(u,3)
5 (α9), ε

(u,3)
5 (α10)) =

= (α1, α2, 2α3, 4α4, 6α5, 6α6, 7α7, 8α8, 9α9, 9α10). Послiдовно по-
будуємо F

(u,3,3)
5 , F

(u,3,3)
6 , F

(u,2,3)
7 , F

(u,1,3)
8 за правилом F

(u,rk,s)
j+k =

=
{
a ∈ m(L∗j+k 0 . . . 0) | v(u,s)

j (a) ≤ 2 · 1 + 1 · 2 + 1 · 22
}
,

F
(u,3,3)
5 = {(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0,

0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)};
F

(u,3,3)
6 = {(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0,

0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)};
F

(u,2,3)
7 = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 1, 0,

0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)};F (u,1,3)
8 = {(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)}.

Згiдно з теоремою 1.17 ω1 = ω2 = −1, ω3 = −2, ω4 = −4,
ω5 = ω6 = −6, ω7 = −7, ω8 = −8, ω9 = ω10 = −9. Ней-
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ронний елемент iз ваговим вектором w1 = aiw
σ−1

= (−9,−9,
−8,−7,−6, 6, 4, 2, 1, 1) i порогом ω0 = (aix

σ−1

,w1) = 6
(x = (z, 0, 0, 0, 0, 0), z — останнiй рядок матрицi толерант-
ностi L5) реалiзує функцiю f(x1, . . . , x10), якщо K(f) = f−1(1),
у протилежному випадку функцiя f(x1, . . . , x10) реалiзує-
ться на нейронному елементi з вектором структури [w2 =
= (9, 9, 8, 7, 6,−6,−4,−2,−1,−1);−5].

Отриманi в цьому параграфi результати можуть бути узагальненi на
частково визначенi бульовi функцiї, якi часто виникають при розв’язуваннi
рiзних прикладних задач: кодування iнформацiї, класифiкацiя i розпiзна-
вання дискретних сигналiв та зображень i т.д.

Нехай f (x1, . . . , xn) — частково визначена бульова функцiя. Позначимо
через f−1(0) , f−1(1), f−1(∗) множини n-вимiрних бульових векторiв, на
яких функцiя f (x1, . . . , xn) вiдповiдно приймає значення 0, 1 i ”не визна-
чено”. Ядро K(f) частково визначеної бульової функцiї визначається ана-
логiчно тому, як для повнiстю визначеної функцiї, тобто K(f) = f−1(1),
якщо

∣∣f−1(1)
∣∣ ≤ ∣∣f−1(0)

∣∣ i K(f) = f−1(0) у протилежному випадку.
Частково визначена бульова функцiя f (x1, . . . , xn) називається нейро-

функцiєю, якщо iснує такий n-вимiрний дiйсний вектор w = (ω1, . . . , ωn) i
таке число ω0 — порiг, що

x ∈ f−1(0) ⇒ (x,w) < ω0,

i
x ∈ f−1(1) ⇒ (x,w) ≥ ω0.

Нехай K(f) = {a1, . . . , aq} — ядро частково визначеної бульової функ-
цiї. Визначимо розширене ядро K(f, s) цiєї функцiї наступним чином:
K(f, s) = {a1, . . . , aq,b1, . . . ,bs}, де b1, . . . ,bs — довiльнi елементи з f−1(∗)
i q + s ≤ 2n−1. Множина розширених зведених ядер визначається так:

T (f, s) = {K(f, s)i = aiK(f, s) | i = 1, 2, . . . , q}.

Тодi для частково визначених бульових функцiй вiдносно розширеного
ядра K(f, s) i множини розширених зведених ядер T (f, s) мають мiсце
теореми 1.20–1.37. Очевидно, що K(f, 0) = K(f).

Зауваження. Розширене ядро K(f, s) (s ≥ 1) будуємо для частко-
во визначених бульових функцiй тiльки в тому випадку, коли з елементiв
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K(f) неможливо побудувати матрицю, яка була б передматрицею деякої
матрицi толерантностi L ∈ En. Елементи b1, . . . ,bs ∈ f−1(∗) включаємо
у розширене ядро K(f, s) цiлеспрямовано так, щоб K(f, s) задовольняло
одну iз достатнiх умов зображення його матрицями толерантностi з En.

Приклад 1.12. Задано частково визначену бульову функцiю
f(x1, . . . , x10) наступним чином:
f−1(1) = {(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 1,
0, 1, 0, 0, 0, 0, 1)}, f−1(0) = {(1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 0,
0, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1,
1, 0, 1, 1, 0, 1)}, f−1(∗) = Z10

2 \
(
f−1(1) ∪ f−1(0)

)
. За означен-

ням K(f) = f−1(1). Перенумерувавши елементи ядра
K(f) = {a1 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1), a2 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,
0, 1), a3 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1)}, побудуємо множину зведених ядер
T (f):

T (f) =

K(f)1 =

 0000000000
1100000000
1010000000

 , K(f)2 =

 1100000000
0000000000
0110000000

 ,

K(f)3 =

 1010000000
0110000000
0000000000

 .

Як бачимо, жодне зведене ядро не задовольняє умови теореми 1.25. Отже,
ядро K(f) не допускає зображення матрицями толерантностi з E10.

Виникає питання, чи є частково визначена бульова функцiя f нейрофун-
кцiєю, i якщо так, то як знайти вектор структури НЕ, що реалiзує її? Якщо
можна побудувати таке розширене зведене ядро K(f, s)r (r ∈ {1, 2, 3}), яке
допускає зображення матрицями толерантностi з E10, то функцiя f буде
нейрофункцiєю.

Розглянемо зведене ядро K(f)1, найпростiшу достатню умову (теоре-
ма 1.30) i перевiримо, чи мiстить множина a1f

−1(∗) такi елементи bi, за
допомогою яких можна розширити ядро K(f)1 так, щоб розширене ядро
задовольняло умови цiєї теореми. У цьому випадку бачимо, що множи-
на a1f

−1(∗) мiстить такi елементи b1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),b2 = (0, 1,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) i b3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), що розширене зведене ядро
K(f, 3)1 = {a1, a2, a3,b1,b2,b3, } задовольняє умови теореми 1.30, оскiльки

Kσ
ξ (f, 3)1 = (L3 0000000) � (L∗3(2) 0000000),
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де σ — тотожна пiдстановка, а ξ =
(1

1
2
4

3
6

4
2

5
3

6
5

)
. За розкладом Kσ

ξ (f, 3)1, ана-
логiчно до того, як у прикладi 1.6, знаходимо вектор w = (ω1, ω2, . . . , ω10):

ω1 = −1, ω2 = −2, ω3 = −4, ω4 = ω5 = . . . = ω10 = −6.

На основi вектора w побудуємо ваговий вектор:

w1 = a1w
σ−1

= (1,−2,−4,−6, 6,−6,−6,−6,−6, 6)

i порiг ω0 =
(
w1, a1z

σ−1
)
, де z — останнiй рядок матрицi Kσ

ξ (f, 3)1,
нейронного елемента, що реалiзує частково визначену бульову функцiю
f(x1, . . . , x10).

Зауваження 1. Якщо вiдносно вибраної достатньої умови для K(f)1

не можна побудувати розширене зведене ядро, яке б задовольняло цю умо-
ву, то будуємо розширене ядро для K(f)2 i т.д.

Зауваження 2. При знаходженнi елементiв bi, за допомогою яких
ми будуємо розширене зведене ядро, досить мати iнформацiю про одну з
множин f−1(0) або f−1(∗), якщо K(f) = f−1(1). Дiйсно, якщо |f−1(∗)| ≤
|f−1(0)|, то вiдповiднi елементи bi беруться з arf

−1(∗), а в протилежному
випадку за bi можна брати будь-який елемент, що не належить множинi
arf

−1(0). Очевидно, коли K(f) = f−1(0), то при знаходженнi bi ми вико-
ристовуємо або множину f−1(1), або f−1(∗) в залежностi вiд їх потужностi.
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1.6. Синтез цiлочислових нейронних елементiв iз додатковими
обмеженнями на їх вектори структур

Iз точки зору технiчної реалiзацiї нейронного елемента iз пороговою
функцiєю активацiї важливо мати метод, який забезпечує синтез нейрон-
них елементiв iз цiлочисловими векторами структур. Нейроннi елементи з
цiлочисловими векторами структур є бiльш надiйними [46].

У цьому пiдроздiлi розглядається синтез цiлочислових ней-
ронних елементiв iз пороговою функцiєю активацiї за умо-
ви, що на координати ωi вектора структури w = (ω1, . . . ,

. . . , ωn;ω0) можуть бути накладенi деякi додатковi обмеження:

ωj > 0, ωk < 0, |ωr| > |ωs| + |ωt|,
n∑

i=0
|ωi| → min (|ωi| — модуль числа

ωi) i т.д.
Далi розглянемо бульовi функцiї як в алфавiтi {0, 1}, так

i в алфавiтi {−1, 1}. Перехiд вiд алфавiту {0, 1} до алфавiту
{−1, 1} здiйснюємо наступним чином: yi = 2xi − 1 (xi ∈ {0,
1}), gf(y1, . . . , yn) = 2f(x1, . . . , xn)− 1 (f (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}).

Координати bi характеристичного вектора bf = (b1, . . . ,
. . . , bn; b0) [46] бульової функцiї f (x1, . . . , xn) знаходимо за допомогою
наступних формул:

bi =
∑
γ∈Gn

gf(γ)yi(γ),

b0 =
∑
γ∈Gn

gf(γ),

де Gn = {(y1, . . . , yn) | yi ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , n}.
За допомогою iнварiантних операцiй [46] вiд характеристичного вектора

bf бульової функцiї f (x1, . . . , xn) переходимо до канонiчного характери-
стичного вектора b∗f = (b∗1, . . . , b

∗
n; b∗0), де b∗1 ≥ b∗2 ≥ . . . ≥ b∗n > b∗0 ≥ 0. Iз

координат вектора b∗f побудуємо вектори δ1, . . . , δr так:

δ1 = (b∗1, . . . , b
∗
n1

), b∗1 = . . . = b∗n1
, b∗n1+1 6= b∗n1

,

δ2 = (b∗n1+1, . . . , b
∗
n2

), b∗n1+1 = . . . = b∗n2
, b∗n2+1 6= b∗n2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δr = (b∗nr−1+1, . . . , b
∗
nr

), b∗nr−1+1 = . . . = b∗nr
= b∗0 .
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Отже, b∗f = (δ1, . . . , δr). Вiдомо [47], що координати bi характеристичного
вектора bf i координати ωi вектора структури wf нейронного елемента, що
реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn) задовольняють наступнi умови:

1) Rsignωi = Rsign bi для всiх bi 6= 0, i ∈ {0, 1, . . . , n};
2) якщо bi = 0, то, можливо, ωi = 0, i ∈ {0, 1, . . . , n};
3) якщо bi > bj, то ωi > ωj, i, j ∈ {0, 1, . . . , n},

де функцiя Rsign() визначена на множинi дiйсних чисел, крiм нуля, так:

Rsign z =

{
1, якщо z > 0,

−1, якщо z < 0.

На основi умов 1-3 можна стверджувати, що вектор структури wf ней-
ронного елемента, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn) iз характеристичним
вектором bf iз точнiстю до iнварiантних операцiй, має вигляд:

w(ξ1, . . . , ξr) = (ξ1, . . . , ξ1︸ ︷︷ ︸
n1

, ξ2, . . . , ξ2︸ ︷︷ ︸
n2−n1

, . . . , ξr, . . . , ξr︸ ︷︷ ︸
nr−nr−1

),

де ξi — невiд’ємнi цiлi числа (i = 1, 2, . . . , r), що задовольняють нерiвнiсть
ξi > ξi+1.

Цiлочисловий алгоритм синтезу НЕ

Крок 1. Для заданої бульової функцiї f (x1, . . . , xn) знаходимо характе-
ристичний вектор bf i за допомогою iнварiантних операцiй [46] вiд bf пе-
реходимо до канонiчного характеристичного вектора b∗f = (δ1, . . . , δr), де
δ1 = (b∗1, . . . , b

∗
n1

), . . . ,
δr = (b∗nr−1+1, . . . , b

∗
nr

). Вводимо позначення:

w(ξ1, . . . , ξr) = (ξ1, . . . , ξ1︸ ︷︷ ︸
n1

, ξ2, . . . , ξ2︸ ︷︷ ︸
n2−n1

, . . . , ξr, . . . , ξr︸ ︷︷ ︸
nr−nr−1

),

i переходимо до наступного кроку.
Крок 2. ξ1 = 0, i вводимо натуральне число q, що визначається з технi-

чних умов реалiзацiї НЕ.
Крок 3. j = 1, ξ2 = 0, . . . , ξr = 0.
Крок 4. Якщо ξ1 < q, тодi ξj = ξj + 1, w∗ = w(ξ1, . . . , ξr) i переходи-

мо до кроку 5, а в протилежному випадку робимо висновок, що функцiя
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f (x1, . . . , xn) не реалiзується одним цiлочисловим НЕ при заданих обме-
женнях на максимальнi координати вектора w∗.

Крок 5. Якщо вектори w∗,b∗f задовольняють умови [46]:

(w∗,b∗f) =
∑
g∈Gn

|w∗(g)|, ∀g ∈ Gn w∗(g) 6= 0,

де w∗(g) = ω∗1γ1 + . . .+ ω∗nγn + ω∗n+1, g = (γ1, . . . , γn), тодi переходимо до
кроку 15, а в протилежному випадку до кроку 6.

Крок 6. Якщо j < r, то переходимо до кроку 7, а в протилежному
випадку до кроку 9.

Крок 7. Якщо ξj−ξj+1 > 1, то переходимо до кроку 14, а в протилежному
випадку до кроку 8.

Крок 8. Якщо j = 1, то переходимо до кроку 4, а в протилежному
випадку до кроку 9.

Крок 9. t = 0.
Крок 10. t = t+ 1.
Крок 11. Якщо j − t ≥ 1, то переходимо до кроку 12, а в протилежному

випадку до кроку 3.
Крок 12. Якщо ξj−t − ξj−t+1 > 1, то переходимо до кроку 13, а в проти-

лежному випадку до кроку 10.
Крок 13. ξj−t+1 = ξj−t+1 + 1, ξj−t+2 = 0, ξj−t+3 = 0, . . . , ξr =

= 0, w∗ = w(ξ1, . . . , ξr), j = j − t+ 1 i переходимо до кроку 5.
Крок 14. j = j + 1 i переходимо до кроку 4.
Крок 15. За допомогою iнварiантних операцiй, що перетворюють век-

тор b∗f у bf , перетворюємо w∗ у w. Першi n координат n + 1-вимiрного
вектора w = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) утворюють цiлочисловий ваговий вектор
w1 = (ω1, . . . , ωn) НЕ, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn), а порiг ω0 ней-
ронного елемента знаходимо так: ω0 = max{(x,w1) | x ∈ f−1(0)}+ 1.

Зауваження. В алгоритмi допускається рiвнiсть елементiв ξi i ξi+1,
коли вони приймають значення 0.

Покажемо, що побудований, згiдно з алгоритмом, цiлочисловий век-
тор структури w = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) НЕ в алфавiтi {−1, 1} (gf(a) =
Rsign w(a)) задовольняє наступнi умови:

n+1∑
i=1

|ωi| → min, (1.73)
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max{|ωi| | i = 1, . . . , n+ 1} → min . (1.74)

Припустимо, що побудований цiлочисловий вектор структури w =
(ω1, . . . , ωn, ωn+1) НЕ не задовольняє умову (1.73) при (1.74). Це означає,
що iснує такий цiлочисловий вектор структури w′ = (ω′1, . . . , ω

′
n, ω

′
n+1) НЕ,

який реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn) i задовольняє нерiвнiсть
n+1∑
i=1

|ω′i| <
n+1∑
i=1

|ωi|.

Iз останньої нерiвностi випливає, що iснує хоча б одне таке значення i = i0,
для якого |ω′i0| < |ωi0|. Без обмеження загальностi мiркувань можна вва-
жати, що |ω′j| = |ωj|, якщо j 6= i0 i |ω′i0| < |ωi0|. Згiдно з алгоритмом на
деякому кроцi будується вектор w(ω1, . . . , ωi0−1, 0, . . . , 0), а потiм послiдов-
но вектори

w(ω1, . . . , ωi0−1, 1, 0, . . . , 0),
w(ω1, . . . , ωi0−1, 2, 0, . . . , 0),
w(ω1, . . . , ωi0−1, 2, 1, 0 . . . , 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w(ω1, . . . , ωi0−1, ω
′
i0
, 0, . . . , 0),

w(ω1, . . . , ωi0−1, ω
′
i0
, 1, 0, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w(ω1, . . . , ωi0−1, ωi0, 0, . . . , 0),
w(ω1, . . . , ωi0−1, ωi0, 1, 0, . . . , 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Як бачимо, вектор w′ = (ω′1, . . . , ω
′
n, ω

′
n+1) буде побудований ранiше, нiж

вектор w = (ω1, . . . , ωn, ωn+1), але вектор w′ не може бути вектором стру-
ктури НЕ в алфавiтi {−1, 1}, що реалiзує бульову функцiю f (x1, . . . , xn),
оскiльки вектор w є першим таким вектором, що задовольняє умови:

(w∗,b∗f) =
∑
g∈Gn

|w∗(g)|, ∀g ∈ Gn w∗(g) 6= 0.

Цiлочисловий вектор структури w = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) нейронного елемен-
та, що реалiзує бульову функцiю f (x1, . . . , xn) в алфавiтi {−1, 1} i задо-
вольняє умови (1.73), (1.74), будемо називати її оптимальним цiлочисловим
вектором структури i позначимо w∗

f .
Зауваження. Якщо w∗

f = (ω1, . . . , ωn, ωn+1) — оптимальний цiлочи-
словий вектор структури НЕ, що реалiзує функцiю f в алфавiтi {−1, 1},
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то оптимальним цiлочисловим вектором структури НЕ, що реалiзує цю
функцiю в алфавiтi {0, 1} буде вектор v∗f = (ω1, . . . , ωn, ω0), де w0 =
max{(x,w1)|x∈f−1(0)}+1 i w1 =(ω1, . . . , ωn).

Приклад. За допомогою алгоритму з’ясуємо, чи реа-
лiзується бульова функцiя f (x1, . . . , xn) одним НЕ, де f−1(1) =
= {(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,
0, 1, 1), (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 1,
0, 0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 0,
1, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1),
(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
1, 1), (0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0, 1, 0,
1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 0,
1, 0, 0, 0, 0, 1)} i якщо так, то знайдемо її w∗

f .
Згiдно з алгоритмом встановлено, що бульова функцiя реалiзується

на нейронному елементi з оптимальним ваговим вектором w∗
f =

(−1, 2,−3,−4, 4,−5,−5,−6, 6, 7) i порогом ω0 = 13.
Легко бачити, що за допомогою побудованого алгоритму можна розв’я-

зувати наступнi задачi синтезу цiлочислового НЕ, що реалiзує задану бу-
льову функцiю f (x1, . . . , xn):

1) на максимальну за модулем координату цiлочислового вагового вектора
накладається умова max{|ωi| | i = 1, 2, . . . , n} ≤ q, де q — додатне цiле
число;
2) на максимальну за модулем координату та на деякi iншi координати
цiлочислового вагового вектора накладаються додатковi обмеження:
a)

max{|ωi| | i = 1, 2, . . . , n} ≤ q,

|ωj| ≤ |ωr|+ |ωk|,
де q — задане натуральне число;
б)

max{|ωi| | i = 1, 2, . . . , n} ≤ q,

|ωj| ≥ |ωr|+ |ωk|,
де q — задане натуральне число;
в)

max{|ωi| | i = 1, 2, . . . , n} ≤ q,

|ωj| = a, |ωr| = b, |ωk| = c,
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де a, b, c — натуральнi числа (a, b, c ≤ q);
г)

max{|ωi| | i = 1, 2, . . . , n} ≤ q,

|ωj| ≥ |ωr|+ |ωk|, |ωs| = a,

де a, q — натуральнi числа (a ≤ q).

Наступна теорема мiстить вiдповiдь на питання: чи можна побудува-
ти НЕ, що реалiзує бульову функцiю f (x1, . . . , xn), ваговий вектор w =
(ω1, . . . , ωn) якого задовольняє умови ωi1 > 0, . . . , ωir > 0, а iншi координа-
ти — вiд’ємнi?

Теорема 1.38. Якщо ядро K(f) = f−1(1) бульо-
вої функцiї f (x1, . . . , xn) мiстить елемент a = (0, . . . ,
. . . , 1

i1
, 0, . . . , 0, 1

ir
, 0, . . . , 0) i зведене ядро aK(f) допускає зображе-

ння матрицями толерантностi з E−
n , тодi можна побудува-

ти НЕ, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn) з ваговим вектором
w = (ω1, . . . , ωi1, . . . , ωir , . . . , ωn), який задовольняє умови:

∀j ∈ {i1, . . . , ir} ωj > 0; ∀k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i1, . . . , ir} ωk < 0.

Доведення. Нехай q = |K(f)| i a = (α1, . . . , αn). Тодi у зв’язку з тим,

що aK(f) допускає зображення матрицями толерантностi з E−
n , маємо:

(aK(f))σ
ξ = Lv(q), де σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq,

(Lv � L∗v) · vT = cT
v (1.75)

i всi координати вектора v = (v1, . . . , vn) — вiд’ємнi. Побудуємо n-вимiрний
дiйсний вектор w = (ω1, . . . , ωn) наступним чином: w = avσ−1

=
((−1)α1vσ−1(1), . . . , (−1)αnvσ−1(n)). Якщо до матрицi Lv послiдовно застосу-
вати перетворення, якi задаються елементами σ−1 i a, то (1.75) можна за-
писати так:

(Lw � L∗w) ·wT = cT
w, (1.76)

де Lw = aLσ−1

v . З (1.76) та з того, що a ∈ f−1(1), випливає, що бульова
функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним НЕ з ваговим вектором w =
(ω1, . . . , ωi1, . . . , ωir , . . . , ωn), координати якого задовольняють умови:

∀j ∈ {i1, . . . , ir} ωj = (−1)αjvσ−1(j) = −vσ−1(j) > 0,
∀j ∈ {1, 2 . . . , n} \ {i1, . . . , ir} ωj = (−1)αjvσ−1(j) = vσ−1(j) < 0.
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Отже, теорему доведено.

Наслiдок. Якщо ядро K(f) = f−1(0) бульової функ-
цiї f (x1, . . . , xn) мiстить елемент a = (0, . . . , 1

i1
, 0, . . . , 0, 1

ir
,

0, . . . , 0) i зведене ядро aK(f) допускає зображення матриця-
ми толерантностi з E−

n , тодi можна побудувати НЕ, що реа-
лiзує функцiю f (x1, . . . , xn) з ваговим вектором w = (ω1, . . . ,

ωi1, . . . , ωir , . . . , ωn), який задовольняє умови:

∀j ∈ {i1, . . . , ir} ωj < 0; ∀k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i1, . . . , ir} ωk > 0.

Дiйсно, якщо в цьому випадку покласти f1(x1, . . . , xn) =
= f(x1, . . . , xn), тодi функцiя f1(x1, . . . , xn) задовольняє
умови теореми 1.38, тобто вона реалiзується на одному
НЕ з таким ваговим вектором w1 = (ω

(1)
1 , . . . , ω

(1)
i1
, . . . ,

, . . . , ω
(1)
ir
, . . . , ω

(1)
n ), що

∀j ∈ {i1, . . . , ir} ω(1)
j > 0; ∀k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i1, . . . , ir} ω(1)

k < 0,

але тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним НЕ з ваговим вектором
w = −w1.

Приклад. Нехай функцiя f(x1, x2, x3) приймає значення 1 на наборах:
(0, 1, 1), (1, 1, 1), (0, 0, 1), (1, 0, 1). Чи можна реалiзувати цю функцiю одним
НЕ, ваговий вектор w = (ω1, ω2, ω3) якого задовольняє умови: ω1 < 0, ω2 >

0, ω3 > 0?
Ядро K(f) = f−1(1) мiстить елемент a = (0, 1, 1). Побудуємо зведене

ядро aK(f) = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0)} i запишемо його елементи
у рядки матрицi:

aK(f)ξ =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

 ,

де ξ =
(1 2 3 4

1 2 3 4

)
∈ S4. Матриця aK(f)ξ ∈ E−

3 . Отже, функцiя f(x1, x2, x3)
може бути реалiзована на одному НЕ, ваговий вектор якого задовольняє
умови задачi. За матрицею L1 = aK(f)ξ ∈ E−

3 побудуємо вектор v =
(−1,−2,−4), що задовольняє умову

(L1 � L∗1) · vT = cT
v .
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Згiдно з теоремою 1.38 функцiя f(x1, x2, x3) реалiзується на
нейронному елементi з вектором структури w = avσ−1

=
= (−1, 2, 4) (σ — тотожна пiдстановка). Порiг ω0 визначається з рiв-
ностi ω0 = max{(x,w) | x ∈ f−1(0)} + 1 = 3, i НЕ з вектором структури
w = [(−1, 2, 4); 3] реалiзує задану функцiю f(x1, x2, x3).
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РОЗДIЛ 2
АЛГЕБРАЇЧНI ВЛАСТИВОСТI НЕЙРОФУНКЦIЙ ТА ЇХ

ЗАСТОСУВАННЯ В ЗАДАЧАХ СИНТЕЗУ
КОМБIНАЦIЙНИХ СХЕМ IЗ НЕЙРОННИХ ЕЛЕМЕНТIВ ТА

СУМАТОРIВ ЗА МОДУЛЕМ 2

У цьому роздiлi розробленi методи синтезу комбiнацiйних схем iз одного
нейронного елемента та суматорiв за mod 2. Встановленi тi основнi пере-
творення у спектральнiй областi бульових функцiй, за допомогою яких на
мовi характеристичних векторiв можна встановити реалiзованiсть бульових
функцiй комбiнацiйною схемою з одного нейронного елемента та сумато-
рiв за mod 2. Показано, що стандартний базис певного групового кiльця
складається з бульових нейрофункцiй.

2.1. Синтез комбiнацiйних схем з одного нейронного елемента та
суматорiв за модулем 2

У першому роздiлi показано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзу-
ється одним нейронним елементом iз пороговою функцiєю активацiї, якщо
в множинi її зведених ядер T (f) хоча б для одного зведеного ядра K(f)i

можна вказати такi елементи σ, ξ вiдповiдних симетричних груп Sn, Sq (q =
= |K(f)|) i таку матрицю толерантностi L ∈ E−

n , що Kσ
ξ (f)i =

= L(q). Природно виникає питання: чи можна розширити клас функцiй
алгебри логiки, якi реалiзуються одним НЕ, якщо над ними виконати деякi
перетворення? У цьому пiдроздiлi в якостi такого перетворення застосову-
ється логiчна операцiя ⊕ — сума за mod 2. Також дослiджується питання:
якi перетворення у спектральнiй областi бульових функцiй вiдповiдають
логiчним операцiям, що перетворюють функцiї алгебри логiки у нейро-
функцiї?

Нехай K(f) — ядро бульової функцiї f (x1, . . . , xn), елементи якого за-
писанi у рядки матрицi Kξ(f) (ξ ∈ Sq). Вектор-стовпчик матрицi Kξ(f)
з номером i позначимо через ii i визначимо дiю операторiв A

j
, B

j
(j ∈

{1, 2, . . . , n}) над ядром K(f) наступним чином:

1. A
j
(K(f), (i1, . . . , it)) — означає, що j-ий вектор-стовпчик ядра K(f) за-

мiниться вектором-стовпчиком ij⊕ ii1⊕ . . .⊕ iit, де j, i1, . . . , it ∈ {1, 2 . . . , n}
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i ⊕ — покоординатне додавання бульових векторiв за mod 2. Оператору
A
j
(K(f), (i1, . . . , it)) присвоїмо iндекс r = 2n−i1 +2n−i2 +. . .+2n−it i множину

всiх рiзних рядкiв одержаної матрицi позначимо через A
(r,j)

(K(f)).

Функцiю, ядро якої будується з елементiв множини A
(r,j)

(K(f)), позначи-

мо через A
(r,j)

(f).

Очевидно, що коли K(f) = f−1(i), то ядром функцiї A
r,j

(f) будуть бу-

льовi набори, на яких функцiя A
(r,j)

(f) приймає значення i, де i ∈ {0, 1}.

Покладемо, що A
(r,0)

(K(f)) = K(f) i A
(r,0)

(f) = f .

2. B
j

(K(f)) — означає, що ядро K(f) бульової функцiї

f (x1, . . . , xn) замiниться ядром K(f ′) функцiї f ′(x1, . . . , xn) =
= xj ⊕ f (x1, . . . , xn) i B

0
(K(f)) = K(f) (j ∈ {1, 2 . . . , n}).

Визначимо композицiї B
i
◦ A

(r,j)
, A
(r1,j1)

◦ A
(r2,j2)

операторiв B
i
, A

(r,j)
так:

(B
i
◦ A

(r,j)
)K(f) = B

i
( A
(r,j)

(K(f))),

( A
(r1,j1)

◦ A
(r2,j2)

)K(f) = A
(r1,j1)

( A
(r2,j2)

(K(f))) = A
(r1,r2;j1,j2)

(K(f)),

де i, j1, j2 ∈ {0, 1, . . . , n} i j1 6= j2.

Теорема 2.1. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульо-
вої функцiї f (x1, . . . , xn) хоча б для одного зведеного ядра K(f)i

можна вказати такi оператори B
s
, A
(r,j)

, елементи σ ∈ Sn, ξ ∈

∈ Sq (q = |K(f)|) i таку матрицю толерантностi L ∈ E−
n , що(

B
s
◦ A

(r,j)

)
Kσ

ξ (f)i = L(q), (2.1)

то бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується комбiнацiйною схемою, що
складається з одного нейронного елемента та суматорiв за mod 2.

Доведення. Розглянемо наступнi можливi випадки:

1) B
s

= B
0

i A
(r,j)

= A
(r,0)

;
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2) B
s

= B
0

i A
(r,j)

6= A
(r,0)

;

3) B
s
6= B

0
i A

(r,j)
= A

(r,0)
;

4) B
s
6= B

0
i A

(r,j)
6= A

(r,0)
.

У випадку 1 маємо:(
B
s
◦ A

(r,j)

)
Kσ

ξ (f)i = B
0

( A
(r,0)

(Kσ
ξ (f)i)) = B

0
(Kσ

ξ (f)i) = Kσ
ξ (f)i.

Отже, Kσ
ξ (f)i = L(q) (L ∈ E−

n ) i функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
нейронним елементом.

Якщо r = 2n−i1 + . . .+ 2n−it, то в другому випадку з (2.1) випливає:

L(q) = (B
0
◦ A

(r,j)
)Kσ

ξ (f)i = A
(r,j)

(Kσ
ξ (f)i).

Тодi, згiдно з оператором A
(r,j)

, функцiя f(x1,...,xj−1, x
′
j, xj+1,...,

. . . , xn) (x′j = xj ⊕ xi1 ⊕ . . . ⊕ xit) реалiзується одним НЕ. Отже, для
реалiзацiї функцiї f(x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , xn) необхiдно мати один
НЕ, що реалiзує функцiю f(x1, . . . , xj−1, x

′
j, xj+1, . . . , xn) i один суматор

за mod 2, який розташований мiж вхiдними змiнними x1, . . . , xn та
нейронним елементом. Схематично це можна зобразити так:



72

Рис. 2.1. Реалiзацiя функцiї f(x1, . . . , xj , . . . , xn) у випадку 2

Нехай B
s

6= B
0

i A
(r,j)

= A
(r,0)

. Тодi з (2.1) маємо: L(q) =

= (B
s
◦ A

(r,0)
) = B

s
(Kσ

ξ (f)i). Отже, функцiя f ′(x1, . . . , xn) = xs ⊕

⊕ f (x1, . . . , xn) реалiзується одним НЕ. Звiдси f (x1, . . . , xn) =
= xs ⊕ f ′(x1, . . . , xn). Схематично це зображається так:

Рис. 2.2. Реалiзацiя функцiї f(x1, . . . , xn) у випадку 3

У четвертому випадку L(q) = B
s

( A
(r,j)

(Kσ
ξ (f)i)), а це означає, що функцiя

f = xs ⊕ A
(r,j)

(f) реалiзується комбiнацiйною схемою, зображеною на рис.

2.3. Отже, теорему доведено.
Наслiдок. Якщо в множинi зведених ядер T (f) бульової функцiї

f (x1, . . . , xn) хоча б для одного ядра K(f)i можна вказати такi опера-
тори B

s
, A
(r1,...,rt,j1,...,jt)

, елементи σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq i таку матрицю толерант-

ностi L ∈ E−
n , що (

B
s
◦ A

(r1,...,rt;j1,...,jt)

)
Kσ

ξ (f)i = L(q),

то бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується комбi-
нацiйною схемою, що складається з одного нейронного
елемента та суматорiв за mod 2.
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Рис. 2.3. Реалiзацiя функцiї f(x1, . . . , xn) у випадку 4

Розглянемо наступний приклад. Чи реалiзується бульова
функцiя f(x1, x2, x3, x4), ядро якої визначається так: K(f) =
= f−1(1) = {a1 = (0, 1, 1, 0), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 0), a4 =
= (1, 0, 1, 0), a5 = (0, 1, 0, 0), a6 = (0, 1, 0, 1)} на одному НЕ, або комбiна-
цiйною схемою, що складається з одного НЕ та суматорiв за mod 2? На
основi теореми 1.24 робимо висновок, що бульова функцiя f(x1, x2, x3, x4)
не реалiзується одним НЕ, оскiльки a6 = a4. Побудуємо множину зведених
ядер T (f) i за ξ виберемо одиничний елемент групи S6.
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T (f) =


Kξ(f)1 =



0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

 , .., Kξ(f)6 =



0 0 1 1
1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0




.

Простою перевiркою легко переконатися в тому, що L6(6) =
= A

(1,3)
(Kξ(f)1), де L6 ∈ E−

4 . За матрицею L6 побудуємо вектор

w = (−1;−2;−4;−4, 5), що задовольняє умову (L6 � L∗6) · wT =
= cT

w. Знаходимо вектор w1 = a1w = (−1; 2; 4;−4, 5) i чис-
ло ω0 = (az,w1) = 1, 5, де az — останнiй рядок матри-
цi A

(1,3)
(Kξ(f)). Тодi за теоремою 2.1 бульова функцiя f(x1, x2, x3, x4)

реалiзується на наступнiй комбiнацiйнiй схемi:

Рис. 2.4. Реалiзацiя функцiї

f(x1, x2, x3, x4) у випадку 4

Нехай f (x1, . . . , xn) — бульова функцiя в алфавiтi {0, 1} i
hf(y1, . . . , yn) = 1 − 2f (x1, . . . , xn) вiдповiдна їй функцiя в алфавiтi
{−1, 1} (yi = 1− 2xi).

На множинi Gn = {g = (γ1, . . . , γn) | γi ∈ {−1, 1}} визначимо функцiї
χi1...it(g) (t ≤ n) наступним чином:

∀g ∈ Gn χi1...it(g) = yi1(g) · . . . · yit(g)
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i
χ0(g) = 1,

де yi(g) — значення змiнної yi на наборi g ∈ Gn. Якщо в множинi Gn задати
операцiю покоординатного множення векторiв, то Gn можна розглядати як
мультиплiкативну абелеву групу типу (2)× . . .× (2)︸ ︷︷ ︸

n-разiв

, i функцiї χi1...it, χ0 є

характерами [50] групи Gn над полем дiйсних чисел R.
Пiд спектром бульової функцiї h(y1, . . . , yn) будемо розумiти

2n-вимiрний вектор

sh = (s0, s1, . . . , sn, s12, . . . , s(n−1)n, s123, . . . , s12...n),

де
s0 = 2−n

∑
g∈Gn

h(g)χ0(g) = 2−n
∑
g∈Gn

h(g), (2.2)

si1...it = 2−n
∑
g∈Gn

h(g)χi1...it(g). (2.3)

Нехай A
(r,j)

(K(f)), B
s

(K(f)) – наведенi вище оператори i Ir – мно-

жина iндексiв {i1, . . . , it}, якi задовольняють умову r = 2n−i1 + . . .

. . .+2n−it. Далi розглянемо тi перетворення у спектральнiй областi бульових
функцiй, якi вiдповiдають операторам A

(r,j)
(K(f)), B

s
(K(f)). Вводимо такi

позначення: якщо для бульової функцiї f (x1, . . . , xn) в алфавiтi {0, 1} ста-
вимо у вiдповiднiсть бульову функцiю h(y1, . . . , yn) = 1 − 2f (x1, . . . , xn) в
алфавiтi {1,−1}, то бульовим функцiям в алфавiтi {0, 1}, якi визначаю-
ться операторами A

(r,j)
(K(f)) i B

s
(K(f)), поставимо у вiдповiднiсть функцiї

A
(r,j)

(h) i B
s

(h).

Теорема 2.2. Якщо sh — спектр бульової функцiї h (y1, . . . , yn) i s′h
— спектр бульової функцiї A

(r,j)
(h), то спектр s′h знаходимо з спектра sh

наступним чином: у кожному iндексi спектральних коефiцiєнтiв sh, що
мiстять j, iндекси з Ir викреслюються, якщо вони присутнi, i додаю-
ться, якщо вони вiдсутнi.

Доведення. За означенням оператора A
(r,j)

(K(f)) (r =

= 2n−i1 + . . . + 2n−it) та з того, що додаванню за mod 2
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в алфавiтi {0, 1} вiдповiдає множення в алфавiтi {−1, 1}, ма-
ємо: A

(r,j)
(h(y1, . . . , yj−1, yj, yj+1, . . . , yn)) = h(y1, . . . , yj−1, y

′
j, yj+1,

. . . , yn), де y′j = yjyi1 . . . yit i Ir = {i1, . . . , it}. Використо-
вуючи формули (2.2) та (2.3), знаходимо s′h = (s′0, s

′
1, . . . ,

, . . . , s′n, s
′
12, . . . , s

′
12...n) :

s′0 = 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)χ0(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)χ0(γ1, . . . , γj, . . . , γn) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn) · 1 = s0,

s′j = 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)χj(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn) = 2−n×

×
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)χji1...it(γ1, . . . , γj, . . . , γn) = sji1...it,

s′k = 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)χk(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn) = 2−n×

×
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)χk(γ1, . . . , γj, . . . , γn) = sk, (k 6= j),

s′ji1 = 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)χji1(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)yj(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn)×

×yi1(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn) = 2−n

∑
g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)×

×yj(γ1, . . . , γj, . . . , γn)yi1(γ1, . . . , γj, . . . , γn)× . . .

. . .× yit(γ1, . . . , γj, . . . , γn)yi1(γ1, . . . , γj, . . . , γn) =
= 2−n

∑
g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)yj(γ1, . . . , γj, . . . , γn)×

×yi2(γ1, . . . , γj, . . . , γn)× . . .× yit(γ1, . . . , γj, . . . , γn) = sji2...it,

оскiльки ∀g ∈ Gn yi(g)yi(g) = 1,

s′jk = 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
m, . . . , γn)χjk(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn)yj(γ1, . . . , γ

′
j, . . . , γn)×

×yk(γ1, . . . , γ
′
j, . . . , γn) = 2−n

∑
g∈Gn

h(γ1, . . . , γj, . . . , γn)×

×yj(γ1, . . . , γj, . . . , γn)yi1(γ1, . . . , γj, . . . , γn)× . . .

. . .× yit(γ1, . . . , γj, . . . , γn)yk(γ1, . . . , γj, . . . , γn) = sji1...itk,
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якщо k 6∈ Ir i т.д. Отже, s′0 =s0, s
′
j =sji1...it, s

′
k =sk (k 6=j), s′ji1 = s′ji2...it, s

′
jk =

sji1...itk, s
′
ji1...it

= sj, . . ., i теорему доведено.

Теорема 2.3. Якщо sh — спектр бульової функцiї h (y1, . . . , yn) i s′h
— спектр бульової функцiї B

j
(h), то спектр s′h знаходимо зi спектра sh

наступним чином: у кожному iндексi спектральних коефiцiєнтiв sh ви-
лучається j там, де вiн є, i дописується туди, де вiн вiдсутнiй.

Доведення. Враховуючи, що операцiї ⊕ — додавання за mod 2 в алфа-
вiтi {0, 1} вiдповiдає операцiя · — множення в алфавiтi {−1, 1}, функцiя
B
j

(h) у явному виглядi задається так:

B
j

(h(y1, . . . , yj, . . . , yn)) = yj · h(y1, . . . , yj, . . . , yn).

Тодi на основi формул (2.2), (2.3) маємо:

s′0 = 2−n
∑

g∈Gn

B
j

(h(g))χ0(g) = 2−n
∑

g∈Gn

yj(g) · h(g) · 1 = sj,

s′j = 2−n
∑

g∈Gn

B
j

(h(g))χj(g) = 2−n
∑

g∈Gn

yj(g) · h(g) · yj(g) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(g) = s0,

оскiльки ∀g ∈ Gn yj(g)yj(g) = 1,

s′k = 2−n
∑

g∈Gn

B
j

(h(g))χk(g) = 2−n
∑

g∈Gn

yj(g) · h(g) · yk(g) =

= 2−n
∑

g∈Gn

h(g) · χjk(g) = sjk, (k 6= j),

s′jk = 2−n
∑

g∈Gn

B
j

(h(g))χjk(g) = 2−n
∑

g∈Gn

yj(g) · h(g) · yj(g)×

×yk(g) = 2−n
∑

g∈Gn

h(g)yk(g) = 2−n
∑

g∈Gn

h(g)χk(g) = sk,

i т.д. Отже, s′0 = sj, s′j = s0, s′k = sjk, s′jk = sk, s′jkm = skm, s′km =
sjkm, . . . , s

′
1...j−1j+1...n = s1...j−1jj+1...n i теорему доведено.

Якщо через ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 вiдповiдно позначити iнварiантнi операцiї [46],
тодi теорема 2.1 на спектральнiй мовi перепишеться так:

Теорема 2.4. Якщо спектр sh бульової функцiї h(y1, . . . ,

. . . , yn) = 1 − 2f (x1, . . . , xn) (f (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}, xi ∈ {0, 1},
yi = 1 − 2xi) за допомогою iнварiантних операцiй ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4
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та операторiв A
(r;j)

, B
j

(h) можна перетворити так, щоб (n +

+1)-вимiрний початковий вiдрiзок перетвореного спектра s′h був ка-
нонiчним характеристичним вектором деякої бульової функцiї, що
реалiзується одним нейронним елементом, то функцiя f (x1, . . . , xn)
може бути реалiзована на комбiнацiйнiй схемi, що складається з одного
нейронного елемента та суматорiв за mod 2.

Застосування теореми 2.4 для синтезу комбiнацiйних схем iз су-
маторiв за mod 2 i одного нейронного елемента покажемо на на-
ступному прикладi. Знову розглянемо функцiю f : f−1(1) =
= {(0, 1, 1, 0),(1, 1, 1, 0),(0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0),(0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1)}, за якою
побудуємо h = 1− 2f . Спектр sh функцiї h знаходимо за допомогою швид-
кого перетворення [48,49]. Матриця швидкого перетворення C для знахо-
дження спектральних коефiцiєнтiв функцiї h у системi базисних функцiй
Уолша-Адамара має такий вигляд:

C =



1 1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 1 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 . . . 1 1
1 −1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 −1 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 . . . 1 −1


.

Тодi 24sh = C(C(C(Ch))). Результати обчислення наведемо у таблицi 2.1.
Спектральнi коефiцiєнти s1, s2, s3, s4, s0 iз точнiстю до сталої 24 зада-

ють вiдповiднi координати характеристичного вектора bh, тобто bh =
(−4, 4, 4,−8; 4). За допомогою iнварiантних операцiй [46] вiд bh перехо-
димо до канонiчного характеристичного вектора b∗h = (8, 4, 4, 4; 4). Вектор
b∗h не знаходиться у таблицi канонiчних характеристичних векторiв нейро-
функцiй [46], тобто функцiя f не реалiзується одним НЕ.

Розглянемо функцiю h1 = A
(1,3)

(h). Згiдно з теоремою 2.2 побудуємо 24sh:

s′0 = s0, s
′
1 = s1, s

′
2 = s2, s

′
3 = s34, s

′
4 = s4,

s′12 = s12, s
′
13 = s134, s

′
14 = s14, s

′
23 = s234, s

′
24 = s24,

s′34 = s3, s
′
123 = s1234, s

′
124 = s124, s

′
234 = s23, s

′
1234 = s123.
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Таблиця 2.1
y1 y2 y3 y4 h Ch C2h C3h 24sh sh

1 1 1 1 1 2 2 0 4 s0

1 1 1 −1 1 0 −2 4 −8 s4

1 1 −1 1 −1 −2 2 −4 4 s3

1 1 −1 −1 1 0 2 −4 8 s34

1 −1 1 1 −1 2 −2 0 4 s2

1 −1 1 −1 −1 0 −2 4 0 s24

1 −1 −1 1 −1 2 −2 4 4 s23

1 −1 −1 −1 1 0 −2 4 0 s234

−1 1 1 1 1 0 2 4 −4 s1

−1 1 1 −1 1 −2 −2 0 0 s14

−1 1 −1 1 −1 0 2 0 −4 s13

−1 1 −1 −1 1 −2 2 0 0 s134

−1 −1 1 1 1 0 2 4 4 s12

−1 −1 1 −1 1 −2 2 0 0 s124

−1 −1 −1 1 −1 0 2 0 4 s123

−1 −1 −1 −1 1 −2 2 0 0 s1234

Тодi bh1
= (−4, 4, 8,−8; 4) i b∗h1

= (8, 8, 4, 4; 4). Вектор b∗h1
мiститься в

таблицi канонiчних характеристичних векторiв нейрофункцiй. Згiдно з те-
оремою 2.4 функцiя f реалiзується комбiнацiйною схемою, що складається
з одного суматора за mod 2 i одного НЕ (див. рис. 2.4).

Зауваження. Якщо n ≤ 7, то за ваговий вектор НЕ, що входить у
цю комбiнацiйну схему, можна вибрати оптимальний цiлочисловий вектор
iз таблицi, яка мiстить канонiчнi характеристичнi вектори нейрофункцiй
[46]. У випадку, коли n > 7, НЕ можна синтезувати за цiлочисловим алго-
ритмом, що наведений у роздiлi 1.
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2.2. Алгебраїчнi властивостi нейробазису бульових функцiй

Нехай G — скiнченна група вiдносно операцiї множення. Розглянемо
сукупнiсть усiх формальних лiнiйних комбiнацiй вигляду u =

∑
g∈G

αgg, де αg

— елемент деякого поля K. Визначимо над цими формальними лiнiйними
комбiнацiями операцiї додавання i множення наступним чином:∑

g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg) g,

∑
g∈G

αgg

(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
v∈G

 ∑
g,h∈G,v=gh

αgβh

 v.

Вiдносно введених операцiй множина всiх формальних лiнiйних комбiнацiй∑
g∈G

αgg утворює кiльце KG, що називається груповим кiльцем.

Нехай Gn = H2 ⊗ H2 ⊗ . . . ⊗ H2 — прямий добуток n циклiчних груп
H2 = 〈a|a2 = 1〉 2-го порядку i RGn — групове кiльце над полем дiйсних
чисел R. Визначимо функцiю f на групi Gn iз значеннями у полi R так:

f(g) = αg. (2.4)

Елемент g ∈ Gn однозначно запишеться у виглядi g =
= (ax1

1 , a
x2
2 , . . . , a

xn
n ), де ai ∈ {−1, 1}, xi ∈ {0, 1}. Враховуючи це, рiв-

нiсть (2.4) можна задати на векторах (x1, . . . , xn) ∈ Zn
2 , поклавши

f (x1, . . . , xn) = αg. (2.5)

Позначимо через F множину всiх елементiв групового кiль-
ця RGn, у запису яких зустрiчаються тiльки коефiцiєнти αg ∈
∈ {0, 1}. Очевидно, на основi (2.4) i (2.5), що мiж елементами мно-
жини F та множиною всiх бульових функцiй вiд n змiнних iснує взаємно
однозначна вiдповiднiсть, тобто f ↔ uf .

Елемент uf групового кiльця RGn будемо називати елементом нейро-
базису в RGn, якщо вiдповiдна йому функцiя f реалiзується одним НЕ iз
пороговою функцiєю активацiї.

У [46] над бульовими функцiями визначенi чотири операцiї, якi зберiга-
ють властивiсть їх реалiзованостi одним нейронним елементом iз пороговою
функцiєю активацiї. Розглянемо цi операцiї на мовi групових кiлець:
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1. Якщо бульова функцiя f (1) отримана з бульової функцiї f шляхом iнвер-
тування i-ої змiнної i f ↔ uf , тодi f (1) ↔ ufai. Отже, iнварiантна операцiя
першого типу — це множення елемента uf , що вiдповiдає f на i-у твiрну
групи Gn.

Нехай ϕ — автоморфiзм групи Gn. Якщо uf =
∑

g∈Gn

αgg, тодi ϕ (uf) =∑
g∈Gn

αgϕ(g) задає автоморфiзм групового кiльця RGn. Сукупнiсть усiх та-

ких автоморфiзмiв групового кiльця RGn утворює групу, яку позначимо
через AutGn, а її пiдгрупу, що складається з усiх пiдстановок визначених
на множинi твiрних {a1, . . . , an} групи Gn, — через Aut∗Gn.

2. Нехай бульова функцiя f (2) отримана з бульової функцiї шляхом пере-
становки двох змiнних xi, xj i f ↔ uf . Отже, iнварiантна операцiя другого
типу є автоморфiзмом iз Aut∗Gn.

3. Якщо f (3) є двоїстою функцiєю до f i f ↔ uf , f (3) ↔ uf (3), тодi елемент
uf (3) отримаємо з елемента ufa1 · . . . ·an +

∑
g∈Gn

g зведенням його коефiцiєнтiв

за mod 2.

4. Розглянемо операцiю еквiдуалiзацiї функцiї f :

f (4) = xj ⊕ f (x1 ⊕ xj, . . . , xj−1 ⊕ xj, xj, xj+1 ⊕ xj, . . . , xn ⊕ xj),

де ⊕ — сума за mod 2 i f ↔ uf .
Нехай Hj = 〈a1〉 ⊗ . . . ⊗ 〈aj−1〉 ⊗ 〈aj+1〉 ⊗ . . . ⊗ 〈an〉 є

прямим добутком n − 1 циклiчних груп 2-го порядку i u =
=

∑
g∈Gn

αgg. Якщо f (4) ↔ uf (4), тодi uf (4) отримаємо з елемента( ∑
g∈Hj

αgg

)
a1a2 . . . aj−1aj+1 . . . an +

∑
g∈Hj

g +
∑

g∈ajHj

αgg зведенням його ко-

ефiцiєнтiв за mod 2.

Множина A (Z2Gn) =

{ ∑
g∈Gn

αgg |
∑

g∈Gn

αg = 0

}
називається фундамен-

тальним iдеалом групового кiльця Z2Gn. Очевидно, множина A (Z2Gn) є
нiльпотентним iдеалом групового кiльця Z2Gn, оскiльки добуток будь-яких
n+1 елементiв з A (Z2Gn) дорiвнює нулю. Елементи з A (Z2Gn), що мають
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вигляд:
n∏

i=1

(1 + ai)
ri, (ri ∈ {0, 1}), (2.6)

лiнiйно незалежнi над полем Z2 i складають базис лiнiйного простору
A (Z2Gn). Цей базис називається стандартним базисом фундаментально-
го iдеалу групового кiльця Z2Gn.

Теорема 2.5. Стандартний базис фундаментального iдеалу A (Z2Gn)
групового кiльця Z2Gn складається з елементiв нейробазису Z2Gn.

Доведення. Нехай ft (x1, . . . , xn) ↔
t∏

j=1
(1 + aj) , 1 ≤ t ≤

≤ n, i

L1 = (0), L2 =

(
L1 0
L∗1 0

)
, . . . , Lt =

(
Lt−1 0
L∗t−1 0

)
. (2.7)

Легко бачити, що ядро K (ft) бульової функцiї ft (x1, . . . , xn) спiв-
падає iз зведеним ядром K (ft) = g1K (ft), де g1 = (0, . . .

. . . , 0), K (ft) =

(
Lt 0 . . . 0
L∗t 0 . . . 0

)
. Розглянемо вектор w =

= (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω−
n , координати якого визначимо наступним чи-

ном: ω1 = −1, , ω2 = ω1 − 1, ω3 = ω1 + ω2 − 1, . . . , ωn =
n−1∑
i=1

ωi −

−1. Тодi матриця толерантностi Lw = Ln =

(
Ln−1 0
L∗n−1 0

)
∈

∈ E−
n , така, що

(
Lw

L∗w

)
· wT = cT

w, де cw = (c1, c2, . . . , c2n) i

0 > c1 > c2 > . . . > c2n. З (2.7) безпосередньо випливає, що матриця
толерантностi Ln має наступну структуру:

Ln =


Lt

n−t︷ ︸︸ ︷
00 . . . 0

L∗t 00 . . . 0
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

 .
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Отже,

Lw =


K(ft)1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

 .

Таким чином, K(ft)1 = Lw(q) (Lw ∈ E−
n , q = |K(f)t|) i на основi теореми

1.21 робимо висновок, що функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним НЕ з
пороговою функцiєю активацiї i вiдповiдний елемент uf (f ↔ uf) є еле-
ментом нейробазису Z2Gn. Отже, теорему доведено.

Сукупнiсть усiх елементiв нейробазису з F позначимо через N2. У зв’яз-
ку з цим виникає питання: вiдносно яких вiдображень групового кiльця
множина N2 буде iнварiантною? Вiдповiдь на поставлене питання мiсти-
ться у наступнiй теоремi.

Теорема 2.6. Множина N2 iнварiантна вiдносно автоморфiзму ϕ ∈
AutGn тодi i тiльки тодi, коли ϕ ∈ Aut∗Gn.

Доведення. Нехай Aut∗Gn — пiдгрупа групи AutGn, вiдносно якої мно-
жина {a1, . . . , an} є iнварiантною. Покажемо, що коли ϕ ∈ AutGn\Aut∗Gn,
тодi ϕ(u) 6∈ N2 для деякого u ∈ N2. Якщо покласти u = 1 + ai, тодi в силу
теореми 2.5 u ∈ N2. Для автоморфiзму ϕ ∈ AutGn \ Aut∗Gn iснує такий
iндекс i, що ϕ(ai) = ai1 · ai2 · . . . · ain i ϕ(1 + ai) = 1 + ai1 · ai2 · . . . · air , де
r > 1. Якщо fr(x1, . . . , xn) ↔ 1 + ai1 · ai2 · . . . · ain, тодi

K(fr) =

(
00 . . . 000 . . . 000 . . . 000 . . . 0
00 . . . 010 . . . 010 . . . 010 . . . 0

)
(у другому рядку одиницi мiстяться в i1-ому, . . . , ir-ому стовпчиках). Отже,
множина зведених ядер T (fr) функцiї fr(x1, . . . , xn) складається з двох
елементiв: K(fr)1 = K(fr) i

K(fr)2 =

(
00 . . . 010 . . . 010 . . . 010 . . . 0
00 . . . 000 . . . 000 . . . 000 . . . 0

)
.

Оскiльки першi два рядки будь-якої матрицi толерантностi
L ∈ E−

n мають вигляд: (
00 . . . 0
10 . . . 0

)
,
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то для зведених ядер K(fr)i (i = 1, 2) неможливо вибрати елементи σ ∈
Sn, ξ ∈ S2 так, щоб Kσ

ξ (fr)i = L(2), хоча б для одної матрицi L ∈ E−
n . Тодi,

згiдно з теоремою 1.21, функцiя fr не може бути реалiзована одним НЕ з
пороговою функцiєю активацiї, тобто ϕ(u) = 1 + ai1 · ai2 · . . . air 6∈ N2, i
таким чином теорему доведено.
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РОЗДIЛ 3
МЕТОДИ СИНТЕЗУ НЕЙРОННИХ ЕЛЕМЕНТIВ IЗ

УЗАГАЛЬНЕНОЮ ПОРОГОВОЮ ФУНКЦIЄЮ АКТИВАЦIЇ

У цьому роздiлi розглядаються нейроннi елементи з узагальненою по-
роговою функцiєю активацiї i наводяться методи їх синтезу, встановленi
критерiї реалiзованостi бульових функцiй одним НЕ з узагальненою поро-
говою функцiєю активацiї, а також на нейронних елементах iз двопорого-
вою функцiєю активацiї.

3.1. Реалiзацiя бульових функцiй одним нейронним елементом
iз узагальненою пороговою функцiєю активацiї

Нехай H2 = {−1, 1} — циклiчна група 2-го порядку, Gn =
= H2 ⊗ . . .⊗H2 — прямий добуток n циклiчних груп H2 i X(Gn) — група
характерiв [50] групи Gn над полем дiйсних чисел R. На множинi R \ {0}
визначимо функцiю:

Rsign x =

{
1, якщо x > 0,

−1, якщо x < 0. (3.1)

Нехай i ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1} i (i1, . . . , in) — його двiйковий код, тобто
i= i12

n−1+i22
n−2+. . . + in, ij ∈ {0, 1}. Значення характеру χi на елементi

g=((−1)α1, . . . , (−1)αn)∈Gn ((α1, . . . , αn)∈Zn
2) визначається так:

χi(g) = (−1)α1i1+α2i2+...+αnin. (3.2)

Розглянемо 2n-вимiрний векторний простiр VR = {ϕ | ϕ :
Gn → R} над полем R. Елементи χi (i = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1)
групи X(Gn) утворюють ортогональний базис простору VR. Бульо-
ва функцiя в алфавiтi {−1, 1} задає однозначне вiдображення f :
Gn → H2, тобто f ∈ VR. Отже, довiльну бульову функцiю f ∈
∈ VR однозначно можна записати у виглядi:

f(g) = s0χ0(g) + s1χ1(g) + . . .+ s2n−1χ2n−1(g). (3.3)

Вектор sf = (s0, s1, . . . , s2n−1) називається спектром бульової функцiї у си-
стемi характерiв X(Gn) (у системi базисних функцiй Уолша-Адамара).
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Iз рiзних характерiв X(Gn), крiм головного, побудуємо m-елементну
множину {χi1, . . . , χim} i вiдносно вибраної системи характерiв розглянемо
наступну математичну модель нейронного елемента:

f(x1(g), . . . , xn(g)) = Rsign(
m∑

j=1

ωjχij(g) + w0), (3.4)

де вектор w = (ω1, . . . , ωm;ω0) називається вектором структури НЕ i g ∈
Gn.

Нехай w(g) = ω1χi1(g) + . . . + ωmχim(g) + ω0. Якщо w =
= (ω1, . . . , ωm;ω0) є вектором структури НЕ вiдносно сиcтеми характерiв
{χi1, . . . χim} групи Gn над R, що реалiзує бульову функцiю f : Gn → H2,
то з (3.1) i (3.4) безпосередньо випливає, що

∀g ∈ Gn w(g) 6= 0. (3.5)

Далi будемо розглядати тiльки такi нейроннi елементи, вектори структур
яких задовольняють умову (3.5). Множину всiх таких m+ 1-вимiрних дiй-
сних векторiв, що задовольняють умову (3.5), позначимо через Wm+1 =
Wm+1(χi1, . . . χim).

Очевидно, що нейронний елемент вiдносно системи характерiв {χ1, χ2,

χ4, . . . , χ2n−1} спiвпадає з пороговим елементом [46].
Аналогiчно до того, як у пороговiй логiцi, тут також виникає питання:

чи реалiзується задана бульова функцiя f(x1, . . . , xn) одним НЕ вiдносно
вибраної системи характерiв {χi1, . . . χim}, i якщо так, то як знайти вiдпо-
вiдний вектор структури НЕ?

Теорема 3.1. Бульова функцiя f : Gn → H2 реалiзується одним ней-
ронним елементом вiдносно системи характерiв {χi1, . . . χim} ⊂ X(Gn) iз
вектором структури w ∈ Wm+1 тодi i тiльки тодi, коли

∀g ∈ Gn f(g)w(g) = |w(g)| , (3.6)

де |x| — модуль числа x ∈ R.
Доведення безпосередньо випливає з (3.4) та з рiвностi: (Rsign x)·x = |x|,

де x ∈ R \ {0}.
Теорема 3.2. Бульова функцiя f : Gn → H2 реалiзується одним ней-

ронним елементом вiдносно системи характерiв {χi1, . . . χim} ⊂ X(Gn) iз
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вектором структури w ∈ Wm+1 тодi i тiльки тодi, коли∑
g∈Gn

f(g)w(g) =
∑
g∈Gn

|w(g)|. (3.7)

Доведення. Дiйсно, якщо припускати, що має мiсце (3.7) i функцiя f
не реалiзується одним НЕ вiдносно {χi1, . . . , χim}, то iснують такi елементи
g1, . . . ,gk ∈ Gn, для яких не виконується рiвнiсть (3.6), тобто:

∀gj ∈ {g1, . . . ,gk} f(gj)w(gj) = −|w(gj)| (3.8)

i

2
k∑

j=1

|w(gj)| =
∑
g∈Gn

|w(g)| −
∑
g∈Gn

f(g)w(g) = 0.

Отже, ∀gj ∈ {g1, . . . ,gk} w(gj) = 0, що суперечить умовi w ∈
∈ Wm+1. Необхiднiсть є наслiдком спiввiдношення (3.6).

Запишемо лiву частину рiвностi (3.7) у розгорнутому виглядi:∑
g∈Gn

f(g)w(g) =
∑
g∈Gn

f(g)(ω1χi1(g) + . . .+ ωmχim(g) + ω0) =

= ω0

∑
g∈Gn

f(g) +
m∑

j=1

ωj

∑
g∈Gn

f(g)χij(g)

 = ω0s0 +
m∑

j=1

ωjsij .

Якщо зi спектральних коефiцiєнтiв si1, . . . , sim, s0 бульової
функцiї f , що вiдповiдають системi характерiв X = {χi1, . . . χim},
побудувати вектор sf(X)=(si1, . . . , sim; s0), який будемо називати характе-
ристичним вектором бульової функцiї f вiдносно системи X, то теорема
3.2 переформулюється так:

Теорема 3.3. Бульова функцiя f : Gn → H2 реалiзується одним
нейронним елементом вiдносно системи характерiв X = {χi1, . . . χim} ⊂
X(Gn) iз вектором структури w ∈ Wm+1 тодi i тiльки тодi, коли її
характеристичний вектор sf(X) задовольняє умову

(w, sf(X)) =
∑
g∈Gn

|w(g)| , (3.9)

де (w, sf(X)) — скалярний добуток векторiв w i sf(X).
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Якщо НЕ з вектором структури w ∈ Wm+1 вiдносно системи характерiв
{χi1, . . . χim} реалiзує бульову функцiю f , то з теореми 3.3 та рiвностi(3.8)
випливає, що для бульової функцiї h : Gn → H2 (h 6= f) виконується
нерiвнiсть

(w, sf(X)) > (w, sh(X)). (3.10)

Теореми Чоу [46] справджуються i для нейронних елементiв вiдносно
системи характерiв X = {χi1, . . . χim}.

Перша теорема Чоу. Нехай f : Gn → H2 i h : Gn → H2 — бульовi
функцiї i sf(X) та sh(X) вiдповiдно їх характеристичнi вектори вiдно-
сно системи характерiв X = {χi1, . . . , χim}. Якщо sf(X) = sh(X), тодi
функцiї f та h або реалiзуються, або не реалiзуються одним НЕ вiдносно
X.

Друга теорема Чоу. Якщо характеристичнi вектори sf(X) та sh(X)
бульових функцiй f : Gn → H2 i h : Gn → H2 вiдносно системи характерiв
X = {χi1, . . . , χim} рiвнi й одна з цих функцiй реалiзується одним НЕ, то
f = h.

3.2. Синтез нейронних елементiв iз узагальненою пороговою
функцiєю активацiї

У цьому пiдроздiлi розглядаються рiзнi методи синтезу НЕ вiдносно до-
вiльної системи характерiв X = {χi1, . . . , χim}. Основнi труднощi при роз-
робцi практично прийнятних методiв синтезу НЕ вiдносно X полягають в
нелiнiйностi виразу

∑
g∈Gn

|w(g)|. В методi мiнiмiзацiї функцiоналу [46] цей

вираз апроксимується полiномом вiдповiдного степеня i знаходиться век-
тор w∗, що мiнiмiзує побудований функцiонал. Вектор w∗ приймається за
наближеним вектором структури НЕ вiдносно апроксимацiї даного поряд-
ку.

В iтерацiйному методi передбачається така модифiкацiя m+1-вимiрного
довiльного вектора wi, яка на кожному кроцi iтерацiї забезпечує зменше-
ння вiдстанi мiж вектором структури w нейронного елемента i вектором
wi, за умови, що вектор w iснує. Якщо бульова функцiя f : Gn → H2 не
реалiзується одним НЕ вiдносно системи характерiв X = {χi1, . . . , χim},
то, очевидно, вектор w не iснує i в цьому випадку в областi характеристи-
чних векторiв бульових функцiй fi : Gn → H2, що реалiзуються на НЕ з
вiдповiдними векторами структури wi, утворюється граничний цикл [46].
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При синтезi НЕ вiдносно системи характерiв X = {χi1, . . . ,

. . . , χim} за допомогою матриць толерантностi спочатку з’ясовується пи-
тання про реалiзованiсть бульової функцiї одним нейронним елементом, а
потiм будується цiлочисловий вектор структури НЕ, що реалiзує задану
функцiю.

3.2.1. Метод апроксимацiї. Аналогiчно до того, як для ПЕ в [46],
будуємо функцiонал U(w, sf(X)) для НЕ вiдносно системи характерiв X =
{χi1, . . . , χim}. Функцiонал U(w, sf(X)) у явному виглядi задається так:

U(w, sf(X)) =
∑
g∈Gn

|w(g)| − (w, sf(X)), (3.11)

де w = (ω1, . . . , ωm, ω0) — довiльний векторm+1-вимiрного простору Rm+1,
sf(X) = (si1, . . . , sim, s0).

Функцiонал U(w, sf(X)) є опуклим на множинi всiх
m + 1-вимiрних дiйсних векторiв. Дiйсно, якщо w1,w2 ∈ Rm+1 i
w = λw1 + (1− λ)w2 (λ ∈ [0, 1]), то

U(λw1 + (1− λ)w2, sf(X)) =
∑

g∈Gn

|λw1(g) + (1− λ)w2(g)| −

− (λw1 + (1− λ)w2, sf(X)) ≤ λ
∑

g∈Gn

|w1(g)|+

+ (1− λ)
∑

g∈Gn

|w2(g)| − λ(w1, sf(g))− (1− λ)((w2, sf(g))) =

= λ

( ∑
g∈Gn

|w1(g)| − (w1, sf(X))

)
+ (1− λ)

( ∑
g∈Gn

|w2(g)|−

−(w2, sf(X))) = λU(w1, sf(X)) + (1− λ)U(w2, sf(X)).

Якщо w ∈ Wm+1, тодi з теореми 3.3 та нерiвностi (3.10) випливає, що
U(w, sf(X)) ≥ 0 i знак ”=” має мiсце тiльки в тому випадку, коли w є
вектором структури НЕ вiдносно системи X, що реалiзує функцiю f .

Розглянемо мiнiмiзацiю функцiоналу U за умови, що його нелiнiйний
вираз

∑
g∈Gn

|w(g)| замiнимо полiномом вiдповiдного степеня, в залежностi

вiд порядку апроксимацiї. Нехай

q|w(g)| ≈ ξ2q
2w2(g) + ξ4q

4w4(g) + . . .+ ξ2kq
2kw2k(g), (3.12)

де k ∈ {1, 2, 3, . . .} i q — такий нормуючий множник, що

∀g ∈ Gn 0 < q|w(g)| ≤ 1. (3.13)
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Величини ξi в (3.12) вибираємо так, щоб мiнiмiзувати середнє квадрати-
чне вiдхилення мiж похiдними по w(g) функцiї q|w(g)| i ї ї полiномiальної
апроксимацiї [46].

Якщо k = 1, то будемо говорити про апроксимацiю 1-го порядку, якщо
k = 2, то про апроксимацiю 2-го порядку i т.д.

Розглянемо апроксимацiю 1-го порядку. В цьому випадку:

|w(g)| ≈ ξ2qw
2(g), (g ∈ Gn).

Просумувавши лiву та праву частини останнього виразу по всiх
g ∈ Gn, одержуємо: ∑

g∈Gn

|w(g)| = ξ2q
∑
g∈Gn

w2(g), (3.14)

де

w2(g) =

(
m∑

j=1

ωjχij(g) + ω0

)2

=
m∑

j=0

m∑
r=0

ωjωrχij(g)χir(g),

i χi0 = χ0 — головний характер групи Gn. Пiдставляючи значення w2(g) в
(3.14) i враховуючи ортогональне спiввiдношення характерiв [50], маємо:∑

g∈Gn

|w(g)| = ξ2q
∑
g∈Gn

(
m∑

j=0

m∑
r=0

ωjωrχij(g)χir(g)

)
=

= ξ2q

m∑
j=0

m∑
r=0

ωjωr

∑
g∈Gn

χij(g)χir(g)

 = 2nξ2q

m∑
j=0

ω2
j .

Тодi функцiонал U(w, sf(X)) можна записати так:

U(w, sf(X)) = 2nξ2q

m∑
j=0

ω2
j −

m∑
j=0

ωjsij , (3.15)

де i0 = 0.
Функцiонал U(w, sf(X)), згiдно з (3.15), є неперервним вiдносно ωi (i =

0, 1, . . . ,m). Отже, функцiонал U(w, sf(X)) можна мiнiмiзувати, прирiв-
нявши до нуля похiднi U за ωj:

∂U(w, sf(X))

∂ωj
= 0, j = 0, 1, . . . ,m.
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Звiдси
2n+1ξ2qωj − sij = 0

i
ωj =

1

2n+1ξ2q
sij , j = 0, 1, . . . ,m. (3.16)

Якщо w — ненульовий вектор, то з того, що |w(g)| = ξ2qw
2(g) випли-

ває, що ξ2 > 0. Тодi за координати ωj вектора w можна вибрати вiд-
повiднi спектральнi коефiцiєнти sij бульової функцiї f , оскiльки НЕ з
вектором структури w i λw вiдносно системи X = {χi1, . . . , χim} реа-
лiзують одну й ту саму бульову функцiю, якщо w ∈ Wm+1 i λ > 0.
Отже, ω∗j = sij (j = 0, 1, 2, . . . ,m) i в результатi апроксимацiї пер-
шого порядку за вектор структури НЕ вибирається вектор w∗ = (ω∗1,
. . . , ω∗m, ω

∗
0). Розглянемо наступнi два можливi випадки:

1) w∗ ∈ Wm+1,

2) w∗ 6∈ Wm+1.

У першому випадку, якщо ∀g ∈ Gn f(g) = Rsign w∗(g), то НЕ з векто-
ром структури w∗ реалiзує бульову функцiю f i задачу синтезу завершено.
Якщо iснує такий елемент g ∈ Gn, що f(g) = −Rsign w∗(g), тодi або за-
вершуємо процес синтезу НЕ методом апроксимацiї (не побудувавши його),
або переходимо до апроксимацiї другого порядку.

У другому випадку побудуємо два вектори w+
p i w−

p , якi
належать множинi Wm+1 i як завгодно близькi до вектора
w∗, тобто для будь-якого нескiнченно малого ε > 0 вiдстань
ρ(w∗,w+

p ) < ε i ρ(w∗,w−
p ) < ε. При побудовi векторiв w+

p ,w
−
p ∈

∈ Wm+1 (p ∈ N) на них накладаємо наступнi умови: якщо g ∈ Gn такий,
що w∗(g) 6= 0, то

Rsign w∗(g) = Rsign w+
p (g) = Rsign w−

p (g), (3.17)

якщо g ∈ Gn такий, що w∗(g) = 0, то

Rsign w+
p (g) > 0 i Rsign w−

p (g) < 0. (3.18)

Нехай ω+
min = min {w∗(g) | w∗(g) > 0, g ∈ Gn}, ω−max =

= max {w∗(g) | w∗(g) < 0, g ∈ Gn} i ω+
0 (p) = ω∗0 +

ω

2p
, ω−0 (p) =
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= ω∗0 − ω

2p
, де ω = min{ω+

min,−ω−max}. Тодi вектори w+
p = (ω∗1,

. . . , ω∗m, ω
+
0 (p)), w−

p (ω∗1, . . . , ω
∗
m, ω

−
0 (p)) задовольняють умови (3.17), (3.18) i

при p→∞ ρ(w∗,w+
p ) → 0, ρ(w∗,w−

p ) → 0.
Якщо ∀g ∈ Gn справджується одна з умов

f(g) = Rsign w+
p (g), (3.19)

або
f(g) = Rsign w−

p (g), (3.20)

то за вектор структури НЕ, що реалiзує функцiю f , вибирається вектор
w+

p або w−
p залежно вiд того, чи має мiсце спiввiдношення (3.19) або (3.20).

Якщо жодна з цих умов для кожного g ∈ Gn не виконується, то синтез
НЕ методом апроксимацiї 1-го порядку або завершуємо (не побудувавши
його), або переходимо до апроксимацiї 2-го порядку.

Розглянемо синтез НЕ методом апроксимацiї 1-го порядку на наступно-
му прикладi.

Розглянемо бульову функцiю h(y1, y2, y3, y4) в ал-
фавiтi {−1, 1}, що приймає значення 1 на наборах
{(1, 1, 1, 1), (1,−1, 1, 1), (1,−1, 1,−1), (−1, 1, 1,−1), (−1,−1, 1, 1),
(−1,−1, 1,−1)} i НЕ вiдносно системи характерiв X =
= {χ2, χ6, χ9}. Характери χ2,χ6,χ9 вибираємо так, щоб вiдповiднi спе-
ктральнi коефiцiєнти s2,s6,s9 задовольняли умову

∀i ∈ {2, 6, 9} i ∀j ∈ {0, 1, . . . , 15} \ {2, 6, 9} |si| ≥ |sj|.

Якщо вiд функцiї h(y1, y2, y3, y4) перейти до функцiї f(x1, x2, x3, x4) за допо-

могою перетворення f = −1

2
(h−1) i xi = −1

2
(yi−1), то простою перевiркою

легко переконатися в тому, що жодне зведене ядро K(f)i ∈ T (f) не допу-
скає зображення матрицями толерантностi з E−

4 , тобто бульова функцiя f
не може бути реалiзована одним НЕ вiдносно {x1, x2, x3, x4}.

Знаходимо спектральнi коефiцiєнти s0,s2,s6,s9 бульової функцiї h:

s0 = −1

4
; s2 =

3

4
; s6 = −1

4
; s9 =

1

4
.

Згiдно з апроксимацiєю 1-го порядку:

ω∗0 = −1

4
; ω∗1 =

3

4
; ω∗2 = −1

4
; ω∗3 =

1

4
.
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Вектор w∗ = (ω∗1, ω
∗
2, ω

∗
3;ω∗0) не належить W4, оскiльки iснують такi еле-

менти g1 = (1, 1, 1,−1),g2 = (−1, 1, 1, 1) ∈ Gn, що

w∗(g1) = ω∗1χ2(g1) + ω∗2χ6(g1) + ω∗3χ9(g1) + ω∗0 = 0

i
w∗(g2) = ω∗1χ2(g2) + ω∗2χ6(g2) + ω∗3χ9(g2) + ω∗0 = 0.

Побудуємо вектори w−(p) = (ω∗1, ω
∗
2, ω

∗
3;ω−0 (p)), w+(p) = (ω∗1,

ω∗2, ω
∗
3;ω+

0 (p)), де ω−0 (p) = −1

4
− 1

4p
, ω+

0 (p) = −1

4
+

1

4p
i результати об-

числення при p = 1 наведено в наступнiй таблицi:

Таблиця 3.1. Синтез НЕ вiдносно X методом апроксимацiї 1-го порядку

y1 y2 y3 y4 χ2 χ6 χ9 h sh w∗ w+ w−

1 1 1 1 1 1 1 1 − 1
4

1
2

3
4

1
4

1 1 1 −1 1 1 −1 −1 0 0 1
4 − 1

4
1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 3

4 − 1
2 − 1

4 − 3
4

1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 −1 − 3
4 − 5

4
1 −1 1 1 1 −1 1 1 1

4 1 5
4

3
4

1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 0 1
2

3
4

1
4

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 − 1
4 −1 − 3

4 − 5
4

1 −1 −1 −1 −1 1 −1 −1 0 − 3
2 − 5

4 − 7
4

−1 1 1 1 1 1 −1 −1 0 0 1
4 − 1

4
−1 1 1 −1 1 1 1 1 1

4
1
2

3
4

1
4

−1 1 −1 1 −1 −1 −1 −1 0 −1 − 3
4 − 5

4
−1 1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1

4 − 1
2 − 1

4 − 3
4

−1 −1 1 1 1 −1 −1 1 0 1
2

3
4

1
4

−1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1
4 1 5

4
3
4

−1 −1 −1 1 −1 1 −1 −1 0 − 3
2 − 5

4 − 7
4

−1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1 1
4 −1 − 3

4 − 5
4

На основi таблицi 3.1 робимо висновок, що

∀g ∈ G4 h(g) = Rsign w−(g),

тобто функцiя h(y1, y2, y3, y4) реалiзується одним НЕ вiд-
носно системи X = {χ2, χ6, χ9} з вектором структури w− =

=

(
3

4
,−1

4
,
1

4
;−1

2

)
або з цiлочисловим вектором структури w = 4 · w− =

(3,−1, 1;−2).
При апроксимацiї 2-го порядку маємо:

|w(g)| ≈ ξ2qw
2(g) + ξ4q

3w4(g), g ∈ Gn
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i ∑
g∈Gn

|w(g)| = ξ2q
∑
g∈Gn

w2(g) + ξ4q
3
∑
g∈Gn

w4(g), (3.21)

де ∑
g∈Gn

w2(g) = 2n
m∑

j=0

ω2
j , (3.22)

∑
g∈Gn

w4(g) =
m∑

j=0

m∑
k=0

m∑
r=0

m∑
t=0

ωjωkωrωt ·
( ∑

g∈Gn

χij(g)χik(g)×

×χir(g)χit(g)
)
.

При знаходженнi значення виразу
∑

g∈Gn

χij(g)χik(g)χir(g)χit(g) розгляне-

мо наступнi два можливi випадки вiдносно системи характерiв X =
{χi1, χi2, . . . , χim, χi0 = χ0}:

1) добуток будь-яких чотирьох рiзних характерiв не дорiвнює головному
характеру χ0.

У цьому випадку:

∑
g∈Gn

χij(g)χik(g)χir(g)χit(g) =


2n, якщо j = k = r = t,
2n, якщо j = k i r = t,
2n, якщо j = r i k = t,
2n, якщо j = t i k = r,
0, в iнших випадках,

i ∑
g∈Gn

w4(g) = 2n

 m∑
j=0

ω4
j + 3

m∑
j=0

m∑
k=0; k 6=j

ω2
jω

2
k

 =

= 2n

 m∑
j=0

ω4
j + 6

m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

ω2
jω

2
k

 =

= 2n

( m∑
j=0

ω2
j

)2

+ 4
m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

ω2
jω

2
k

 .
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Враховуючи (3.21), (3.22) i останню рiвнiсть, функцiонал U(w, sf(X)) у
явному виглядi запишеться так:

U(w, sf(X)) = 2nqξ2

m∑
j=0

ω2
j + 2nq3ξ4

( m∑
j=0

ω2
j

)2

+

4
m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

ω2
jω

2
k

−
m∑

j=0

ωjsij .

Дослiдження функцiоналу U(w, sf(X)) на мiнiмум та знаходження пара-
метрiв q, ξ2, ξ4 проводиться аналогiчно до того, як у [46].

2) iснують такi чотири рiзнi характери, добуток яких дорiвнює головному
характеру χ0.

Позначимо через H4(X) iндекси елементiв таких пiдмножин множини
X ×X ×X ×X, кожний елемент якої побудований iз рiзних характерiв X
i добуток яких дорiвнює головному характеру χ0.

У даному випадку:

∑
g∈Gn

χij(g)χik(g)χir(g)χit(g) =



2n, якщо j = k = r = t,
2n, якщо j = k i r = t,
2n, якщо j = r i k = t,
2n, якщо j = t i k = r,
2n, (ij, ik, ir, it) ∈ H4(X),
0, в iнших випадках,

∑
g∈Gn

w4(g) = 2n

 m∑
j=0

ω4
j + 3

m∑
j=0

m∑
k=0; k 6=j

ω2
jω

2
k+

+
∑

(ij ,ik,ir,it)∈H4(X)

ωijωikωirωit

 = 2n

( m∑
j=0

ω2
j

)2

+

+4
m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

ω2
jω

2
k +

∑
(ij ,ik,ir,it)∈H4(X)

ωijωikωirωit


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i

U(w, sf(X)) = 2nqξ2

m∑
j=0

ω2
j + 2nq3ξ4

( m∑
j=0

ω2
j

)2

+

+4
m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

ω2
jω

2
k +

∑
(ij ,ik,ir,it)∈H4(X)

ωijωikωirωit

−
m∑

j=0

ωjsij .

Мiнiмiзацiя функцiоналу в цьому випадку ускладнюється за рахунок до-
данку

∑
(ij ,ik,ir,it)∈H4(X)

ωijωikωirωit. Якщо Umin (w, sf(X)) = U (w∗, sf(X)), то,

як в першому так i в другому випадку вектор w∗ = (ω∗1, . . . , ω
∗
m;ω∗0) задає

вектор структури НЕ, що реалiзує бульову функцiю f (x1, . . . , xn), якщо
U(w∗, sf(X)) = 0 i w∗ ∈ Wm+1. У протилежному випадку питання про
реалiзованiсть бульової функцiї f одним НЕ вiдносно системи характерiв
X залишається вiдкритим.

Основним недолiком методу апроксимацiї є те, що для заданого чи-
сла аргументiв n бульової функцiї f (x1, . . . , xn) не можна вказати поря-
док апроксимацiї, який би гарантував знаходження вектора структури НЕ
вiдносно системи X, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn), якщо вона є ней-
рофункцiєю.

3.2.2. Iтерацiйний метод синтезу НЕ. Припустимо, що
бульова функцiя f (x1, . . . , xn) (f : Gn → H2) реалiзується
одним НЕ вiдносно системи характерiв X = {χi1, χi2, . . . , χim}
групи Gn над R. Якщо вектор структури НЕ позначити w =
= (ω1, . . . , ωn, ω0), тодi

f(x1(g), . . . , xn(g)) = Rsign(ω1χi1(g) + . . .+ ωmχim(g) + ω0)

i
∀g ∈ Gn w(g) = ω1χi1(g) + . . .+ ωmχim(g) + ω0 6= 0.

Розглянемо довiльний m + 1-вимiрний дiйсний вектор vk =
= (v

(k)
1 , . . . , v

(k)
m , v

(k)
0 ) такий, що ∀g ∈ Gn vk(g) 6= 0. Вiд век-

тора vk треба перейти до вектора vk+1 так, щоб ρ(vk+1,w) <

< ρ(vk,w), де ρ(v,w) — вiдстань мiж векторами v i w.
Назвемо вектором похибки величину

εk = w − vk, (3.23)
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а вектором приросту —
zk = vk+1 − vk.

Тодi
εk+1 = εk − zk. (3.24)

Для збiжностi процесу необхiдно, щоб модуль |εk| вектора εk

був бiльшим за |εk+1|, тобто величина ∆(εk, εk+1) = |εk|2 −
−|εk+1|2 має бути додатною. З рiвностей (3.23), (3.24) та з умови
∆(εk, εk+1) > 0 безпосередньо випливає:

2(zk, (w − vk))− |zk|2 > 0. (3.25)

Якщо вектор приросту zk = vk+1 − vk визначити так, щоб мала мiсце
нерiвнiсть (3.25), то вектор

vk+1 = vk + zk (3.26)

задовольняє умову ρ(vk+1,w) < ρ(vk,w).
Переходимо до визначення вектора zk. Функцiю, що реа-

лiзується нейронним елементом iз вектором структури vk =

=
(
v

(k)
1 , . . . , v

(k)
m , v

(k)
0

)
вiдносно системи характерiв X = {χi1,

χi2, . . . , χim} позначимо через hk(x1, . . . , xn), а її характеристичний
вектор вiдносно X через shk

(X). Вектор приросту zk задаємо так:

zk = κk (sf(X)− shk
(X)) , (3.27)

де κk — деяка додатна величина. Значення κk треба визначити так, щоб
справджувалася нерiвнiсть (3.25). Пiдставимо значення zk з (3.27) у нерiв-
нiсть (3.25). Тодi

2κk (w−vk, sf(X)−shk
(X))−κ2

k |sf(X)−shk
(X)|2 > 0. (3.28)

Перший доданок в останнiй нерiвностi є невiд’ємним i дорiвнює нулю тiльки
в тому випадку, коли f = hk. Дiйсно,

(w − vk, sf(X)− shk
(X)) = (w, sf(X))− (w, shk

(X)) +

+ (vk, shk
(X))− (vk, sf(X))



98

i на основi (3.10) можна стверджувати, що кожний доданок у правiй частинi
рiвностi є додатним, якщо f 6= hk i дорiвнює нулю, якщо f = hk. Лiва ча-
стина (3.28) є квадратним тричленом вiдносно κk i, очевидно, квадратний
тричлен приймає найбiльше значення при

κ∗
k =

(w − vk, sf(X)− shk
(X))

|sf(X)− shk
(X)|2

(3.29)

i це значення є додатним. Права частина останньої рiвностi мiстить не-
вiдомий вектор w, а це означає, що спiввiдношення (3.29) не може бути
застосованим для знаходження κk. Виберемо за κk значення

κ0
k =

(vk, shk
(X)− sf(X))

|sf(X)− shk
(X)|2

(3.30)

i покажемо, що при κk = κ0
k нерiвнiсть (3.28) має мiсце. Якщо в (3.28)

замiсть κk пiдставити κ0
k, то пiсля перетворень одержуємо:

∆(εk, εk+1) =
(vk, shk

(X)− sf(X))2

|sf(X)− shk
(X)|2

+

+
2 (vk, shk

(X)− sf(X)) (w, sf(X)− shk
(X))

|sf(X)− shk
(X)|2

.

Згiдно з нерiвнiстю (3.10) i умовою ∀g ∈ Gn vk(g) 6= 0 обидва доданки у
чисельнику є додатними, якщо f 6= hk, i дорiвнюють нулю, якщо f = hk.
В останньому випадку вектор vk реалiзує функцiю f i процес синтезу НЕ
завершено.

Отже, вектор
vk+1 = vk + κ0

k (sf(X)− shk
(X))

задовольняє нерiвнiсть ρ(vk+1,w) < ρ(vk,w), якщо f 6= hk.
Аналогiчно до того, як у [46] на основi нерiвностi ρ(vk+1,w) <
< ρ(vk,w) можна показати, що для нейрофункцiї f послiдовнiсть векторiв
{vk} збiгається до вектора структури w функцiї f .

На кожному кроцi iтерацiї вектор vk має задовольняти умову

∀g ∈ Gn vk(g) 6= 0. (3.31)

Якщо в процесi iтерацiї за κk постiйно будемо вибирати κ0, то може на-
стати такий момент, коли не справджується умова (3.31). Щоб уникнути



99

такої ситуацiї, для скалярної величини κk вказуємо таку область, в якiй
∆(εk, εk+1) > 0 i для κk завжди можна пiдiбрати таке значення, при яко-
му має мiсце (3.31). Нехай κk = 2κ0

k. Пiдставимо це значення в (3.28). Тодi

∆(εk, εk+1) =
4 (vk, shk

(X)− sf(X)) (w − vk, sf(X)− shk
(X))

|sf(X)− shk
(X)|2

−

− 4 (vk, shk
(X)− sf(X))2

|sf(X)− shk
(X)|2

=

=
4 (vk, shk

(X)− sf(X)) (w, sf(X)− shk
(X))

|sf(X)− shk
(X)|2

.

З останньої рiвностi на основi (3.10) i (3.31) безпосередньо ви-
пливає, що коли f 6= hk, то ∆(εk, εk+1) > 0 i ∆(εk, εk+1) =
0, тiльки в тому випадку, коли f = hk. Отже, ∆(εk, εk+1) =
= 2κk (w − vk, sf(X)− shk

(X)) − κ2
k |sf(X)− shk

(X)|2 приймає додатне
значення при будь-якому значеннi κk з промiжку [κ0

k, 2κ0
k] i цей промiжок

задає шукану область для κk.
Покажемо, що коли κk ∈ (κ0

k, 2κ0
k], то shk+1

(X) 6= shk
(X). Припустимо

протилежне, тобто shk+1
(X) = shk

(X). Тодi на основi нерiвностi (3.10) iз
умови shk

(X) 6= sf(X) маємо:

(vk+1, shk
(X)− sf(X)) > 0. (3.32)

Якщо в нерiвностi (3.32) vk+1 замiнити на вираз vk +
+κk (sf(X)− shk

(X)), то отримаємо:

(vk, shk
(X)− sf(X))− κk |sf(X)− shk

(X)|2 > 0. (3.33)

Нерiвнiсть (3.33) з урахуванням (3.30) при κk = κ0 + ε(
0 < ε ≤ κ0

k

)
можна переписати так:

−ε |sf(X)− shk
(X)|2 > 0.

З останньої нерiвностi безпосередньо випливає, що shk+1
(X) 6=

6= shk
(X), якщо κ ∈

(
κ0

k, 2κ0
k

]
. Однак, це не означає, що не iснує та-

ких рiзних натуральних чисел r i k, для яких має мiсце рiвнiсть

shr
(X) = shk

(X). (3.34)
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Якщо справджується рiвнiсть (3.34), то кажуть, що в областi характери-
стичних векторiв бульових функцiй hj вiдносно системи характерiвX утво-
рився граничний цикл.

Нехай k — найменше таке натуральне число, що k > r, i справджу-
ється рiвнiсть (3.34). Розглянемо систему векторiв sf(X) − shr

, sf(X) −
shr+1

(X), . . . , sf(X)− shk−1
(X) та їх лiнiйну комбiнацiю

k−r−1∑
i=0

λi

(
sf(X)− shr+i

(X)
)
, (3.35)

з невiд’ємними коефiцiєнтами λi ≥ 0 (i = 0, 1, . . . , k − r − 1). Якщо серед
коефiцiєнтiв λi хоча б один не дорiвнює нулю i лiнiйна комбiнацiя (3.35)
дорiвнює нулю, то функцiя f не реалiзується одним НЕ вiдносно системи
характерiв X. Дiйсно, якщо припускати протилежне, то функцiя f реалi-
зується одним НЕ вiдносно системи X з вектором структури w i справ-
джується рiвнiсть:

k−r−1∑
i=0

λi

(
sf(X)− shr+i

(X)
)

= 0, (3.36)

хоча би при одному ненульовому значеннi λi. Тодi, помноживши лiву i пра-
ву частини (3.36) скалярно на w, отримуємо:

k−r−1∑
i=0

λi

(
(sf(X),w)−

(
shr+i

(X),w
))

= 0,

що суперечить нерiвностi (3.10).
Отже, якщо в областi характеристичних векторiв функцiй hj вiдносно

системи характерiв X утворився граничний цикл i має мiсце (3.36) хоча
би при одному значеннi λi (λi > 0), то робимо висновок, що функцiя f не
реалiзується одним НЕ вiдносно системи характерiв X.
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Алгоритм синтезу НЕ вiдносно системи характерiв X методом
iтерацiї

Крок 1. Знаходимо характеристичний вектор sf(X) бульо-
вої функцiї f (x1, . . . , xn), що задана в алфавiтi {−1, 1} вiдносно
системи характерiв X, здiйснюємо присвоєння: v1 = sf(X), k = 1 i
переходимо до кроку 2.

Крок 2. Якщо ∀g ∈ Gn vk(g) 6= 0, то визначимо функцiю

hk(g) = Rsign vk(g)

i переходимо до кроку 3, а в протилежному випадку до кроку 6.
Крок 3. Якщо f(g) = hk(g) для всiх g ∈ Gn, то функцiя f реалiзується

на НЕ з вектором структури w = vk i процес синтезу НЕ завершено, у
протилежному випадку переходимо до кроку 4.

Крок 4. Знаходимо характеристичний вектор shk
функцiї hk вiдносно

системи X i перевiряємо умову: iснує число r < k, таке, що shr
= shk

.
Якщо умова справджується, то переходимо до кроку 7, а в протилежному
випадку до кроку 5.

Крок 5. Знаходимо вектор vk+1 за формулою: vk+1 = vk +
+κk (sf(X)− shk

(X)), де κk ∈
(
κ0

k, 2κ0
k

]
. Здiйснюємо присвоєння k = k+ 1

i переходимо до кроку 2.
Крок 6. Якщо k = 1, то довiльним чином змiнюємо координати вектора

vk так, щоб
∀g ∈ Gn vk(g) 6= 0 (3.37)

i переходимо до кроку 2.
Якщо k 6= 1, то виберемо таке κk ∈

(
κ0

k,2κ0
k

]
, для якого виконується

нерiвнiсть (3.37) i переходимо до кроку 5.
Крок 7. В областi характеристичних векторiв бульових функцiй

h1, h2, . . . , hk вiдносно системи X утворився граничний цикл, а саме:
shr

(X) = shk
(X) (r < k). Якщо можна вибрати такi λi ≥ 0, де не всi λi до-

рiвнюють нулю, для яких має мiсце рiвнiсть
k−r−1∑

i=0
λi

(
sf(X)− shr+i

(X)
)

= 0,

то функцiя f не може бути реалiзована одним НЕ вiдносно системи X. У
протилежному випадку переходимо до кроку 5.

3.2.3. Метод матриць толерантностi для синтезу НЕ. Не-
хай f (x1, . . . , xn) — бульова функцiя в алфавiтi {−1, 1}, тобто
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f : Gn → H2. Розглянемо задачу: чи реалiзується функ-
цiя f (x1, . . . , xn) одним НЕ вiдносно системи характерiв X =
= {χi1, χi2, . . . , χim} ⊂ X(Gn), i якщо так, то як знайти вектор
структури НЕ? За допомогою перетворення x′ = 1

2(x + 1) реалi-
зуємо вiдображення {−1, 1} → {0, 1} i розглянемо систему X ′ =
=
{
χ′i1 = 1

2 (χi1 + 1) , χ′i2 = 1
2 (χi2 + 1) , . . . , χ′im = 1

2 (χim + 1)
}
.

Нехай f−1(−1) = {g ∈ Gn|f(g) = −1} i f−1(1) =
= {g ∈ Gn|f(g) = 1}. За допомогою системи X ′ визначимо:

f−1
X (−1) =

⋃
g∈f−1(−1)

{(
χ′i1(g), . . . , χ′im(g)

)}
,

f−1
X (1) =

⋃
g∈f−1(1)

{(
χ′i1(g), . . . , χ′im(g)

)}
.

Ядро бульової функцiї f (x1, . . . , xn) вiдносно системи характерiв X гру-
пи Gn визначається так:

K(fX) =

{
f−1

X (1), якщо
∣∣f−1

X (1)
∣∣ ≤ ∣∣f−1

X (−1)
∣∣ ,

f−1
X (−1), якщо

∣∣f−1
X (1)

∣∣ > ∣∣∣f (−1)
X (−1)

∣∣∣ ,
де
∣∣f−1

X (i)
∣∣ — кiлькiсть елементiв множини f−1

X (i) (i ∈ {−1, 1}), якщо
f−1

X (1)∩ f−1
X (−1) = ∅. Якщо f−1

X (1)∩ f−1
X (−1) 6= ∅, то ядро K(fX) не iснує

i це означає, що функцiя f не реалiзується одним НЕ вiдносно системи X.
НехайK(fX) = {a1, . . . , aq}— ядро бульової функцiї f (x1, . . . , xn) вiдно-

сно системи характерiв X = {χi1, . . . , χim}. Кожному ai =
(
α

(i)
1 , . . . , α

(i)
n

)
∈

K(fX) ставимо у вiдповiднiсть елемент gi =
(

(−1)α
(i)
1 , . . . , (−1)α

(i)
1

)
i побу-

дуємо множину

T (fX) = {K(fX)i = giK(fX)|i = 1, 2, . . . , q} ,

яку назвемо множиною зведених ядер бульової функцiї f (x1, . . . , xn) вiдно-
сно системи X. Легко бачити, що всi результати, якi отриманi в пiдроздiлi
1.5 вiдносно K(f) i T (f), можуть бути узагальненi на K(fX), T (fX), i має
мiсце цiлочисловий алгоритм синтезу НЕ з вiдповiдними модифiкацiями.

Наведемо деякi теореми з 1.5 вiдносно K(fX) та T (fX).

Теорема 3.4. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) (f : Gn → H2) ре-
алiзується одним нейронним елементом вiдносно системи характерiв
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X = {χi1, . . . , χim} тодi i тiльки тодi, коли її ядро K(fX) допускає зо-
браження матрицями толерантностi з Em.

Теорема 3.5. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) (f : Gn → H2) ре-
алiзується одним нейронним елементом вiдносно системи характерiв
X = {χi1, . . . , χim} тодi i тiльки тодi, коли хоча б одне її зведене ядро
K(fX) ∈ T (fX) допускає зображення матрицями толерантностi з E−

m.

Теорема 3.6. Якщо в множинi зведених ядер T (fX) бульової функцiї
f (x1, . . . , xn) (f : Gn → H2) знайдеться таке ядро K(fX)i i такi еле-
менти σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(fX)|), що Kσ

ξ (fX)i = p(K(fX)i), тодi
f (x1, . . . , xn) реалiзується одним НЕ вiдносно системи характерiв X.

3.3 Реалiзацiя бульових функцiй на двопорогових нейронних
елементах

Нехай Z2 = {0, 1}, Zn
2 — n-а декартова степiнь множини Z2 i

f (x1, . . . , xn) — бульова функцiя вiд n змiнних, тобто f : Zn
2 → Z2. Дво-

пороговим нейронним елементом з мiткою α (ДНЕα; α ∈ {0, 1}) називає-
ться такий логiчний пристрiй з n входами, стан якого описується вектором
x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn

2 i виходом f(x), який приймає значення 0 або 1:

f(x) =

{
α, якщо x ·wT > p1 або x ·wT < p2,

α, якщо p2 < x ·wT < p1,
(3.38)

де α — iнвертоване значення α, w = (ω1, . . . , ωn) — дiйсний n-вимiрний
вектор, який називається ваговим; p1, p2 (p1 > p2) — дiйснi числа (пороги),
[w; p1; p2] — вектор структури двопорогового нейронного елемента з мiткою
α.

Бульова функцiя f : Zn
2 → Z2 реалiзується одним двопороговим нейрон-

ним елементом з мiткою α, якщо iснує такий n-вимiрний дiйсний вектор
w = (ω1, . . . , ωn) i такi дiйснi числа p1, p2, що виконується умова (3.38).

Приклад. Бульова функцiя f1(x1, x2) = x1 x2 ∨ x1x2 ре-
алiзується на двопороговому нейронному елементi ДНЕ1 з век-
тором структури [w = (−1,−1);−0,5;−1,5], а f2(x1, x2) =
= x1x2 ∨ x1x2 — на двопороговому нейронному елементi ДНЕ0 з тим
самим вектором структури. Потрiбно зауважити, що нi функцiя f1(x1, x2),
нi функцiя f2(x1, x2) не реалiзуються на одному НЕ з пороговою функцiєю
активацiї.
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Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується на одному двопорого-
вому нейронному елементi з мiткою 0 або 1, то будемо говорити, що вона
реалiзується одним двопороговим нейронним елементом.

Нехай Ωn — множина всiх n-вимiрних дiйсних векторiв w, та-
ких, що для будь-яких рiзних x1,x2 ∈ Zn

2 числа x1 · wT i x2 ·
·wT рiзнi. Легко бачити, що коли бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзу-
ється одним ДНЕα з вектором структури [w; p1; p2], де w 6∈ Ωn, то iснує
ДНЕα з вектором структури [w′; p1; p2], який реалiзує цю ж саму функцiю
i w′ ∈ Ωn. Далi будемо розглядати тiльки такi ДНЕα (α∈{0, 1}), для яких
ваговий вектор w∈Ωn.

Нехай w — фiксований вектор з Ωn. Позначимо через Qα(w) клас бульо-
вих функцiй, що реалiзуються одним ДНЕα з ваговим вектором w, а через
ρ(w) — таку упорядковану множину бульових векторiв (x1,x2, . . . ,x2n), що
xi ·wT > xi+1 ·wT .

Аналогiчно до того, як у роздiлi 1.5, вектори w1,w2 ∈ Ωn називаються
еквiвалентними, якщо ρ(w1) = ρ(w2).

Теорема 3.7. Якщо вектори w1,w2 ∈ Ωn еквiвалентнi, тодi Qα(w1) =
Qα(w2).

Доведення. Нехай f (x1, . . . , xn) ∈ Qα(w1). Тодi iснують
такi числа p1 i p2, що x ∈ f−1(α) ⇐⇒ p2 < x · wT

1 <

< p1. З еквiвалентностi векторiв w1,w2 випливає: якщо
max

{
x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)
}

= xmax · wT
1 , тодi xmax · wT

2 =
= max

{
x ·wT

2 |x ∈ f−1(α)
}
, якщо min

{
x ·wT

1 |x ∈ f−1(α)
}

=
= xmin · wT

1 , тодi xmin · wT
2 = min

{
x ·wT

2 |x ∈ f−1(α)
}
. Отже, лiнiйнi

функцiї w1(x) = x ·wT
1 , w2(x) = x ·wT

2 , приймають найбiльше та наймен-
ше значення на множинi f−1(α) вiдповiдно в точках xmax i xmin. Тодi в силу
того, що w2 ∈ Ωn, завжди можна вказати таке додатне число ε, що ДНЕα

iз вектором структури [w2, v1, v2], де v1 = xmax ·wT
2 + ε i v2 = xmin ·wT

2 − ε,
реалiзує функцiю f . Це означає, що f ∈ Qα(w2) i Qα(w1) ⊂ Qα(w2).

Аналогiчно можна показати, що Qα(w2) ⊂ Qα(w1). Отже, ρ(w1) =
ρ(w2) =⇒ Qα(w1) = Qα(w2).

Якщо через Ωi
n (i = 1, 2, . . . t) позначити класи еквiвалентностi Ωn вiд-

ношення ρ, тобто w,v ∈ Ωi
n ⇐⇒ ρ(w) = ρ(v), тодi з теореми 3.7 безпосе-

редньо випливає:

Теорема 3.8. Якщо wi — представник класу Ωi
n, тодi множина всiх
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бульових функцiй вiд n змiнних, якi реалiзуються одним двопороговим

нейронним елементом спiвпадає з
⋃

α∈{0,1}

t⋃
i=1

Qα(wi).

Нехай L = (aij) — матриця толерантностi з M =
⋃

N∈Mτ

S(N)

(i = 1, 2, . . . , 2n−1; j = 1, 2 . . . , n). Введемо позначення: L(r, q) =
= (aij) (i = r, r + 1, . . . , q; j = 1, 2 . . . , n), де r ≤ q. Якщо r > q, то
вважаємо, що матриця L(r, q) не мiстить жодного рядка.

Визначимо операцiю � над матрицями L1, L2 ∈ M i
L(r1, q1), L(r2, q2) (L ∈M) так:

L1 � L2 =

(
L1

L2

)
, L(r1, q1) � L(r2, q2) =

(
L(r1, q1)

L(r2, q2)

)
,

якщо r1 ≤ q1, r2 ≤ q2 i L(r1, q1) � L(r2, q2) = L(r2, q2), якщо r1 > q1,
L(r1, q1) � L(r2, q2) = L(r1, q1), якщо r2 > q2. Згiдно з теоремою 3.8 i
властивостi матрицi Zw (розд. 1.1) можна стверджувати, що знаходжен-
ня множини всiх бульових функцiй вiд n змiнних, що реалiзуються одним
двопороговим нейронним елементом, рiвносильне задачi побудови множини
матриць толерантностi En =

⋃
w∈Ωn

Lw. Вiдображення ∆ : Ωi
n → Lwi (i = 1,

2, . . . , t), де wi — представник класу Ωi
n, задає бiєктивне вiдображення

Ω̃n = {Ωi
n | i = 1, 2, . . . , t} на En, тобто ∆(Ωn) = En.

Нехай ϕ
(r1,r2)
L (x1, . . . , xn)α — бульова функцiя вiд n змiнних, що при-

ймає значення α (α ∈ {0, 1}) на тих i тiльки тих наборах, якi
вiдповiдно є рядками матрицi L̂(r1, r2) (L̂ = L � L∗), L ∈ En,

r1 ≤ r2, r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n}.
Визначимо множину бульових функцiй π(2)(ϕα) наступним чином:

π(2)(ϕα) =
⋃

L∈En

2n⋃
r1=1

2n⋃
r2=r1

ϕ
(r1,r2)
L (x1, . . . , xn)α.

Якщо через π(2)
n позначити множину всiх бульових функцiй вiд n змiнних,

що реалiзуються одним двопороговим нейронним елементом, тодi на основi
∆(Ω̃n) = En i теореми 3.8 маємо:

π(2)
n =

⋃
α∈{0,1}

π(2)(ϕα). (3.39)
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Нехай K(f) — ядро бульової функцiї f (x1, . . . , xn) i q = |K(f)|.
Теорема 3.9. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним дво-

пороговим нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли iснує такий
елемент ξ ∈ Sq i така матриця толерантностi L ∈ En, що її ядро K(f)
задовольняє одну з умов:

1) iснують такi числа q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . .
. . . , 2n−1 + 1}, що Kξ(f) = L(1, q1) � L∗(q2, 2

n−1),
2) iснують такi числа r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2), що Kξ(f) =
L̂(r1, r2).

Доведення. Дано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним двопороговим нейронним елементом iз ваговим вектором w ∈ Ωn.
Якщо K(f) = f−1(α) (α ∈ {0, 1}) i L = Lw, тодi, згiдно з (3.39), можливi
наступнi два випадки:

1) ядро K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) мiстить тi рядки матрицi L̂ =
L�L∗, якi не є рядками матрицi L̂(r1, r2), де r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} i r2−r1 ≥
2n−1;
2) ядро K(f) бульової функцiї f (x1, . . . , xn) мiстить усi рядки матрицi
L̂(r1, r2), де r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} i r2 − r1 ≤ 2n−1 − 1.

У першому випадку f ∈ π(2)
n (ϕα) i, очевидно, iснує такий елемент ξ ∈ Sq,

що Kξ(f) = L(1, q1) � L∗(q2, 2
n−1).

У другому випадку маємо: Kξ(f) = L̂(r1, r2) i необхiднiсть доведено.
Дано, що K(f) = f−1(α) i Kξ(f) = L(1, q1)�L∗(q2, 2n−1), де L ∈ En, q1 ∈

{0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1, 2, . . . , 2n−1 + 1}. Тодi f ∈ π
(2)
n (ϕα) ⊂ π

(2)
n . Якщо

Kξ(f) = L̂(r1, r2), де L ∈ En, тодi f ∈ π(2)
n (ϕα) ⊂ π

(2)
n . Теорему доведено.

Нехай f (x1, . . . , xn) — бульова функцiя i K(f) — її
ядро. Зведеним ядром бульової функцiї f (x1, . . . , xn) нази-
вається множина K(f)i = giK(f), де gi = ((−1)γi1, . . . ,

. . . , (−1)γin) i (γi1, . . . , γin) ∈ K(f). Якщо (γi1, . . . , γin) ∈ Zn
2 \

\K(f) i gi = ((−1)γi1, . . . , (−1)γin), то множина K(f)′i =
= giK(f) називається зовнiшнiм зведеним ядром бульової
функцiї f (x1, . . . , xn). Множину зведених ядер бульової функцiї по-
значимо через T (f), а множину всiх зовнiшнiх зведених ядер через
T (f)′.
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Теорема 3.10. Бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним
двопороговим нейронним елементом тодi i тiльки тодi, коли хо-
ча б для одного зведеного ядра K(f)i ∈ T (f) або зовнiшньо-
го зведеного ядра K(f)′j ∈ T (f)′ можна вказати такi елемен-
ти σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq (q = |K(f)|), матрицю толерант-
ностi L ∈ E−

n i такi числа q1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n−1}, q2 ∈ {1,
2, . . . , 2n−1 + 1}, r1, r2 ∈ {1, 2, . . . , 2n} (r1 ≤ r2), що має мiсце одна з умов:

1) Kσ
ξ (f)i = L(1, q1) � L∗(q2, 2

n−1);

2) Kσ
ξ (f)′j = L̂(r1, r2).

Доведення. Якщо бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзу-
ється одним двопороговим нейронним елементом i K(f) =
= f (−1)(α) (α ∈ {0, 1}), тодi вiдповiдно до теореми 3.9 ядро K(f)
функцiї f допускає одне iз зображень:

якщо f ∈ π(2)
n (ϕα), то Kξ(f) = H(1, q1) �H∗(q2, 2

n−1), (3.40)

якщо f ∈ π(2)
n (ϕα), то Kξ(f) = Ĥ(r1, r2), (3.41)

де ξ ∈ Sq, H ∈ En. З рiвностi E ′
n = En випливає, що H = (gL)σ, де

g ∈ Gn, σ ∈ Sn i L ∈ E−
n . Звiдси L = g−1Hσ−1 i, згiдно з (3.40), (3.41), з

урахуванням g−1 = g маємо:

gKσ−1

ξ (f) = L(1, q1) � L∗(q2, 2
n−1), (3.42)

або
gKσ−1

ξ (f) = L̂(r1, r2). (3.43)

Якщо має мiсце (3.42) або (3.43) при r1 = 1, тодi з того, що пер-
ший рядок будь-якої матрицi толерантностi з L ∈ E−

n складається з
нулiв, випливає, що: ядро мiстить такий набiр (γi1, . . . , γin), що gσ =

gi (gi = ((−1)γi1, . . . , (−1)γin)) i gKσ−1

ξ (f) = (gσKξ(f))σ−1

= (giKξ(f))σ−1

=

Kσ−1

ξ (f)i. Отже, в даному випадку для функцiї f (x1, . . . , xn), що реалi-
зується одним двопороговим нейронним елементом, можна вказати таке
зведене ядро K(f)i ∈ T (f), що

Kσ−1

ξ (f)i = L(1, q1) � L∗(q2, 2
n−1).



108

Якщо має мiсце рiвнiсть (3.43), тодi в силу нерiвностi r1 > 1
i L ∈ E−

n маємо: gσ = gj = ((−1)γj1, . . . , (−1)γjn), де
(γj1, . . . , γjn) ∈ Zn

2 \ K(f), gKσ−1

ξ (f) = (gσKξ(f))σ−1

=

= (gjKξ(f))σ−1

= Kσ−1

ξ (f)′j ∈ T (f)′. Отже, зовнiшнє зведене ядро
K(f)′j задовольняє умову Kσ−1

ξ (f)′j = L̂(r1, r2).
Нехай тепер виконується одна з умов:

Kσ
ξ (f)i = L(1, q1) � L∗(q2, 2

n−1), (3.44)

Kσ
ξ (f)′j = L̂(r1, r2), (3.45)

де σ ∈ Sn, ξ ∈ Sq i L ∈ E−
n .

Покажемо, що функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним дво-
пороговим нейронним елементом. Нехай L = Lw, де w ∈
∈ Ω−

n . Тодi (Lw � L∗w) ·wT = cT
w i координати c1, c2, . . . , c2n вектора cT

w за-
довольняють умову 0 > c1 > c2 > . . . > c2n. Позначимо w1 = giw

σ i нехай(
Lw1

� L∗w1

)
·wT

1 = cT
w1

, де cT
w1

=
(
c
(1)
1 , . . . , c

(1)
2n

)
i c(1)

1 > c
(1)
2 > . . . > c

(1)
2n .

Припустимо, що має мiсце рiвнiсть (3.44) i K(f) = f−1(α)
(α ∈ {0, 1}). Тодi q1, q2 задовольняють одну iз нижченаведених умов i функ-
цiя f (x1, . . . , xn) реалiзується одним двопороговим нейронним елементом
з мiткою α i вiдповiдним вектором структури:

1) якщо q1 6= 0 i q2 6= 2n−1 + 1, тодi за вектор структури двопорогового
нейронного елемента з мiткою α, що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xn), можна
вибрати вектор [w1; p1; p2], де p1 ∈

(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
, а p2 ∈

(
c
(1)
2n−1+q2

, c
(1)
2n−1+q2−1

)
за умови, що q1 6= 2n−1 або q2 6= 1. Якщо q1 = 2n−1, тодi p1 ∈

(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
i

p2 ∈
(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, де ε — довiльне додатне число. У випадку, коли q2 = 1,

маємо: p1 ∈
(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n−1+1, c

(1)
2n−1

)
, де ε > 0.

2) якщо q1 = 0 i q2 6= 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n−1+q2

, c
(1)
2n−1+q2−1

)
i ε > 0.

3) якщо q1 6= 0 i q2 = 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
q1+1, c

(1)
q1

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, ε > 0.

4) якщо q1 = 0 i q2 = 2n−1 + 1, тодi [w1; p1; p2],
де p1 ∈

(
c
(1)
1 , c

(1)
1 + ε

)
, p2 ∈

(
c
(1)
2n − ε, c

(1)
2n

)
, ε > 0.
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Нехай має мiсце рiвнiсть (3.45) при умовi, що r1 > 1 i
K(f) = f (−1)(α). Тодi функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
на одному ДНЕα з вектором структури [w1; p1; p2], де p1 ∈
∈
(
c
(1)
r1 , c

(1)
r1−1

)
i p2 ∈

(
c
(1)
r2+1, c

(1)
r2

)
. Якщо r1 = 1, тодi маємо випадок

(3.44) при умовi, що q1 = r2 i q2 = 2n−1 + 1. Отже, теорему доведено.
Розглянемо наступну задачу. Треба встановити реалiзова-

нiсть бульових функцiй f1(x1, x2, x3) i f2(x1, x2, x3) на дво-
порогових нейронних елементах, якщо f−1

1 (1) = {(0, 0, 1),
(1, 0, 1), (1, 1, 0)} i f−1

2 (1) = {(0, 1, 1), (1, 0, 1)}. Побудуємо множину
зведених ядер T (f1), T (f2):

T (f1) =

K(f1)1 =

0 0 0
1 0 0
1 1 1

 , K(f1)2 =

1 0 0
0 0 0
0 1 1

 ,

K(f1)3 =

1 1 1
0 1 1
0 0 0

 ;

T (f2) =

{
K(f2)1 =

(
0 0 0
1 1 0

)
, K(f2)2 =

(
1 1 0
0 0 0

)}
.

Множина E−
3 складається з двох матриць, а саме:

L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0

 , L1 =


0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Для зведеного ядра K(f1)1 маємо: K(f1)1 = L1(1, 2) �
� L∗1(4, 4). Вектор w = (−1,−2,−4) задовольняє рiвнiсть

(L1 � L∗1) · wT = cT
w. Тодi за ваговий вектор ДНЕ1, що реалiзує

функцiю f1(x1, x2, x3), може бути вибраний вектор w1 = ((−1)0,

(−1)0, (−1)1)w = (−1,−2, 4). Вектору w1 вiдповiдає матриця

Lw1
= ((−1)0, (−1)0, (−1)1)L1 =


0 0 1
1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .



110

Тодi пороги p1 i p2 вiдповiдно беруться з iнтервалiв (c3, c2), (c8, c7), де c2 =
(1, 0, 1) · wT

1 = 3, c3 = 2, c7 = −2, c8 = −3. Отже, ДНЕ1 з вектором
структури [w1; 2,5;−2,5] реалiзує функцiю f1(x1, x2, x3).

Простою перевiркою легко переконатися в тому, що зведенi ядра T (f2)
не задовольняють умови теореми 3.10. Тодi для функцiї f2(x1, x2, x3) побу-
дуємо множину зовнiшнiх зведених ядер T (f2)

′:

T (f2)
′=

{
K(f2)

′
1 = ((−1)0, (−1)0, (−1)0)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
0 1 1
1 0 1

)
. . . , K(f2)

′
6 = ((−1)1, (−1)1, (−1)1)

(
0 1 1
1 0 1

)
=

(
1 0 0
0 1 0

)}
.

Для зовнiшнього зведеного ядра K(f2)
′
6 маємо: K(f2)

′
6 =

= L̂1(2, 3). Тодi за ваговий вектор ДНЕ1 можна вибрати вектор
w2 = (−1,−1,−1)w = (1, 2, 4), а пороги p1, p2 вибираються з iнтер-
валiв p1 ∈ (c2, c1), p2 ∈ (c3, c4), де

Lw2
= (−1,−1,−1)L1 =


1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 1

 ,
(
Lw2

� L∗w2

)
·wT

2 = cT
w2

i c2 = 6, c1 = 7, c4 = 4, c3 = 5.
Отже, ДНЕ0 iз вектором структури [w2; 6,5; 4,5] реалiзує функцiю

f2(x1, x2, x3).
Природно виникає питання: чи не можна звести задачу перевiрки ре-

алiзованостi бульових функцiй вiд n змiнних одним двопороговим НЕ до
задачi перевiрки реалiзованостi бульових функцiй вiд n − 1 змiнної? Вiд-
повiдь на поставлене питання мiститься у наступнiй теоремi.

Теорема 3.11. Бульова функцiя f(x1, . . . , xn−1, xn) =
= xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨ xnf(x1, . . . , xn−1, 0) реалiзується одним
двопороговим нейронним елементом iз вектором структу-
ри [w = (ω1, . . . , ωn); p1; p2] тодi i тiльки тодi, коли бульо-
вi функцiї f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1), f2(x1, . . . , xn−1) =
= f(x1, . . . , xn−1, 0) вiдповiдно реалiзуються на двопорогових
нейронних елементах з векторами структури [w1 = (ω1, . . .

. . . , ωn−1); p11; p21], [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20], пороги яких задовольня-
ють умову p10 − p11 = p20 − p21.
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Доведення. Дано, що бульова функцiя f (x1, . . . , xn) реалiзується
одним ДНЕα (α ∈ {0, 1}). Це означає, що iснує такий n+2-вимiрний вектор
[w = (ω1, . . . , ωn); p1; p2], що

x ∈ f−1(α) ⇔ p2 < x ·wT < p1. (3.46)

На бульових наборах (x1, . . . , xn−1, 1) ∈ Zn
2 спiввiдношення (3.46) запише-

ться так:

(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α) ⇔ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 + ωn < p1,

або
(x1, . . . , xn−1, 1) ∈ f−1(α) ⇔ p2 − ωn < ω1x1 + . . .

. . .+ ωn−1xn−1 < p1 − ωn.

На основi останнього спiввiдношення можна стверджувати, що
бульова функцiя f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1) реалiзу-
ється на ДНЕα з вектором структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1);
p11 = p1 − ωn; p21 = p2 − ωn]. На бульових наборах (x1, . . . , xn−1, 0) ∈
∈ Zn

2 спiввiдношення (3.46) має такий вигляд:

(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ f−1(α) ⇐⇒ p2 < ω1x1 + . . . ωn−1xn−1 < p1.

Отже, ДНЕα iз вектором структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p10 =
= p1; p20 = p2] реалiзує функцiю f2(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . .

. . . , xn−1, 0). Пороги p11, p21, p10, p20 двопорогових нейронних елементiв, що
реалiзують вiдповiдно функцiї f1(x1, . . . , xn−1), f2(x1, . . . , xn−1), очевидно,
задовольняють умову ωn = p10 − p11 = p20 − p21. Отже, необхiднiсть дове-
дено.

Переходимо до доведення достатностi. Дано, що функ-
цiї f1(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 1), f2(x1, . . . , xn−1) =
= f(x1, . . . , xn−1, 0) реалiзуються одним ДНЕα з вiдповiдни-
ми векторами структури [w1 = (ω1, . . . , ωn−1); p11; p21], [w1 =
= (ω1, . . . , ωn−1); p10; p20], де p10 − p11 = p20 − p21. Якщо по-
класти, що ωn = p10 − p11 = p20 − p21, тодi ДНЕα з ве-
ктором структури [w = (ω1, . . . , ωn−1, ωn); p1 = p10; p2 = p20]
реалiзує функцiю f(x1, . . . , xn−1, xn) = xnf(x1, . . . , xn−1, 1) ∨
∨ xnf(x1, . . . , xn−1, 0). Отже, теорему доведено.

Iз рiвностi E ′
n = En i теореми 3.10 безпосередньо випливає:
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Теорема 3.12. Якщо бульова функцiя f(x1, . . . , xn) реалiзується одним
двопороговим нейронним елементом, тодi кожна з наступних функцiй:

1) f1(x1, . . . , xi . . . , xn) = f(x1, . . . , xi . . . , xn),

2) f2(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn),

3) f3(x1, . . . , xi . . . , xj . . . , xn) = f(x1, . . . , xj . . . , xi . . . , xn),

також реалiзується одним двопороговим нейронним елементом.
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РОЗДIЛ 4
ДИСКРЕТНI НЕЙРОФУНКЦIЇ ТА СИНТЕЗ

БАГАТОЗНАЧНИХ НЕЙРОННИХ ЕЛЕМЕНТIВ НАД
ПОЛЕМ ГАЛУА

У даному роздiлi вводяться поняття дискретної нейрофункцiї та нейро-
елемента (НЕ) над полем Галуа. Встановлено критерiй реалiзованостi ди-
скретних функцiй одним НЕ та розроблено метод синтезу НЕ з вектором
структури над полем Галуа. Описанi iнварiантнi операцiї для дискретних
нейрофункцiй. Розроблено спектральний метод синтезу двокаскадної ком-
бiнацiйної схеми з багатозначних нейроелементiв.

4.1. Спектральний аналiз дискретних функцiй над полем Галуа

Нехай F =GF (pm) — поле Галуа, що мiстить циклiчнi групи

Hk1
= 〈a1|ak1

1 = 1〉, Hk2
= 〈a2|ak2

2 = 1〉, . . . , Hkn
= 〈an|akn

n = 1〉

i Gn = Hk1
⊗Hk2

⊗ . . .⊗Hkn
— прямий добуток циклiчних груп Hki

.
Пiд дискретною функцiєю вiд n змiнних над полем F будемо розумiти

однозначне вiдображення вигляду f : Gn → F .
Вiдмiтимо, що спектральний аналiз дискретних функцiй f : Gn → C

над полем C завжди є можливим, оскiльки поле C мiстить первiсний ко-
рiнь k-го степеня з 1 при будь-якому k = HCK (k1, k2, . . . , kn) — найменше
спiльне кратне чисел k1, k2, . . . , kn.

Якщо за поле F вибрати поле Галуа F = GF (pm), то спектральний ана-
лiз дискретних функцiй f : Gn → F не завжди є можливим. Спектральний
аналiз дискретних функцiй над F = GF (pm) буде можливим тiльки тодi,
коли розмiрнiсть векторного простору V n

F = {f |f : Gn → GF (pm)} i поря-
док групи характерiв X(Gn) над полем F спiвпадають.

Розглянемо задачу: чи можна розкласти функцiю f : Gn →
→ F за характерами групи Gn над полем F ? Якщо k1 = k2 =
= . . . = kn = 2 i за поле F вибрати поле дiйсних чисел R, то група характе-
рiв X (Gn) групи Gn над полем R спiвпадає з системою базисних функцiй
Уолша-Адамара i спектральний аналiз дискретних функцiй можливий.

Якщо k1 = k2 = . . . = kn = k (k > 2), i за поле F вибрати поле ком-
плексних чисел C, то група характерiв X (Gn) над полем C спiвпадає з
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системою базисних функцiй Вiленкiна-Крестенсона i спектральний аналiз
дискретних функцiй також можливий.

Нехай k = HCK (k1, k2, . . . , kn). Покажемо, що коли поле F = GF (pm)
мiстить первiсний корiнь k-го степеня з 1, то k нацiло дiлить u = pm − 1.
Припустимо, що поле з примiтивним елементом ε мiстить первiсний ко-
рiнь σ k-го степеня з 1. Тодi циклiчна група Hk =

〈
σ|σk = 1

〉
є пiдгрупою

циклiчної групи поля F i за теоремою Лагранжа [51] отримуємо, що k є
дiльником числа u. Нехай k нацiло дiлить u. Розглянемо елемент σ = εu/k.
Покажемо, що вiн буде первiсним коренем з 1. Враховуючи властивостi
примiтивного елемента ε поля F , можна стверджувати, що для будь-яких
i, j, r ∈ {1, 2, . . . , k−1} σi 6= σj, якщо i 6= j i σr 6= 1. Отже, k — найменше
таке натуральне число, що σk = 1. Звiдси робимо висновок, що спектраль-
ний аналiз дискретних функцiй f : Gn → F є можливим тодi i тiльки тодi,
коли k нацiло дiлить u.

Знайдемо аналiтичний вигляд характерiв групи Gn над полем F =
GF (pm). Нехай k = HCK (k1, k2, . . . , kn), ε — примiтивний елемент по-
ля F = GF (pm), Hk =

〈
a|ak = 1

〉
— циклiчна група порядку k i k є

дiльником числа u. Тодi для довiльного елемента hi ∈ Hki
iснує таке чи-

сло jki
∈ {0, 1, . . . , ki − 1}, що hi = a

jki

i , де ai = a
k
ki — твiрний елемент

циклiчної групи Hki
(i = 1, 2, . . . , n). Характери χri

групи Hki
над полем

F = GF (pm) можуть бути записанi так:

χri
(hi) = σ

rijki

i , (4.1)

де σi = ε
u
ki , ri ∈ {0, 1, . . . , ki − 1}.

Iз того, що група Gn є прямим добутком циклiчних груп
Hk1

, . . . , Hkn
, випливає: для довiльного g ∈ Gn iснують такi чи-

сла ji ∈ {0, 1, . . . , ki − 1} , i = 1, 2, . . . , n, що g =
(
aj1

1 , . . .

. . . , ajn
n

)
=
(
akj1/k1 , . . . , akjn/kn

)
.

Iз мультиплiкативностi характерiв [50,52] i з (4.1) маємо, що всi хара-
ктери групи вичерпуються функцiями

χ(r1,...,rn) (g) = σt1r1j1+...+tnrnjn, (4.2)

де σ = ε
u
k , ti = k

ki
, ri ∈ {0, 1, . . . , ki − 1} , i = 1, 2, . . . , n . Якщо на мно-

жинi всiх характерiв групи Gn визначити добуток двох характерiв χ(r1,...,rn),
χ(q1,...,qn) наступним чином:

∀g ∈ Gn χ(r1,...,rn) (g) · χ(q1,...,qn) (g) = χ(r1⊕1q1,...,rn⊕nqn) (g) ,



115

де ⊕i — додавання за модулем ki, то вони утворюють мультиплiкативну
групу характерiв X (Gn). На основi (4.2) можна стверджувати, що кiль-
кiсть рiзних характерiв групи Gn над полем F дорiвнює порядку групи
Gn. Тодi з того, що характери ортогональнi [50,52] i |X (Gn)| = dimFV

n
F =

k1k2 . . . kn, маємо: X (Gn) утворює ортогональний базис простору V n
F . От-

же, довiльний елемент f ∈ V n
F однозначно запишеться так:

f (g) =

k1−1∑
r1=0

. . .

kn−1∑
rn=0

s(r1,...rn)χ(r1,...,rn) (g) , (4.3)

де додавання та множення здiйснюються у полi F .
Розклад (4.3) називається спектральним розкладом дискретної функцiї

f : Gn → F за характерами групи Gn над полем F .
Помножимо обидвi частини рiвностi (4.3) на χ−1

(q1,...,qn)
i просумуємо за

всiма елементами Gn. Отримаємо:∑
g∈Gn

f (g)χ−1
(q1,...,qn) (g) =

=
∑

g∈Gn

(
k1−1∑
r1=0

. . .
kn−1∑
rn=0

s(r1,...,rn)χ(r1,...,rn) (g)

)
χ−1

(q1,...,qn)
(g) .

З урахуванням властивостi ортогональностi характерiв, праву частину
останньої рiвностi можна записати так:

∑
g∈Gn

(
k1−1∑
r1=0

. . .
kn−1∑
rn=0

s(r1,...,rn)χ(r1,...,rn) (g)

)
χ−1

(q1,...,qn) (g) =

=
k1−1∑
r1=0

. . .
kn−1∑
rn=0

s(r1,...,rn)

( ∑
g∈Gn

χ(r1,...,rn) (g)χ−1
(q1,...,qn) (g)

)
=

= s(q1,...,qn) |Gn| .
Отже, спектральнi коефiцiєнти функцiї знаходяться за формулою:

s(q1,...,qn) = |Gn|−1
∑
g∈Gn

f (g)χ−1
(q1,...,qn) (g) , (4.4)

де qi ∈ {0, 1, . . . , ki − 1} , i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Вищенаведенi результати зi спектрального аналiзу функцiй за характе-

рами групи проiлюструємо на наступних прикладах.
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Приклад 4.1. Нехай n = 2, k = k1 = k2 = 2 i F = GF
(
32
)

— поле
Галуа з модульним многочленом x2 ⊕ x⊕ 2. Спектральний аналiз функцiй
f ∈ V 2

F = {f | f : G2 → F} (G2 = H2 ⊗H2) можливий, оскiльки k дiлить
число u = 32 − 1. Позначимо через ε твiрний елемент циклiчної групи
поля GF

(
32
)
, тобто GF

(
32
)
\ {0} =

{
εj |j = 0, 1, . . . , 7

}
. Тодi σ = ε4 = 2.

Характери групи G2 знаходимо за формулою (4.2):

Таблиця 4.1
G2 χ(0,0) χ(0,1) χ(1,0) χ(1,1)

(1, 1) 1 1 1 1
(1, a) 1 σ 1 σ

(a, 1) 1 1 σ σ

(a, a) 1 σ σ 1

Нехай f (1, 1) = f (1, a) = f (a, 1) = σ i f (a, a) = 0.
За формулою (4.4) знаходимо спектральнi коефiцiєнти s(0,0),

s(0,1), s(1,0), s(1,1) функцiї f :

s(0,0) = |G2|−1 (σ · 1 + σ · 1 + σ · 1 + 0 · 1) = 1 · 0 = 0,

s(0,1) = |G2|−1 (σ · 1 + σ · σ + σ · 1 + 0 · σ) = 1 · (2σ + 1) = 2,

s(1,0) = |G2|−1 (σ · 1 + σ · 1 + σ · σ + 0 · σ) = 1 · (2σ + 1) = 2,

s(1,1) = |G2|−1 (σ · 1 + σ · σ + σ · σ + 0 · σ) = 1 · (σ + 2) = 1.

Отже, ∀g G2 f (g) = 2χ(0,1) (g) + 2χ(1,0) (g) + χ(1,1) (g).
Приклад 4.2. Нехай n = 2, k1 = 2, k2 = 3. Тодi k = 6

i за поле F можна вибрати поле GF (13), оскiльки k дiлить u =
= 13− 1. За твiрний елемент циклiчної групи поля GF (13) можна вибра-
ти ε = 2, тобто GF (13) \ {0} =

{
2j |j = 0, 1, . . . , 11

}
. Тодi σ = 212/6 = 4.

Побудуємо таблицю характерiв групи G2 = H2 ⊗H3 над полем GF (13):

Таблиця 4.2
G2 χ(0,0) χ(0,1) χ(0,2) χ(1,0) χ(1,1) χ(1,2)

(1, 1) 1 1 1 1 1 1
(1, b) 1 3 9 1 3 9
(1, b2) 1 9 3 1 9 3
(a, 1) 1 1 1 12 12 12
(a, b) 1 3 9 12 10 4
(a, b2) 1 9 3 12 4 10
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де H2 =
〈
a|a2 = 1

〉
, H3 =

〈
b|b3 = 1

〉
.

Нехай f (1, 1) = f (1, b) = 6, f
(
1, b2

)
= 0, f (a, 1) =

= f (a, b) = f
(
a, b2

)
= 2. Використовуючи формулу (4.4), зна-

ходимо спектральнi коефiцiєнти s(0,0), s(0,1), s(0,2), s(1,0), s(1,1), s(1,2)

функцiї f у системi базисних функцiй X (G2) : sf =
= (3, 10, 4, 1, 10, 4).

Зауваження. Для знаходження спектральних коефiцiєнтiв s(r1,...rn)

дискретних функцiй f ∈ V n
F можна застосувати швидкi алгори-

тми, якi базуються на вiдомiй теоремi з теорiї зображень груп [50],
а саме: якщо Gn = Hk1

⊗ Hk2
⊗ . . . ⊗ Hkn

i |Gn| є дiльни-
ком числа pm − 1, тодi X (Gn) = X (Hk1

) ⊗ X (Hk2
) ⊗ . . . ⊗

⊗X (Hkn
) над полем GF (pm) i на теоремi факторизацiї матриць [49].

4.2. Реалiзованiсть дискретних нейрофункцiй одним НЕ над
скiнченним полем Галуа

Скiнченнi поля i групи широко застосовуються в теорiї логiчних функ-
цiй i автоматiв [53-56]. Особливо важливу роль вiдiграють скiнченнi поля в
теорiї кодування [57]. У роботi [58] показано, що будь-який скiнченний ав-
томат має iзоморфне зображення у виглядi лiнiйного автомата над деяким
скiнченним полем. Аналiз i синтез лiнiйних автоматiв над довiльним скiн-
ченним полем здiйснюється традицiйним методом спектрального аналiзу.

Основнi методи спектрального аналiзу можуть бути успiшно використа-
нi i для перевiрки реалiзованостi дискретних функцiй одним нейронним
елементом над скiнченним полем Галуа.

У цьому параграфi визначимо поняття нейроелемента над полем
GF (pm) вiдносно довiльної системи характерiв групи, на якiй визначена
дискретна функцiя, i наведемо ряд критерiїв реалiзованостi дискретних
функцiй на такому елементi.

Нехай k1, k2, . . . , kn, q — натуральнi числа (ki ≥ 2, i = 1, . . .
. . . , n, q ≥ 2) i k = HCK (k1, k2, . . . , kn, q). Далi будемо розглядати тiльки
такi поля F = GF (pm), якi задовольняють умову: pm − 1 нацiло дiлиться
на k. Це означає, що поле F = GF (pm) мiстить циклiчнi групи Hki

, Hq iз
вiдповiдними твiрними елементами σi = εu/ki (i = 1, 2, . . . , n) , σ = εu/q,
де ε — примiтивний елемент поля F , u = cardF − 1.
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Визначимо на множинi F\ {0} функцiю Fsign ξ наступним чином:

∀ξ ∈ F\ {0} Fsign ξ = σj, якщо
ju

q
≤ deg ξ <

(j + 1)u

q
,

де deg ξ — степiнь елемента ξ
(
ξ = εdeg ξ

)
, j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.

Нейронним елементом над полем F = GF (pm) називається логiчний
пристрiй з n+ 1 входами x1, . . . , xn;x0 (n ≥ 1), якi вiдповiдно приймають
значення з множин Hki

(i = 1, . . . , n) та H0 = {1}, i одним виходом, що
приймає значення з множини Hq. Кожному входу ставиться у вiдповiд-
нiсть певний елемент ωi поля F i значення вихiдного сигналу знаходиться
так: значення вхiдних сигналiв множаться на вiдповiднi елементи ωi, пiсля
цього отриманi величини додаються i на виходi маємо значення Fsign ξ вiд
отриманої суми.

Схематично НЕ над полем Галуа зображено на рис. 4.1.
Вектор w = (ω1, . . . , ωn;ω0) називається вектором структури нейронного

елемента над полем Галуа (ωi ∈ GF (pm)).
Нехай Gn = Hk1

⊗Hk2
⊗ . . .⊗Hkn

— прямий добуток циклiчних груп Hki
.

Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним нейронним елементом
над полем F = GF (pm), якщо iснує такий n + 1-вимiрний вектор w =
(ω1, . . . , ωm;ω0), що для всiх g = (γ1, . . . , γn) ∈ Gn f (g) = Fsign w (g), де
w (g) = ω1γ1 + . . .+ωnγn +ω0, i додавання та множення виконуються у полi
F . Дискретна функцiя f : Gn → Hq, що реалiзується одним НЕ над полем
F , називається нейрофункцiєю над F .
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Рис. 4.1. Схема НЕ над полем Галуа

Теорема 4.1. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним
нейронним елементом над полем F = GF (pm) з вектором структури
w = (ω1, . . . , ωm;ω0) тодi i тiльки тодi, коли iснує така функцiя r : Gn →
F\ {0}, що

∀g ∈ Gn r (g) f (g) = w (g) (4.5)

i
∀g ∈ Gn 0 ≤ deg r (g) <

u

q
. (4.6)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя f реалiзується одним НЕ з

вектором структури w = (ω1, . . . , ωm;ω0) над полем F , тобто

∀g ∈ Gn f (g) = Fsign w (g). (4.7)

Побудуємо функцiю r (g) наступним чином: для всiх g ∈ Gn покладемо

deg r (g) = deg w (g)− deg f (g) . (4.8)

Тодi deg w (g) = deg r (g) + deg f (g). Тому для довiльного g ∈ Gn w (g) =
r (g) · f (g). Припустимо, що на довiльному фiксованому g ∈ Gn функцiя
f приймає значення σj. Тодi з рiвностi (4.7) та з означення функцiї Fsignx
випливає, що

ju

q
≤ deg w (g) <

(j + 1)u

q
. (4.9)

Нерiвнiсть (4.9) перепишемо так:

ju

q
− deg f (g) ≤ deg w (g)− deg f (g) <

(j + 1)u

q
− deg f (g) .

З останньої нерiвностi, враховуючи (4.8) i deg f (g) = ju
q ,(

f (g) = σj = εju/q
)
, безпосередньо маємо 0 ≤ deg r (g) <

u

q
.

Достатнiсть. Нехай для функцiї f : Gn → Hq iснує така функцiя
r : Gn → F\ {0}, яка задовольняє умови (4.5), (4.6). Покажемо, що функ-
цiя f (g) реалiзується над полем F одним НЕ з вектором структури w =
(ω1, . . . , ωm;ω0). З (4.5) та (4.6) випливає, що deg r (g) = deg w (g)−deg f (g)
i

0 ≤ deg w (g)− deg f (g) <
u

q
. (4.10)
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Нехай g ∈ Gn i f (g) = σj. Нерiвнiсть (4.10) з урахуван-

ням рiвностi deg f (g) =
ju

q
можна записати так:

ju

q
− deg σj ≤

≤ deg w (g) − deg σj <
(j + 1)u

q
− deg σj. Звiдси для всiх g ∈ Gn

ju

q
≤ deg w (g) <

(j + 1)u

q
i за означенням функцiї Fsign ξ маємо:

f (g) = Fsign w (g) .

Отже, функцiя f(g) реалiзується одним НЕ з вектором структури
w = (ω1, . . . , ωm;ω0) i теорему доведено.

При розв’язуваннi цiлого ряду практичних задач розпiзнавання обра-
зiв, дiагностики, при побудовi нейромереж часто виникає проблема синте-
зу частково визначених дискретних функцiй одним НЕ. Отже, розробка
методiв синтезу НЕ, що реалiзує частково визначену дискретну функцiю,
є практично важливою задачею при побудовi логiчних схем у нейробазисi.

Нехай дискретна функцiя f : Gn → Hq визначена не на всiх елементах
групи Gn. Позначимо через Dn ⊂ Gn множину елементiв, на яких функцiя
f визначена, i нехай D′

n = Gn\Dn — множина елементiв, на яких функцiя
не визначена.

Частково визначена дискретна функцiя f : Gn → Hq реалi-
зується одним НЕ над полем F , якщо iснує такий n + 1-вимiрний
вектор w = (ω1, . . . , ωm;ω0), що для всiх g ∈ Dn f (g) =
= Fsign w (g).

Теорема 4.2. Частково визначена дискретна функцiя
f : Gn → Hq реалiзується одним НЕ над полем F = GF (pm) iз ве-
ктором структури w = (ω1, . . . , ωm;ω0) тодi i тiльки тодi, коли iснує
така функцiя r : Gn → F\ {0}, що

∀g ∈ Dn r (g) f (g) = w (g)

i
∀g ∈ Dn 0 ≤ deg r (g) <

u

q
.

Теорема доводиться аналогiчно до теореми 4.1.
Теорема 4.1 (4.2) встановлює реалiзованiсть дискретних функцiй (час-

тково визначених дискретних функцiй) одним НЕ над полем Галуа, але
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ї ї важко застосовувати на практицi для знаходження вектора структури
w = (ω1, . . . , ωm;ω0). У наступному параграфi наведемо практично прида-
тний метод синтезу НЕ над полем F =GF (pm).
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4.3. Спектральний метод синтезу НЕ над полем Галуа

Нехай f : Gn → Hq — довiльна дискретна функцiя. Виникає питання,
чи реалiзується функцiя f одним НЕ над полем F = GF (pm) i якщо так,
то як знайти вектор структури w = (ω1, . . . , ωn;ω0) вiдповiдного НЕ?

Нехай X∗ (Gn) =
{
χ(0,0,...,0,0), χ(1,0,...,0,0), χ(0,1,...,0,0), . . .

. . . χ(0,0,...,1,0), χ(0,0,...,0,1)
}
.

Теорема 4.3. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним
нейронним елементом над полем F = GF (pm) з вектором структури
w = (ω1, . . . , ωn;ω0) тодi i тiльки тодi, коли iснує така функцiя r : Gn →
F\ {0}, що

0 ≤ deg r (x) <
u

q
,(

r (x) f (x) , χ−1 (x)
)

= 0,

для всiх χ ∈ X(Gn) \X∗(Gn), де (a,b) — скалярний добуток векторiв a i
b над полем F .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай дискретна функцiя
f : Gn → Hq реалiзується одним НЕ над полем F з вектором стру-
ктури w = (ω1, . . . , ωm;ω0). Тодi, за теоремою 4.1, iснує така функцiя
r : Gn → F\ {0}, що ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn 0 ≤ deg r (x) <

u

q
i

r(x)f(x) = ω0 + ω1x1 + . . .+ ωnxn.

Останню рiвнiсть, враховуючи означення характерiв групи Gn, можна пе-
реписати так:

r (x) f (x) = ω0χ(0,...,0)(x) + ω1χ(1,0,...,0)(x) + . . .

. . . + ωnχ(0,...,0,1)(x).
(4.11)

Функцiю r(x)f(x) ∈ V n
F розкладемо за базисом простору V n

F , що складає-
ться з характерiв групи Gn, тобто

r (x) f (x) =
∑

χ∈X∗(Gn)

sχχ (x) +
∑

χ∈X(Gn)\X∗(Gn)

sχχ (x). (4.12)

З (4.11) i (4.12) випливає, що sχ = 0, якщо χ ∈ X(Gn) \
\X∗(Gn). На основi рiвностi |Gn|sχ =

(
r(x)f(x), χ−1(x)

)
отримаємо
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r (x) f (x) , χ−1 (x)

)
= 0 для всiх χ /∈ X∗ (Gn). Отже, необхiднiсть до-

ведено.
Достатня умова є очевидною. Якщо дискретна функцiя f : Gn → Hq

задовольняє умови теореми 4.3, то координати вектора структури w =
(ω1, . . . , ωm;ω0) НЕ, що реалiзує функцiю f над полем F , знаходяться за
формулами:

ω0 = |Gn|−1
(
r (x) f (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)
,

ω1 = |Gn|−1
(
r (x) f (x) , χ−1

(1,0,...,0) (x)
)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωn = |Gn|−1
(
r (x) f (x) , χ−1

(0,...,0,1) (x)
)
.

(4.13)

Приклад 4.3. Нехай n = 2, k1 = 2, k2 = q = 3
i G2 = H2 ⊗ H3. Тодi k = НСК(2,3,3) i за поле F вибере-
мо поле GF (13) з примiтивним елементом 2, тобто GF (13) \ {0} =
=
{

2j |j = 0, 1, . . . , 11
}
. Твiрними елементами груп H2, H3 над F вiдпо-

вiдно будуть σ1 = 212/2 = 12, σ2 = 212/3 = 3 i областю значення дискретної
функцiї f : Gn → Hq буде множина {1, 3, 9}. За допомогою наступної та-
блицi задаємо функцiї f : Gn → Hq, r : Gn → F\ {0} i групу характерiв
X (G2) групи G2 над полем F :

Таблиця 4.3
x1 x2 f r χ(0,0) χ(0,1) χ(0,2) χ(1,0) χ(1,1) χ(1,2)

1 1 1 r0 1 1 1 1 1 1
1 3 1 r1 1 3 9 1 3 9
1 9 3 r2 1 9 3 1 9 3
12 1 3 r3 1 1 1 12 12 12
12 3 9 r4 1 3 9 12 10 4
12 9 9 r5 1 9 3 12 4 10

На основi теореми 4.3. та таблицi 4.3. побудуємо наступну систему лi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь над полем F:

r0 + 3r1 + r2 + 3r3 + r4 + 3r5 = 0,
r0 + 9r1 + 9r2 + 10r3 + 10r4 + 12r5 = 0,
r0 + 3r1 + r2 + 10r3 + 12r4 + 10r5 = 0,

r0, r1, r2, r3, r4, r5 ∈ {1, 2, 4, 8}. Система має декiлька розв’язкiв, одним з
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яких є (1, 8, 1, 1, 4, 2). Вiдповiдно до отриманого розв’язку системи знахо-
димо вектор структури НЕ над F , що реалiзує функцiю f :

ω0 = 11 · (1 + 8 + 3 + 3 + 36 + 18) = 11 · 4 = 5,
ω1 = 11 · (1 + 8 + 3 + 3 · 12 + 36 · 12 + 18 · 12) = 11 · 7 = 12,
ω2 = 11 · (1 + 72 + 9 + 3 + 9 · 9 · 4 + 9 · 3 · 2) = 11 · 8 = 10.

Отже, f (x1, x2) = Fsign (12x1 + 10x2 + 5).
Клас дискретних функцiй, реалiзованих одним НЕ залежить вiд вибра-

ного поля Галуа. Результати програм iз синтезу НЕ над F показують, що
коли збiльшуємо потужнiсть поля F, то потужнiсть класу нейрофункцiй
не зменшується. Для пiдтвердження цього факту наведемо наступнi про-
стi приклади. Нехай n = 2, k1 = k2 = q = 2 i F = GF (3). Число u дiлиться
на k = HCK (k1, k2, q), отже, спектральний аналiз бульових функцiй над F
є можливим. Примiтивним елементом поля F є ε = 2. У наступнiй таблицi
наведемо всi бульовi функцiї вiд двох змiнних, якi реалiзуються одним НЕ
над полем F :

Таблиця 4.4
x1 x2 g0 g1 g2 g3 g4 g5

1 1 1 1 1 2 2 2
1 2 1 1 2 2 2 1
2 1 1 2 1 2 1 2
2 2 1 2 2 2 1 1

Векторами структури НЕ, якi реалiзують цi функцiї, вiдповiдно
будуть: wg0

= (0, 0; 1), wg1
= (1, 0; 0) , ωg2

= (0, 1; 0) , wg3
=

= (0, 0; 2) , wg4
= (2, 0; 0), wg5

= (0, 2; 0) . Отже, клас бульових нейрофун-
кцiй вiд двох змiнних над GF (3) мiстить шiсть функцiй g0, g1, g2, g3, g4, g5.

Розглянемо поле F = GF (5). В якостi примiтивного елемента поля F

можна вибрати ε = 2. Тодi σ = ε
5−1
2 = 4. Бульовi нейрофункцiї вiд двох

змiнних над GF (5) наведемо у наступнiй таблицi:

Таблиця 4.5
x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 1 1 1 1 4 4 4 4
4 1 1 1 4 4 1 1 4 4
4 4 1 4 1 4 1 4 1 4
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Продовження таблицi 4.5
x1 x2 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

1 1 4 4 4 4 4 4 4 4
1 4 1 1 1 1 4 4 4 4
4 1 1 1 4 4 1 1 4 4
4 4 1 4 1 4 1 4 1 4

Векторами структури вiдповiдних НЕ будуть: wf0
= (0, 0; 1) ,

wf1
= (2, 2; 2) , wf2

= (2, 3; 2) , wf3
= (1, 0; 0) , wf4

= (3, 2; 2) ,
wf5

= (0, 1; 0), wf6
= (1, 1; 4) , wf7

= (2, 2; 3) , wf8
= (3, 3; 2) ,

wf9
= (4, 4; 1) , wf10

= (0, 4; 0) , wf11
= (2, 3; 3), wf12

= (4, 0; 0) ,
wf13

= (3, 2; 3) , wf14
= (3, 3; 3) , wf15

= (0, 0; 4). На основi таблицi 4.5
можна стверджувати, що всi бульовi функцiї вiд двох змiнних є нейро-
функцiями над GF (5). Поле GF (5) є мiнiмальним полем Галуа (полем iз
мiнiмальною потужнiстю), на якому всi бульовi функцiї вiд двох змiнних
реалiзуються одним НЕ.

Нехай k = HCK (k1, . . . , kn, q) (ki ≥ 2, q ≥ 2) i Gn = Hk1
⊗

. . .⊗Hkn
.

Гiпотеза. Для довiльного k i для довiльного n можна вказати таке
мiнiмальне поле Галуа Fmin, на якому всi дискретнi функцiї f : Gn → Hq

реалiзуються одним НЕ.

Теорема 4.4. Частково визначена дискретна функцiя
f : Gn → Hq реалiзується одним нейронним елементом над полем
F = GF (pm) з вектором структури w тодi i тiльки тодi, коли iснує
така функцiя r : Gn → F\ {0}, що

для всiх x ∈ Dn 0 ≤ deg r (x) <
u

q
,

для всiх x ∈ Dn

(
r(x)f(x), χ−1(x)

)
= 0,

для всiх χ ∈ X(Gn) \X∗(Gn).
Доведення безпосередньо випливає з теорем 4.2 i 4.3.

4.4. Iнварiантнi операцiї над дискретними нейрофункцiями



126

При вивченнi класiв нейрофункцiй над F важливо встановити тi пере-
творення над дискретними функцiями, якi зберiгають властивiсть їх реа-
лiзованостi одним НЕ. В нижченаведених теоремах опишемо операцiї, вiд-
носно яких клас нейрофункцiй над F є замкненим.

Теорема 4.5. Якщо дискретна функцiя f : Gn → Hq

реалiзується одним нейронним елементом над полем F =
= GF (pm) з вектором структури w = (ω1, . . . , ωi, . . . , ωn;ω0),
то функцiя f1 (x1, . . . ,xi, . . . , xn) = f (x1, . . . , ξxi, . . . , xn), де ξ ∈
∈ Hki

, також реалiзується одним НЕ над полем F з вектором структу-
ри w1 = (ω1, . . . , ξωi, . . . , ωn;ω0).

Доведення. Дано, що функцiя f : Gn → Hq реалiзу-
ється одним НЕ над F з вектором структури w = (ω1, . . .

. . . , ωi, . . . , ωn;ω0). Тодi на основi теореми 4.3 iснує така функцiя r : Gn →
F\ {0}, що (

r (x) f (x) , χ−1 (x)
)

= 0,

для всiх χ ∈ X(Gn) \ X∗(Gn) i 0 ≤ deg r (x) <
u

q
. Не-

хай ξ ∈ Hki
. Визначимо функцiю r1 (x1, . . . , xi, . . . , xn) так:

r1 (x1, . . . , xi, . . . , xn) = r (x1, . . . , ξxi, . . . , xn). Елемент x′ =
= (x1, . . . xi−1, ξxi, xi+1, . . . , xn) групи Gn запишемо наступним чином:
x′ = (1, . . . , 1, ξ, 1, . . . , 1) ◦ (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn), де ◦ — символ опе-
рацiї покоординатного множення векторiв. Характери χ ∈ X (Gn) є мульти-
плiкативними функцiями, визначеними на групi Gn, тобто χ (x′) = χ(1, . . .
. . . , 1, ξ, 1, . . . , 1)χ(x). Отже,(

r (x) f (x) , χ−1 (x)
)

=
(
r (x′) f (x′) , χ−1 (x′)

)
=

= χ−1 (1, . . . , 1, ξ, 1, . . . , 1)
(
r1 (x) f1 (x) , χ−1 (x)

)
= 0

при χ /∈ X∗ (Gn), де

X∗ (Gn) =
{
χ(0,0,...,0,0), χ(1,0,...,0,0), χ(0,1,...,0,0), . . . , χ(0,0,...,0,1)

}
.

Тодi з урахуванням того, що ∀x ∈ Gn 0 ≤ deg r1 (x) <
u

q
, маємо, що

функцiя f1 реалiзується одним НЕ над полем F .
Нехай w = (ω1, . . . , ωi, . . . , ωn;ω0) — вектор структури НЕ

над F , що реалiзує функцiю f (x1, . . . , xi, . . . , xn), а w′ =
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= (ω′1, . . . , ω
′
i, . . . , ω

′
n;ω′0) — вектор структури НЕ, що реалiзує фун-

кцiю f1 (x1, . . . , xi, . . . , xn). Тодi з (4.13) i означення характерiв групи Gn

маємо:
ω′0 = |Gn|−1

(
r1 (x) f1 (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1
(
r (x′) f (x′) , χ−1

(0,...,0) (x′)
)

= ω0,

якщо j 6= i, то

ω′j = |Gn|−1
(
r1 (x) f1 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(j)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1
(
r (x′) f (x′) , χ−1

(0,...,0, 1
(j)

,0,...,0 (x′)

)
= ωj,

i
ω′i = |Gn|−1

(
r1 (x) f1 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(i)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1ξ

(
r (x′) f (x′) , χ−1

(0,...,0, 1
(i)

,0,...,0) (x′)

)
= ξωi.

Отже, НЕ з вектором структури w1 = (ω1, . . . , ξωi, . . . , ωn;ω0) реалiзує
функцiю f1. Теорему доведено.

Приклад 4.4. Нехай n = 2, k1 = 2, k2 = 3, q = 3,
G2 = H2 ⊗ H3. Тодi k = 6 i за поле F виберемо поле
GF (13) з примiтивним елементом ε = 2. Функцiя f (x1, x2) =
= Fsign (12x1 + 10x2 + 5) реалiзується одним НЕ з вектором стру-
ктури w = (12, 10; 5). Покажемо, що функцiя f1 (x1, x2) =
= f (x1, ξx2) також реалiзується одним НЕ з вектором структури
w1 = (12, 10ξ; 5), де ξ — довiльний елемент циклiчної групи H3. В
якостi ξ виберемо 3 i задамо функцiї f i f1 за допомогою наступної
таблицi:

Таблиця 4.6
x1 x2 f f1

1 1 1 1
1 3 1 3
1 9 3 1
12 1 3 9
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12 3 9 9
12 9 9 3

Нейронний елемент над GF (13) з вектором структу-
ри w1 = (12, 4; 5) реалiзує функцiю f1, якщо f1(x1, x2) =
= Fsign (12x1 + 4x2 + 5). Знайдемо значення Fsign(12x1 +
+ 4x2 + 5) на кожному наборi:

(1, 1) → Fsign (12 · 1 + 4 · 1 + 5) = Fsign 8 = 1,
(1, 3) → Fsign (12 · 1 + 4 · 3 + 5) = Fsign 3 = 3,
(1, 9) → Fsign (12 · 1 + 4 · 9 + 5) = Fsign 1 = 1,

(12, 1) → Fsign (12 · 12 + 4 · 1 + 5) = Fsign 10 = 9,
(12, 3) → Fsign (12 · 12 + 4 · 3 + 5) = Fsign 9 = 9,
(12, 9) → Fsign (12 · 12 + 4 · 9 + 5) = Fsign 3 = 3.

Отже, f1(x1, x2) = Fsign (12x1 + 4x2 + 5).

Теорема 4.6. Якщо дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзу-
ється одним НЕ над полем F = GF (pm) iз вектором струк-
тури w = (ω1, . . . , ωi, . . . , ωj . . . , ωn;ω0) i ki = kj, то функ-
цiя f2 (x1, . . . , xi, . . . , xj . . . , xn) = f (x1, . . . , xj, . . . , xi . . . , xn) та-
кож реалiзується одним НЕ з вектором структури w2 =
= (ω1, . . . , ωj, . . . , ωi . . . , ωn;ω0).

Доведення. Дано, що функцiя f : Gn → Hq реалiзу-
ється одним НЕ над F з вектором структури w = (ω1, . . .

. . . , ωi, . . . , ωj . . . , ωn;ω0). Тодi, на основi теореми 4.3, iснує така функцiя
r : Gn → F\ {0}, що

0 ≤ deg r (x) <
u

q
(4.14)

i (
r (x) f (x) , χ−1 (x)

)
= 0 (4.15)

для всiх χ ∈ X(Gn) \ X∗(Gn). Нехай x = (x1, . . . , xi, . . .

. . . , xj . . . , xn), x′ = (x1, . . . , xj, . . . , xi . . . , xn), r2 (x) = r (x′)
i χ̃(h1,...,hi,...,hj ,...hn) = χ(h1,...,hj ,...,hi,...hn). Очевидно, що

max
x∈Gn

{deg r2 (x)} = max
x∈Gn

{deg r(x)}.
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Тому функцiя r2 (x) задовольняє нерiвнiсть (4.14) i приймає значення у
множинi F\ {0}. На основi (4.2) систему рiвнянь (4.15) можна переписати
так: (

r2 (x) f2 (x) , χ−1 (x)
)

=
(
r (x′) f (x′) , χ̃−1 (x′)

)
= 0,

для всiх χ ∈ X (Gn) \X∗ (Gn). Звiдси з урахуванням нерiвностi 0 ≤
deg r2 (x) <

u

q
випливає реалiзованiсть функцiї f2 (x) одним НЕ. Нехай

w = (ω1, . . . , ωi, . . . , ωj . . . , ωn;ω0) — вектор структури НЕ, що реалiзує
функцiю f(x). Позначимо через w2 = (ω′1, . . . , ω

′
i, . . . , ω

′
j . . . , ω

′
n;ω′0) век-

тор структури НЕ, що реалiзує функцiю f2 (x). Тодi на основi (4.13) маємо:

ω′0 = |Gn|−1
(
r2 (x) f2 (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1
(
r (x′) f (x′) , χ−1

(0,...,0) (x′)
)

= ω0.

Якщо s 6= j i s 6= i, то

ω′s = |Gn|−1
(
r2 (x) f2 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(s)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1
(
r (x′) f (x′) , χ−1

(0,...,0, 1
(s)

,0,...,0) (x′)

)
= ωs.

ω′i = |Gn|−1
(
r2 (x) f2 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(i)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1
(
r (x′) f (x′) , χ̃−1

(0,...,0, 1
(j)

,0,...,0) (x′)

)
= ωj,

i, аналогiчно, ω′j = ωi. Отже, функцiя f2 (x) реалiзу-
ється над F одним НЕ з вектором структури w2 = (ω1, . . .

. . . , ωj, . . . , ωi . . . , ωn;ω0). Теорему доведено.

Теорема 4.7. Якщо дискретна функцiя f : Gn → Hq

реалiзується одним нейронним елементом над полем F =
= GF (pm) з вектором структури w = (ω1, . . . , ωn;ω0), то
функцiя f3 (x1, . . . , xn) = ξf (ξ1x1, . . . , ξnxn), де ξ ∈ Hq , ξi ∈
∈ Hki

(i = 1, 2, . . . , n), також реалiзується одним НЕ над по-
лем F з вектором структури w3 = (ξ · ξ1ω1, . . . , ξ · ξnωn;
ξ · ω0).
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Доведення. Враховуючи теорему 4.5, доведення досить провести для
випадку f3 (x1, . . . , xn) = ξf (x1, . . . , xn). Нехай функцiя f : Gn → Hq ре-
алiзується одним НЕ над F з вектором структури w = (ω1, . . . , ωn;ω0).
Покладемо r3 (x) = r (x). Тодi на основi теореми 4.3 маємо:(

r3 (x) f3 (x) , χ−1 (x)
)

= ξ
(
r (x) f (x) , χ−1 (x)

)
= 0,

для всiх χ ∈ X (Gn) \X∗ (Gn). Тому f3 (x) є нейрофункцiєю
над F . Перейдемо до знаходження вектора структури w3 =
= (ω′1, . . . , ω

′
n;ω′0) НЕ, що реалiзує функцiю f3 (x). На основi (4.13)

маємо:
ω′0 = |Gn|−1

(
r3 (x) f3 (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1 · ξ
(
r (x) f (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)

= ξω0,

i для 1 ≤ j ≤ n

ω′j = |Gn|−1
(
r3 (x) f3 (x) , χ−1

(0,...,0,1,0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1 · ξ
(
r (x) f (x) , χ−1

(0,...,0,1,0,...,0) (x)
)

= ξωj.

Отже, функцiя f3 (x) реалiзується на НЕ з вектором структури w3 =
ξ (ω1, . . . , ωn;ω0). Звiдси та з теореми 4.5 безпосередньо випливає справе-
дливiсть загального твердження. Теорему доведено.

Приклад 4.5. Нехай n = 2, k1 = 2, k2 = 3, q = 3,
G2 = H2 ⊗ H3. Тодi k = 6 i за поле F виберемо поле
GF (13) з примiтивним елементом ε = 2. Функцiя f (x1, x2) =
= Fsign (12x1 + 10x2 + 5) реалiзується НЕ з вектором структу-
ри w = (12, 10; 5). Задаємо функцiї f (x1, x2) , f3 (x1, x2) =
= 3f (12x1, 3x2) i Fsign (3 · 12 · 12 · x1 + 3 · 3 · 10x2 + 3 · 5) =
= Fsign (3 · x1 + 12x2 + 2) за допомогою наступної таблицi:

Таблиця 4.7
x1 x2 f f3 Fsign(3x1 + 12x2 + 2)

1 1 1 1 Fsign(3 + 12 + 2) = Fsign 4 = 1

1 3 1 1 Fsign(3 + 36 + 2) = Fsign 2 = 1

1 9 3 9 Fsign(3 + 108 + 2) = Fsign 9 = 9

12 1 3 3 Fsign(36 + 12 + 2) = Fsign 11 = 3

12 3 9 9 Fsign(36 + 36 + 2) = Fsign 9 = 9

12 9 9 3 Fsign(36 + 108 + 2) = Fsign 3 = 3
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Як бачимо, НЕ з вектором структури w3 = (3, 12; 2) реалiзує функцiю
f3 (x1, x2).

Теорема 4.8. Якщо функцiя k-значної логiки f : Gn → Hk

(Gn = Hk ⊗ . . .⊗Hk) реалiзується одним нейронним еле-
ментом над полем F = GF (pm) з вектором структу-
ри w = (ω1, . . . , ωj−1, ωj, ωj+1, . . . , ωn;ω0), то функцiя
f4 (x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . , xn) = xjf

(
x1x

−1
j , . . . , xj−1x

−1
j ,

x−1
j , xj+1x

−1
j , . . . , xnx

−1
j

)
також реалiзується над полем F

одним НЕ з вектором структури w4 = (ω1, . . . , ωj−1, ω0,

ωj+1, . . . , ωn;ωj).

Доведення. Нехай x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn i xj =
(
x1x

−1
j , . . .

. . . , xj−1x
−1
j , x−1

j , xj+1x
−1
j , . . . , xnx

−1
j

)
. З того, що функцiя

f : Gn → Hk реалiзується одним НЕ над F , на основi теореми 4.3 з
урахуванням r4 (x) = r

(
xj
)

маємо:(
r4 (x) f4 (x) , χ−1 (x)

)
=
(
r
(
xj
)
xjf

(
xj
)
, χ−1 (x)

)
=

=
(
r(xj)f(xj), xjχ

−1(x)
)

=
(
r(xj)f(xj), χ−1(xj)

)
= 0

для всiх χ ∈ X (Gn) \X∗ (Gn).
Враховуючи, що max deg r4(x) (min deg r4(x)) i max deg r(x)

(min deg r(x)) на групi Gn спiвпадають, з останньої рiвностi ви-
пливає, що функцiя f4(x) реалiзується одним НЕ над полем F .

Дано, що НЕ з вектором структури w = (ω1, . . . , ωj−1,

ωj, ωj+1, . . . , ωn;ω0) реалiзує функцiю f(x). Нехай НЕ з вектором стру-
ктури w4 = (ω′1, . . . , ω

′
j−1, ω

′
0, ω

′
j+1, . . . , ω

′
n;ω′j) реалiзує функцiю f4 (x).

Виразимо координати вектора w4 через координати вектора w:

ω′0 = |Gn|−1
(
r4 (x) f4 (x) , χ−1

(0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1 ·
(
xj r

(
xj
)
f
(
xj
)
, χ−1

(0,...,0) (x)
)

=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, x−1

j (xj)
)

=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, χ−1

(0,...0, 1
(j)

,0,...,0)

(
xj
))

= ωj.

ω′j = |Gn|−1
(
r4 (x) f4 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(j)

,0,...,0) (x)

)
=
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= |Gn|−1 ·
(
xj r

(
xj
)
f
(
xj
)
, χ−1

(0,...,0, 1
(j)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, x−1

j (xj)xj

(
xj
))

=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, χ−1

(0,...,0)

(
xj
))

= ω0.

Якщо i 6= j, то

ω′i = |Gn|−1
(
r4 (x) f4 (x) , χ−1

(0,...,0, 1
(i)

,0,...,0) (x)

)
=

= |Gn|−1 ·
(
xj r

(
xj
)
f
(
xj
)
, χ(−1

(0,...,0, 1
(i)

,0,...,0)(x)

)
=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, xjx

−1
i

)
=

= |Gn|−1 ·
(
r
(
xj
)
f
(
xj
)
, χ−1

(0,...0, 1
(i)

,0,...,0)

(
xj
))

= ωi.

Отже, функцiя f4 (x) реалiзується над полем F одним НЕ з вектором стру-
ктури w4 = (ω1, . . . , ωj−1, ω0, ωj+1, . . . , ωn;ωj).

Приклад 4.6. Розглянемо тризначну нейрофункцiю вiд
двох змiнних над полем GF (13) з вектором структури w =
= (2, 5; 7), тобто f (x1, x2) = Fsign (2x1 + 5x2 + 7). Задаємо фун-
кцiю f4 (x1, x2) = x1f

(
x−1

1
, x−1

1
x2
)

i знаходимо значення функцiї
Fsign (7x1 + 5x2 + 2). Результати обчислень наведенi у наступнiй таблицi:

Таблиця 4.8
x1 x2 f f4 Fsign(7x1 + 5x2 + 2)

1 1 1 1 1

1 3 3 3 3
1 9 1 1 1
3 1 9 1 1
3 3 1 3 3
3 9 3 3 3
9 1 1 9 9
9 3 1 1 1
9 9 9 3 3

Як бачимо, функцiя f4 (x1, x2) реалiзується одним НЕ
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з вектором структури w4 = (7, 5; 2). Отже, f4 (x1, x2) =
= Fsign (7x1 + 5x2 + 2).

4.5. Дискретнi нейрофункцiї над полем Галуа вiдносно довiльної
системи характерiв

Нехай GF (pm) — поле, що мiстить циклiчнi групи Hki
=

=
〈
ai

∣∣ai
ki = 1

〉
, i = 1, . . . , n, Hq = 〈a |aq = 1〉, Gn = Hk1

⊗
⊗ Hk2

⊗ . . . ⊗ Hkn
— прямий добуток циклiчних груп Hki

, i нехай k =
HCK (k1, k2, . . . , kn, q) є дiльником числа u = pm − 1. Iз рiзних елементiв
групи X (Gn), крiм головного χ0 утворимо множину X = {χi1, χi2, . . . , χit}
i вiдносно X розглянемо наступну математичну модель нейронного елемен-
та:

f (g) = Fsign

(
t∑

j=1

ωjχij (g) + ω0

)
, (4.16)

де w = (ω1, . . . , ωt;ω0) — вектор структури нейроелемен-
та вiдносно системи X i g ∈ Gn. Якщо t = n i χi1 =
= χ(1,0,...,0), . . . , χit = χ(0,...,0,1), то отримаємо модель НЕ, яка показана
на рис. 4.1.

Нехай w(g) = ω1χi1(g)+ . . .+ωtχit(g)+ω0. Вiдносно нової математичної
моделi НЕ (4.16) теореми 4.1, 4.2 i 4.3 можуть бути узагальненi наступним
чином.

Теорема 4.9. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним
нейронним елементом над полем F = GF (pm) з вектором структури
w = (ω1, . . . , ωt;ω0) вiдносно системи характерiв X тодi i тiльки тодi,
коли iснує така функцiя r : Gn → F\ {0}, що

∀g ∈ Gn r (g) f (g) = w (g)

i
0 ≤ deg r (g) <

u

q
.

Теорема 4.10. Частково визначена дискретна функцiя f : Gn → Hq

реалiзується одним НЕ над полем F = GF (pm) з вектором структури
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w = (ω1, . . . , ωt;ω0) вiдносно системи характерiв X тодi i тiльки тодi,
коли iснує така функцiя r : Gn → F\ {0}, що

∀g ∈ Dn r (g) f (g) = w (g)

i
∀g ∈ Dn 0 ≤ deg r (g) <

u

q
.

Теорема 4.11. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним
нейронним елементом над полем F = GF (pm) з вектором структури
w = (ω1, . . . , ωt;ω0) вiдносно системи характерiв X тодi i тiльки тодi,
коли iснує така функцiя r : Gn → F\ {0}, що

0 ≤ deg r (x) <
u

q
,

(
r (x) f (x) , χ−1 (x)

)
= 0,

для всiх χ ∈ X(Gn) \ (X ∪ {χ0}).
Остання теорема дає можливiсть синтезувати НЕ над полем Галуа вiд-

носно системи характерiв X.

Приклад 4.7. Нехай n = 2, k1 = k2 = q = 2 i F = GF (3). Тодi
бульова функцiя ϕ (x1, x2) = 2(deg x1+deg x2) mod 2 в алфавiтi {1, 2}, як видно
з таблицi 4.4, не реалiзується одним НЕ вiдносно системи характерiв X =
{x1, x2}, але реалiзується одним НЕ вiдносно системиX ′ = {χ3} з вектором
структури w = (1; 0). Приклад показує, що якщо змiнити систему харак-
терiв, вiдносно якої розглядаються НЕ над полем F , то змiниться i клас
нейрофункцiй. Якщо за X вибрати групу характерiв X (Gn), то, очевидно,
клас нейрофункцiй спiвпаде з множиною усiх дискретних функцiй типу
f : Gn → Hq.

4.6. Дискретнi нейрофункцiї над полем комплексних чисел
вiдносно довiльної системи характерiв

Нехай Hki
=
〈
ai | ai

ki = 1
〉
, i = 1, . . . , n, Hq = 〈a | aq = 1〉 — циклiчнi

групи, Gn = Hk1
⊗ Hk2

⊗ . . . ⊗ Hkn
— прямий добуток груп Hki

, i нехай
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k = HCK (k1, k2, . . . , kn, q). Поле комплексних чисел C при довiльному на-
туральному k мiстить k рiзних коренiв k-го степеня з 1. Отже, спектраль-
ний аналiз дискретних функцiй f : Gn → C є завжди можливим. Згiдно з
[59], визначимо на полi C, за винятком точки 0, функцiю Csign z так:

∀z 6= 0 Csign z = σj, якщо
2π

q
≤ arg z <

2π (j + 1)

q
,

де j ∈ {0, 1, . . . , q − 1} , σ = εk/q, ε — первiсний корiнь k-го степеня з 1.
Iз рiзних характерiв групи Gn побудуємо множину X = {χi1,

χi2, . . . , χim} i вiдносно X розглянемо наступну модель нейронного елемен-
та:

f (x) = Csign

(
m∑

j=1

ωjχij (x) + ω0

)
.

Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується одним
НЕ над полем C вiдносно системи характерiв X, якщо iснує
такий вектор w = (ω1, . . . , ωm;ω0) ∈ Cn+1, що для всiх
x ∈ Gn f (x) = Csign w (x), де w(x) = ω1χi1(x) + . . . ωmχim(x) +
+ ω0. Вектор w = (ω1, . . . , ωm;ω0) називається вектором структури

нейроелемента вiдносно системи характерiв X над полем C.
Теорема 4.12. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується

одним нейронним елементом над полем C з вектором структури w =
(ω1, . . . , ωm;ω0) вiдносно системи характерiв X тодi i тiльки тодi, коли
iснує така функцiя r : Gn → C\ {0}, що

∀g ∈ Gn r (g) f (g) = w (g)

i
0 ≤ arg r (g) <

2π

q
.

Ця теорема є узагальненням теореми 2.1 [60] i доводиться аналогiчно.
Розглянемо вектори a = (1, 0) i b =

(
cos 2π

q , sin
2π
q

)
, якi при q > 2

неколiнеарнi. Це означає, що функцiю r(x) можна записати у виглядi:

r(x) = a(x) + b(x)ε,

де a(x), b(x) набувають дiйсних значень. У роботi [60] показано, що функ-
цiя r(x) (r : Gn → C\ {0}), яка задовольняє умову

0 ≤ arg r (g) <
2π

q
(q > 2) ,
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допускає зображення r(x) = a(x) + b(x)ε тодi i тiльки тодi, коли
iснують такi функцiї a (x) (a : Gn → R\ {0}) , b (x) (b : Gn → R), що
a(x) > 0 i b(x) ≥ 0.

Теорему 4.12 на основi останнього твердження можна переформулювати
так.

Теорема 4.13. Дискретна функцiя f : Gn → Hq реалiзується
одним нейронним елементом над полем C iз вектором структури w =
(ω1, . . . , ωm;ω0) вiдносно системи характерiв X тодi i тiльки тодi, ко-
ли iснують такi двi функцiї a(x), b(x), якi визначенi на Gn i набувають
значення з R, що

∀x ∈ Gn (a (x) + b (x) ε) f (x) = w (x) i a (x) > 0, b (x) ≥ 0.

Зауважимо, що теорема 4.13 невiрна при q = 2, оскiльки в цьому випадку
вектори a = (1, 0) i b = (cos π, sin π) = (−1, 0) колiнеарнi. У випадку q = 2
вiдносно системи характерiв X отримуємо узагальнення теореми 2.4 [60].

4.7. Спектральний метод синтезу двошарової нейромережi над
полем Галуа

Нехай k (k ≥ 2) — довiльне натуральне число i поле F =
= GF (pm) таке, що число k є дiльником числа u = pm − 1. То-
дi поле F мiстить циклiчну групу Hk =

〈
σ|σk = 1

〉
, де σ = εu/k,

ε — примiтивний елемент поля F .
Нехай P n

k = {f |f : Gn → Hk} — множина всiх функцiй k-значної логiки
вiд n змiнних в алфавiтiHk =

{
1, σ, . . . , σk−1

}
,Gn = Hk⊗. . .⊗Hk — прямий

добуток n циклiчних груп Hk. Позначимо через P n
k (F ) множину всiх ней-

рофункцiй вiд n змiнних над полем F . Якщо поле F таке, що P n
k (F ) = P n

k ,
то задача синтезу нейромережi вироджується, оскiльки всi функцiї P n

k є
нейрофункцiями, тобто реалiзуються одним НЕ. Нехай поле F таке, що
P n

k (F ) є власною пiдмножиною P n
k . Виберемо у множинi P n

k (F ) довiльну
систему функцiй {f1, . . . , ft} i через P (f1, . . . , ft) позначимо множину всiх
таких функцiй f , якi допускають зображення:

f (x) =
kt−1∑
i=0

siϕi (x), (4.17)
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де ϕi (x) = f i1
1 (x) f i2

2 (x) . . . f it
t (x) , i = i1k

t−1 + i2k
t−2 +

+ . . . + it, i1, i2, . . . , it ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Рiвнiсть (4.17) допускає
наступне схематичне зображення, що показано на рис. 4.2. Якщо за систе-
му функцiй {f1, . . . , ft} вибрати систему функцiй {x1, . . . , xn} (t = n), то,
очевидно, що P (x1, . . . , xn) = P n

k , i задача синтезу двошарової нейроме-
режi зводиться до синтезу вихiдного НЕ вiдносно системи усiх характерiв
групи Gn над полем F . У цьому випадку перший шар є зайвим.

Якщо система функцiй {f1, . . . , ft} така, що P (f1, . . . , ft) ⊆
⊆ P n

k (F ), то задача синтезу нейромережi є, очевидно, недоцiльною.
Отже, систему функцiй {f1, . . . , ft} треба вибирати так, щоб P n

k (F ) була
власною пiдмножиною множини P (f1, . . . , ft), i нейромережi будуємо для
функцiй f ∈ P (f1, . . . , ft) \P n

k (F ).
Функцiї ϕi (x) (i = 0, 1, . . . , kt − 1) належать простору V n

F =
{f |f : Gn → F} з ортогональним базисом X(Gn), а це означає, що
кожну функцiю однозначно можна записати у виглядi:

ϕi (x) =
kn−1∑
j=0

qijχj (x), (4.18)

де qij — j-а складова спектра функцiї ϕi (x). Об’єднавши рiвностi (4.17) i
(4.18), одержимо:

f (x) =
kt−1∑
i=0

kn−1∑
j=0

siqijχj (x).

Помножимо обидвi частини останньої рiвностi на χ−1
m

(x) i просумуємо по
всiм x ∈ Gn . Отримаємо:

∑
x∈Gn

f (x)χ−1
m (x) =

kt−1∑
i=0

kn−1∑
j=0

siqij
∑
x∈Gn

χj (x)χ−1
m (x) .

Лiва частина останньої рiвностi з точнiстю до множника kn спiвпадає з
m-ою складовою rm спектра вихiдного сигналу мережi вiд вхiдних змiнних
x1, . . . , xn. Отже,

rm = k−n
kt−1∑
i=0

kn−1∑
j=0

siqij
∑
x∈Gn

χj (x)χ−1
m (x) . (4.19)
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Враховуючи властивiсть ортогональностi характерiв, рiвнiсть (4.19) можна
переписати так:

rm =
kt−1∑
i=0

siqim. (4.20)

Рис. 4.2. Схема двошарової

нейромережi

Спiввiдношення (4.20) є спектральним засобом визначення ме-
режi. Складовi спектра rm (m = 0, 1, . . . , kn − 1) можуть бу-
ти знайденi за заданою функцiєю f(x). Отже, синтез двоша-
рової мережi зводиться до знаходження такого вектора s =
= (s0, s1, . . . , skt−1) i матрицi (qim), яка перетворює s у вiдомий век-
тор r = (r0, r1, . . . , rkn−1). При цьому першi t + 1 рядки матрицi (qim)
вiдповiдно мають спiвпадати зi спектрами функцiй, що належать множинi
P n

k (F ). Цi перетворення не дають практично придатний метод синте-
зу нейромережi. Основнi труднощi полягають у знаходженнi спектрiв
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промiжкових функцiй ϕi (x), а також вибору вектора s.
Розглянемо нейромережу (рис. 4.2) з наступним НЕ у другому шарi:

Pис. 4.3. Вихiдний НЕ нейромережi

i розглянемо функцiю

w (x) =
t∑

i=0

ωifi (x), (4.21)

що задає вiдображення w : Gn → F\ {0}. Розкладемо лiву i праву частини
рiвностi (4.21) за характерами групи Gn. Тодi

kn−1∑
j=0

vjχj (x) =
kn−1∑
j=0

t∑
i=0

ωiqijχj (x), (4.22)

де qij — j-а складова спектра функцiї fi. Якщо покласти v =
= (v0, v1, . . . , vkn−1) i ri = (qij) , (j = 0, 1, . . . , kn − 1), то з (4.22) маємо:

v =
t∑

i=0

ωiri, (4.23)

де v — спектр функцiї w(x), а ri — спектр нейрофункцiї fi над полем F .
Якщо би спектр v був вiдомий, то задача синтезу двошарової нейромере-
жi iз заданим вихiдним НЕ була б вiдносно простою. Але у загальному
випадку спектр v невiдомий, i при розв’язуваннi задачi синтезу двошаро-
вої нейромережi накладаємо додатковi обмеження на вихiдний НЕ, а саме,
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припустимо, що v спiвпадає зi спектром r функцiй f(x). Тодi рiвнiсть (4.23)
можна переписати так:

r =
t∑

i=0

ωiri. (4.24)

Таким чином, для синтезу двошарової нейромережi за таких обмеженнь на
вихiдний НЕ нам достатньо знайти множину спектрiв ri вiдповiдних нейро-
функцiй fi над полем F i такi числа ωi, якi задовольняють рiвнiсть (4.24).
У загальному випадку знаходження величин ωi є непростою задачею. Щоб
уникнути цих труднощiв, при знаходженнi ωi ∈ F використовують рiзнi
методи локальної мiнiмiзацiї. В основi цих методiв, як правило, лежать до-
датковi обмеження на кiлькiсть входiв нейроелементiв першого шару. При
такому пiдходi виникає питання: чи можна реалiзувати будь-яку функцiю
з множини P (x1, . . . , xn) на двошаровiй нейромережi, якщо перший шар
мiстить тiльки такi НЕ, кiлькiсть входiв яких менша за кiлькiсть входiв у
нейромережi.

Теорема 4.14. Якщо двошарова нейромережа (рис. 4.2) реалiзує до-
вiльну функцiю f ∈ P (x1, . . . , xn), то перший шар за умови (4.24) мi-
стить хоча б один нейроелемент, у якого кiлькiсть входiв не менша за
кiлькiсть входiв самої мережi.

Доведення. Доводити теорему будемо вiд супротивно-
го. Припустимо, що можна синтезувати двошарову нейро-
мережу за умови (4.24), яка реалiзує довiльну функцiю
f ∈ P (x1, . . . , xn), i кiлькiсть входiв кожного нейроелемента вхiдного
шару менша за число n. Тодi така мережа має реалiзувати i функцiю
f (g) = xk−1

1 (g) · . . . · xk−1
n (g), де n — кiлькiсть входiв нейромережi,

xi(g) — значення змiнної xi на елементi g ∈ Gn. Знайдемо спектр r =
(ri) , (i = 0, 1, . . . , kn − 1) функцiї f у системi X(Gn) над F . З ортогональ-
ної властивостi характерiв та з того, що f ∈ X (Gn), випливає, що ri = 0,
(i = 0, 1, . . . , kn − 2) i rkn−1 = 1. Легко бачити, що останнiй компонент спе-
ктра довiльної функцiї, що реалiзується НЕ першого шару, дорiвнює нулю.
Дiйсно, кiлькiсть входiв кожного нейроелемента першого шару обмежена
зверху числом ν (ν < n), а це означає, що спектр довiльної функцiї,
реалiзованої такими нейроелементами, може мiстити не бiльше нiж kν не-
нульових складових, якi мають порядковi номери, не бiльшi за kν−1. Отже,
kn−1-а складова спектра зваженої суми w (g) = ω1f1 (g)+. . .+ωtft (g)+ω0
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вихiдного нейроелемента дорiвнює нулю, оскiльки спектр зваженої суми
w(g) є лiнiйною комбiнацiєю спектрiв функцiй fi (i = 1, 2, . . . , t), якi
реалiзуються вiдповiдними НЕ першого шару. Якщо спектр зваженої
суми w(g) вихiдного НЕ у системi X (Gn) над полем F позначити через
s = (si) (i = 0, 1, . . . , kn − 1), то, очевидно, що skn−1 = 0.

За нашим припущенням iснує такий вектор w = (ω1, . . .

. . . ωt;ω0), що

∀g ∈ Gn f (g) = ω1f1 (g) + . . .+ ωtft (g) + ω0. (4.25)

Помножимо лiву i праву частини рiвностi (4.25) на f−1 (g), а потiм просу-
муємо за всiма g ∈ Gn. Тодi, з урахуванням того, що кiлькiсть аргументiв
кожної функцiї fi менша нiж n, маємо:

kn = 0. (4.26)

У зв’язку з тим, що поле GF (pm) було вибрано таким чином, що число
k є дiльником числа u = pm − 1, можна стверджувати, що рiвнiсть (4.26)
не має мiсце, оскiльки k i p взаємно простi числа. Отримане протирiччя
вказує на неможливiсть нашого припущення, отже, теорему доведено.
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РОЗДIЛ 5
ОБРОБКА I РОЗПIЗНАВАННЯ ДИСКРЕТНИХ СИГНАЛIВ

ТА ЗОБРАЖЕНЬ У НЕЙРОБАЗИСI

Розробка придатних методiв обробки та розв’язання задачi розпiзнава-
ння дискретних сигналiв i зображень є актуальною i практично важливою
задачею. Як вiдомо [61-65], вибiр базису представлення дискретних сигна-
лiв i зображень є важливим етапом при їх обробцi та формуваннi ознак
для задачi розпiзнавання.

У цьому роздiлi розроблено метод синтезу нейромережевих схем для
розпiзнавання об’єктiв, закодованих n-вимiрними бульовими векторами.
Дослiджується ефективнiсть функцiонування вказаної схеми залежно вiд
значення iндексiв матриць толерантностi, якi використовуються при син-
тезi схем. У цьому ж роздiлi розроблено метод представлення дискретних
двовимiрних зображень у нейробазисi, що допускає ефективне кодування їх
фрагментiв i розглядається задача розпiзнавання дискретних зображень.
Побудовано функцiонали µ∗-"подiбностi", µ∗-"вiдмiнностi"p-фрагментiв зо-
бражень, i з урахуванням їх властивостей приймається рiшення про нале-
жнiсть заданого зображення до одного з класiв еталонiв K1, K2, . . . , Kt.

5.1. Розпiзнавальна схема бiнарних сигналiв та зображень у
нейробазисi

Нехай K1, K2, . . . , Kt — навчальна вибiрка для класiв об’єктiв
K ′

1, K
′
2, . . . , K

′
t. Класи K ′

i, K
′
j (i 6= j), i у тому числi пiдмножини Ki ⊂

K ′
i, Kj ⊂ K ′

j, можуть мати непорожнiй перетин.
Розглянемо задачу синтезу нейромережевої схеми, яка довiльний об’єкт

d з
t⋃

i=1
K ′

i вiдносить до одного з класiв об’єктiв K ′
i, якщо елементи класiв

закодованi бульовими векторами розмiрностi n, тобто навчальна вибiрка
задається так:

K1 =
{(
α

(1)
11 , . . . , α

(1)
1n

)
,
(
α

(1)
21 , . . . , α

(1)
2n

)
, . . . ,

(
α

(1)
k11, . . . , α

(1)
k1n

)}
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Kt =
{(
α

(t)
11 , . . . , α

(t)
1n

)
,
(
α

(t)
21 , . . . , α

(t)
2n

)
, . . . ,

(
α

(t)
kt1, . . . , α

(t)
ktn

)}
,

де α(r)
ij ∈ {0, 1} , r = 1, . . . , t.
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Для розв’язання поставленої задачi виберемо конфiгурацiю нейросхе-
ми, що складається з трьох шарiв нейроелементiв i одного логiчного ви-
хiдного блоку, що за номером максимального значення вихiдної функцiї
третього шару визначає належнiсть заданого об’єкта d до одного з класiв
K ′

1, K
′
2, . . . , K

′
t. Якщо всi вихiднi функцiї третього шару приймають зна-

чення меншi за η ∈ (0, 1), то заданий об’єкт не вiдноситься до жодного з
класiв K ′

1, K
′
2, . . . , K

′
t. Величина η є параметром розпiзнавальної схеми, за

допомогою якого регулюємо точнiсть розпiзнавання. Схематично ця логi-
чна схема зображена на рис. 5.1.

Згiдно з рис. 5.1 кожному класу об’єктiв Ki вiдповiдає блок iз номером
i, на виходi якого отримуємо числову величину Fi. Для синтезу розпiзна-
вальної схеми треба знайти вектори структури:

w11 =
(
ω11

1 , . . . , ω
11
n ;T 1

1
)
, . . . ,wr11 =

(
ωr11

1 , . . . , ωr11
n ;T 1

r1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w1t =
(
ω1t

1 , . . . , ω
1t
n ;T t

1
)
, . . . , wrtt =

(
ωrtt

1 , . . . , ωrtt
n ;T t

rt

)

нейроелементiв 1-го шару i ваговi вектори v1 =
(
ν1

1 , . . . , ν
1
r1

)
, . . .

. . . ,vt =
(
νt

1, . . . , ν
t
rt

)
нейроелементiв 2-го шару. Величини fk

r , g
k
1 , g

k
2 i

Fk (k = 1, 2, . . . , t) визначаються наступним чином:

fk
r (x1, . . . , xn) =

{
1, ωrk

1 x1 + . . .+ ωrk
n xn ≥ T k

r ,

0, ωrk
1 x1 + . . .+ ωrk

n xn < T k
r ,
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Рис. 5.1. Розпiзнавальна схема у нейробазисi

r ∈ {1, 2, . . . , rk}, gk
1 = νk

1f
k
1 + . . . + νk

r f
k
r , g

k
2 = fk

1 + . . .

. . . + fk
r + 1 i Fk = gk

1

gk
2
. Розглянемо метод синтезу нейро-

елементiв 1-го та 2-го шарiв, тобто метод знаходження векторiв
w11, . . . ,wr11, . . . ,w1t, . . . ,wrtt,v1, . . . ,vt. Нехай A — довiльна пiдмножина
множини Zn

2 , a ∈ A i p — пороговий оператор iз мiткою σ та iндексом j.
Тодi p (aA) — максимальна така пiдмножина множини aA, що

p (aA)σ
ξ = (Lj0j . . . 0j) �

n−j

�
i=0

(
L∗j+i (qi) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(j+i)

) , (5.1)
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де q0 ≥ q1 ≥ . . . ≥ qn−j. Iндекс матрицi толерантностi j в розкладi (5.1)
називається також iндексом p-множини (a p (aA))σ−1

, де Aσ = {aσ | a ∈ A}.
Зауваження. Мiтка σ ∈ Sn визначається так, щоб кiлькiсть одиниць

K (i) , K (i+ 1) вiдповiдних стовпчикiв з номерами i, i+ 1 задовольняли
нерiвнiсть K (i) ≥ K (i+ 1).

Довiльну множину As бульових векторiв можна записати через
p-пiдмножини так:

As = as
1p (as

1As) ∪ as
2p (as

2As) ∪ . . . ∪ as
rs
p
(
as

rs
As

)
,

де p-пiдмножини p (as
iAi) задовольняють наступну умову:

as
ip (as

iAs) 6⊂
rs⋃

j=1,j 6=i

as
jp
(
as

jAs

)
, (5.2)

i = 1, 2, . . . , rs. Множина as
mp(a

s
mAs) називається m-им компонентом

p-розкладу множини As на p-пiдмножини з iндексом jms. Точки розкладу
as

1, . . . , a
s
rs

множини As на p-пiдмножини визначаються так, щоб кiлькiсть
орт-векторiв множини as

iAs була не менша за кiлькiсть орт-векторiв мно-
жини as

i+1As (i = 1, 2, . . . rs − 1) i щоб справджувалося (5.2). Далi будемо
розглядати лише такi точки розкладу.

Нехай Bs — довiльна пiдмножина множини As ⊂ Zn
2 i bs

1,

bs
2, . . . ,b

s
rs

— такi елементи з Bs, що

Bs ⊆ bs
1p (bs

1As) ∪ bs
2p (bs

2As) ∪ . . . ∪ bs
rs
p
(
bs

rs
As

)
(5.3)

i

Bs 6⊂
rs⋃

i=1,i6=j

bs
ip (bs

iAs), (5.4)

де j ∈ {1, . . . , rs} i p -пiдмножини bs
ip (bs

iAs) задовольняють умову (5.2).
Система p-пiдмножин bs

1p (bs
1As) , . . . ,b

s
rs
p
(
bs

rs
As

)
задає p -покриття пiд-

множини Bs у множинi As вiдносно точок bs
1, . . . ,b

s
rs
∈ Bs з вiдповiдними

iндексами j1s, j2s, ..., jrss, якщо вони задовольняють умови (5.2)-(5.4). Якщо

через PAs

(
Bs; b

s
1 . . . ,b

s
rs

)
позначити множину

rs⋃
i=1

bs
ip (bs

iAs), то очевидно,

що Bs ⊂ PAs

(
Bs; b

s
1, ...,b

s
rs

)
⊂ As.

Мiнiмальним p-покриттям множини Bs у множинi As вiдносно точок
розкладу bs

1, . . . ,b
s
rs
∈ Bs з вiдповiдними iндексами j1s, j2s, ..., jrss його
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p-компонентiв bs
ip (bs

iAs) (i = 1, ..., rs) називається така мiнiмальна пiд-
множина Pmin

As

(
Bs; b

s
1, ...,b

s
rs

)
в As, яка задовольняє умови (5.2)-(5.4).

Аналогiчно визначається максимальне p-покриття множини Bs у мно-
жинi As вiдносно точок розкладу bs

1, . . . ,b
s
rs
∈ Bs з вiдповiдними iндексами

j1s, j2s, ..., jrss, рiзниця тiльки у тому, що пiд Pmax
As

(
Bs; b

s
1, ...,b

s
rs

)
розумiємо

таку максимальну пiдмножину в As, що задовольняє умови (5.2)-(5.4).
Очевидно, коли Pmin

As

(
Bs; b

s
1, . . . ,b

s
rs

)
6= Pmax

As
(Bs; b

s
1, . . .

. . . ,bs
rs

)
, то iснує таке p-покриття PAs

(
Bs; b

s
1, ...,b

s
rs

)
, що

Pmin
As

(
Bs; b

s
1, ...,b

s
rs

)
⊂ PAs

(Bs; b
s
1, ...,b

s
rs

) ⊂ Pmax
As

(Bs; b
s
1, ...,b

s
rs

).

Нехай p -множина p (bs
mAs) множини bmAs (m ∈ {1, ..., rs}) має мiтку

σms та iндекс jms, тобто

p (bs
mAs)

σms

ξms
= (Ljms

0jms
. . . 0jms

) �

�

n−jms

�
i=0

(
L∗jms+i

(
qms

i

)
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(jms+i)

) , (5.5)

де qms
0
≥ qms

1
≥ . . . ≥ qms

n−jms
.

Через kms позначимо таке найменше цiле невiд’ємне число, що
qms
kms

6= 0 i qms
kms+1 = 0. Побудуємо n-вимiрний вектор ums =

=
(
ums

1 , ..., ums
jms
, ums

jms+1, ..., u
ms
n

)
наступним чином:

ums
1 = −1, ums

2 = ums
1 − 1, ..., ums

jms
=

jms−1∑
i=1

ums
i − 1,

ums
jms+1 = ums

jms
+ (qms

1 − qms
0 ) , ..., ums

jms+kms
= ums

jms+kms−1 +

+
(
qms
kms

− qms
kms−1

)
, ujms+kms+1 = ujms+kms+2 = . . . = ums

n =

=
(
gms

kms
, cms

kms

)
− 1,

де gms
kms

— останнiй рядок матрицi
(
L∗jms+kms

(qkms
) 0...0

)
,

cms
kms

=
(
ums

1 , ..., ums
jms+kms

0, ..., 0
)

— n-вимiрний вектор i
(
gms

kms
, cms

kms

)
—

скалярний добуток векторiв gms
kms

i cms
kms

. Легко бачити, що побудований
вектор ums задовольняє умову

∀x ∈ p (bs
mAs) i ∀y ∈ Zn

2 \p (bs
mAs) (x,ums) > (y,ums) .
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Нехай g = (γ1, ..., γn) — останнiй рядок матрицi p (bs
mAs)

σms

ξms
. Ви-

значимо вектор wms = bs
m

(
u

σ−1
ms

ms

)
i число T s

m =
(
bs

m ⊕ gσ−1
ms,

wms), де операцiя ⊕ задає покоординатне додавання векторiв за mod 2.
Якщо за ваговий вектор НЕ вибрати вектор wms, а за порiг — T s

m, то
значення вихiдного сигналу НЕ буде дорiвнювати 1 лише в тому випад-
ку, коли на вхiд подаються елементи iз bs

mp (bs
mAs). Отже, характеристи-

чна функцiя f s
m множини bs

mp (bs
mAs) є нейрофункцiєю, що реалiзується

одним НЕ з вектором структури [wms;T
s
m]. При фiксованому s, коли m

пробiгає множину {1, ..., rs}, за вищенаведеним методом синтезуємо всi ней-
роннi елементи s-го блоку шару 1. Для синтезу всiх нейроелементiв шару
1 необхiдно, щоб змiнна s пробiгала множину {1, . . . , t}. Ваговi вектори
v1 =

(
v1

1, ..., v
1
r
1

)
, ...,vt =

(
vt

1, ..., v
t
rt

)
нейроелементiв 2-го шару знаходимо

за формулою:

vs
m =

|bs
mp (bs

mAs) ∩Bs|
|Bs|

, (5.6)

де m ∈ {1, ..., rs} , s ∈ {1, ...t} i |A| — кiлькiсть елементiв множини A ⊂
Zn

2 . Пiсля знаходження векторiв v1, ...,vt задачу синтезу розпiзнавальної
схеми у нейробазисi розв’язано.

Якщо екзаменацiйна вибiрка не задана, то рiшення приймаємо за
maxFi наступним чином: об’єкт вiдносимо до класу K ′

i∗, якщо Fi∗ =
max{Fi | i = 1, . . . , t} 6= 0 — єдиний максимальний елемент мно-
жини {Fi | i = 1, . . . , t}, або до класiв K ′

i1
, . . . , K ′

ih
, якщо Fi1 =

. . . = Fih = max{Fi | i = 1, . . . , t} 6= 0, не порiвнюючи
їх з параметром η. У випадку, коли max{Fi | i = 1, . . . , t} =
= 0, рiшення вiдносно об’єкту не приймаємо.

Якщо задано екзаменацiйну вибiрку, то при синтезi розпiзнавальної
схеми проводимо навчання вiдносно η шляхом варiювання його значен-
ня (η ∈ (0, 1)) при фiксованих iндексах вiдповiдних p -множин i знаходимо
таке значення η = η∗, при якому мiнiмiзується похибка на екзаменацiйнiй
вибiрцi. У цьому випадку рiшення вiдносно заданого об’єкта приймаємо
тiльки тодi, коли max{Fi | i = 1, . . . , t} ≥ η∗.

5.2. Алгоритм синтезу розпiзнавальної схеми

Крок 1. Нехай {K1, ..., Kt} — навчальна вибiрка, s = 1 i переходимо до
кроку 2.
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Крок 2. Побудуємо множину:

As = Ks ∪

Zn
2 \

t⋃
i=1;i6=s

Ki

 (5.7)

i знаходимо довiльне p-покриття множини Ks з фiксованими iндексами
j1s, j2s, ..., jrss у множинi As, тобто

PAs

(
Ks; b

s
1, ...,b

s
rs

)
= bs1p (bs1As) ∪ bs2p (bs2As) ∪ . . . ∪ bsrs

p
(
bsrs
As

)
.

Для кожної p-пiдмножини bs
mp (bs

mAs) (m = 1, 2, ..., rs) за вищенаведеним
алгоритмом знаходимо вектор структури [wms;T

s
m] НЕ, що реалiзує хара-

ктеристичну функцiю f s
m множини bs

mp (bs
mAs). Пiсля побудови системи

векторiв
{

[w1s;T
s
1 ] , ...,

[
wrss;T

s
rs

]}
, яка задає вектори структур нейронних

елементiв 1-го шару блоку s, за формулою (5.6), замiнивши Bs на Ks, зна-
ходимо ваговий вектор НЕ 2-го шару i переходимо до кроку 3.

Крок 3. Якщо s < t, то s = s + 1 i переходимо до кроку 2, а в протиле-
жному випадку синтез схеми завершено.

Зауваження 1. p-покриття pAs

(
Ks; b

s
1, ....,b

s
rs

)
множини Ks в As з

фiксованими iндексами j1s, ..., jrss в алгоритмi визначається неоднозначно,
що дає нам можливiсть вибрати мiнiмальне, максимальне або будь-яке
р-покриття. Для однозначного вибору p-покриття нам необхiдно задати ек-
заменацiйну вибiрку (множину n-вимiрних бульових наборiв, на якiй про-
водиться тестування розпiзнавальної схеми) i вибрати для неї оптималь-
не p-покриття, тобто таке p-покриття множини Ks в As з фiксованими
iндексами j1s, ..., jrss, що мiнiмiзує похибку розпiзнавальної схеми для цi-
єї екзаменацiйної вибiрки при фiксованому η. Шляхом покрокової змiни
η ∈ (0, 1) знаходимо його оптимальне значення η∗ i оптимальнi iндекси
j∗1s, ..., j

∗
rss

вiдповiдних p-пiдмножин.
Зауваження 2. Залежно вiд умов технiчної реалiзацiї нейроелементiв

1-го шару, тобто вiд максимального значення модуля координат векторiв
структур нейроелементiв, можна визначити iндекс jms матрицi толерант-
ностi в (5.5), що вiдповiдає цьому обмеженню. За вищенаведеним алгори-
тмом синтезу нейроелементiв 1-го шару максимальна за модулем коорди-
ната m-го НЕ в s-му блоцi дорiвнює числу 2jms−1 + 1. Отже, через iнде-
кси матриць толерантностi ми задаємо обмеження на координати векторiв
структур.
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Зауваження 3. Якщо для всiх s ∈ {1, 2, ..., t} покласти j1s = 1, ..., jsrs
=

1, то побудована розпiзнавальна схема без η буде звичайним класифiкато-
ром.

Синтез розпiзнавальної схеми без η розглянемо на наступному прикладi.
Для простоти виберемо рецепторне поле розмiром 3× 3 i задамо наступнi
навчальнi вибiрки двох класiв бiнарних зображень:

Клас 1

*
* * *

*

*
* *
*

*
* *

*

Клас 2

* * *
*
*

* *
*
*

* *
*
*

Закодуємо цi бiнарнi зображення бульовими векторами так: першi три ко-
ординати вектора формуємо на основi першого рядка рецепторного поля,
якщо клiтинка мiстить символ ”*”, то вiдповiдна координата вектора до-
рiвнює 1, у протилежному випадку 0, наступнi три координати формуємо
на основi другого рядка i так далi.

Запишемо коди вiдповiдних бiнарних зображень навчальної вибiрки
K1, K2 класiв K ′

1, K
′
2:

K1 =


b1

1 = (010111010) ,
b1

2 = (010011010) ,
b1

3 = (010110010) ,

K2 =


b2

1 = (111010010) ,
b2

2 = (110010010) ,
b2

3 = (011010010) .

Знаходимо максимальне p-покриття з iндексом 2 для K1, K2 i вiдносно
цих покриттiв синтезуємо розпiзнавальну схему. Згiдно з алгоритмом, при

побудовi p -пiдмножини p
(
b1

1A1
)σ11, де σ11 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 1 6 2 7 8 9

)
,

можна використовувати всi елементи Z9
2 , крiм елементiв множини
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{(101101000)σ11 , (100101000)σ11, (001101000)σ11}. Отже,

p
(
b1

1A1
)σ11 = (L2 0...0) � (L∗2(1) 0...0) � (L∗3(1) 0...0) �

. . .� (L∗9(1) 0...0) .
(5.8)

У виглядi матрицi p-множина p
(
b1

1A1
)σ11 запишеться так:

p
(
b1

1A1
)σ11 =



000000000
100000000
010000000
001000000
000100000
000010000
000001000
000000100
000000010
000000001


.

Як бачимо, максимальне p -покриття навчальної вибiрки K1 класу K ′
1 в

A1 мiстить тiльки одну пiдмножину, тобто PA1

(
K1; b

1
1
)

= b1
1p
(
b1

1A1
)
. За

розкладом (5.8) побудуємо вектор u11 =
(
u11

1 , u
11
2 , ..., u

11
9
)
:

u11
1 = −1, u11

2 = u11
1 − 1 = −2, u11

3 = u11
2 + (1− 1) = −2, ..., u11

9 =

= u11
8 + (1− 1) = −2.

Пiсля цього визначимо вектор:

w11 = b1
1

(
u

σ−1
11

11

)
= b1

1 (−2,−2,−2,−1,−2,−2,−2,−2) = (−2, 2,

−2, 1, 2, 2,−2, 2,−2)

i число T 1
1 =

((
b1

1 ⊕ gσ−1
11

)
,w11

)
= ((0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1) ,

w11) = 7, де g — останнiй рядок матрицi p
(
b1

1A1
)σ11. Отже, ми

побудували НЕ першого блоку шару 1, що має вектор структури
[(−2, 2,−2, 1, 2, 2,−2, 2,−2); 7].

Аналогiчно побудуємо вектор структури НЕ другого блоку шару 1. Зна-
ходимо матрицю p

(
b2

1A2
)σ12,

(
σ12 =

(1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 3 2 4 5 6 7 8 9

))
:
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p
(
b2

1A2
)σ12 =



000000000
100000000
010000000
001000000
000100000
000010000
000001000
000000100
000000010
000000001



при побудовi якої не можна використовувати елементи (101101000)σ12,
(101001000)σ12, (101100000)σ12 множини Z9

2 . У цьому випадку максимальне
p -покриття навчальної вибiрки K2 класу K ′

2 в A2 з iндексом 2 спiвпадає з
b2

1p
(
b2

1A2
)
, тобто

PA2

(
K2; b

2
1
)

= b2
1p
(
b2

1A2
)
.

Згiдно з вищенаведеним алгоритмом u12 = (−1,−2,−2,−2,−2,

−2,−2,−2,−2), w12 = b2
1

(
u

σ−1
12

12

)
= (1, 2, 2,−2, 2,−2,−2, 2,−2),

T 2
1 =

((
b2

1 ⊕ gσ−1
12

)
,w12

)
= 7. Отже, НЕ другого блоку шару 1 має

вектор структури
[
w12, T

2
1
]
. У формулу (5.6) замiсть Bs пiдставляємо Ks

i знаходимо v1
1 = 1, v2

1 = 1. Пiсля знаходження величин v1
1, v

2
1 синтез

розпiзнавальної схеми завершено, i вона має структуру, зображену на
рис. 5.2. НЕ 1-го шару
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Рис. 5.2. Розпiзнавальна схема для зображень

блоку 1 активiзується тiльки в тому випадку, коли на вхiд подаємо елемен-
ти множини:

PA1

(
K1; b

1
1
)

= b1
1p
(
b1

1A1
)

= {(010111010), (010011010) ,
(010101010) , (110111010) (000111010) , (011111010) ,

(010110010) , (010111110) , (010111000) , (010111011)} ,

а НЕ 1-го шару блока 2 не активiзується при жодному з цих елементiв.
Це означає, що розпiзнавальна схема вiдносить до класу K ′

1 наступнi
зображення:

*
* * *

*

*
* *
*

*
* *

*

* *
* * *

*
* * *

*
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* *
* * *

*

*
* *

*

*
* * *
* *

*
* * *

*
* * *

* *

За розпiзнавальною схемою до класу K ′
2 вiдносяться зображення:

* * *
*
*

* *
*
*

* *
*
*

* *
*
*

* * *
* *

*

* * *

*

* * *
* *
*

* * *
*

* *

* * *
*

* * *
*
* *

якi вiдповiдають елементам множини

PA2

(
K2; b

2
1
)

= b2
1p
(
b2

1A2
)

= {(111010010), (011010010) ,
(110010010) , (101010010) , (111110010) , (111000010) ,
(111011010) , (111010110) , (111010000) , (111010011)} .

Вiдносно iнших бiнарних зображень розпiзнавальна схема рiшення не при-
ймає, тому що F1 = 0 i F2 = 0.

Якщо реалiзувати синтез розпiзнавальної схеми (рис 5.2) для вищенаве-
дених класiв бiнарних зображень вiдносно мiнiмальних p -покриттiв з iнде-
ксом 2, то

p
(
b1

1A1
)σ11 = p

(
b2

1A2
)σ12 =

 000000000
100000000
010000000


i PA1

(
K1; b

1
1
)

=K1, PA2

(
K2; b

2
1
)

=K2. Нейроелементи вiдповiдних блокiв
шару 1 будуть мати наступнi структури: (Блок 1): [(−3, 3,−3, 1, 3, 2,−3, 3−
3); 10], (Блок 2): [(1, 3, 2,−3, 3,−3,−3, 3 − 3); 10], i розпiзнавальна схема
буде звичайним класифiкатором.

Зауваження. Якщо ймовiрностi появи елементiв, якi належать до кла-
сiвK ′

1, ..., K
′
t не спiвпадають, то вводиться pi — ймовiрнiсть належностi еле-

ментiв до класу K ′
i i розпiзнавальна схема (рис. 5.1) модифiкується насту-

пним чином: у четвертому шарi max {Fi} замiнюється на max {piFi} , i=
1, ..., t.
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5.3. Представлення двовимiрних бiнарних зображень у
нейробазисi

Нехай рецепторне поле розмiром 2r × 2s мiстить нормалiзоване [64] бi-
нарне зображення A′ i n = r + s. За певним законом ϕ кожному ре-
цептору однозначно ставимо у вiдповiднiсть n-вимiрний бульовий вектор
(α1, ..., αn) ∈ Zn

2 i через A позначимо множину всiх таких бульових ве-
кторiв, якi вiдповiдають рецепторам, зайнятих зображенням A′, тобто
ϕ (A′) = A ⊂ Zn

2 . Нехай p — пороговий оператор i точки a1, ..., at ∈ A

такi, що

aip (aiA) 6⊂
t⋃

j=1,j 6=i

ajp
(
ajA

)
,

i

PA (A, a1, ..., at) =
t⋃

j=1

ajp (ajA). (5.9)

Точки a1, ..., at ∈ A, для яких має мiсце (5.9), називаються точками розкла-
ду двовимiрного бiнарного зображення A′ у нейробазисi. Якщо точки роз-
кладу a1, ..., at ∈ A бiнарного зображення A′ такi, що PA (A, a1, ..., at) = A,
то цi точки утворюють повну систему точок розкладу цього зображен-
ня у нейробазисi. Згiдно з алгоритмом попереднього параграфа, за ко-
жною множиною ajp (ajA) однозначно будується n + 1-вимiрний вектор
wj =

(
ωj

1, ..., ω
j
n;ωj

0 = Tj

)
такий, що

∀a = (α1, ..., αn) ∈ ajp (ajA) wj (a) = ωj
1α1 + ...+ ωj

nαn − ωj
0 ≥ 0

i
∀b = (β1, ..., βn) ∈ Zn

2 \ajp (ajA) wj (b) < 0.

Алгоритм, що реалiзує вiдображення ajp (ajA) → wj, позначимо через
F (F (ajp (ajA)) = wj) i розповсюдимо його на множину PA (A, a1, ..., at)
наступним чином:

F : PA (A, a1, ..., at) → (F (a1p (a1A)) , ..., F (atp (atA)))

або
F : PA (A, a1, ..., at) → (w1, ...,wt) . (5.10)
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Пiд представленням двовимiрного бiнарного зображення A′ у нейроба-
зисi вiдносно точок розкладу a1, ..., at ∈ A розумiємо вiдображення (5.10).
Якщо точки a1, ..., at утворюють повну систему точок розкладу, то пред-
ставлення зображення A′ у нейробазисi будемо називати точним.

Теорема 5.1. Нормалiзованi двовимiрнi бiнарнi зображення A′1 i
A′2 iдентичнi тодi i тiльки тодi, якщо iснують такi точки розкладу
a1, ..., at ∈ A1 ∩ A2, вiдносно яких спiвпадають точнi представлення цих
зображень у нейробазисi.

Доведення. Необхiднiсть. Дано, що нормалiзованi двовимiрнi бiнарнi
зображення A′1 i A′2 iдентичнi. Це означає, що A1 = A2 i

∀ai ∈ A1 ∩ A2 PA1
(A1, ai) = PA2

(A2, ai) . (5.11)

Отже, у цих зображень спiвпадають повнi системи точок розкладу. Нехай
система векторiв {a1, ..., at} утворює одну iз повних систем точок розкладу
зображень A′1 i A′2, тобто

PA1
(A1, a1, ...., at) = PA2

(A2, a1, ...., at) . (5.12)

Вiдображення F , згiдно з алгоритмом, на основi (5.11) множинам
PA1

(A1, ai) , PA2
(A2, ai) ставить у вiдповiднiсть один i той самий вектор

wi. Враховуючи (5.12), маємо:

∀j ∈ {1, 2} F : PAj
(Aj, a1, ..., at) → (w1, ....,wt)

i необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Дано, що (w1, ....,wt) є точним представленням двови-

мiрних бiнарних зображень A′1 i A′2 вiдносно повної системи точок розкладу
a1, ..., at. Отже,

∀i ∈ {1, 2, ..., t} PA1
(A1, ai) = PA2

(A2, ai) =

= {a ∈ Zn
2 |wi (a) ≥ 0} ⇒ PA1

(A1, a1, ..., at) =

= PA2
(A2, a1, ..., at) ⇒ A1 = A2

i теорему доведено.
Нехай A ⊂ Zn

2 , ai ∈ A i p — пороговий оператор з мiткою σi та iндексом
ji. Тодi

p (aiA)σi

ξi
= (Lji

0 . . . 0) �

n−ji

�
r=0

(
L∗ji+r (qr) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−(ji+r)

) .
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Розглянемо вiдображення Fk : p (aiA) → (aiwi)
σi де wi =

= F (aip (aiA)) i розширимо його на PA (A, a1, ..., at) так:

Fk : PA (A, a1, ..., at) →
(
wk

1 = (a1w1)
σ1, ...

. . . ,wk
t = (atwt)

σt
)
.

(5.13)

Вiдображення (5.13) назвемо канонiчним представленням двовимiрного зо-
браження A′ у нейробазисi вiдносно точок розкладу a1, ..., at. Якщо точки
a1, ..., at задають повну систему точок розкладу для A′, то

(
wk

1 , ...,w
k
t

)
є

точним канонiчним представленням A′ у нейробазисi.
Перетворення wi → ai

((
wk

i

)σ−1
i

)
реалiзує однозначний перехiд вiд ка-

нонiчного представлення бiнарного зображення A′ до звичайного, тому має
мiсце наступна теорема.

Теорема 5.2. Нормалiзованi двовимiрнi бiнарнi зображення A′1 i
A′2 iдентичнi тодi i тiльки тодi, якщо iснують такi точки розкладу
a1, ..., at ∈ A1 ∩A2, вiдносно яких спiвпадають точнi канонiчнi представ-
лення цих зображень у нейробазисi.

Нехай A ⊂ Zn
2 . Розглянемо вiдображення Fk : PA (A, ai) →

→ wk
i =

(
ωik

1 , . . . , ω
ik
ji
, ωik

ji+1, . . . , ω
ik
n ;ωik

0
)
. Вектору wk

i одно-
значно ставимо у вiдповiднiсть n − ji + 1-вимiрний вектор vi =
=
(
vi

1, . . . , v
i
n−ji+1

)
наступним чином:

1) якщо ji 6= 0, то vi
r = ωik

ji+r−1 − ωik
0 , r = 1, 2, ..., n− ji + 1;

2) якщо ji = 0, то vi = (−1,−1, ...,−1) — n+ 1-вимiрний вектор.

Зауваження. Iндекс порогового оператора ji дорiвнює 0 тiльки в тому
випадку, коли ai 6∈ A.

Вектор vi назвемо iнформацiйним вектором p -множини p (aiA) з мiткою
σi i через λ (vi) позначимо його розмiрнiсть.

НехайA′1 iA′2 — двовимiрнi бiнарнi зображення рецепторного поля 2r×2s

(n = r + s), p (aA1) , p (aA2) p -множини вiдповiдних множин A1, A2 вiд-
носно точки a з мiтками σ1, σ2 та iндексами j1, j2 i v1 =

(
v1

1, ..., v
1
n−j1+1

)
,

v2 =
(
v2

1, ..., v
2
n−j2+1

)
— вiдповiднi їм iнформацiйнi вектори. Будемо вважа-

ти, що iнформацiйний вектор v1 p -множини p (aA1) передує iнформацiй-
ному вектору v2 p -множини p (aA2) (v1 ≺ v2), якщо:

1) λ (v1) ≥ λ (v2),



157

2) v1
m+i ≤ v2

i , i = 1, 2, ..., λ (v2), де m = λ (v1)− λ (v2).

Теорема 5.3. Якщо мiтки σ1, σ2 вiдповiдних p -множин H1 =
p (aA1), H2 = p (aA2) спiвпадають, то (v1 ≺ v2) ⇒ H1 ⊂
⊂ H2.

Доведення. За означенням p -множини Hi:

(Hi)
σi

ξi
= (Lji

0 . . . 0) �

n−ji

�
r=0

(
L∗ji+r

(
qi
r

)
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(ji+r)

) , (5.14)

i = 1, 2. Кiлькiсть рядкiв qi
r передматрицi толерантностi

(
L∗ji+r

(
qi
r

)
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−(ji+r)

)
виражається через координату vi

r+1 iнформацiйного вектора vi p -множини
Hi рiвнiстю qi

r = vi
r + 1. Отже, v1 ≺ v2 ⇒ v1

m+r ≤ v2
r ⇒ q1

m+r ≤
q2
r ⇒

(
L∗j2+r

(
q2
r

)
0...0

)
мiстить матрицю

(
L∗j1+m+r

(
q1
r

)
0...0

)
, де m =

λ (v1) − λ (v2). Враховуючи рiвнiсть мiток σ1 = σ2, властивiсть мат-
риць та передматриць толерантностi ∀r ∈ {1, 2, ...,m}

(
L∗j2−r 0...0

)
мiстить(

L∗j1+m−r (qm−r) 0...0
)
. Тодi на основi (5.14) робимо висновок, що H1 ⊆ H2.

Теорему доведено.
На множинi дiйсних чисел R задамо функцiї g : R → Z2,

h : R → Z2 наступним чином:

g(x) =

{
1, якщо x ≥ 0,
0, якщо x < 0,

h(x) =

{
1, якщо x 6= 0,
0, якщо x = 0,

i на парi iнформацiйних векторiв (v1,v2) вiдповiдних p -множин H1 =
p (aA1) , H2 = p (aA2) визначимо функцiонали µ, ν: нехай λ (v1) ≥ λ (v2)
i m = λ (v1)− λ (v2), тодi

µ (v1,v2) =

λ(v2)∑
t=1

∣∣g (v1
m+t

) (
v1

m+t + 1
)
− g

(
v2

t

) (
v2

t + 1
)∣∣+

+
m∑

t=1

(
2n−λ(v2)−t − v1

m−t+1 − 1
)
,

ν (v1,v2) = h (n− λ (v1) + 1) 2n−λ(v1) +
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+

λ(v2)∑
t=1

(
min

{
v1

m+t, v
2
t

}
+ 1
)

+
m∑

t=1

(
v1

m−t+1 + 1
)
,

де |c| — модуль дiйсного числа c,
0∑

t=1
(...) = 0.

Теорема 5.4. Якщо p -множини H1 = p (aA1) , H2 =
= p (aA2) з вiдповiдними iнформацiйними векторами v1, v2 мають
однаковi мiтки σ1 = σ2, то функцiонал

µ∗ (v1,v2) =
ν (v1,v2)

µ (v1,v2) + ν (v1,v2)

задовольняє умову |H1 ∩H2| = |H1 ∪H2|µ∗ (v1,v2).

Доведення. Нехай λ (v1) ≥ λ (v2) i m = λ (v1) − λ (v2). З побудови
p -множин Hi (i = 1, 2) випливає:

(H1)
σ1

ξ1
= (Lj10 . . . 0)�

(
L∗j1
(
q1
0
)

0 . . . 0
)
� . . .� (5.15)

�
(
L∗j1+m−1

(
q1
m−1
)

0 . . . 0
)
�

(
n−j1
�

r=m

(
L∗j1+r

(
q1
j1+r

)
0 . . . 0

))
(H2)

σ2

ξ2
= (Lj10 . . . 0) �

(
L∗j10 . . . 0

)
� . . .�

�
(
L∗j2−1

(
q1
m−1
)

0 . . . 0
)

�

(
n−j2
�
r=0

(
L∗j2+r

(
q2
r

)
0...0

))
.

(5.16)

Позначимо через m
(
Lj 0...0︸︷︷︸

n−j

)
множину всiх рядкiв матрицi

толерантностi (Lj 0...0). Тодi з того, що ∀t ∈ {0, 1, 2, . . .
. . . , n− j2} q1

m+t ≤ q2
t або q1

m+t > q2
t i qi

t = vi
t+1 + 1 (i = 1, 2) маємо:∣∣g (v1

m+t+1
) (
v1

m+t+1 + 1
)
− g

(
v2

t+1
) (
v2

t+1 + 1
)∣∣ =

=
∣∣m (L∗j2+t

(
q2
t

)
0...0

)
\m
(
L∗j1+m+t

(
q1
m+t

)
0...0

)∣∣
або ∣∣g (v1

m+t+1
) (
v1

m+t+1 + 1
)
− g

(
v2

t+1
) (
v2

t+1 + 1
)∣∣ =

=
∣∣m (L∗j1+m+t

(
q1
m+t

)
0...0

)
\m
(
L∗j2+t

(
q2
t

)
0 . . . 0

)∣∣ .
Отже, ∣∣g (v1

m+t+1
) (
v1

m+t+1 + 1
)
− g

(
v2

t+1
) (
v2

t+1 + 1
)∣∣ =

=
∣∣m (L∗j1+m+t

(
q1
m+t

)
0...0

)
∆m

(
L∗j2+t

(
q2
t

)
0...0

)∣∣ , (5.17)
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де ∆ — симетрична рiзниця множин. З розкладу (5.15) випливає,
що q1

s < 2j1+s−1 (s = 0, 1, . . . ,m − 1), тобто ∀s ∈ {0, 1, . . .
. . . ,m− 1}

m
(
L∗j1+s

(
q1
s

)
0...0

)
⊂ m

(
L∗j1+s 0...0

)
i ∣∣m (L∗j1+s

(
q1
s

)
0...0

)
∆m

(
L∗j1+s 0...0

)∣∣ =

= 2j1+s−1 −
(
v1

s+1 + 1
)
.

(5.18)

На основi (5.15)-(5.18) i σ1 = σ2 можна стверджувати:

|H1∆H2| =
m∑

t=1

(
2n−λ(v2)−t − v1

m−t+1 − 1
)

+

+
λ(v2)∑
t=1

∣∣g (v1
m+t

) (
v1

m+t + 1
)
− g

(
v2

t

) (
v2

t + 1
)∣∣ =

= µ (v1,v2) .

(5.19)

Передматрицi толерантностi
(
L∗r (qr) 0...0︸︷︷︸

n−r

)
,
(
L∗s (qs) 0...0︸︷︷︸

n−s

)
задовольняють

умову
r 6= s⇒ m (L∗r (qr) 0...0) ∩m (L∗s (qs) 0...0) = ∅.

Тодi, враховуючи рiвнiсть σ1 = σ2, в силу (5.15) i (5.16) маємо:

|H1 ∩H2| = |m (Lj10...0)|+
m∑

t=1

∣∣m (L∗j1+m−t

(
q1
m−t

))
0...0

∣∣+

+
λ(v2)∑
t=1

∣∣m (L∗j1+m+t−1

(
q1
m+t−1

)
0 . . . 0

)
∩

∩m
(
L∗j2+t−1

(
q2
t−1
)

0 . . . 0
)∣∣ = h (j1) 2j1−1 +

m∑
t=1

(
v1

m−t+1 + 1
)

+

+

λ(v2)∑
t=1

(
min

{
v1

m+t, v
2
t

}
+ 1
)

= ν (v1,v2). (5.20)

З рiвностей (5.19), (5.20) безпосередньо випливає:

|H1 ∩H2| = |H1 ∪H2| ·
|H1 ∩H2|
|H1 ∪H2|

=

= |H1 ∪H2| ·
|H1 ∩H2|

|H1∆H2|+ |H1 ∩H2|
= |H1 ∪H2|µ∗ (v1,v2) .

Отже, теорему доведено.
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Визначимо функцiонал µ∗ на парi (v1,v2) iнформацiйних векторiв
p -множин H1, H2 з вiдповiдними мiтками σ1, σ2 наступним чином:

µ∗ (v1,v2) =
µ (v1,v2)

µ (v1,v2) + ν (v1,v2)
.

Неважко переконатися, що функцiонали µ∗, µ∗ мають наступнi властиво-
стi:

1) на будь-якiй парi iнформацiйних векторiв (v1,v2) p -множин H1, H2

µ∗ (v1,v2) , µ
∗ (v1,v2) ∈ [0; 1];

2) µ∗ (v1,v2) + µ∗ (v1,v2) = 1;

3) якщо σ1 = σ2 i µ∗ (v1,v2) = 1, то H1 = H2;

4) якщо σ1 = σ2 i µ∗ (v1,v2) = 0, то H1 ∩H2 = ∅.

Базуючись на властивостях 3, 4, функцiонал µ∗ природно називати мiрою
”подiбностi”; а µ∗ — мiрою ”вiдмiнностi” p -множин Hi (p-фрагментiв H ′

i =
ϕ (Hi)).

Слiд вiдзначити, що представлення p -фрагментiв двовимiрних бiнарних
зображень у просторi iнформацiйних векторiв є ефективним з точки зору
компресiї iнформацiї. Дiйсно, якщо H ′ — p -фрагмент двовимiрного бiнар-
ного зображення A′ рецепторного поля 2r × 2s (n = r + s) вiдносно точки
a ∈ Zn

2 i t — таке найменше невiд’ємне цiле число, що

Hσ
ξ = (Lj0 . . . 0) �

(
t

�
r=0

(
L∗j+r (qr) 0...0

))
,

то з нерiвностей 2j−1 > q0 ≥ q1 ≥ ... ≥ qt та з побудови iнформацiйного
вектора vH випливає, що коефiцiєнт компресiї κH p -фрагментаH ′ (у бiтах)
задовольняє умови:

1) якщо a ∈ A (A = ϕ (A′)), то κH ≥ 2n/ (j (t+ 1) +
+ 2 (n− j − t)) ;

2) якщо a /∈ A , то κH = 2n−1/ (n+ 1).

5.4. Представлення та розпiзнавання двовимiрних бiнарних
зображень у просторi iнформацiйних векторiв



161

Нехай A′ — довiльне нормалiзоване двовимiрне бiнарне зображення ре-
цепторного поля 2r×2s (n=r + s) i A=ϕ (A′) ⊂ Zn

2 ,
де ϕ — закон, за яким кожному рецептору, зайнятому зображенням A′,
однозначно ставиться у вiдповiднiсть вiдповiдний n-вимiрний бульовий век-
тор. Множину A за допомогою порогового оператора p можна однозна-
чно розкласти на p -пiдмножини Hi = aip (aiA) вiдносно точок розкладу
a1, a2, ..., at iз вiдповiдними мiтками σ1, σ2, ...., σt. Це означає, що зображен-
ня A′ вiдносно точок розкладу a1, a2, ..., at та мiток σ1, σ2, ...., σt однозначно
можна задати упорядкованою послiдовнiстю p -фрагментiв H ′

i = ϕ−1 (Hi),
тобто:

A′ → (H ′
1, H

′
2, ..., H

′
t) .

Згiдно з алгоритмом Fk кожнiй p -множинi Hi однозначно ста-
виться у вiдповiднiсть n + 1-вимiрний вектор wk

i =
(
ωik

1 ,

ωik
2 , ..., ω

ik
n ;ωik

0
)
, за яким формується iнформацiйний вектор vi p -фрагмента

H ′
i. Отже, бiнарне зображення A′ однозначно можна задати впорядкованою

послiдовнiстю iнформацiйних векторiв (v1,v2, ...,vt) i далi вiдображення

∆ : A′ → (v1,v2, ...,vt) (5.20)

будемо називати представленням бiнарного зображення A′ у просторi iн-
формацiйних векторiв вiдносно точок розкладу a1, a2, ..., at iз вiдповiдними
мiтками σ1, σ2, ...., σt.

Фрагменти H ′
i бiнарного зображення A′ можна розглядати як його ха-

рактернi ознаки, за якими можна вiдрiзнити A′ вiд iнших бiнарних зобра-
жень.

Нехай A′1, A′2 — нормалiзованi двовимiрнi зображення i

∆ : A′1 → ∆ (A′1) =
(
v1

1,v
1
2, ...,v

1
t

)
,

∆ : A′2 → ∆ (A′2) =
(
v2

1,v
2
2, ...,v

2
t

)
— їх представлення у просторi iнформацiйних векторiв вiдносно точок роз-
кладу a1, a2, ..., at ∈ A1 ∩ A2 з вiдповiдними мiтками σ1, σ2, ...., σt.

Будемо вважати, що представлення двох двовимiрних бiнарних зобра-
жень A′1, A′2 у просторi iнформацiйних векторiв вiдносно заданих точок i
мiток спiвпадають, якщо v1

i = v2
i , i =

= 1, 2, . . . , t.
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Друге означення iдентичностi двох двовимiрних бiнарних зображень
A′1, A

′
2 у просторi iнформацiйних векторiв вiдносно заданих точок i мiток

може бути таким:

∆ (A′1) = ∆ (A′2)
def⇔µ∗

(
v1

i ,v
2
i

)
= 1, i = 1, 2, ..., t.

Очевидно, що цi означення є еквiвалентними.
У просторi iнформацiйних векторiв двовимiрних бiнарних зображень ви-

значимо операцiю ≺ так:

∆ (A′1) ≺ ∆ (A′2)
def⇔
(
v1

1 ≺ v2
1
)

&
(
v1

2 ≺ v2
2
)

& ... &
(
v1

t ≺ v2
t

)
.

З теореми 5.3 безпосередньо випливає:

Теорема 5.5. Якщо точки a1, a2, ..., at ∈ A1 ∩ A2 утворюють повну
систему точок розкладу для двовимiрного бiнарного зображення A′1 з вiд-
повiдними мiтками σ1, σ2, ...., σt, то

∆ (A′1) ≺ ∆ (A′2) ⇒ A′1 є фрагментом A′2.

Теорема 5.6. Якщо точки a1, a2, ..., at ∈ A1 ∩ A2 утворюють пов-
ну систему точок розкладу для двовимiрного бiнарного зображення A′1 з
вiдповiдними мiтками σ1, σ2, ...., σt i ∆ (A′1) = ∆ (A′2), то:

1) A′1 = A′2, якщо точки a1, a2, ..., at утворюють повну систему точок
розкладу для двовимiрного бiнарного зображення A′2;

2) A′1 є фрагментом для A′2, якщо точки a1, a2, . . . , at не утворюють пов-
ну систему точок розкладу для двовимiрного бiнарного зображення A′2.
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5.4.1. Алгоритм розпiзнавання двовимiрних бiнарних зобра-
жень на основi властивостей функцiоналу µ∗

Використовуючи властивостi функцiоналу µ∗, можна побудувати насту-
пний алгоритм розпiзнавання двовимiрних зображень. Нехай A′1 . . . , A′r —
рiзнi нормалiзованi двовимiрнi еталоннi бiнарнi зображення i Ai = ϕ (A′i).
За теоремою 5.6 можна вказати такi точки розкладу a1, a2, ..., as для зобра-
жень A′1 . . . , A′r, що ∆ (A′i) 6= ∆

(
A′j
)
, якщо i 6= j. Кiлькiсть точок розкладу

s є параметром алгоритму i, як правило, вибирається так, щоб точнiсть
представлення будь-якого зображення A′j (j ∈ {1, 2, ..., r}) у просторi iн-
формацiйних векторiв задовольняла нерiвнiсть∣∣PAj

(Aj; a1, a2, ..., as)
∣∣

|Aj|
≥ δ,

де δ ∈ (0, 1] задає точнiсть представлення зображення Aj у просторi iн-
формацiйних векторiв.

Нехай точки a1, a2, ..., as такi, що задовольняють вищенаведенi умови.
Тодi алгоритм розпiзнавання двовимiрних бiнарних зображень можна за-
писати так:

Крок 1. Нормалiзуємо задане двовимiрне бiнарне зображення B′, вiд-
носно якого приймаємо рiшення про його належнiсть до одного з класiв
зображень, визначених еталонними зображеннями A′1, . . . , A′r i переходимо
до кроку 2.

Крок 2. Вiдносно заданих точок a1, a2, ..., as з вiдповiдними мiтка-
ми σ1, σ2, ...., σs знаходимо ∆

(
A′j
)

=
(
vj

1,v
j
2, ...,v

j
s

)
для кожного j ∈

{1, 2, ..., r}; ∆ (B′) = (u1,u2, ...,us) i переходимо до наступного кроку.
Крок 3. Побудуємо матрицю G = (gji), де gji = µ∗

(
vj

i , ui

)
(i = 1, ..., s; j = 1, ..., r) i визначимо пiдмножини J1, J2, ..., Js ⊂
⊂ J = {1, 2, ..., r} наступним чином:

Ji = {j ∈ J |gji = max {gti|t ∈ J}} , i = 1, 2, ..., s.

Пiсля цього формуємо матрицю G∗ =
(
g∗ji
)
, де g∗ji = 1, якщо j ∈ Ji i

g∗ji = 0, якщо j /∈ Ji. За кожним рядком j ∈ {1, 2, ..., r} матрицi G∗ зна-

ходимо величину gj =
s∑

i=1
g∗ji. Якщо gj0 = max {gj|j ∈ J} — єдиний макси-

мальний елемент множини {gj|j ∈ J} (gmax = gj0), то задане зображення
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B′ вiдносимо до класу, що задається еталонним зображенням A′j0, а в про-
тилежному випадку знаходимо J∗ = {j ∈ J |gj = gmax} i обчислюємо:

g∗j =
s∑

i=1

gjig
∗
ji, j ∈ J∗.

Якщо g∗max = max
{
g∗j |j ∈ J∗

}
— єдиний максимальний елемент цiєї мно-

жини i g∗max = gj∗0 , то зображення B′ вiдносимо до класу, що задається
еталонним зображенням A′j∗0 , а в протилежному випадку має мiсце одна з
наступних альтернатив: вiдносно зображення B′ рiшення не приймаємо i
алгоритм вважається закiнченим, або збiльшуємо кiлькiсть точок розкладу
на одну точку as+1, таким чином збiльшуємо точнiсть представлення ета-
лонних зображень A′1, . . . , A′r у просторi iнформацiйних векторiв, робимо
присвоєння s = s+ 1 i переходимо до кроку 2.

Зауваження 1. Якщо еталоннi зображення A′1, . . . , A
′
r з’являються з

вiдповiдними ймовiрностями p1, ..., pr, то крок 3 алгоритму можна моди-
фiкувати наступним чином: пiсля того, як знайдено g∗max, i цей елемент
не єдиний максимальний елемент множини

{
g∗j |j ∈ J∗

}
, обчислимо g∗ =

= max {pjg
∗
max|j ∈ {1, 2, ..., r}} i рiшення про належнiсть зображення B′ до

одного з класiв приймаємо вiдносно g∗ аналогiчно до того, як це робиться
в алгоритмi вiдносно g∗max.

Зауваження 2. При побудовi матрицi G∗ =
(
g∗ji
)

можна враховувати
мiру "подiбностi" ε (ε ∈ (0, 1]) p -фрагментiв зображень наступним чином:
g∗ji = 1, якщо gji ≥ ε; g∗ji = 0, якщо gji < ε. Якщо задана екзаменацiйна ви-
бiрка, то шляхом варiювання значень ε (проводиться навчання алгоритму
вiдносно ε) знаходимо таке значення ε∗, при якому мiнiмiзується похибка
на екзаменацiйнiй вибiрцi, i при знаходженнi елементiв g∗ji матрицi G∗ за ε
вибираємо ε∗.

Розглянемо алгоритм розпiзнавання двовимiрних бiнарних зображень
на наступному прикладi без їх нормалiзацiї.

Нехай A′1, A′2 — еталоннi двовимiрнi бiнарнi зображення:
0 1 0 1
0 0 1 1

0 0 * * *
0 1 *
1 0 *
1 1 *

0 1 0 1
0 0 1 1

0 0 * * *
0 1 * *
1 0 * * *
1 1 *
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Рис. 5.3. Зображення A′
1 Рис. 5.4. Зображення A′

2

i
A1 =

{
a1

1 = (0, 0, 0, 0) , a1
2 = (0, 1, 0, 0) , a1

3 = (1, 0, 0, 0) ,
a1

4 = (1, 1, 0, 0) , a1
5 = (0, 0, 0, 1) , a1

6 = (0, 0, 1, 0)
}
,

A2 =
{
a2

1 = (0, 0, 0, 0) , a2
2 = (0, 1, 0, 0) , a2

3 = (1, 0, 0, 0)
a2

4 = (1, 1, 0, 0) , a2
5 = (0, 0, 0, 1) , a2

6 = (0, 0, 1, 0) , a2
7 = (0, 1, 1, 0) ,

a2
8 = (1, 0, 1, 0) , a2

9 = (1, 0, 0, 1)
}
.

Точка

a1
1 = (0, 0, 0, 0) утворює повну систему точок розкладу зображення A′1 у

нейробазисi. Дiйсно,

p
(
a1

1A1
)σ1

ξ1
=



0000
1000
0100
1100
0010
0001

 = (L3 0) � (L∗3 (1) 0) �L∗4 (1) , (5.21)

де σ1 — тотожна пiдстановка.
Аналогiчно, точка a2

1 = (0, 0, 0, 0) задає повну систему точок розкладу
зображення A′2 у нейробазисi, оскiльки:

p
(
a2

1A2
)σ2

ξ2
=



0000
1000
0100
1100
0010
1010
0110
0001
1001


= (L3 0) � (L∗3 (3) 0) �L∗4 (2) , (5.22)

де σ2 — тотожна пiдстановка.
Згiдно з рiвностями (5.21), (5.22) маємо:

∆ (A′1) = v1
1; ∆ (A′2) = v2

1,

де v1
1 = (0, 0) ; v2

1 = (2, 1). Нехай B′
1, B

′
2 — двовимiрнi бiнарнi зображення:
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0 1 0 1
0 0 1 1

0 0 * * *
0 1 * *
1 0 * * *
1 1 * *

0 1 0 1
0 0 1 1

0 0 * * *
0 1 * * *
1 0 * * * *
1 1 * *

Рис. 5.5. Зображення B′
1 Рис. 5.6. Зображення B′

2

вiдносно яких треба приймати рiшення про їх належнiсть до одного з класiв
зображень, заданих еталонними зображеннями A′1, A′2.

Будуємо вiдповiднi множини B1, B2 для бiнарних зображень B′
1, B

′
2:

B1 = {(0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) , (1, 1, 0, 0) , (0, 0, 0, 1) ,
(0, 1, 0, 1) , (1, 1, 0, 1) , (0, 0, 1, 0) , (1, 0, 1, 0) , (1, 0, 1, 1)}
B2 = {(0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) , (1, 1, 0, 0) , (0, 0, 0, 1) ,
(0, 1, 0, 1) , (1, 0, 0, 1) , (0, 0, 1, 0) , (1, 0, 1, 0) , (0, 1, 1, 1) , (1, 0, 1, 1),
(1, 1, 1, 1)}

i знаходимо їх p -пiдмножини вiдносно точки a1 = a1
1 = a1

2 =
= (0, 0, 0, 0) з мiткою σ = σ1 = σ2:

p (a1B1)
σ
τ1

= (L3 0) � (L∗3 (2) 0) �L∗4 (1) , (5.23)

p (a1B2)
σ
τ2

= (L3 0) � (L∗3 (2) 0) �L∗4 (2) . (5.24)

На основi рiвностей (5.23), (5.24) знаходимо представлення ∆ (B′
1) ; ∆ (B′

2)
бiнарних зображень B′

1, B
′
2 у просторi iнформацiйних векторiв:

∆ (B′
1) = u1

1 = (1, 0) ; ∆ (B′
2) = u2

1 = (1, 1) .

Спочатку приймаємо рiшення вiдносно зображення B′
1. Для

цього будуємо матрицю G = (gji) (i = 1; j = 1, 2), де gji =

= µ∗
(
vj

i ,u
1
i

)
:

g11 = µ∗
(
v1

1,u
1
1
)

=
ν
(
v1

1,u
1
1
)

µ (v1
1,u

1
1) + ν (v1

1,u
1
1)

=
7

8
,

g21 = µ∗
(
v2

1,u
1
1
)

=
7

9
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i на її основi, згiдно з алгоритмом, формуємо G∗ =

(
1
0

)
. Знаходимо

суму елементiв у кожному рядку матрицi G∗ i визначаємо номер рядка
з максимальною сумою. Як бачимо, таким рядком є перший рядок, а це
означає, що зображення B′

1 вiдноситься до класу, що задається еталонним
зображенням A′1.

Аналогiчно будуємо матрицю G = (gji) для зображення B′
2(

gji = µ∗
(
vj

i ,u
2
i

))
, i = 1; j = 1, 2:

G =

( 3
4
8
9

)
⇒ G∗ =

(
0
1

)
.

Максимальна сума для елементiв матрицi G∗ досягається у другому ряд-
ку, а це означає, що зображення B′

2 вiдноситься до класу, що задається
еталонним зображенням A′2.

5.4.2. Ознаковi вiдношення толерантностi в задачах розпiзна-
вання двовимiрних бiнарних зображень

Нехай K1 =
{
A′11, A

′
12, . . . , A

′
1k1

}
, K2 =

{
A′21, A

′
22, . . . , A

′
2k2

}
,

. . . , Kt =
{
A′t1, A

′
t2, . . . , A

′
tkt

}
— навчальна вибiрка нормалiзованих

двовимiрних бiнарних зображень для класiв K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
t, якi можуть

перетинатися. Розглянемо наступну задачу: побудувати алгоритм, який
на основi навчальної вибiрки K1, K2, ..., Kt (Ki ⊂ K ′

i) довiльний об’єкт

B ∈
t⋃

i=1
K ′

i вiдносить до одного з класiв зображень K ′
i.

Для розв’язання цiєї задачi будемо використовувати представлення дво-
вимiрних бiнарних зображень у просторi iнформацiйних векторiв i власти-
востi функцiоналу µ∗.

Нехай ai
1, a

i
2, ..., a

i
ni

— такi точки розкладу бiнарних зобра-
жень A′i1, A

′
i2, . . . , A

′
iki

класу Ki, що для будь-якого j ∈
∈ {1, 2, ..., ki} точнiсть представлення зображення A′ij у просторi iн-
формацiйних векторiв не менша за число δ ∈ (0, 1], тобто:∣∣PAij

(
Aij; a

i
1
, ai

2
, ..., ai

ni

)∣∣
|Aij|

≥ δ,

де Aij = ϕ
(
A′ij
)
, i = 1, 2, ..., t. Вiдносно заданих точок

розкладу ai
1, a

i
2, ..., a

i
ni

з вiдповiдними параметрами σi
1, σ

i
2, . . .
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..., σi
ni

для кожного зображення A′i1, A
′
i2, . . . , A

′
iki

знаходимо
∆ (A′i1) ,∆ (A′i2) , . . . ,∆

(
A′iki

)
i будуємо матрицю:

∆ (Ki) =


∆ (A′i1)
∆ (A′i2)
. . . ,

∆
(
A′iki

)
 ,

яка задає представлення класу нормалiзованих бiнарних зображень Ki у
просторi iнформацiйних векторiв вiдносно точок ai

1, a
i
2, ..., a

i
ni

. Оскiльки
∆
(
A′ij
)

=
(
vj

i1,v
j
i2, ....,v

j
ini

)
, то ∆ (Ki) — прямокутна матриця, елементами

якої є iнформацiйнi вектори p -фрагментiв зображення A′ij, i в розгорнуто-
му виглядi вона матиме такий вигляд:

∆ (Ki) =


v1

i1,v
1
i2, ....,v

1
ini

v2
i1,v

2
i2, ....,v

2
ini

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

vki

i1,v
ki

i2, ....,v
ki

ini

 , i = 1, 2, . . . ., t.

Як бачимо, перший стовпчик матрицi ∆ (Ki) характеризує всi зобра-
ження A′ij класу Ki за першим p -фрагментом вiдносно точки розкладу
ai

1, другий стовпчик матрицi за другим p -фрагментом вiдносно то-
чки розкладу ai

2 i т.д. Таким чином, стовпчики матрицi ∆ (Ki) можна
вважати ознаками бiнарних зображень класу Ki. Позначимо перший
стовпчик матрицi ∆ (Ki) через vi1, другий стовпчик — через vi2,
. . . , останнiй стовпчик — через vini

i визначимо ознакове вiдноше-
ння толерантностi τvi1,vi2,...,vini

над множиною рядкiв матрицi ∆ (Ki)

наступним чином: два рядки ∆ (A′ir) =
(
vr

i1,v
r
i2, ....,v

r
ini

)
, ∆(A′is) =

=
(
vs

i1,v
s
i2, ....,v

s
ini

)
матрицi ∆ (Ki) будемо називати толерант-

ними вiдносно τvi1,vi2,...,vini
, якщо iснує такий номер j ∈

∈ {1, 2, ..., ni}, що µ∗
(
vr

ij,v
s
ij

)
≥ ε, де ε ∈ (0, 1] задає мiру "подiбно-

стi" p -фрагментiв зображень A′ir, A′is вiдносно точки розкладу ai
j.

Два зображення A′ir, A′is з класу Ki будемо називати толерантними вiд-
носно τvi1,vi2,...,vini

, якщо толерантнi їх представлення ∆ (A′ir) , ∆ (A′is) у
просторi iнформацiйних векторiв. Якщо зображення A′ir, A

′
is толерантнi

вiдносно τvi1,vi2,...,vini
, то позначаємо це так: A′irτvi1,vi2,...,vini

A′is, а в протиле-
жному випадку — A′ir не τvi1,vi2,...,vini

A′is. Ознакове вiдношення толерант-
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ностi τvij1
,vij2

,...,vijm
на класi зображеньKi будемо називати тупиковим, якщо

воно задовольняє наступнi умови:

1) всi зображення з Ki попарно толерантнi вiдносно τvij1
,vij2

,...,vijm
,

2) для будь-якої власної пiдмножини ознак
{
viz1

,viz2
, ....,vizp

}
⊂{

vij1
,vij2

, ....,vijm

}
знайдуться такi два зображення A′ir, A′is у класi Ki,

що A′ir не τviz1
,viz2

,....,vizp
A′is.

Нехай τvij1
,vij2

,....,vijm
— тупикове вiдношення толерантностi класу зо-

бражень Ki i A′ir, A′is — довiльнi зображення з цього класу. Зображення
A′ir, A′is будемо називати ε -толерантними за p -фрагментом Hj вiдносно
τvij1

,vij2
,....,vijm

, якщо:

1) j ∈ {j1, j2, ..., jm};
2) iнформацiйнi вектори vr

ij, vs
ij вiдповiдних p -пiдмножин

p (ajAir) , p (ajAis) задовольняють умову µ∗
(
vr

ij, vs
ij

)
≥ ε, де ε ∈ (0, 1]

задає мiру "подiбностi" p -фрагментiв.

Пiд толерантною мiрою двох зображень A′ir, A′is з точнiстю ε вiдносно
τvij1

,vij2
,....,vijm

будемо розумiти кiлькiсть p -фрагментiв цих зображень вiд-
носно ознак vij1

,vij2
, ....,vijm

за якими вони є ε -толерантними.
Надалi для спрощення позначення тупикового вiдношення толерант-

ностi τvij1
,vij2

,....,vijm
будемо використовувати просту нумерацiю τk i пiд

|τk| = m будемо розумiти кiлькiсть ознак вiдношення τk.

Алгоритм розпiзнавання бiнарних зображень

Крок 1. Нормалiзуємо всi бiнарнi зображення A′ij
(j = 1, 2, ..., ki) кожного класу Ki (i = 1, 2, ..., t) i зображення B′, вiд-
носно якого треба приймати рiшення.

Крок 2. Задаємо точнiсть представлення δ = δ0 бiнарних зображень у
просторi iнформацiйних векторiв.

Крок 3. Вiдносно δ знаходимо точки розкладу ai
1, a

i
2, ..., a

i
ni

зображень
для кожного класу Ki i їх представлення ∆ (Ki) (i = 1, 2, ..., t) у просторi
iнформацiйних векторiв.

Крок 4. Задаємо мiру "подiбностi" p -фрагментiв ε = ε0.
Крок 5. Для кожного класу Ki знаходимо усi тупиковi вiд-

ношення толерантностi, перенумеровуємо їх певним чином та
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утворюємо множину тупикових вiдношень толерантностi Ti =
=
{
τ i
1, τ

i
2, ..., τ

i
pi

}
класу Ki.

Крок 6. i = 1.
Крок 7. Знаходимо ∆ (B′) =

(
ui

1,u
i
2, ...,u

i
ni

)
вiдносно точок розкладу

ai
1, a

i
2, ..., a

i
ni

i побудуємо матрицю Ci =
(
cirs
)

наступним чином:

cirs =

{
qi
rs, якщо B′τ i

sA
′
ir,

0, якщо B′ не τ i
sA

′
ir,

де A′ir пробiгає всi елементи класу Ki, τ i
s пробiгає всi елементи множини

Ti (s = 1, 2, ..., pi), qi
rs — толерантна мiра зображень B′ i A′ir вiдносно τ i

s.
Визначаємо:

Fi =

ki∑
r=1

pi∑
s=1

cirs

ki

pi∑
s=1

|τ i
s|
,

де
∣∣τ i

s

∣∣ — кiлькiсть ознак тупикового вiдношення толерантностi τ i
s.

Крок 8. Якщо i < t, то i = i + 1 i переходимо до кроку 7, а в протиле-
жному випадку до кроку 9.

Крок 9. Знаходимо Fmax = max {Fi| i = 1, 2, ..., t} i I =
= {i ∈ {1, 2, ..., t} |Fi = Fmax}. Якщо Fmax ≥ η (η — порiг (якiсть)
розпiзнавання, η ∈ (0; 1]), то бiнарне зображення B′ вiдносимо до класiв
Ki, i ∈ I (за припущенням класи Ki, Kj (i 6= j) можуть перетинатися), а
в протилежному випадку рiшення про належнiсть B′ до одного з класiв
зображень Ki вiдносно параметрiв δ, ε i η не приймаємо i вважаємо
алгоритм закiнченим.

Зауваження. Як бачимо, точнiсть розпiзнавання алгоритму залежить
вiд трьох параметрiв δ, ε i η. Якщо задана екзаменацiйна вибiрка, то пiдби-
раємо значення δ, ε i η шляхом їх варiювання так, щоб мiнiмiзувати похиб-
ку на цiй вибiрцi. Цi оптимальнi значення параметрiв δ = δ∗, ε = ε∗, η = η∗

використовуємо в алгоритмi розпiзнавання.

5.4.3. Ознаковi вiдношення толерантностi в задачах розпiзна-
вання дискретних та неперервних сигналiв

Розглянемо наступну задачу розпiзнавання сигналiв: на основi вiдомої
навчальної вибiрки {S1, S2, ..., St} (Si — пiдмножина деякої реальної мно-
жини S ′i) треба побудувати алгоритм, який вiдносить довiльний об’єкт



171

a ∈
t⋃

i=1
S ′i до одного з класiв об’єктiв S ′k або до групи класiв S ′k1

, S ′k2
, . . . , S ′ks

у випадку, коли елементи навчальної вибiрки Si, Sj перетинаються при
i 6= j.

Нехай Zki
= {0, 1, ..., ki − 1} i E = Zk1

× Zk2
× ...× Zkn

i {S1, S2, . . . , St}
— навчальна вибiрка (Si ⊂ E) класiв об’єктiв {S ′1, S ′2, . . . , S ′t}.

Визначимо на множинi E вiдображення xi : E → Zki
за на-

ступним правилом: ∀a = (α1, α2, ..., αn) ∈ E xi : a → xi (a) =
= αi (i ∈ {1, 2, ..., n}) i xi (a) будемо називати i-ою ознакою елемента a.
При розв’язуваннi прикладних задач вiдображення xi : a → xi (a) має
конкретний змiст. Наприклад, у медичнiй дiагностицi воно може визначи-
ти присутнiсть (xi (a) = 1) або вiдсутнiсть (xi (a) = 0) певного симптому.
Той факт, що ознака xi (a) має певне змiстовне значення, є дуже важливим,
оскiльки в дiйсностi реальнi об’єкти замiнюються векторами з E, (кодуємо
їх), але не можна кодувати об’єкти довiльним чином, встановлюючи до-
вiльну взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж об’єктами та векторами з E,
тому що нам необхiдно зберегти ”подiбнiсть” та ”вiдмiннiсть” мiж реаль-
ними об’єктами. Наприклад, навчальна вибiрка, створена на базi реальних
об’єктiв, така, що до одного класу увiйшли всi об’єкти, у яких значення
певної ознаки xi (a) ≤ α, а в другий тi, у яких xi (a) > α. Зрозумiло, що
при довiльному кодуваннi об’єктiв, зазначену дуже важливу властивiсть
для розпiзнавання буде втрачено.

Визначимо на множинi E ознакове вiдношення толерант-
ностi τx1,x2,...,xn

так: вектори a = (α1, α2, ..., αn) i b = (β1,

β2, ..., βn) знаходяться у вiдношеннi τx1,x2,...,xn
, якщо iснує таке число

i ∈ {1, 2, . . . , n}, що xi (a) = xi (b).
Якщо a, b ∈ E толерантнi вiдносно τx1,x2,...,xn

, то позначаємо це так:
a τx1,x2,...,xn

b.
Ознакове вiдношення толерантностi τxi1

,xi2
,...,xim

на E будемо називати
тупиковим, якщо елементи з E попарно толерантнi вiдносно τxi1

,xi2
,...,xim

, i
для будь-якої власної пiдмножини {xj1, ..., xjr

} ⊂ {xi1, ..., xim} знайдуться
такi елементи a, b ∈ E, що a не τxj1

,xj2 ,...,xjr
b.

Пiд толерантною мiрою двох векторiв a, b ∈ E вiдносно τxi1
,xi2

,...,xim

будемо розумiти кiлькiсть ознак iз множини {xi1, xi2, ..., xim}, за якими ве-
ктори a i b спiвпадають.
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Алгоритм розпiзнавання дискретних сигналiв

Крок 1. Нехай {S1, S2, ..., St} — навчальна вибiрка класiв об’єктiв

{S ′1, S ′2, . . . , S ′t} i a ∈
t⋃

i=1
S ′i — елемент, вiдносно якого треба приймати рi-

шення про його належнiсть до одного з класiв S ′i, або до групи класiв
S ′i1, S

′
i2
, . . . , S ′ip, коли класи Si, Sj перетинаються при i 6= j. Знаходимо всi

тупиковi вiдношення толерантностi τ класу Si, певним чином їх перенуме-
ровуємо i утворюємо множину Ti =

{
τ i
1, τ

i
2, ..., τ

i
pi

}
(i = 1, 2, ..., t).

Крок 2. i = 1.
Крок 3. Побудуємо матрицю Ci =

(
cirs
)

так:

cirs =

{
qi
rs, якщо aτ i

sbr,

0, якщо a не τ i
sbr,

де br пробiгає всi елементи класу Si, τ i
s пробiгає всi елементи множини Ti,

а qi
rs — толерантна мiра векторiв a i br вiдносно τ i

s.
Визначимо:

Fi =

ni∑
r=1

pi∑
s=1

cirs

ki

pi∑
s=1

|τ i
s|
,

де ni — кiлькiсть елементiв класу Si,
∣∣τ i

s

∣∣ — кiлькiсть ознак тупикового
вiдношення толерантностi τ i

s.
Крок 4. Якщо i < t, то i = i + 1, i переходимо до кроку 3, а в протиле-

жному випадку до кроку 5.
Крок 5. Знаходимо Fmax = max {Fi| i = 12, ..., t} i I =

= {i ∈ {1, 2, ..., t} |Fi = Fmax}. Якщо Fmax ≥ η (η — порiг розпiзнавання,
η ∈ (0; 1]), то об’єкт з кодом a вiдносимо до класiв S ′i, i ∈ I, а в про-
тилежному випадку рiшення про даний об’єкт не приймаємо i вважаємо
алгоритм закiнченим.

Результат роботи алгоритму, як бачимо, залежить вiд параметра η.
Якщо нам задана екзаменацiйна вибiрка, то шляхом варiювання значен-
ня η знаходимо таке значення η = η∗, при якому мiнiмiзується похибка на
цiй вибiрцi.

Зауваження. Отриманi вище результати можуть бути узагальненi на
той випадок, коли деякi ознаки xi на множинi E є неперервними, тобто при
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побудовi множини замiсть Zki
береться iнтервал (ci, di). У такому випадку

iнтервал (ci, di) розбивається на ki iнтервалiв δ1, δ2, ..., δki
так, щоб зберегти

важливi властивостi ознаки xi, що використовуються при кодуваннi об’єк-
тiв. У даному випадку вiдношення толерантностi τx1,x2,...,xn

векторiв a, b ∈
E визначаємо так:

1) якщо xi — дискретна ознака (xi : E → Zki
), то вектори a, b ∈ E толе-

рантнi за xi, якщо xi (a) = xi (b);
2) якщо xi — неперервна ознака (xi : E → (ci, di)), то вектори a, b ∈ E

толерантнi за xi, якщо ∃j ∈ {1, 2, ..., ki}, що xi (a) , xi (b) ∈ δj.

5.5. Обробка багатовимiрних та багатоградацiйних зображень у
нейробазисi

У даному пiдроздiлi покажемо можливiсть узагальнення методiв пред-
ставлення та розпiзнавання бiнарних двовимiрних зображень, розроблених
у попереднiх пiдроздiлах, на випадок багатовимiрних та багатоградацiйних
зображень. Для того, щоб використовувати методи попереднiх пiдроздiлiв
для багатовимiрних дискретних зображень A′, ми повиннi їх закодувати
множиною бульових векторiв A, або упорядкованою множиною бульових
векторiв (A1, A2, ..., As).

Розглянемо спочатку випадок, коли A′ — тривимiрне бiнарне зображе-
ння.

Нехай Pn (A′) (n ≥ 3) — n-вимiрний куб, що мiстить n-вимiрне бiнарне
зображення A′. Зафiксуємо одну з його вершин i через l1, l2, ..., ln позначи-
мо ребра, якi виходять iз цiєї вершини. Кожне ребро рiвномiрно подiлимо
точками ai

0, a
i
1, . . . , a

i
k, де k = 2m−1. Пiд рецепторним полем у n-вимiрному

векторному просторi будемо розумiти сукупнiсть точок iз координатами(
a1

t1
, a2

t2
, ..., an

tn

)
(tr = 0, 1, ..., k; r = 1, 2, ..., n). Кожнiй точцi ai

j однозначно
ставимо у вiдповiднiстьm-вимiрний бульовий вектор ai

j =
(
αi

j1
, αi

j2
, ..., αi

jm

)
,

де
(
αi

j1
, αi

j2
, ..., αi

jm

)
— двiйковий код числа j, тобто j = αi

j1
2m−1 +αi

j2
2m−2 +

+ . . . + αi
jm

. Отже, кожна точка рецепторного поля одно-
значно задається r = nm -вимiрним бульовим вектором(
α1

j1
, α1

j2
, ..., α1

jm
, α2

j1
, α2

j2
, ..., α2

jm
, ..., αn

j1
, αn

j2
, ..., αn

jm

)
. Якщо через A по-

значимо множину точок рецепторного поля, якi зайнятi зображенням A′,
то очевидно, що A ⊂ Zr

2 i до зображення A′ можна застосувати методи,
якi наведенi у попереднiх пiдроздiлах.
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Нехай P2 (A′) — квадрат, що мiстить двовимiрне багатоградацiйне зо-
браження A′. Зафiксуємо одну iз вершин квадрата i через l1, l2 вiдповiдно
позначимо сторони квадрата, якi виходять iз цiєї вершини. Кожну сторону
li (i = 1, 2) квадрата рiвномiрно розбиваємо точками ai

0, a
i
1, ..., a

i
k, де k =

= 2m − 1. Тодi рецепторне поле задається упорядкованою парою то-
чок

(
a1

j1
, a2

j2

)
(ji = 0, 1, ..., k; i = 1, 2). Аналогiчно до вищенаведеного, ко-

жнiй точцi ai
j однозначно ставиться у вiдповiднiсть m-вимiрний бульо-

вий вектор, ai
j =

(
αi

j1
, αi

j2
, ..., αi

jm

)
i таким чином точки рецепторно-

го поля однозначно будуть закодованi елементами з Zr
2 (r = 2m). Якщо

через A позначити точки рецепторного поля, якi зайнятi зображенням
A′, то багатоградацiйне зображення A′ однозначно задається множиною
{(f (a) , a) |a ∈ A, f (a) ∈ {1, 2, ..., 2s − 1}}, де f(a) — iнтенсивнiсть зобра-
ження в точцi a. Знаходимо двiйковий код величини f(a): f (a) →
(α1 (a) , α2 (a) , ..., αs (a))

(
f (a) = α1 (a) 2s−1 + α2 (a) 2s−2 + ...+ αs (a)

)
i

утворюємо наступну систему бiнарних множин: A1 = {a ∈ A|α1 (a) 6= 0} ,
A2 = {a ∈ A|α2 (a) 6= 0} , ...., As = {a ∈ A|αs (a) 6= 0}, якi є ко-
дами вiдповiдних бiнарних зображень A′1, A′2, . . . , A′s. Таким чином двови-
мiрному багатоградацiйному зображенню A′ однозначно ставиться у вiд-
повiднiсть упорядкована система (A′1, A

′
2, . . . , A

′
s) бiнарних зображень. Для

кожного бiнарного зображення A′i можна використовувати методи пред-
ставлення та розпiзнавання попереднiх пiдроздiлiв, у тому числi до бага-
тоградацiйного зображення A′.

Якщо A′ є n-вимiрним багатоградацiйним зображенням, то як було
зазначено вище, для n-вимiрних бiнарних зображень вводиться понят-
тя рецепторного поля, i зображення A′ задаємо упорядкованою системою
(A′1, A

′
2, . . . , A

′
s) бiнарних зображень, якi обробляються методами, наведе-

ними у попереднiх пiдроздiлах.
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