
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ

ДВНЗ "Ужгородський нацiональний унiверситет"

Фiзичний факультет

Кафедра теоретичної фiзики

В.В. Рубiш

КРАТНI, КРИВОЛIНIЙНI
ТА ПОВЕРХНЕВI IНТЕГРАЛИ.

ЇХ ОБЧИСЛЕННЯ ТА ЗАСТОСУВАННЯ

Методичнi вказiвки з вищої математики

УЖГОРОД–2015



Рубiш В.В. Методичнi вказiвки з вищої математики: Кратнi, криволiнiйнi

та поверхневi iнтеграли. Їх обчислення та застосування – Ужгород: ДВНЗ

УжНУ, 2015. – 42 с.

Рецензенти: Гайсак М.I. – доктор фiзико-математичних наук, професор,

Карбованець М.I. – кандидат фiзико-математичних наук, доцент.

Автори: кандидат фiзико-математичних наук, доцент Рубiш Василь Васи-

льович

Затверджено i рекомендовано на засiданнi кафедри теоретичної фiзики

УжНУ 24 травня 2011 року, протокол № 5.

Схвалено на засiданнi науково-методичної ради фiзичного факультету УжНУ

чч ммммммм 2010 року, протокол №Х.

Конспект лекцiй мiстить короткi вiдомостi з лiнiйної та векторної алгебри,

аналiтичної геометрiї, вступу до математичного аналiзу та диференцiального

числення.



ЗМIСТ

1. КРАТНI IНТЕГРАЛИ 5

1.1. Подвiйнi iнтеграли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1. Означення подвiйного iнтеграла та умови його iснування 5

1.1.2. Властивостi подвiйних iнтегралiв . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.3. Обчислення подвiйного iнтеграла . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.4. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi. Подвiйний iн-

теграл у полярних координатах . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1.5. Застосування подвiйного iнтеграла до розв’язання за-

дач геометрiї i механiки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.2. Потрiйнi iнтеграли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.2.1. Поняття i умови iснування потрiйного iнтеграла. Його

геометричний та механiчний змiст . . . . . . . . . . . . . 33

1.2.2. Властивостi потрiйних iнтегралiв . . . . . . . . . . . . . . 35

1.2.3. Обчислення потрiйного iнтеграла в декартових коорди-

натах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.2.4. Замiна змiнної в потрiйному iнтегралi . . . . . . . . . . . 40

РЕКОМЕНДОВАНА ЛIТЕРАТУРА . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42

3



ПЕРЕДМОВА

Конспект лекцiй мiстить короткi теоретичнi вiдомостi з традицiйних роз-

дiлiв вищої математики (лiнiйної та векторної алгебри, аналiтичної геоме-

трiї, вступу до математичного аналiзу та диференцiального числення функцiї

однiєї змiнної), передбачених типовою навчальною програмою Мiнiстерства

освiти i науки України для студентiв економiчних спецiальностей вищих на-

вчальних закладiв освiти.

Конспект лекцiй може бути використаний в якостi довiдкового матерiалу

з вищої математики студентами як очної, так i заочної форми навчання.
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1. КРАТНI IНТЕГРАЛИ

1.1. Подвiйнi iнтеграли

1.1.1. Означення подвiйного iнтеграла та умови його iснування

Нехай в обмеженiй i замкненiй областi D на координатнiй площинi Oxy
задано неперервну функцiю z = f(x, y). Розiб’ємо область D довiльним чи-
ном на n частин D1D2, . . . , Dn, якi не мають спiльних внутрiшнiх точок i
площi яких вiдповiдно рiвнi △S1, △S2, . . . ,△Sn. Дiаметром d(Di) областi
Di (i = 1, . . . , n) назвемо довжину найбiльшої з хорд, що з’єднує довiльнi
двi точки її межi. Позначимо через λ найбiльший з дiаметрiв областей Di:
λ = max

16i6n
d(Di).

У кожнiй з областей Di (усерединi чи на

Рис. 1.1. Розбиття областi iнте-
грування D на частини Di

її межi) виберемо довiльну точку Pi(ξi, ηi)
(див. рис. 1.1) i помножимо значення фун-
кцiї z = f(P ) = f(ξ, η) в точцi Pi на △Si:
f(Pi)△Si = f(ξi, ηi)△Si. Далi iз всiх таких
добуткiв складемо суму:

n∑
i=1

f(Pi)△Si =
n∑
i=1

f(ξi, ηi)△Si, (1.1)

яка називається iнтегральною сумою
для функцiї z = f(x, y) в областi D.

Означення 1.1. Якщо iнтегральна сума (1.1) при λ → 0 має скiнченну
границю, яка не залежить нi вiд способу розбиття областi D на частини
Di, нi вiд вибору точок Pi в них, то ця границя називається подвiйним
iнтегралом вiд функцiї f(x, y) по областi D i позначається:∫∫

D

f(x, y) dS = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi)△Si, (1.2)

де f(x, y) називається пiдiнтегральною функцiєю, D – областю iнте-
грування, а dS – диференцiалом площi.

У прямокутнiй системi координат диференцiал площi dS дорiвнює: dS =
dxdy; тодi подвiйний iнтеграл можна записати у виглядi∫∫

D

f(x, y) dS =

∫∫
D

f(x, y) dxdy.
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Теорема 1.1 (про iснування подвiйного iнтеграла). Якщо функцiя f(x, y)
неперервна в обмеженiй замкненiй областi D, то iснує подвiйний iнтеграл∫∫
D

f(x, y) dS, тобто iснує границя (1.2) iнтегральної суми (1.1), яка не

залежить нi вiд розбиття областi D на частини Di, нi вiд вибору точок
Pi в них.

Геометричний змiст подвiйного iнтеграла. Подiбно до того, як зви-
чайний iнтеграл вiд невiд’ємної функцiї однiєї змiнної f(x) визначає площу
фiгури, обмеженої зверху її графiком, так подвiйний iнтеграл вiд невiд’ємної
функцiї f(x, y) > 0 по областi D дорiвнює об’єму цилiндричного тiла, обме-
женого зверху поверхнею z = f(x, y), знизу – замкненою обмеженою областю
D площини Oxy, з бокiв – цилiндричною поверхнею, напрямна якої збiгається
з межею областi D, а твiрнi паралельнi осi Oz:

V =

∫∫
D

f(x, y) dxdy. (1.3)

Якщо у формулi (1.3) покласти f(x, y) ≡ 1, ∀(x, y) ∈ D, то одержимо
формулу для обчислення площi S замкнутої i обмеженої областi D:

S =

∫∫
D

dxdy. (1.4)

1.1.2. Властивостi подвiйних iнтегралiв

Сформулюємо основнi властивостi подвiйних iнтегралiв.

1. Сталий множник можна виносити за знак подвiйного iнтеграла:∫∫
D

C f(x, y) dxdy = C

∫∫
D

f(x, y) dxdy, C = const. (1.5)

2. Якщо в областi D функцiї f(x, y), g(x, y) iнтегровнi, то iнтегровними є
i функцiї f(x, y)± g(x, y), причому∫∫
D

(f(x, y)± g(x, y)) dxdy =

∫∫
D

f(x, y) dxdy±
∫∫
D

g(x, y) dxdy. (1.6)

3. Якщо для iнтегровних в D функцiй виконується нерiвнiсть f(x, y) 6
g(x, y), то ∫∫

D

f(x, y) dxdy 6
∫∫
D

g(x, y) dxdy. (1.7)
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4. Якщо f(x, y) iнтегровна в D, то iнтегровною є i |f(x, y)|, причому∣∣∣∣∣∣
∫∫
D

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ 6
∫∫
D

|f(x, y)| dxdy. (1.8)

5. (Адитивнiсть подвiйного iнтеграла.) Якщо область D, в якiй задана
функцiя f(x, y), подiлена на двi пiдобластi D1, D2, що не мають спiль-
них внутрiшнiх точок, то з iнтегровностi функцiї f(x, y) у всiй областi
випливає її iнтегрованiсть у пiдобластях, i навпаки – з iнтегровностi
функцiй у пiдобластях D1, D2 випливає iнтегровнiсть у D. Тодi∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D1

f(x, y) dxdy +

∫∫
D2

f(x, y) dxdy. (1.9)

Ця властивiсть справедлива для довiльного скiнченого числа областей,
що складають область D i не мають спiльний внутрiшнiх точок.

6. (Оцiнка подвiйного iнтеграла.) Нехай m i M – найменше i найбiльше
значення функцiї f(x, y) в областi D, S – площа цiєї областi. Тодi

mS 6
∫∫
D

f(x, y) dxdy 6M S. (1.10)

Теорема 1.2 (про середнє значення функцiї). Якщо функцiя f(x, y) непе-
рервна в замкненiй обмеженiй областi D, яка має площу S, то в цiй обла-
стi iснує точка P (x0, y0), що∫∫

D

f(x, y) dxdy = f(P )S.

Величину

f(P ) =
1

S

∫∫
D

f(x, y) dxdy (1.11)

називають середнiй значенням функцiї f(x, y) в областi D.

1.1.3. Обчислення подвiйного iнтеграла

При обчисленнi подвiйного iнтеграла спочатку треба з’ясувати в напрямку
якої координатної осi область D є правильною.

Означення 1.2. Область D називається правильною в напрямi осi Oy
(осi Ox), якщо довiльна пряма, яка проходить через внутрiшню точку обла-
стi D паралельно осi Oy (осi Ox), перетинає межу областi не бiльше, нiж
у двох точках.

7



Розглянемо типовi випадки.
1. Область iнтегрування D обмежена злiва i справа прямими x = a i

x = b (a < b), а з знизу i зверху неперервними кривими y = φ1(x) i y =
φ2(x) (φ1(x) 6 φ2(x)), кожна з яких перетинається з прямою x = X = const
(a < X < b) лише один раз. Визначена таким чином область D є правильною
вздовж осiOy (див. рис. 1.2 а), коротко будемо її позначати так:D = {φ1(x) 6
y 6 φ2(x), a 6 x 6 b}. Тодi подвiйний iнтеграл обчислюється за формулою

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy. (1.12)

Праву частину формули (1.12) називають повторним iнтегралом вiд фун-
кцiї f(x, y) по областi D. Iнтеграл за змiнною y називають внутрiшнiм, а
за змiнною x – зовнiшнiм.

а б

Рис. 1.2. а) Область D правильна в напрямку осi Oy; б) область D правильна
в напрямку осi Ox. M1 – точка входу, M2 – точка виходу з областi

Для обчислення повторного iнтеграла потрiбно спочатку обчислити ви-

значений iнтеграл
φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy, вважаючи x сталою. Нижньою межею iнте-

грування є ордината точки входу M1: yвх = φ1(x), а верхньою межею iнте-
грування є ордината точки виходу M2: yвих = φ2(x), якi вiдповiдають даному
фiксованому значенню x. Результат обчислення цього iнтеграла буде функцi-
єю тiльки вiд x. Iнтегруючи тепер цю функцiю в межах вiд a до b, одержимо
значення подвiйного iнтеграла.

2. Якщо область D визначена нерiвностями c 6 y 6 d, ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y)
(визначена таким чином область є правильною вздовж осiOx (див. рис. 1.2 б),
позначатимемо її D = {ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y), c 6 y 6 d}), причому кожна iз
неперервних кривих x = ψ1(y) i x = ψ2(y) перетинаються з горизонталлю
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y = Y = const (c < Y < d) тiльки в однiй точцi, то

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx, (1.13)

де при обчисленнi iнтегралу
ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx величину y вважають сталою.

Зауваження 1. Якщо область D не є правильною нi в напрямку Ox, нi в
напрямку Oy, то її розбивають на кiлька правильних областей D1, D2, . . . Dn,
обчислюють подвiйнi iнтеграли по кожнiй з цих областей або за формулою
(1.12) або (1.13), а потiм на основi властивостi адитивностi подвiйного iнте-
грала пiдсумовують результати.

Зауваження 2. Якщо область iнтегрування D є правильною як в на-
прямку осi Oy, так i Ox, то подвiйний iнтеграл можна обчислювати як за
формулою (1.12), так i за формулою (1.12). Результат буде однаковим.

Зауваження 3. Якщо область D – прямокутник iз сторонами, паралель-
ними координатним осям, обмежений прямими x = a, x = b, y = c, y = d
(див. рис. 1.3 а), то

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y) dx, (1.14)

крiм того, якщо пiдiнтегральна функцiя має вигляд f(x, y) = f1(x) · f2(y), то
подвiйний iнтеграл може бути зведений до вигляду

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f1(x) · f2(y) dy =

b∫
a

f1(x) dx

d∫
c

f2(y) dy. (1.15)

Зауваження 4. Пiд час обчислення подвiйного iнтеграла (1.12) може
статися так, що хоча б одна з функцiй y = φ1(x), y = φ2(x) не може бути
задана одним аналiтичним виразом на усьому iнтервалi x ∈ [a, b]. (Кажуть,
що область не є простою в напрямку осi Oy). Нехай, наприклад,

φ1(x) =

 g1(x), x ∈ [a, c],

g2(x), x ∈ [c, b],

де g1(x), g2(x) – iнтегровнi на вiдповiдних вiдрiзках функцiї; c – точка спря-
ження (див. рис. 1.3 б). Тодi прямою x = c, що проходить через точку спря-
ження, область D може бути подiлена на двi простi в напрямку Oy пiдо-
бластi D1 та D2, причому D1 = {g1(x) 6 y 6 φ2(x), a 6 x 6 c}, а
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а б

Рис. 1.3. а) Область iнтегрування – прямокутник; б) – область, що не є про-
стою в напрямку Oy

D2 = {g2(x) 6 y 6 φ2(x), c 6 x 6 b}. Тодi згiдно з властивiстю адитив-
ностi подвiйного iнтеграла матимемо∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D1

f(x, y) dxdy +

∫∫
D2

f(x, y) dxdy =

=

c∫
a

dx

φ2(x)∫
g1(x)

f(x, y) dy +

b∫
c

dx

φ2(x)∫
g2(x)

f(x, y) dy. (1.16)

Алгоритм знаходження подвiйного iнтеграла.

1. Зображуємо кривi, що обмежують область D, та заштрихуємо її.

2. Аналiзуємо вигляд областi D та вибираємо оптимальну послiдовнiсть
iнтегрування. Якщо область D проста у напрямку осi Oy, то внутрiшнiй
iнтеграл беремо за змiнною y, а зовнiшнiй – за x, i навпаки – якщо
область D проста у напрямку осi Ox, то внутрiшнє iнтегрування слiд
виконувати за змiнною x, а зовнiшнє – за y. Якщо область iнтегрування
не є простою в жодному напрямку, то її дiлять на декiлька простих в
одному напрямку пiдобластей.

3. Встановлюємо межi iнтегрування: спочатку для зовнiшнього iнтеграла,
потiм – для внутрiшнього. Якщо зовнiшнє iнтегрування виконується за
змiнною x (див. рис. 1.2 а), то область проектують на вiсь Ox, отриму-
ючи деякий вiдрiзок [a, b], кiнцi якого a та b є вiдповiдно нижньою та
верхньою межами зовнiшнього iнтеграла (межi зовнiшнього iнтеграла
завжди сталi). Для знаходження меж внутрiшнього iнтеграла за змiн-
ною y визначаємо y = φ1(x) та y = φ2(x) з рiвняння лiнiй, що обме-
жують область знизу та зверху. Аналогiчно знаходимо iнтеграл, якщо
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зовнiшнє iнтегрування здiйснюється за змiнною y (область проста в на-
прямку Ox, рис. 1.2 б). Тодi область проектуємо на вiсь Oy i одержуємо
межi зовнiшнього iнтеграла; щоб знайти межi внутрiшнього iнтеграла
за змiнною x виражають x = ψ1(y) та x = ψ1(y) з рiвняння лiнiй, що
обмежують область D лiворуч i праворуч.

4. Знаходимо повторний iнтеграл. Спочатку обчислюємо внутрiшнiй iн-
теграл за формулою Ньютона–Лейбнiца (змiнну зовнiшнього iнтеграла
вважаємо сталою), а далi одержаний вираз iнтегруємо за зовнiшньою
змiнною.

Приклад 1.1. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

(x2 + y2) dxdy, якщо обла-

стю iнтегрування D є трикутник, обмежений прямими y = 0, x = 2,
y =

x

2
(див. рис. 1.4).

Розв’язок

Рис. 1.4

Якщо для обчислення подвiйного iнтеграла скористатися формулою (1.12),
то тут yвх = φ1(x) = 0, yвих = φ2(x) =

x

2

(
оскiльки точка входу лежить

на осi Ox, а точка виходу – на прямiй y =
x

2

)
; a = 0, b = 2.

Тому, застосовуючи формулу (1.12), маємо

∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

2∫
0

dx

x
2∫

0

(x2 + y2) dy.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо x сталою:
x
2∫

0

(x2 + y2) dy =

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣x2
0

= x2 · x
2
+

1

3

(x
2

)3

=
13

24
x3.

11



Вiдповiдно,

∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

2∫
0

13

24
x3dx =

13

24
· x

4

4

∣∣∣∣2
0

=
13

6
.

Використаємо тепер для обчислення подвiйного iнтеграла
∫∫
D

(x2 +

y2)dxdy формулу (1.13). Враховуючи, що в цьому випадку xвх = ψ1(y) = 2y,
xвих = ψ2(y) = 2 (оскiльки точка входу лежить на прямiй y =

x

2
або

x = 2y, а точка виходу на прямiй x = 2), c = 0, d = 1 (d – це ордината
точки перетину прямих y =

x

2
, x = 2, див. рис. 1.4), одержимо

∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

1∫
0

dx

2∫
2y

(x2 + y2) dx.

Так як

2∫
2y

(x2 + y2) dx =

(
x3

3
+ y2x

)∣∣∣∣2
2y

=

(
8

3
+ 2y2

)
−

(
8y3

3
+ 2y3

)
=

=
8

3
+ 2y2 − 14

3
y3,

то∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

1∫
0

(
8

3
+ 2y2 − 14

3
y3
)
dy =

(
8y

3
+

2y3

3
− 7y4

6

)∣∣∣∣1
0

=
13

6
.

Якщо взяти до уваги геометричний змiст подвiйного iнтеграла, то∫∫
D

(x2 + y2)dxdy дає об’єм V цилiндричного тiла, обмеженого зверху ча-

стиною параболоїда обертання z = x2 + y2, яка проектується на площину
Oxy в трикутник D.

Приклад 1.2. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

xy dxdy, якщо область iн-

тегрування D обмежена вiссю Ox i верхнiм пiвкругом (x−2)2+y2 = 1 (див.
рис. 1.5).

Розв’язок

Запишемо рiвняння лiнiй, якi обмежують область iнтегрування: y = 0 –
рiвняння осi Ox, а y =

√
1− (x− 2)2 – рiвняння верхньої частини круга

12



Рис. 1.5

(з центром в точцi (2, 0) i радiусом 1). Хоча область D є правильною в
напрямку обох координатних осей, але в даному випадку зручнiше вважати
її правильною вздовж осi Oy (D = {0 6 y 6

√
1− (x− 2)2, 1 6 x 6 3}).

Тому для обчислення подвiйного iнтеграла скористаємось формулою (1.12),
де yвх = φ1(x) = 0, yвих = φ2(x) =

√
1− (x− 2)2, a = 1, b = 3. Тодi

∫∫
D

xy dxdy =

3∫
1

dx

√
1−(x−2)2∫
0

xy dy.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо x сталою:
√

1−(x−2)2∫
0

xy dy = x
y2

2

∣∣∣∣
√

1−(x−2)2

0

=
x(1− (x− 2)2)

2
=

−x3 + 4x2 − 3x

2
.

Вiдповiдно,∫∫
D

xy dxdy =
1

2

3∫
1

(−x3 + 4x2 − 3x)dx =
1

2

(
−x

4

4
+

4x3

3
− 3x2

2

)∣∣∣∣3
1

=
4

3
.

Приклад 1.3. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

(x+y) dxdy, якщо область

iнтегрування D обмежена лiнiями x = 0, y =
√
x, y = 2− x2 (рис. 1.6).

Розв’язок.

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область D:

x = 0,

y =
√
x = 0,

 ⇒ O(0, 0),
x = 0,

y = 2− x2 = 2,

 ⇒ B(0, 2),

y =
√
x,

y = 2− x2,

 ⇒ 2− x2 −
√
x = 0 ⇒ x = 1, y = 1 ⇒ A(1, 1).
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Рис. 1.6

Для обчислення подвiйного iнтеграла застосуємо формулу (1.12). Тут
yвх = φ1(x) =

√
x, yвих = φ2(x) = 2− x2, a = 0, b = 1. Тому∫∫

D

(x+ y) dxdy =

1∫
0

dx

2−x2∫
√
x

(x+ y) dy.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо x сталою:
2−x2∫
√
x

(x+ y) dy = x · y

∣∣∣∣∣
2−x2

√
x

+
y2

2

∣∣∣∣2−x2√
x

= 2 +
3

2
x− x3/2 − 2x2 − x3 +

1

2
x4.

Отже, ∫∫
D

(x+ y) dxdy =

1∫
0

(
2 +

3

2
x− x3/2 − 2x2 − x3 +

1

2
x4
)
dx =

=

(
2x+

3x2

4
− 2x5/2

5
− 2x3

3
− x4

4
+
x5

10

)∣∣∣∣1
0

=

= 2 +
3

4
− 2

5
− 2

3
− 1

4
+

1

10
=

23

15
.

Якщо при обчисленнi подвiйного iнтеграла
∫∫
D

(x+ y) dxdy скористатися

формулою (1.13), то доведеться область iнтегрування D розбити на двi
частини D1 i D2 (див. рис. 1.6), оскiльки лiнiя OAB, на якiй розташованi
точки виходу на окремих дiлянках, задається рiзними рiвняннями (див.
зауваження 4). Згiдно властивостi адитивностi подвiйного iнтеграла∫∫

D

(x+ y) dxdy =

∫∫
D1

(x+ y) dxdy +

∫∫
D2

(x+ y) dxdy.
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Застосовуємо формулу (1.13) до кожного з iнтегралiв, що стоять в правiй
частинi останньої рiвностi:∫∫

D1

(x+ y) dxdy =

1∫
0

dy

y2∫
0

(x+ y) dx,

тому що, xвх = ψ1(y) = 0, xвих = ψ2(y) = y2, c = 0, d = 1. Обчислимо
внутрiшнiй iнтеграл, пам’ятаючи, що y – стала:

y2∫
0

(x+ y) dx =

(
x2

2
+ y x

)∣∣∣∣y2
0

=
y4

4
+ y3.

Тодi ∫∫
D1

(x+ y) dxdy =

1∫
0

(
y4

4
+ y3

)
dy =

(
y5

10
+
y4

4

)∣∣∣∣1
0

=
7

20
.

Аналогiчно знаходимо∫∫
D2

(x + y) dxdy =

2∫
1

dy

√
2−y∫
0

(x + y) dx, тому що, xвх = 0, xвих =
√
2− y,

c = 1, d = 2.
√
2−y∫
0

(x+ y) dx =

(
x2

2
+ y x

)∣∣∣∣
√
2−y

0

=
2− y

2
+ y

√
2− y.

Вiдповiдно∫∫
D2

(x+ y) dxdy =

2∫
1

(
1− y

2
+ y

√
2− y

)
dy =

(
y − y2

4

)∣∣∣∣2
1

+

2∫
1

y
√
2− y dy =

=
1

4
+

2∫
1

y
√

2− y dy =

∣∣∣∣∣∣
√
2− y = t, dy = −2t dt,

y = 1 ⇒ t = 1, y = 2 ⇒ t = 0

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

4
+ 2

1∫
0

(
2− t2

)
t2dt =

1

4
+ 2

(
2t3

3
− t5

5

)∣∣∣∣1
0

=
71

60
.

Таким чином, остаточно,∫∫
D

(x+ y) dxdy =
7

20
+

71

60
=

23

15
.
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Цей приклад демонструє, що для знаходження подвiйного iнтеграла∫∫
D

(x2 + y2) dxdy в даному конкретному випадку зручнiше застосовувати

формулу (1.12). Цю обставину слiд мати на увазi при обчисленнi подвiйних
iнтегралiв i використовувати ту з формул (1.12) чи (1.13), застосування
якої приводить до менш громiздких обчислень.

Приклад 1.4. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

(3x + 2xy) dxdy, якщо

область iнтегрування D обмежена лiнiями y = 0, y = x2, y =
1

2
(3 − x)

(рис. 1.7).

Розв’язок.

Рис. 1.7

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область D:

y = x2,

y = 1
2(3− x),

 ⇒ x2 +
1

2
x− 3

2
= 0 ⇒

x1 = 1, y1 = 1;

x2 = −3
2 , y2 =

9
4 ;

 ⇒ A(1, 1),

y = 0,

y = x2,

 ⇒ O(0, 0),
y = 0,

y = 1
2(3− x),

 ⇒ 3− x = 0 ⇒ B(3, 0).

Як видно з рис. 1.7, якщо область iнтегрування D вважати правиль-
ною вздовж осi Oy, то точки виходу будуть лежати на лiнiї OAB, яка на
промiжку [0, 1] задається рiвнянням y = x2, а на промiжку [1, 3] – рiвнян-

ням y =
1

2
(3−x). Тодi область D доведеться розбивати на частини D1 та

D2, що є нерацiональним. В даному випадку область iнтегрування вигiднiше
розглядати правильною вздовж Ox: D = {√y 6 x 6 3−2y, 0 6 y 6 1}. Тодi
для обчислення подвiйного iнтеграла

∫∫
D

(3x+2xy) dxdy застосуємо формулу

(1.13) ∫∫
D

(3x+ 2xy) dxdy =

1∫
0

dy

3−2y∫
√
y

(3 + 2y)x dx.
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Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, пам’ятаючи, що y – стала:

3−2y∫
√
y

(3 + 2y)x dx = (3 + 2y)
x2

2

∣∣∣∣3−2y

√
y

=
1

2

(
8y3 − 14y2 − 21y + 27

)
.

Остаточно

∫∫
D

(3x+ 2xy) dxdy =
1

2

1∫
0

(
8y3 − 14y2 − 21y + 27

)
dy =

=
1

2

(
2y4 − 14y3

3
− 21y2

2
+ 27y

)∣∣∣∣1
0

=
83

12
.

Приклад 1.5. Знайти середнє значення функцiї f(x, y) = 12 − 2x − 3y в
областi D, яка обмежена прямими 12− 2x− 3y = 0, x = 0, y = 0.

Розв’язок.

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область D (див. рис. 1.8):

x = 0,

12− 3y = 0,

 ⇒ A(0, 4),
y = 0,

12− 2x = 0,

 ⇒ B(6, 0).

Рис. 1.8

Середнє значення функцiї f(x, y) в областi D будемо шукати за форму-
лою (1.11), де S – площа цiєї областi (див. (1.4)). Вважатимемо що область
D правильна у напрямку осi Oy. Тодi точка входу буде лежати на прямiй

y = 0, точка виходу на прямiй y = 4 − 2

3
x, а область iнтегрування буде

визначена наступним чином: D = {0 6 y 6 4− 2
3x, 0 6 x 6 6}.
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Для обчислення подвiйного iнтеграла, що фiгурує в (1.4) застосуємо фор-
мулу (1.12). Тодi

S =

∫∫
D

dxdy =

6∫
0

dx

4−2
3x∫

0

dy =

6∫
0

(
4− 2

3
x

)
dx =

(
4x− x2

3

)∣∣∣∣6
0

= 12.

Пiдставивши одержане значення площi S в (1.11) переходимо до знахо-
дження середнього значення функцiї f(P ):

f(P ) =
1

S

∫∫
D

(12− 2x− 3y)dxdy =
1

12

6∫
0

dx

4−2
3x∫

0

(12− 2x− 3y)dy.

Обчислюємо внутрiшнiй iнтеграл

4− 2
3x∫

0

(12− 2x− 3y)dy =

(
(12− 2x)y − 3y2

2

)∣∣∣∣4− 2
3x

0

= 4

(
6− 2x+

x2

6

)

i остаточно знаходимо

f(P ) =
4

12

6∫
0

(
6− 2x+

x2

6

)
dx =

1

3

(
6x− x2 +

1

6

x3

3

)∣∣∣∣6
0

= 4.

1.1.4. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi. Подвiйний iнтеграл

у полярних координатах

Одним iз методiв спрощення обчислення подвiйного iнтеграла є метод
замiни змiнних у подвiйному iнтегралi.

Нехай функцiя f(x, y) неперервна в деякiй замкненiй i обмеженiй областi
D, тодi iснує iнтеграл

I =

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Припустимо, що за допомогою формул

x = x(u, v), y = y(u, v) (1.17)

ми переходимо в подвiйному iнтегралi I до нових змiнних u та v. Вважати-
мемо, що з формул (1.17) однозначно можна визначити u та v:

u = u(x, y), v = v(x, y). (1.18)
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Нехай множина всiх точок M ∗(u, v) утворює обмежену замкнену область
D∗. За допомогою формул (1.18) кожнiй точцi M(x, y) iз областi D ставиться
у вiдповiднiсть деяка точка M∗(u, v) iз областi D∗. Формули (1.17) називають
формулами перетворення координат, а формули (1.18) – формулами
оберненого перетворення.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.3. Якщо перетворення (1.18) переводить замкнену обмежену
область D в замкнену обмежену область D∗ i є взаємно однозначним, i
якщо функцiї (1.17) мають в областi D∗ неперервнi частиннi похiднi пер-
шого порядку i вiдмiнний вiд нуля визначник

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ , (1.19)

а функцiя f(x, y) неперервна в областi D, то справедлива наступна формула
замiни змiнних:

I =

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D∗

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv. (1.20)

Функцiональний визначник (1.19) називається визначником Якобi або
якобiаном. Таким чином, виконуючи замiну змiнних в iнтегралi I за фор-
мулами (1.17), ми маємо елемент площi dxdy в координатах x, y замiнити
елементом площi |J(u, v)| dudv в координатах u, v i стару область iнтегрува-
ння D замiнити вiдповiдною їй областю D∗.

Приклад 1.6. Обчислити iнтеграл
∫∫
D

x

y
dxdy, якщо область D обмежена

лiнiями xy = a2, xy = 2a2, y = x, y = 2x (x > 0, y > 0) (див. рис. 1.9 а).

Розв’язок.

Безпосереднє обчислення цього iнтеграла надто громiздке, тому що як
в напрямку осi Ox так i в напрямку осi Oy область D потрiбно спочатку
розбити на три областi, а потiм обчислювати три подвiйних iнтеграли.
Тому перейдемо до нових змiнних u i v за формулами u =

y

x
, v = xy. Тодi

x =

√
v

u
, y =

√
uv;

∂x

∂u
= −1

2

√
vu−

3
2 ,

∂x

∂v
=

1

2
√
uv

;

∂y

∂u
=

1

2

√
v

u
,

∂y

∂v
=

1

2

√
u

v
.
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а б

Рис. 1.9

Обчислюємо якобiан переходу

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣ −
1
2

√
vu−

3
2

1
2
√
uv

1
2

√
v
u

1
2

√
u
v

∣∣∣∣∣∣ = − 1

2u
, |J(u, v)| = 1

2u
.

Рiвняння лiнiй набувають вигляду: v = a2, v = 2a2, u = 1, u = 2. Область
D площини Oxy перетворюється в прямокутник D∗ площини O∗uv (рис.
1.9 б). Застосовуючи формулу (1.20), дiстанемо

∫∫
D

x

y
dxdy =

1

2

∫∫
D∗

1

u2
dudv =

1

2

2∫
1

du

u2

2a2∫
a2

dv =
a2

2

2∫
1

du

u2
= −a

2

2

1

u

∣∣∣∣2
1

=
a2

4
.

Розглянемо замiну декартових координат x, y полярними ρ, φ за вiдомими
формулами

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ (0 6 ρ < +∞, 0 6 φ 6 2π).

Оскiльки

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣∣∣ = ρ, |J(u, v)| = ρ, (1.21)

то формула (1.20) набуває вигляду∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D∗

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ. (1.22)

де область D задана в декартовiй системi координат Oxy, а D∗ – вiдповiдна
їй область в полярнiй системi координат. Вираз ρ dρdφ є елементом площi
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в полярних координатах. Формула (1.22) виражає правило замiни змiнних у
подвiйному iнтегралi при переходi до полярних координат. (В подальшому
для спрощення запису позначення D будемо вживати, як для областi заданiй
в декартовiй системi координат, так i для областi заданiй в полярнiй системi
координат.)

Для обчислення подвiйного iнтегра-

Рис. 1.10. Область iнтегрування
D у полярних координатах

ла
∫∫
D

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ застосовують
теж саме правило зведення до повторного
iнтеграла, що i у випадку змiнних x i y.
Нехай область D обмежена двома променя-
ми, що виходять з полюса пiд кутами α i β,
та двома кривими, рiвняння яких у поляр-
них координатах мають вигляд: ρ = ρ1(φ) i
ρ = ρ2(φ). Проведемо з полюса промiнь пiд
кутом φ (α < φ < β). Цей промiнь перети-
нає кривi ρ = ρ1(φ) i ρ = ρ2(φ) вiдповiдно
в точках C1 i C2 (рис. 1.10). Точка C1 є то-
чкою входу, а точка C2 – точкою виходу.
Для цiєї областi iнтегрування D = {ρ1(φ) 6 ρ 6 ρ2(φ), α 6 φ 6 β} подвiй-
ний iнтеграл обчислюють за формулою:

∫∫
D

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ =

β∫
α

dφ

ρвих=ρ2(φ)∫
ρвх=ρ1(φ)

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ. (1.23)

Внутрiшнiй iнтеграл
ρ2(φ)∫
ρ1(φ)

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ береться (при постiйному

φ) в межах вiд полярного радiуса точки входу (ρвх = ρ1(φ)) до полярного ра-
дiуса точки виходу (ρвих = ρ2(φ)). Результат цього iнтегрування буде деякою
функцiєю вiд змiнної φ, яку потрiбно проiнтегрувати в межах вiд α до β.

Якщо полюс належить межi областi iнтегрування D (як зображено на
рис. 1.11 а), то для неї полярний радiус входу рiвний нулю: ρвх = 0 i, вiдпо-
вiдно,

∫∫
D

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ =

β∫
α

dφ

ρ(φ)∫
0

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ. (1.24)

Якщо ж область D охоплює початок координат i обмежена кривою ρ =
ρ(φ) (рис. 1.11 б), то маємо

∫∫
D

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ =

2π∫
0

dφ

ρ(φ)∫
0

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ. (1.25)
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а б

Рис. 1.11

Зокрема, якщо межа областi D – коло радiуса R з центром в початку коор-
динат (ρ(φ) = R), то

∫∫
D

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρdφ =

2π∫
0

dφ

R∫
0

f(ρ cosφ, ρ sinφ)ρ dρ. (1.26)

Зауваження 1. Оскiльки сума x2 + y2 у полярних координатах має про-
стий вигляд: x2 + y2 = ρ2 cos2 φ + ρ2 sin2 φ = ρ2, то формулу (1.22) доцiльно
застосовувати тодi, коли пiдiнтегральна функцiя або рiвняння межi областi
D мiстить цю суму.

Приклад 1.7. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy, де

область D є колом радiусом 2 з центром в початку координат.

Розв’язок.

Перейдемо в полярну систему координат. Застосовуючи формулу (1.22),
одержимо∫∫

D

√
4− x2 − y2 dxdy =

∫∫
D

√
4− (ρ cosφ)2 − (ρ sinφ)2 ρ dρdφ

=

∫∫
D

√
4− ρ2 ρ dρdφ.

Застосовуючи до цього iнтеграла формулу (1.26), знайдемо

∫∫
D

√
4− ρ2 ρ dρdφ =

2π∫
0

dφ

2∫
0

√
4− ρ2ρ dρ.
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Обчислення внутрiшнього iнтеграла дає:

2∫
0

√
4− ρ2 ρdρ = −1

2

2∫
0

√
4− ρ2 d(4− ρ2) = − (4− ρ2)

3
2

3

∣∣∣∣∣
2

0

=
8

3
,

тому

∫∫
D

√
4− ρ2 ρ dρdφ =

2π∫
0

8

3
dφ =

16

3
π.

Отже, ∫∫
D

√
4− x2 − y2 dxdy =

16

3
π.

Приклад 1.8. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫∫
D

arctg
y

x
dxdy, де область

D – частина кiльця: x2 + y2 > 1, x2 + y2 6 9, y > x√
3
, y 6 x

√
3 (рис. 1.12).

Розв’язок.

Рис. 1.12

Перейдемо в подвiйному iнтегралi до полярних координат (див. (1.22),
(1.23))∫∫

D

arctg
y

x
dxdy =

∫∫
D

arctg(tg)φρdρdφ =

∫∫
D

φρ dρdφ =

∫
φdφ

∫
ρ dρ.
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Для встановлення меж iнтегрування у повторному iнтегралi запишемо
рiвняння меж областi в полярнiй системi координат:

x2 + y2 = 1 ⇒ ρ2 = 1, ρ = 1;

x2 + y2 = 9 ⇒ ρ2 = 9, ρ = 3;

y =
x√
3

⇒ y

x
=

1√
3

⇒ tgφ =
1√
3
, φ =

π

6
;

y = x
√
3 ⇒ y

x
=

√
3 ⇒ tgφ =

√
3, φ =

π

3
.

Таким чином

∫∫
D

φρ dρdφ =

π
3∫

π
6

φdφ

3∫
1

ρ dρ =

π
3∫

π
6

φ
ρ2

2

∣∣∣∣3
1

dφ = 4

π
3∫

π
6

φdφ =

=4 · φ
2

2

∣∣∣∣π3
π
6

= 2

(
π2

9
− π2

36

)
=
π2

6
.

Отже, ∫∫
D

arctg
y

x
dxdy =

π2

6
.

1.1.5. Застосування подвiйного iнтеграла до розв’язання задач гео-

метрiї i механiки

В таблицi 1.1 перераховано основнi застосування подвiйного iнтеграла. Всi
пояснення приведено у виносках до таблицi.

Табл. 1.1. Визначення деяких величин через подвiйний iнтеграл

Назва величини
Формула для обчислення

у прямокутних координатах у полярних координатах

Площа плоскої

фiгури1
S =

∫∫
D

dxdy S =
∫∫
D

ρdρdφ

продовження на наступнiй сторiнцi

1В площинi Oxy задана фiгура, що має форму обмеженої замкненої областi D.
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(продовження таблицi 1.1)

Назва величини
Формула для обчислення

у прямокутних координатах у полярних координатах

Об’єм цилiн-

дричного тiла2
V =

∫∫
D

f(x, y) dxdy S =
∫∫
D

f(ρ, φ) ρdρdφ

Площа поверх-

нi3
Q =

∫∫
D

√
1 + f ′2x (x, y) + f ′2y (x, y) dxdy

Маса плоскої

фiгури 4
m =

∫∫
D

γ(x, y) dxdy m =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρdρdφ

Статичнi

моменти

плоскої фiгури,

вiдносно осей

координат

Mx =
∫∫
D

γ(x, y)y dxdy Mx =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρ2 sinφdρdφ

My =
∫∫
D

γ(x, y)x dxdy My =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρ2 cosφdρdφ

Моменти

iнерцiї плоскої

фiгури,

вiдносно осей

координат i

початку

координат

Ix =
∫∫
D

γ(x, y)y2 dxdy Ix =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρ3 sin2 φdρdφ

Iy =
∫∫
D

γ(x, y)x2 dxdy Iy =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρ3 cos2 φdρdφ

I0 =
∫∫
D

γ(x, y)(x2 + y2) dxdy I0 =
∫∫
D

γ(ρ, φ) ρ3dρdφ

продовження на наступнiй сторiнцi

2Цилiндричне тiло знизу обмежене областю D площини Oxy, зверху – поверхнею z = f(x, y), а його

твiрнi паралельнi осi Oz, функцiя f(x, y) неперервна та невiд’ємна в областi D.
3Поверхня σ задана рiвнянням z = f(x, y) i проектується на площину Oxy в область D, а функцiї

f(x, y), f ′x(x, y), f ′y(x, y) неперервнi в цiй областi.
4На площинi Oxy маємо матерiальну фiгуру, яка має форму обмеженої замкненої областi D, в кожнiй

точцi якої густина визначається неперервною функцiєю γ = γ(x, y).
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(продовження таблицi 1.1)

Назва величини
Формула для обчислення

у прямокутних координатах у полярних координатах

Координати

центра ваги

плоскої фiгури

xc =
My

m

yc =
Mx

m

Приклад 1.9. Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями y =
√
x, y = 2

√
x

i x = 4.

Розв’язок.

Побудуємо фiгуру, обмежену даними лiнiями, тобто область D (рис. 1.13).

Її площу обчислимо за формулою

Рис. 1.13

S =

∫∫
D

dxdy.

Переходячи до повторного iнтеграла й об-
числюючи його, одержимо:

S =

∫∫
D

dxdy =

4∫
0

dx

3
√
x∫

√
x

dy =

=

4∫
0

y

∣∣∣∣∣
3
√
x

√
x

dx =

4∫
0

(
3
√
x−

√
x
)
dx =

=2

4∫
0

√
x dx =

4x
3
2

3

∣∣∣∣∣
4

0

=
4

3
4

3
2 =

32

3
.

Приклад 1.10. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої кардiоїдою ρ =
a(1 + cosφ) (рис. 1.14).

Розв’язок.

В даному випадку площу фiгури обмеженої кардiоїдою зручно обчислю-
вати у полярних координатах за формулою

S =

∫∫
D

ρdρdφ.
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Враховуючи симетрiю кардiоїди, область iнтегрування D буде мати ви-
гляд: D = {0 6 ρ 6 a(1 + cosφ), 0 6 φ 6 π}.

Переходячи до повторного iнтеграла й об-

Рис. 1.14

числюючи його, одержимо:

S =

∫∫
D

ρdρdφ = 2

π∫
0

dφ

a(1+cosφ)∫
0

ρdρ =

=2

π∫
0

ρ2

2

∣∣∣∣a(1+cosφ)

0

dφ = a2
π∫

0

(1 + cosφ)2 dφ =

=a2
π∫

0

(
1 + 2 cosφ+

1 + cos 2φ

2

)
dφ =

=a2
(
3φ

2
+ 2 sinφ+

1

4
sin 2φ

)∣∣∣∣π
0

=
3π

2
a2.

Приклад 1.11. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої лемнiскатою
Бернуллi ρ = a

√
cos 2φ (1.15).

Розв’язок.
Оскiльки полярний радiус ρ може набувати лише дiйсних значень, то cos 2φ
у рiвняннi лемнiскати не може бути вiд’ємним, тобто cos 2φ > 0. Це
означає, що кут 2φ повинен мiститися або в першiй, або четвертiй чвер-
тi. Оскiльки крива симетрична вiдносно полюса (див. 1.15), то доста-
тньо побудувати її лише в першiй чвертi, тодi кут 2φ задовольняє умовi
0 6 2φ 6 π

2 . Тобто кут φ змiнюється вiд φ = 0 до φ = π/4.
Площу фiгури обмеженої лем-

Рис. 1.15

нiскатою обчислюємо за форму-
лою

S =

∫∫
D

ρdρdφ.

Переходячи до повторного iнте-
грала i враховуючи симетрiю фi-
гури вiдносно осей координат,
одержимо:

S = 4

π
4∫

0

dφ

a
√
cos 2φ∫
0

ρdρ =

= 4

π
4∫

0

ρ2

2

∣∣∣∣a
√
cos 2φ

0

dφ = 2a2

π
4∫

0

cos 2φdφ = a2sin 2φ
∣∣∣π4
0
= a2(1− 0) = a2.
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Приклад 1.12. Знайти площу фiгури обмеженої колом ρ = 4 sinφ та лем-
нiскатою Бернуллi ρ = 2

√
2
√
cos 2φ (див. рис. 1.16).

Розв’язок.

З системи рiвнянь
ρ = 4 sinφ,

ρ = 2
√
2
√
cos 2φ


знаходимо точки перетину кола та лемнiскати: A

(
2,
π

6

)
, B

(
2,

5π

6

)
.

Враховуючи симетрiю фiгури

Рис. 1.16

(див. рис. 1.16), її площу обчислю-
ємо за формулою

S = 2

∫∫
D1

ρdρdφ+

∫∫
D2

ρdρdφ

 ,

D1 =
{
2
√
2
√
cos 2φ 6 ρ 6

4 sinφ,
π

6
6 φ 6 π

4

}
, D2 =

{
0 6

ρ 6 4 sinφ,
π

4
6 φ 6 π

2

}
. Пере-

ходячи до повторного iнтеграла,
одержимо:

S =2


π
4∫

π
6

dφ

4 sinφ∫
2
√
2
√
cos 2φ

ρdρ+

π
2∫

π
4

dφ

4 sinφ∫
0

ρdρ

 =

π
4∫

π
6

(
16 sin2 φ− 8 cos 2φ

)
dφ+

+

π
2∫

π
4

16 sin2 φdφ = 8

π
4∫

π
6

(1− 2 cos 2φ) dφ+ 8

π
2∫

π
4

(1− cos 2φ) dφ =

=8


π
2∫

π
6

dφ−

π
4∫

π
6

cos 2φdφ−

π
2∫

π
6

cos 2φdφ

 =
8π

3
+ 4

√
3− 4.

При обчисленнi iнтегралiв, що мiстять sin2 φ застосовувалася формула по-
ниження степення

sin2 φ =
1− cos 2φ

2
.

28



Приклад 1.13. Знайти об’єм тiла, вирiзаного iз кулi радiуса R прямим
круговим цилiндром дiаметра R, твiрнi якого проходять через центр кулi.

Розв’язок.

Помiстимо початок координат в

Рис. 1.17

центр кулi (див. рис. 1.17), спрямувавши
вiсь Oz вздовж твiрної цилiндра, а вiсь
Ox – вздовж дiаметра основи цилiндра.
Внаслiдок симетрiї тiла вiдносно коор-
динатних площин Oxy i Oxz достатньо
знайти об’єм частини тiла, що знахо-
диться в першому октантi, i одержаний
результат почетверити (рис. 1.18 а).
Вiдповiдно,

V = 4

∫∫
D

z dxdy,

де z – аплiката точок сфери, а D – пiвколо

x2 + y2 = Rx в площинi Oxy радiуса
R

2
з

центром в точцi
(
R

2
, 0

)
(рис. 1.18 б).

а б

Рис. 1.18

Оскiльки рiвняння сфери радiуса R з центром у початку координат має
вигляд x2 + y2 + z2 = R2, то в першому октантi z =

√
R2 − x2 − y2 i,
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вiдповiдно,

V = 4

∫∫
D

√
R2 − x2 − y2 dxdy.

Переходячи до полярних координат, одержимо

V = 4

∫∫
D

√
R2 − x2 − y2 dxdy = 4

∫∫
D

√
R2 − ρ2ρ dρdφ.

Враховуючи, що ρвх = 0, ρвих = R cosφ, α = 0, β =
π

2
(див. рис. 1.18 б), за

допомогою формули (1.24) одержимо

V = 4

∫∫
D

√
R2 − ρ2ρ dρdφ = 4

π
2∫

0

dφ

R cosφ∫
0

√
R2 − ρ2ρ dρ.

Оскiльки

R cosφ∫
0

√
R2 − ρ2ρ dρ =− 1

2

R cosφ∫
0

√
R2 − ρ2 d

(
R2 − ρ2

)
= −

(
R2 − ρ2

) 3
2

3

∣∣∣∣∣
R cosφ

0

=

=−
(
R2 −R2 cos2 φ

) 3
2

3
+
R3

3
=
R3

3

(
1− sin3 φ

)
,

то

4

π
2∫

0

R3

3

(
1− sin3 φ

)
dφ =

4

3
R3

π

2
−

π
2∫

0

sin3 dφ

 =

=

∣∣∣∣∣∣∣
t = cosφ,

dt = − sinφdφ,
⇒

π
2∫

0

sin3 dφ =

1∫
0

(
1− t2

)
dt =

2

3

∣∣∣∣∣∣∣ =
=
4

3
R3

(
π

2
− 2

3

)
.

Отже, шуканий об’єм

V =
4

3
R3

(
π

2
− 2

3

)
.

Приклад 1.14. Обчислити площу частини параболоїда обертання z = x2+
y2, яка вирiзана цилiндром x2 + y2 = 4 (рис. 1.19).

Розв’язок.
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Застосуємо формулу

Q =

∫∫
D

√
1 + f ′2x (x, y) + f ′2y (x, y) dxdy.

Тут f(x, y) = x2 + y2; f ′x = 2x, f ′y = 2y, тодi
√

1 + f ′2x + f ′2y =√
1 + 4(x2 + y2). Отже,

Рис. 1.19

Q =

∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2) dxdy,

де D – коло радiуса 2 з центром в поча-
тку координат (див. рис. 1.19). Обчислен-
ня iнтеграла проводимо у полярних коор-
динатах:

Q =

∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2) dxdy =

=

∫∫
D

√
1 + 4ρ2 ρ dρdφ =

=

2π∫
0

dφ

2∫
0

√
1 + 4ρ2 ρ dρ.

Внутрiшнiй iнтеграл дає

2∫
0

√
1 + 4ρ2 ρdρ =

1

8

2∫
0

√
1 + 4ρ2 d

(
1 + 4ρ2

)
=

1

12

(
1 + 4ρ2

) 3
2

∣∣∣∣2
0

=

=
1

12

(
17
√
17− 1

)
.

Таким чином, шукана площа рiвна

Q =
1

12

2π∫
0

(
17
√
17− 1

)
dφ =

π

6

(
17
√
17− 1

)
.

Приклад 1.15. Знайти координати центра ваги однорiдної пластини,
обмеженої параболою y = 4− x2 та вiссю Ox (рис. 1.20)
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Розв’язок.

Координати центра ваги фiгури знайдемо за формулами xc =
My

m
, yc =

Mx

m
. Для цього обчислимо статичнi моменти Mx, My:

Рис. 1.20

Mx =

∫∫
D

y dxdy =

2∫
−2

dx

4−x2∫
0

y dy =

=
1

2

2∫
−2

(
4− x2

)2
dx =

=
1

2

2∫
−2

(
16− 8x2 + x4

)
dx =

256

15
,

My =

∫∫
D

x dxdy =

2∫
−2

x dx

4−x2∫
0

dy =

=

2∫
−2

(
4− x2

)
x dx = −1

2

2∫
−2

(
4− x2

)
d
(
4− x2

)
= −

(
4− x2

)2
4

∣∣∣∣∣
2

−2

= 0,

i визначимо площу фiгури S:

S =

∫∫
D

dxdy =

2∫
−2

dx

4−x2∫
0

dy =

2∫
−2

(
4− x2

)
dx =

32

3
.

Вiдповiдно абсциса xc центра ваги

xc =
My

S
=

0
32
3

= 0

(цей результат можна було б одержати без обчислень, оскiльки фiгура
симетрична вiдносно осi Oy), а ордината yc рiвна

yc =
Mx

S
=

256
15
32
3

=
8

5
.

Отже, координати центра ваги такi: xc = 0, yc =
8

5
.
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Приклад 1.16. Знайти моменти iнерцiї Ix, Iy вiдносно координатних осей
та момент iнерцiї I0 вiдносно початку координат однорiдної пластини з
прикладу 1.15, вважаючи, що густина γ(x, y) = 1.

Розв’язок.

Момент iнерцiї вiдносно осi Ox обчислюємо за формулою (див. табл. 1.1)

Ix =

∫∫
D

γ y2 dxdy =

∫∫
D

y2 dxdy =

2∫
−2

dx

4−x2∫
0

y2 dy =
1

3

2∫
−2

(4− x2)3dx =

=
2

3

2∫
0

(
64− 48x2 + 12x4 − x6

)
dx =

4096

105
.

Аналогiчно знаходимо момент iнерцiї вiдносно осi Oy

Iy =

∫∫
D

γ x2 dxdy =

∫∫
D

x2 dxdy =

2∫
−2

dx

4−x2∫
0

x2 dy =

2∫
−2

x2(4− x2) dx =
128

15
.

Момент iнерцiї вiдносно початку координат можна розглядати як суму
моментiв Ix та Iy:

I0 =

∫∫
D

γ(x2 + y2) dxdy = Ix + Iy.

Тодi
I0 =

4096

105
+

128

15
=

1664

35
≈ 47, 5.

1.2. Потрiйнi iнтеграли

1.2.1. Поняття i умови iснування потрiйного iнтеграла. Його геоме-

тричний та механiчний змiст

В основi визначення подвiйного iнтеграла лежало поняття площi плоскої
фiгури. Подiбним чином при побудовi загального означення потрiйного iнте-
грала основну роль вiдiграє поняття об’єму тiла.

Нехай довiльна функцiя u = f(x, y, z) визначена i обмежена в замкненiй
обмеженiй областi G = R3. Розiб’ємо область G довiльним чином сiткою по-
верхонь на n частин Gi, якi не мають спiльних внутрiшнiх точок, i об’єми
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яких дорiвнюють △Vi, i = 1, 2, . . . , n. У кожнiй частинi Gi вiзьмемо довiль-
ну точку Pi(ξi, ηi, ζi), значення функцiї в цiй точцi f(ξi, ηi, ζi) помножимо на
об’єм △Vi i утворимо суму

In =
n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)△Vi, (1.27)

яка називається iнтегральною сумою для функцiї f(x, y, z) по областi
G.

Нехай d(Gi) – дiаметр Gi.
Означення 1.3. Якщо iнтегральна сума (1.27) при λ = max

16i6n
d(Gi) → 0 має

скiнченну границю I, яка не залежить нi вiд способу розбиття областi G
на частини Gi, нi вiд вибору в них точок Pi, то ця границя називається
потрiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y, z) по областi G i познача-
ється одним iз символiв:

I =

∫∫∫
G

f(x, y, z) dV або I =

∫∫∫
G

f(x, y, z) dxdyz.

Таким чином, за означенням∫∫∫
G

f(x, y, z) dV = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)△Vi, (1.28)

де функцiя f(x, y, z) називається iнтегровною в областi G; G – область
iнтегрування, x, y, z – змiннi iнтегрування, а dV (або dxdydz) – елемент
об’єму.
Теорема 1.4 (достатня умова iнтегровностi функцiї). Якщо функцiя
f(x, y, z) неперервна в замкненiй обмеженiй областi G, то вона в цiй обла-
стi iнтегровна.

Геометричний змiст потрiйного iнтеграла. Якщо всюди в областi G
покласти f(x, y, z) ≡ 1, то потрiйний iнтеграл (1.28) рiвний об’єму тiла G:

V =

∫∫∫
G

dxdydz. (1.29)

Механiчний змiст потрiйного iнтеграла. Коли пiдiнтегральна фун-
кцiя f(x, y, z) невiд’ємна в областi G, то її можна розглядати як об’ємну
густину ρ(x, y, z) у точцi (x, y, z) ∈ G деякого розподiлу маси по тiлу G, тодi
маса m цього тiла знаходиться за формулою:

m =

∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dxdydz. (1.30)

Зауважмо, що потрiйний iнтеграл (1.28) iснує i у випадку f(x, y, z) 6 0,
якщо виконуються умови теореми 1.4.
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1.2.2. Властивостi потрiйних iнтегралiв

1. Сталий множник можна виносити за знак потрiйного iнтеграла:∫∫∫
G

C f(x, y, z) dV = C

∫∫∫
G

f(x, y, z) dV, C = const. (1.31)

2. Потрiйний iнтеграл вiд суми декiлькох функцiй рiвний сумi потрiйних
iнтегралiв вiд доданкiв, тобто:∫∫∫
G

(f(x, y, z)± g(x, y, z)) dV =

∫∫∫
G

f(x, y, z) dV±
∫∫∫
G

g(x, y, z) dV.

(1.32)

3. Якщо в областi iнтегрування f(x, y, z) > 0, то∫∫∫
G

f(x, y, z) dV > 0. (1.33)

4. Якщо для iнтегровних в G функцiй виконується нерiвнiсть f(x, y, z) >
g(x, y, z), то ∫∫∫

G

f(x, y, z) dV >
∫∫∫
G

g(x, y, z) dV. (1.34)

5. Якщо f(x, y, z) iнтегровна в G, то iнтегровною є i |f(x, y, z)|, причому∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
G

f(x, y, z) dV

∣∣∣∣∣∣ 6
∫∫∫
G

|f(x, y, z)| dV. (1.35)

6. (Адитивнiсть потрiйного iнтеграла.) Якщо область iнтегруванняGфун-
кцiї f(x, y, z), розбити на n частинG1, G2, . . . , Gn, якi не мають спiльних
внутрiшнiх точок, то∫∫∫

G

f(x, y, z) dV =

∫∫∫
G1

f(x, y, z) dV +

∫∫∫
G2

f(x, y, z) dV+

· · ·+
∫∫∫
Gn

f(x, y, z) dV (1.36)
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7. (Оцiнка потрiйного iнтеграла.) Якщо функцiя f(x, y, z) неперервна в
обмеженiй замкненiй областi G, яка має об’єм V , то

mV 6
∫∫∫
G

f(x, y, z) dV 6M V, (1.37)

де m i M – найменше i найбiльше значення функцiї f(x, y, z) в областi
G.

8. (Середнє значення функцiї.) Якщо функцiя f(x, y, z) неперервна в обме-
женiй замкненiй областi G, яка має об’єм V , то в цiй областi iснує така
точка P (x0, y0, z0), що∫∫∫

G

f(x, y, z) dV = f(P )V.

Величину

f(P ) =
1

V

∫∫∫
G

f(x, y, z) dV (1.38)

називають середнiй значенням функцiї f(x, y, z) в областi G.

1.2.3. Обчислення потрiйного iнтеграла в декартових координатах

Обчислення потрiйного iнтеграла зводиться до послiдовного обчислення
трьох визначених iнтегралiв.

Нехай замкнена область G

Рис. 1.21

обмежена знизу i зверху, вiдпо-
вiдно, поверхнями z = z1(x, y) i
z = z2(x, y), де функцiї z1(x, y),
z2(x, y) визначенi i неперервнi в
областi D, яка є проекцiєю обла-
стi G на площину Oxy, причому
z1(x, y) < z2(x, y), (x, y) ∈ D.
Iз бокiв область G обмежена ци-
лiндричною поверхнею, твiрнi якої
паралельнi осi Oz. Кожна пряма,
паралельна осi Oz, перетинає гра-
ницю областi G не бiльше нiж у
двох точках (рис. 1.21).

Якщо при цьому область D є
правильною, то область G назива-
ється правильною в напрямку

осi Oz. Тобто, кожна пряма, яка проходить через кожну внутрiшню точку
(x, y, 0) ∈ D паралельно осi Oz, перетинає межу областi G тiльки у двох
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точках M i N . Точку M назвемо точкою входу в область G, точку N –
точкою виходу з областi G, а їхнi аплiкати позначимо, вiдповiдно, через
zвх i zвих. Тодi zвх = z1(x, y) буде нижньою межею, а zвих = z2(x, y) – верх-
ньою межею iнтегрування за змiнною z, i для будь-якої неперервної в областi
G функцiї f(x, y, z) має мiсце формула∫∫∫

G

f(x, y, z) dV =

∫∫
D

dxdy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz. (1.39)

У внутрiшньому iнтегралi змiннi x, y вважають сталими. Пiсля його обчи-
слення одержимо вираз, що залежить лише вiд x i y.

Якщо область D є правильною в напрямку осi Oy, тобто,

D = {φ1(x) 6 y 6 φ2(x), a 6 x 6 b},

де φ1(x), φ2(x) – неперервнi функцiї на вiдрiзку [a, b], то∫∫
D

dxdy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz. (1.40)

Таким чином, iз формул (1.39) i (1.40) одержимо∫∫∫
G

f(x, y, z) dV =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz. (1.41)

Порядок iнтегрування може бути й iншим. Якщо область D правильна у
напрямку осi Ox, тобто

D = {ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y), c 6 y 6 d},

де ψ1(y) i ψ2(y) – неперервнi функцiї на вiдрiзку [c, d], то∫∫∫
G

f(x, y, z) dV =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

dx

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz. (1.42)

Зокрема, якщо областю iнтегрування є паралелепiпед

G = {a 6 x 6 b, c 6 y 6 d, k 6 z 6 l},

то ∫∫∫
G

f(x, y, z) dV =

b∫
a

dx

d∫
c

dy

l∫
k

f(x, y, z) dz. (1.43)

У цьому випадку iнтегрування виконується в будь-якому порядку, оскiльки
область G правильна у напрямку всiх трьох координатних осей Ox, Oy, Oz.
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Приклад 1.17. Обчислити потрiйний iнтеграл
∫∫∫
G

(x − y − z) dxdydz по

областi G, обмеженiй площинами x = −1, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, z = 2.

Розв’язок.

Оскiльки область iнтегрування G – паралелепiпед: G = {−1 6 x 6 1, 0 6
y 6 1, 0 6 z 6 2}, то за формулою (1.43) маємо∫∫∫
G

(x− y − z) dxdydz =

1∫
−1

dx

1∫
0

dy

2∫
0

(x− y − z) dz =

=

1∫
−1

dx

1∫
0

(
(x− y)z − z2

2

)∣∣∣∣2
0

dy =

=2

1∫
−1

dx

1∫
0

(x− y − 1) dy = 2

1∫
−1

(
(x− 1)y − y2

2

)∣∣∣∣1
0

dx =

=2

1∫
−1

(
x− 3

2

)
dx = −6.

Приклад 1.18. Обчислити iнтеграл

I =

∫∫∫
G

z dxdydz,

де область G обмежена верхньою половиною елiпсоїда x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 6 1 i
площиною Oxy.

Розв’язок.

Проекцiєю областi iнтегрування G на координатну площину Oxy є елiпс
x2

a2 + y2

b2 6 1. Тому межами змiни x є числа −a i a, при фiксованому ж
x змiнна y змiнюється вiд − b

a

√
a2 − x2 до + b

a

√
a2 − x2. Оскiльки G обме-

жена знизу координатною площиною Oxy, а зверху – поверхнею елiпсоїда,
то при фiксованих x i y аплiката z буде змiнюватися в межах вiд 0 до
c
√
1− x2

a2 −
y2

b2 .
Застосовуючи формулу (1.40), одержимо

I =

a∫
−a

dx

+ b
a

√
a2−x2∫

− b
a

√
a2−x2

dy

c
√

1−x2

a2
−y2

b2∫
0

z dz =
c2

2

a∫
−a

dx

+ b
a

√
a2−x2∫

− b
a

√
a2−x2

(
1− x2

a2
− y2

b2

)
dy =
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враховуючи парнiсть пiдiнтегральної функцiї

= c2
a∫

−a

dx

+ b
a

√
a2−x2∫

0

(
1− x2

a2
− y2

b2

)
dy =

2bc2

3a3

a∫
−a

=
(
a2 − x2

)3/2
dx

=
4bc2

3a3

a∫
0

(
a2 − x2

)3/2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = a sin t

dx = a cos t dt

t = arcsin x
a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4abc2

3

π/2∫
0

cos4 t dt =

=
abc2

3

π/2∫
0

(1 + cos 2t)2dt =
π

4
abc2.

Приклад 1.19. Обчислити масу m тiла, обмеженого площинами x = 0,
y = 0, z = 0, x+y+z = 2, x = 1, y = 1, якщо його густина ρ(x, y, z) = x+2z
(рис. 1.22).

Розв’язок.

Проекцiєю тiла на коорди-

Рис. 1.22

натну площину Oxy є фiгура
OACB, утворена прямими x = 0,
y = 0, x = 1, y = 1. Зрозумiло,
змiннi x та y змiнюються в ме-
жах вiд 0 до 1. При фiксованих x,
y точка може рухатися по вер-
тикалi вiд площини z = 0 до пло-
щини x + y + z = 2; таким чи-
ном аплiката z буде змiнюватися
в межах вiд 0 до 2− x− y.

Тодi згiдно формули (1.30),
маємо

m =

∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dxdydz =

1∫
0

dx

1∫
0

dy

2−x−y∫
0

(x+ 2z) dz.

Послiдовно обчислюючи iнтеграли, одержимо

m =

1∫
0

dx

1∫
0

(
xz + z2

)∣∣∣∣∣
2−x−y

0

dy =

1∫
0

dx

1∫
0

(y2 + xy − 2x− 4y − 4)dy =

=

1∫
0

(
y3

3
+
xy2

2
− 2xy − 2y2 + 4y

)∣∣∣∣1
0

dx =

1∫
0

(
−3x2

4
+

7x

3

)
dx =

19

12
.
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1.2.4. Замiна змiнної в потрiйному iнтегралi

Розглянемо потрiйний iнтеграл
∫∫∫
G

f(x, y, z) dxdydz, функцiя f(x, y, z)

неперервна в просторовiй областi G. Нехай неперервно диференцiйовнi фун-
кцiї x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) здiйснюють взаємно однозна-
чне вiдображення замкненої обмеженої областiG простору (x, y, z) на область
G∗ простору (u, v, w). Тодi має мiсце формула замiни змiнних у потрiй-
ному iнтегралi:∫∫∫

G

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
G∗

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |J | dudvdw,

(1.44)
де якобiан переходу в областi G∗ не дорiвнює нулю:

J = J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (1.45)

На практицi найчастiше застосовують перехiд вiд декартових координат
до цилiндричних або сферичних координат.

Цилiндричнi координати ρ, φ, z пов’язанi з декартовими x, y, z спiввiдно-
шеннями:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z,

0 6 ρ < +∞, 0 6φ < 2π, −∞ < z < +∞.

У цьому випадку якобiан переходу рiвний

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosφ −ρ sinφ 0

sinφ ρ cosφ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ρ. (1.46)

Тодi формула замiни змiнних у потрiйному iнтегралi (1.49) при переходi до
цилiндричних координат має вигляд:∫∫∫

G

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
G∗

f(ρ cosφ, ρ sinφ, z)ρ dρdφdz. (1.47)

Звернемо увагу на те, що цилiндричну систему координат зручно використо-
вувати, коли область iнтегрування обмежена цилiндричними, параболiчними
поверхнями прямолiнiйнi твiрнi яких, наприклад, парлельнi осi Oz та пло-
щинами перпендикулярними до площини Oxy.
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При переходi до сферичної системи координат

x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ,

0 6 ρ < +∞, 0 6φ < 2π, 0 6 θ 6 π,

якобiан переходу рiвний

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosφ −ρ sin θ sinφ ρ cos θ cosφ

sin θ sinφ ρ sin θ cosφ ρ cos θ sinφ

cos θ 0 −ρ sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −ρ2 sin θ. (1.48)

Тому має мiсце формула:∫∫∫
G

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
G∗

f(ρ sin θ cosφ, ρ sin θ sinφ, ρ cos θ)×

×ρ2 sin θ dρdφdθ. (1.49)

Переходити до сферичних координат зручно, коли областю iнтегрування
є куля (рiвняння її межi x2 + y2 + z2 = R2 у сферичних координатах має
вигляд ρ = R) або її частина, а також якщо пiдiнтегральна функцiя мiстить
вираз x2 + y2 + z2.
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