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hara
teristi
 initial value problem for the nonlinear di�erential equation has been resear
hed andone modi�
ation of two-sided method has been 
onstru
ted. The theorems of existen
e and uniquness ofsolution, 
omparison have been proved.Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ çàäà÷i Êîøi ó âèïàäêó êâàçiëiíiéíîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áóäó¹-òüñÿ òà äîñëiäæó¹òüñÿ îäíà ìîäè�iêàöiÿ ìîíîòîííîãî äâîñòîðîííüîãî ìåòîäó. Äîâîäÿòüñÿ òåîðåìèiñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i, ïîðiâíÿííÿ, îäåðæàíà äîñòàòíÿ óìîâà éîãîçíàêîñòàëîñòi.Ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñiâ ñîðáöi¨ òà äåñîðáöi¨ ãàçó, ñóøêè, êîëèâàííÿ ãàçó â òðóáiç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ, ïðîãðiâàííÿ òðóáè ïîòîêîì ãàðÿ÷î¨ âîäè òà ií. ïðèõîäÿòü äîçàäà÷i �óðñà. Ó âèïàäêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ [1℄ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó �iìàíà â äåÿêèõâèïàäêàõ ìîæíà çíàéòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i. Çàäà÷à �óðñà äëÿ êâàçiëiíiéíèõðiâíÿíü ç âiäõèëÿþ÷èì àðãóìåíòîì âèùèõ ïîðÿäêiâ ó âèïàäêó îáëàñòi B2 ðîçãëÿíóòàâ [2℄; äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â îáëàñòÿõ B2 òà B4 � â [3℄. Âäàíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè íàâåäåíèõ ñòàòåé óçàãàëüíþþòüñÿ íà áiëüø øèðîêèé êëàñçàäà÷.�îçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ãiïåðáî-ëi÷íîãî òèïó âèãëÿäó
Uxy(x, y) = f(x, y, U(x, y), Ux(x, y), Uy(x, y)) ≡ f [U(x, y)], (1)äå U(x, y) � øóêàíà �óíêöiÿ, (x, y) ∈ B̄, B̄ = {(x, y)|x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]}, f : D̄ → R,

D̄ ∈ R5.Ïîñòàíîâêà çàäà÷i: â ïðîñòîði �óíêöié C2(B) ∩ C(B̄) çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äè�åðåí-öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè [4℄
U(x0, y) = ϕ(y), y ∈ [0, 1], U(x, y0) = φ(x), x ∈ [0, 1], (2)

ϕ(y0) = φ(x0). (3)
(x0, y0) ∈ B � äåÿêà �iêñîâàíà òî÷êà, ϕ(x), φ(y) ∈ C1([0, 1]) � âiäîìi �óíêöi¨. �îçâ'ÿ-çîê çàäà÷i (1)�(3), ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó C2(B)∩C(B̄), áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿð-íèì.Ïîçíà÷èìî B̄1 = {(x, y)|x ∈ [0, x0], y ∈ [0, y0]}, B̄2 = {(x, y)|x ∈ [0, x0], y ∈ [y0, 1]},
B̄3 = {(x, y)|x ∈ [x0, 1], y ∈ [y0, 1]}, B̄4 = {(x, y)|x ∈ [x0, 1], y ∈ [0, y0]}, W (x, y) =
= Z(x, y) − V (x, y).Îçíà÷åííÿ. Äîâiëüíi ç ïðîñòîðó C2(B) ∩C(B̄) �óíêöi¨ Z(x, y),V (x, y), ÿêi çàäî-âîëüíÿþòü óìîâè (2) i íåðiâíîñòi

W (x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Wx(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Wy(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

(4)íàçèâàþòüñÿ �óíêöiÿìè ïîðiâíÿííÿ çàäà÷i (1)�(3).Íåõàé ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (1) f [U(x, y)] ∈ C1(D̄), äå C1(D̄) � êëàñ �óíêöié(äèâ. [5℄), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



80 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.1) f [U(x, y)] ∈ C(D̄);2) �óíêöiþ f [U(x, y)] ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi f [U(x, y)] ≡ [f [U+(x, y); U−(x, y)],
f : D1 → R, D1 ∈ R8 òàê, ùî äëÿ äîâiëüíèõ iç D̄1 �óíêöié Z(x, y), V (x, y),
Z∗(x, y), V ∗(x, y), ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðó C2(B) ∩ C(B̄) i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-íîñòi

Z(x, y) ≥ (≤)Z∗(x, y), V (x, y) ≤ (≥)V ∗(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Zx(x, y) ≥ (≤)Z∗
x(x, y), Vx(x, y) ≤ (≥)V ∗

x (x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Zy(x, y) ≥ (≤)Z∗
y (x, y), Vy(x, y) ≤ (≥)V ∗

y (x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

(5)âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
f [Z(x, y), V (x, y)] ≥ f [Z∗(x, y), V ∗(x, y)]. (6)3) �óíêöiÿ f [U+(x, y);U−(x, y)] äëÿ äîâiëüíèõ iç D̄1 �óíêöié Z(x, y), V (x, y),

Z∗(x, y), V ∗(x, y), ÿêi íàëåæàòü ïðîñòîðó C2(B) ∩C(B̄), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-ïøèöÿ çi ñòàëîþ K

|f [Z(x, y), V (x, y)] − f [Z∗(x, y), V ∗(x, y)]| ≤ K
{
|Z(x, y) − Z∗(x, y)|+

+|V (x, y) − V ∗(x, y)| + |Zx(x, y) − Z∗
x(x, y)|+

+|Vx(x, y) − V ∗
x (x, y)| + |Zy(x, y) − Z∗

y (x, y)| + |Vy(x, y) − V ∗
y (x, y)|

}
.

(7)
Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî f [U(x, y)] ∈ C(D̄) i ìà¹ îáìåæåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãîïîðÿäêó ïî âñiì ñâî¨ì àðãóìåíòàì, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî, òî âîíà íàëåæèòü êëàñó

C1(D̄).Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (1)�(3) åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ
U(x, y) = ϕ(y) + φ(x) − φ(x0) +

x∫

x0

y∫

y0

f [U(ξ, η)]dηdξ.Îñêiëüêè �óíêöiÿ Φ(x, y) = ϕ(y) + φ(x) − φ(x0) íàëåæèòü êëàñó C(1.1)(B̄) i çàäî-âîëüíÿ¹ óìîâè (2), òî ïiäñòàíîâêîþ V (x, y) = U(x, y) − Φ(x, y) çàäà÷à (1)�(3) çâîäè-òüñÿ äî çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè óìîâàìè (2). Òîìó íàäàëi, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòiìiðêóâàíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî ϕ(y) = φ(x) = 0.Ïîçíà÷èìî
f̄p = f [Z̄p(x, y); V̄p(x, y)], f̄p = f [V̄p(x, y); Z̄p(x, y)],

fp = f [Zp(x, y);Vp(x, y)], fp = f [Vp(x, y);Zp(x, y)],

Z̄p(x, y) = Zp(x, y) − dp(x, y)Wp(x, y),

V̄p(x, y) = Vp(x, y) + dp(x, y)Wp(x, y),

αp(x, y) = Zp,xy(x, y) − fp, βp(x, y) = Vp,xy(x, y) − fp, (8)äå dp(x, y) � äîâiëüíi ç ïðîñòîðó C2(B)∩C(B̄) �óíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòiÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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dp(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ B̄,

dp,x(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

dp,y(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

sup
B̄

dp(x, y) ≤ 0, 5, sup
B̄

|dp,x(x, y)| ≤ 0, 5, sup
B̄

|dp,y(x, y)| ≤ 0, 5, p = 0, 1, 2...

(9)Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi �óíêöié {Zp(x, y)},{Vp(x, y)} çà çàêîíîì [2, 6℄
Zp+1(x, y) =

x∫
x0

y∫
y0

{fp − cp(ξ, η)(f
p − fp)}dηdξ,

Vp+1(x, y) =
x∫
x0

y∫
y0

{fp + cp(ξ, η)(f
p − fp)}dηdξ,

(10)äå cp(x, y) � äîâiëüíi íåâiä'¹ìíi �óíêöi¨ ç ïðîñòîðó C(B̄), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
sup
B̄

cp(x, y) ≤ 0, 5, p = 0, 1, 2... (11)Çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ âèáèðà¹ìî äîâiëüíi �óíêöi¨ ïîðiâíÿííÿ çàäà÷i (1)�(3)
Z0(x, y), V0(x, y), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

α0(x, y) ≥ 0 , β0(x, y) ≤ 0. (12)Íåõàé M =sup
D̄

f [U+(x, y);U−(x, y)], m =inf
D̄

f [U−(x, y);U+(x, y)]. Òîäi ÿêùî �óí-êöi¨ Z0(x, y) = M(x − x0)(y − y0), V0(x, y) = m(x − x0)(y − y0) íàëåæàòü ïðîñòîðîâi
D̄1, òî âîíè ¹ �óíêöiÿìè íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ.Ç (8), (10) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü �îðìóë

Wp+1(x, y) =

x∫

x0

y∫

y0

(1 − 2cp(ξ, η))(f̄
p − f̄p)dηdξ. (13)

Zp(x, y) − Zp+1(x, y) =
x∫
x0

y∫
y0

(αp(ξ, η) + fp − f̄p + cp(ξ, η)(f̄
p − f̄p)))dηdξ,

Vp(x, y) − Vp+1(x, y) =
x∫
x0

y∫
y0

(
βp(ξ, η) + fp − f̄p − cp(ξ, η)(f̄

p − f̄p))
)
dηdξ,

(14)
αp+1(x, y) = f̄p − fp+1 − cp(x, y)(f̄

p − f̄p),

βp+1(x, y) = f̄p − fp+1 + cp(x, y)(f̄
p − f̄p),

(15)
(x, y) ∈ B̄.Áóäåìî ââàæàòè, ùî �óíêöiÿ d0(x, y) òàêà, ùî â îáëàñòi B̄ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi(9) i

(1 − 2d0(x, y))W0,x(x, y) − 2d0,x(x, y)W0(x, y) ≥ (≤)0,

(x, y)∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

(1 − 2d0(x, y))W0,y(x, y) − 2d0,y(x, y)W0(x, y) ≥ (≤)0,

(x, y)∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2).

(16)
Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



82 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.Òîäi ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî Z0(x, y), V0(x, y) ∈ D̄, òî i Z̄0, V̄0 òàêîæ íàëåæàòüöié îáëàñòi.Âðàõîâóþ÷è (5), (10), ç (13) ïðè p = 0 îòðèìó¹ìîW1,xy = (1−2c0(x, y))(f̄
0−f̄0) ≥ 0.Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü ïî x âiä x0 äî x òà ïî y âiä y0 äî y i âðàõîâóþ÷è óìîâè(2), (3), ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi â îáëàñòi D̄1 íåðiâíîñòåé

W1(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

W1,x(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

W1,y(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2).Âèáèðà¹ìî �óíêöiþ d0(x, y) òàêèì ÷èíîì, ùîá êðiì óìîâ (16) â îáëàñòi D̄1 âèêî-íóâàëèñÿ íåðiâíîñòi
Z̄0(x, y) ≥ (≤)Z1(x, y), V̄0(x, y) ≤ (≥)V1(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Z̄0,x(x, y) ≥ (≤)Z1,x(x, y), V̄0,x(x, y) ≤ (≥)V1,x(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Z̄0,y(x, y) ≥ (≤)Z1,y(x, y), V̄0,y(x, y) ≤ (≥)V1,y(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2).

(17)Òîäi, âðàõîâóþ÷è (17), (5), (6), îòðèìó¹ìî f̄ 0 − f 1 ≥ 0, f̄0 − f1 ≤ 0.Âèáèðàþ÷è �óíêöi c0(x, y) òàê, ùîá â îáëàñòi D̄1 âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi
f̄ 0 − f 1 − c0(x, y)(f̄

0 − f̄0) ≥ 0, f̄0 − f1 + c0(x, y)(f̄
0 − f̄0) ≤ 0,ç (15) ïðè p = 0 ìà¹ìî α1(x, y) ≥ 0, β1(x, y) ≤ 0.Ïðèéìàþ÷è �óíêöi¨ Z1(x, y), V1(x, y) çà âèõiäíi òà ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìið-êóâàííÿ, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ÿêùî �óíêöi¨ cp(x, y),

dp(x, y) íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöi¨ âèáèðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá
(1 − 2dp(x, y))Wp,x(x, y) − 2dp,x(x, y)Wp(x, y) ≥ (≤)0,

(x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

(1 − 2dp(x, y))Wp,y(x, y) − 2dp,y(x, y)Wp(x, y) ≥ (≤)0,

(x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

Z̄p(x, y) − Zp+1(x, y) ≥ (≤)0, V̄p(x, y) − Vp+1(x, y) ≤ (≥)0,

(x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Z̄p,x(x, y) − Zp+1,x(x, y) ≥ (≤)0, V̄p,x(x, y) − Vp+1,x(x, y) ≤ (≥)0,

(x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Z̄p,y(x, y) − Zp+1,y(x, y) ≥ (≤)0, V̄p,y(x, y) − Vp+1,y(x, y) ≤ (≥)0,

(x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

f̄p − fp+1 − cp(x, y)(f̄
p − f̄p) ≥ 0, f̄p − fp+1 + cp(x, y)(f̄

p − f̄p) ≤ 0,

(18)
òî â îáëàñòi D̄1 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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Zp(x, y) ≥ (≤)Zp+1(x, y), Vp(x, y) ≤ (≥)Vp+1(x, y),

(x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Zp,x(x, y) ≥ (≤)Zp+1,x(x, y), Vp,x(x, y) ≤ (≥)Vp+1,x(x, y),

(x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Zp,y(x, y) ≥ (≤)Zp+1,y(x, y), Vp,y(x, y) ≤ (≥)Vp+1,y(x, y),

(x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2),

(19)
äëÿ äîâiëüíèõ p = 0, 1, . . .Òåîðåìà 1. Íåõàé ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (1) f [U(x, y)] íàëåæèòü êëàñó C1(D̄)i â îáëàñòi D̄1 iñíóþòü �óíêöi¨ ïîðiâíÿííÿ çàäà÷i (1)�(3) Z0(x, y), V0(x, y), ÿêi çàäî-âîëüíÿþòü óìîâè (12). Òîäi ÿêùî �óíêöi¨ dp(x, y), cp(x, y) íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöi¨âèáèðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëèñÿ íåðiâíîñòi (9), (11), (18), òî:1) ïîñëiäîâíîñòi �óíêöié Zp(x, y), Vp(x, y), ïîáóäîâàíi çà çàêîíîì (10), çáiãàþòüñÿàáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî äî ¹äèíîãî ðåãóëÿðíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3);2) ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

Zp(x, y) ≥ (≤)U(x, y) ≥ (≤)Vp(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Zp,x(x, y) ≥ (≤)Ux(x, y) ≥ (≤)Vp,x(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Zp,y(x, y) ≥ (≤)Uy(x, y) ≥ (≤)Vp,y(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2)

(20)äëÿ äîâiëüíèõ p = 0, 1, . . .;3) çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó íå ïîâiëüíiøà çáiæíîñòi ìåòîäó Ïiêàðà [3, 7℄.Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé �óíêöié Zp(x, y), Vp(x, y),
Zp,x(x, y), Vp,x(x, y), Zp,y(x, y), Vp,y(x, y) âiäïîâiäíî äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ãðàíèöi âñèëó íåðiâíîñòåé (19) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî Wp(x, y)

(x,y)∈B̄
⇉
p→∞

0, Wp,x(x, y)
(x,y)∈B̄

⇉
p→∞

0,
Wp,y(x, y)

(x,y)∈B̄
⇉
p→∞

0.Â ñèëó íåðiâíîñòåé (18) ìà¹ìî
|(1 − 2dp(x, y))Wp,x(x, y) − 2dp,x(x, y)Wp(x, y)| ≤ (1 − 2dp(x, y)) |Wp,x(x, y)| ,
|(1 − 2dp(x, y))Wp,y(x, y) − 2dp,y(x, y)Wp(x, y)| ≤ (1 − 2dp(x, y)) |Wp,y(x, y)| ,òîìó ç (6) îòðèìà¹ìî

f̄p − f̄p ≤ 2K
(∣∣W̄p(x, y)

∣∣+
∣∣W̄p,x(x, y)

∣∣+
∣∣W̄p,y(x, y)

∣∣) ≤
≤ 2K ((1 − 2dp(x, y)) (|Wp(x, y)| + |Wp,x(x, y)| + |Wp,y(x, y)|) ≤

≤ 2Kl (|Wp(x, y)| + |Wp,x(x, y)| + |Wp,y(x, y)|) ,
(21)

l =max
p

sup
B̄

{1 − 2dp(x, y)}.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



84 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.Ïðè p = 0 ìà¹ìî f̄ 0 − f̄0 ≤ 2Kl(|W0(x, y)| + |W0,x(x, y)| + |W0,y(x, y)|). Ïîçíà÷èìî
d =sup

B̄

{|W0(x, y)| , |W0,x(x, y)| , |W0,y(x, y)|)}, q =max
p

sup
B̄

(1 − 2cp(x, y)) . Òîäi ç (13)ïðè p = 0 âèïëèâà¹ W1,xy(x, y) = (1 − 2c0(x, y))(f̄
0 − f̄0) ≤ 6Klqd,

Ω1(x, y) ≤





6Klqd(x0 − x+ y0 − y), (x, y) ∈ B̄1,

6Klqd(x0 − x+ y − y0), (x, y) ∈ B̄2,

6Klqd(x− x0 + y − y0), (x, y) ∈ B̄3,

6Klqd(x− x0 + y0 − y), (x, y) ∈ B̄4,äå Ωp(x, y) =sup
B̄

{|Wp(x, y)| , |Wp,x(x, y)| , |Wp,y(x, y)|}.Òîäi ç (13) ïðè p = 1 îòðèìó¹ìî
W2,xy(x, y) = (1 − 2c1(x, y))(f̄

1 − f̄1) ≤
≤ 2Klq(|W1(x, y)| + |W1,x(x, y)| + |W1,y(x, y)|) ≤

≤





d(6Klq)2(x0 − x+ y0 − y), (x, y) ∈ B̄1,

d(6Klq)2(x0 − x+ y − y0), (x, y) ∈ B̄2,

d(6Klq)2(x− x0 + y − y0), (x, y) ∈ B̄3,

d(6Klq)2(x− x0 + y0 − y), (x, y) ∈ B̄4,îòæå,
Ω2(x, y) ≤





d(6Klq)2(x0 − x+ y0 − y)2/2!, (x, y) ∈ B̄1,

d(6Klq)2(x0 − x+ y − y0)
2/2!, (x, y) ∈ B̄2,

d(6Klq)2(x− x0 + y − y0)
2/2!, (x, y) ∈ B̄3,

d(6Klq)2(x− x0 + y0 − y)2/2!, (x, y) ∈ B̄4.Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi îöiíîê
Ωp+1(x, y) ≤





d(6Klq)p+1(x0 − x+ y0 − y)p+1/(p+ 1)!, (x, y) ∈ B̄1,

d(6Klq)p+1(x0 − x+ y − y0)
p+1/(p+ 1)!, (x, y) ∈ B̄2,

d(6Klq)p+1(x− x0 + y − y0)
p+1/(p+ 1)!, (x, y) ∈ B̄3,

d(6Klq)p+1(x− x0 + y0 − y)p+1/(p+ 1)!, (x, y) ∈ B̄4.

(22)Iç îöiíîê (22) âèïëèâà¹, ùî lim
p→∞

Ωp(x, y) = 0, òîáòî â îáëàñòi B̄
lim
p→∞

Zp(x, y) = lim
p→∞

Vp(x, y) = U(x, y),

lim
p→∞

Zp,x(x, y) = lim
p→∞

Vp,x(x, y) = Ux(x, y),

lim
p→∞

Zp,y(x, y) = lim
p→∞

Vp,y(x, y) = Uy(x, y),Ïåðåõîäÿ÷è â (11) äî ãðàíèöi ïðè p → ∞ i äè�åðåíöiþþ÷è ïî x òà y, ïåðåêîíó¹-ìîñÿ, ùî ãðàíè÷íà �óíêöiÿ U(x, y) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À �Ó�ÑÀ 85Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)�(3) ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâàðîçâ'ÿçêè U(x, y) i Z(x, y) òà ïîçíà÷èìî W (x, y) = U(x, y) − Z(x, y). Ç (6) ìà¹ìî
|Wxy(x, y)| ≤ 2K (|W (x, y)| + |Wx(x, y)| + |Wy(x, y)|) .Ïîçíà÷èâøè d1 =sup

B̄

{|W (x, y)| , |Wx(x, y)| , |Wy(x, y)|)}, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âè-ïàäêó ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi îöiíêè
Ω(x, y) ≤





d1(6Klq)
p(x0 − x+ y0 − y)p/p!, (x, y) ∈ B̄1,

d1(6Klq)
p(x0 − x+ y − y0)

p/p!, (x, y) ∈ B̄2,

d1(6Klq)
p(x− x0 + y − y0)

p/p!, (x, y) ∈ B̄3,

d1(6Klq)
p(x− x0 + y0 − y)p/p!, (x, y) ∈ B̄4,äå p � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. À öå ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè W (x, y) ≡ 0.Ïîêàæåìî, ùî ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi (20). Äëÿ öüîãî ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãîíîìåðà p â äåÿêié òî÷öi (x, y) ∈ B

Zp(x, y) < (>)U(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
.Òîäi â ñèëó (19) îòðèìó¹ìî

Zp(x, y) ≤ (≥)Zp+q(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)äëÿ äîâiëüíèõ q ∈ N, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {Zp+q} ïðè q → ∞ íå çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿç-êó çàäà÷i (1)�(3), ùî ñóïåðå÷èòü äîâåäåíîìó. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòüâ îáëàñòi D̄1 i iíøèõ íåðiâíîñòåé (20).Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (10) íå ïîâiëüíiøà çái-æíîñòi ìåòîäó Ïiêàðà. Äiéñíî, ïîñëiäîâíi äâîñòîðîííi íàáëèæåííÿ çà äîïîìîãîþ ìå-òîäó Ïiêàðà áóäóþòüñÿ çà �îðìóëîþ
Z1,p+1(x, y) =

x∫
x0

y∫
y0

fpdηdξ,

V1,p+1(x, y) =
x∫
x0

y∫
y0

fpdηdξ.Â ñèëó óìîâ (5), (6), (16) ìà¹ìî
Z1,p+1,xy(x, y) − Zp+1,xy(x, y) = fp − f̄p + cp(x, y)

(
f̄p − f̄p

)
≥ 0,

V1,p+1,xy(x, y) − Vp+1,xy(x, y) = fp − f̄p − cp(x, y)
(
f̄p − f̄p

)
≤ 0,çâiäêè, iíòåãðóþ÷è ïî x âiä x0 äî x òà ïî y âiä y0 äî y, îòðèìà¹ìî

Z1,p(x, y) ≥ (≤)Zp(x, y) ≥ (≤)Vp(x, y) ≥ (≤)V1,p(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Z1,p,x(x, y) ≥ (≤)Zp,x(x, y) ≥ (≤)Vp,x(x, y) ≥ (≤)V1,p,x(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Z1,p,y(x, y) ≥ (≤)Zp,y(x, y) ≥ (≤)Vp,y(x, y) ≥ (≤)V1,p,y(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2).Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



86 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.Òåîðåìà 2. Íåõàé ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (1) f [U(x, y)] íàëåæèòü êëàñó C1

(
D̄
)i â ïðîñòîði C2 (B) ∩ C

(
B̄
) iñíó¹ �óíêöiÿ Z0(x, y) (V0(x, y)) òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹îäíîðiäíi óìîâè (2) i íåðiâíîñòi

Z0(x, y) ≥ (≤) 0 (V0(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Z0,x(x, y) ≥ (≤) 0 (V0,x(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Z0,y(x, y) ≥ (≤) 0 (V0,y(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
,

Z0,xy(x, y) − f [Z0(x, y); 0] ≥ 0, f [0;Z0(x, y)] ≥ 0,

(V0,xy(x, y) − f [V0(x, y); 0] ≤ 0, f [0;V0(x, y)] ≤ 0) .

(23)
Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

U(x, y) ≥ (≤) 0 (U(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Ux(x, y) ≥ (≤) 0 (Ux(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Uy(x, y) ≥ (≤) 0 (Uy(x, y) ≤ (≥) 0) , (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
.

(24)
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî óìîâ (23) �óíêöi¨ Z0(x, y), V0(x, y) ≡ 0 (Z0(x, y) ≡ 0, V0(x, y)) ¹�óíêöiÿìè ïîðiâíÿííÿ çàäà÷i (1)�(2) i α0(x, y) ≥ 0, β0(x, y) ≤ 0. Òîìó çãiäíî òåîðåìè1 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi (19), çâiäêè ïðè p = 0 îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi (24). Òåîðåìàäîâåäåíà.�îçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

Zxy = q1(x, y)Z(x, y) + q2(x, y)Zx(x, y) + q3(x, y)Zy(x, y) + f1(x, y), (25)
Vxy = p1(x, y)V (x, y) + p2(x, y)Vx(x, y) + p3(x, y)Vy(x, y) + f2(x, y) (26)ç îäíîðiäíèìè óìîâàìè (2), äå Z(x, y), V (x, y) � øóêàíi �óíêöi¨, qj(x, y), pj(x, y),

fi(x, y), j = 1, 3, i = 1, 2 � âiäîìi êóñêîâî-íåïåðåðâíi �óíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòüóìîâàì:
fi(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ B̄,

q1(x, y) ≥ (≤)0, p1(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

q2(x, y) ≥ (≤)0, p2(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

q3(x, y) ≥ (≤)0, p3(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
.

(27)Òîäi çãiäíî òåîðåìè 2 ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (25), (2) i (26), (2) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
Z(x, y) ≥ (≤) 0, V (x, y) ≥ (≤) 0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Ux(x, y) ≥ (≤) 0, Vx(x, y) ≥ (≤) 0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Uy(x, y) ≥ (≤) 0, Vy(x, y) ≥ (≤) 0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
.

(28)Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ �óíêöié qj(x, y), pj(x, y), fi(x, y),
i = 1, 2, j = 1, 3, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (27), ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòiÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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f1(x, y) ≥ f2(x, y), (x, y) ∈ B̄,

q1(x, y) ≥ (≤)p1(x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

q2(x, y) ≥ (≤)p2(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

q3(x, y) ≥ (≤)p3(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
.

(29)Òîäi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (25), (2) i (26), (2) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
Z(x, y) ≥ (≤)V (x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Zx(x, y) ≥ (≤)Vx(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Zy(x, y) ≥ (≤)Vy(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
.

(30)Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èâøè W (x, y) = Z(x, y) − V (x, y), ç (25), (26) îòðèìó¹ìî
Wxy(x, y) = q1(x, y)W (x, y) + q2(x, y)Wx(x, y) + q3(x, y)Wy(x, y) + f(x, y), (31)

f(x, y) = (q1(x, y) − p1(x, y))V (x, y) + (q2(x, y) − p2(x, y))Vx(x, y)+

+ (q3(x, y) − p2(x, y))Vy(x, y) + f1(x, y) − f2(x, y).Áåðó÷è äî óâàãè (28), (29), îòðèìó¹ìî f(x, y) ≥ 0, òîìó çãiäíî òåîðåìè 2 ðîçâ'ÿçîêçàäà÷i (31), (2) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi:
W (x, y) ≥ (≤) 0(x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Wx(x, y) ≥ (≤) 0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Wy(x, y) ≥ (≤) 0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
,ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.�îçãëÿíåìî äâà êâàçiëiíiéíi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Uxy(x, y) = f(x, y, U(x, y), Ux(x, y), Uy(x, y)) ≡ f [U(x, y)] (32)
Vxy(x, y) = g(x, y, V (x, y), Vx(x, y), Vy(x, y)) ≡ g[V (x, y)] (33)äå f , g : D → R, D ∈ R5. Ôóíêöi¨ U(x, y),V (x, y) âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê x = x0, y = y0çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2).Íåõàé ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (32), (33) f [U(x, y)], g[V (x, y)] íàëåæàòü êëàñó C1(D̄)i òàêi, ùî1) f [U(x, y)] ≡ f [U+(x, y)], g[V (x, y)] ≡ g[V +(x, y)], òîáòî ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

a1(x, y) = ∂f
∂U+ ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

a2(x, y) = ∂f

∂U+
x
≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

a3(x, y) = ∂f

∂U+
y
≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2);

(34)
Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



88 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.2) ∀ Z(x, y) ∈ D̄
0 ≤ g[Z(x, y)] − f [Z(x, y)] ≤ ε(x, y); (35)3) f [U(x, y)] (àáî g[V (x, y)]) ìà¹ îáìåæåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîâñiì ñâî¨ì àðãóìåíòàì, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî.�îçãëÿíåìî

Vxy(x, y) − Uxy(x, y) = g[V (x, y)] − f [U(x, y)] = g[V (x, y)] − f [V (x, y)]+

+ (f [V (x, y)] − f [U(x, y)]) .
(36)Ïîçíà÷èìî W (x, y) = V (x, y) − U(x, y), îäåðæèìî

Wxy(x, y) = g[V (x, y)]− f [U(x, y)]+
∂f̃

∂U+
W (x, y)+

∂f̃

∂U+
x

Wx(x, y)+
∂f̃

∂U+
y

Wy(x, y). (37)Â ñèëó óìîâ (34) ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 2, òîìó ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Wxy(x, y) = g[V (x, y)] − f [V (x, y)] + ã1(x, y)W (x, y)+

+ã2(x, y)Wx(x, y) + ã3(x, y)Wy(x, y),
(38)

W (x0, y) = W (x, y0) = 0 (39)çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (24).Òîäi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (32)�(2), (33)�(2) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
W (x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3(B̄2 ∪ B̄4),

Wx(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3(B̄1 ∪ B̄4),

Wy(x, y) ≥ (≤)0, (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4(B̄1 ∪ B̄2).

(40)Ïîçíà÷èìî ai =sup
B̄

|ai(x, y)|, i = 1, 3 i ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿ-ííÿ âèãëÿäó
W̄xy(x, y) =





ε(x, y) + a1W̄ (x, y) − a2W̄x(x, y) − a3W̄y(x, y), (x, y) ∈ B̄1,

ε(x, y) − a1W̄ (x, y) + a2W̄x(x, y) − a3W̄y(x, y), (x, y) ∈ B̄2,

ε(x, y) + a1W̄ (x, y) + a2W̄x(x, y) + a3W̄y(x, y) (x, y) ∈ B̄3,

ε(x, y) − a1W̄ (x, y) − a2W̄x(x, y) + a3W̄y(x, y), (x, y) ∈ B̄4.

(41)�îçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (41) òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (39). Âðàõîâóþ÷è óìîâè(34), (35), âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3, òîìó ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (38), (39) òà (41),(39) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
W (x, y) ≤ (≥) W̄ (x, y), (x, y) ∈ B̄1 ∪ B̄3

(
B̄2 ∪ B̄4

)
,

Wx(x, y) ≤ (≥) W̄x(x, y), (x, y) ∈ B̄2 ∪ B̄3

(
B̄1 ∪ B̄4

)
,

Wy(x, y) ≤ (≥) W̄y(x, y), (x, y) ∈ B̄3 ∪ B̄4

(
B̄1 ∪ B̄2

)
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ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À �Ó�ÑÀ 89Çðîáèâøè çàìiíó W̄ (x, y) = Q(x, y) exp ν(x, y), äå
ν(x, y) =





−a2(y − y0) − a3(x− x0), (x, y) ∈ B̄1,

a2(y − y0) − a3(x− x0), (x, y) ∈ B̄2,

a2(y − y0) + a3(x− x0)(x, y) ∈ B̄3,

−a2(y − y0) + a3(x− x0) (x, y) ∈ B̄4,òà ïîçíà÷èâøè d = a2a3 + a1, îòðèìà¹ìî
Qxy(x, y) =





dQ(x, y) + ε(x, y)ea2(y−y0)+a3(x−x0), (x, y) ∈ B̄1,

−dQ(x, y) + ε(x, y)e−a2(y−y0)+a3(x−x0), (x, y) ∈ B̄2,

dQ(x, y) + ε(x, y)e−a2(y−y0)−a3(x−x0), (x, y) ∈ B̄3,

−dQ(x, y) + ε(x, y)ea2(y−y0)−a3(x−x0), (x, y) ∈ B̄4,

Q(x0, y) = Q(x, y0) = 0.�îçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ìåòîäó �iìàíà ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
Q(x, y) =





1
π

π∫
0

x0∫
x

y0∫
y

ε(ξ, η)ea2(η−y0)+a3(ξ−x0) cos(2
√
d(x0 − ξ)(y0 − η) cos θ)dηdξdθ,

− 1
π

π∫
0

x0∫
x

y∫
y0

ε(ξ, η)e−a2(η−y0)+a3(ξ−x0) ch(2
√
d(x0 − ξ)(η − y0) cos θ)dηdξdθ,

1
π

π∫
0

x∫
x0

y∫
y0

ε(ξ, η)e−a2(η−y0)−a3(ξ−x0) cos(2
√
d(ξ − x0)(η − y0) cos θ)dηdξdθ,

− 1
π

π∫
0

x∫
x0

y0∫
y

ε(ξ, η)ea2(η−y0)−a3(ξ−x0) ch(2
√
d(ξ − x0)(y0 − η) cos θ)dηdξdθ,îòæå,

W (x, y) ≤

≤





1
π

π∫
0

x0∫
x

y0∫
y

ε(ξ, η)ea2(η−y)+a3(ξ−x) cos(2
√
d(x0 − ξ)(y0 − η) cos θ)dηdξdθ,

1
π

π∫
0

x∫
x0

y∫
y0

ε(ξ, η)e−a2(η−y)−a3(ξ−x) cos(2
√
d(ξ − x0)(η − y0) cos θ)dηdξdθ,

(42)
êîëè (x, y) íàëåæèòü âiäïîâiäíî îáëàñòÿì B̄1, B̄3,

W (x, y) ≥

≥





− 1
π

π∫
0

x0∫
x

y∫
y0

ε(ξ, η)e−a2(η−y)+a3(ξ−x) ch(2
√
d(x0 − ξ)(η − y0) cos θ)dηdξdθ,

− 1
π

π∫
0

x∫
x0

y0∫
y

ε(ξ, η)ea2(η−y)−a3(ξ−x) ch(2
√
d(ξ − x0)(y0 − η) cos θ)dηdξdθ,

(43)
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90 ÌÀ�ÈÍÅÖÜ Â. Â., ÄÎÁ�ÈÄÅÍÜ À. Â.êîëè (x, y) íàëåæèòü âiäïîâiäíî îáëàñòÿì B̄2, B̄4. Òèì ñàìèì äîâåäåíà íàñòóïíà òå-îðåìàÒåîðåìà 4. Íåõàé ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (32), (33) f [U(x, y)], g[V (x, y)] íàëåæàòüêëàñó C(D̄) i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1) � 3). Òîäi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (32)�(2), (33)�(2)çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (40), (42), (43).Òåîðåìó 4 çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ó âèïàäêó ñêëàäíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ(1), òîáòî êîëè ðåàëiçàöiÿ iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (10) ïðàêòè÷íî íåìîæëèâà. Ó öüîìóâèïàäêó íà ïiäñòàâi âêàçàíî¨ òåîðåìè ìîæíà ïåâíèì ÷èíîì àïðîêñèìóâàòè �óíêöiþ
f [U(x, y)].1. Ïåðåñòþê Ì. Î., Ìàðèíåöü Â. Â. Òåîðiÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ �içèêè. (Íàâ÷. ïîñiáíèê. 2-ãåâèä., ïåðåðîá. é äîï.) - Ê.: Ëèáiäü, 2001. � 336 ñ.2. Ìàðèíåöü Â. Â. Äåÿêi ïiäõîäè ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó óçàãàëüíåíî¨ çàäà÷i �óðñà äëÿñèñòåì âèçíà÷åíèõ êâàçiëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç àðãóìåí-òîì, ùî âiäõèëÿ¹òüñÿ // Óêð. ìàò. æóðí. � 1995. � 47, � 12. � Ñ.1667�1675.3. Äîáðèäåíü À. Â. Õàðàêòåðèñòè÷íà çàäà÷à Êîøi // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. iií�îðì. � 2001. � Âèï. 6. � Ñ.66-87.4. Áèöàäçå À. Â. Íåêîòîðûå êëàññû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. � Ì.: Íàóêà, 1981. - 448 ñ.5. Ìàðèíåöü Â. Â., Òðîøèíà À. Â. Óçàãàëüíåíà çàäà÷à Äàðáó // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó.Ñåð. ìàòåì.� 1999. � Âèï. 4. � Ñ.79�84.6. Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À., Âàéíèêêî �. Ì., Çàáðåéêî Ï. Ì. è äð. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïåðàòîð-íûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Íàóêà, 1969. � 455 ñ.7. Êóðïåëü Í. Ñ., Øóâàð Á. À. Äâóñòîðîííèå îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà è èõ ïðèìåíåíèå. � Ê.:Íàóê. äóìêà, 1980. � 267 ñ. Îäåðæàíî 18.09.2003
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