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Let R be a commutative semiprime local ring of characteristic p (p is a prime). It has been proved, that
the number of nonequivalent irreducible matrix R-representations of finite p-group G of order |G| > 2 of
arbitrary greater then one degree is infinite if residue class ring of ring R is infinite.Íåõàé R � êîìóòàòèâíå íàïiâïåðâiñíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè p (p � ïðîñòå ÷èñëî). Ïîêà-çàíî, ùî ÷èñëî íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ R-çîáðàæåíü ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè G ïîðÿäêó
|G| > 2 íàïåðåä çàäàíîãî áiëüøîãî íiæ îäèíèöÿ ñòåïåíÿ íåñêií÷åííå, ÿêùî ïîëå ëèøêiâ êiëüöÿ Ríåñêií÷åííå.Äîáðå âiäîìî [1℄, ùî äîâiëüíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G íåçâiäíåíàä äåäåêiíäîâîþ îáëàñòþ R òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî íåçâiäíå íàä ¨¨ ïîëåì âiä-íîøåíü F , à ÷èñëî íåçâiäíèõ íååêâiâàëåíòíèõ F -çîáðàæåíü ãðóïè G íå ïåðåâèùó¹ïîðÿäîê ãðóïè G. ßêùî F � ïîëå àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ç êiëüöåì öiëèõ âåëè÷èí R, òîçà òåîðåìîþ Æîðäàíà-Öàññåíõàóçà ìíîæèíà F -åêâiâàëåíòíèõ çîáðàæåíü ãðóïè Gðîçïàäà¹òüñÿ íà ñêií÷åííå ÷èñëî êëàñiâ R-åêâiâàëåíòíèõ çîáðàæåíü ãðóïè G (äèâ.òàêîæ [2, 3℄). Ï. Ì. �óäèâîê òà �. ß. Ïîãîðiëÿê [4, 5℄ ïîêàçàëè, ùî íàä íåòåðî-âèì �àêòîðiàëüíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè p, ÿêå íå ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ,iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií-÷åííî¨ p-ãðóïè H ïîðÿäêó |H| > 1 äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî ñòåïåíÿ n > 1. Â[6�8℄ ç'ÿñîâó¹òüñÿ, êîëè ìíîæèíà ñòåïåíiâ âñiõ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií-÷åííî¨ p-ãðóïè íàä êîìóòàòèâíèì íåòåðîâèì ëîêàëüíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè psñêií÷åííà. Â [9℄ ç'ÿñîâàíî êîëè ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíà íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ ìà-òðè÷íèõ çîáðàæåíü íàïåðåä çàäàíîãî ñòåïåíÿ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè íàä êîìóòàòèâíèìàðòiíîâèì ëîêàëüíèì êiëüöåì õàðàêòåðèñòèêè ps (s > 0), ÿêå ìiñòèòü íåíóëüîâèéíiëüïîòåíòíèé åëåìåíò.Â ðîáîòi âèÿñíÿ¹òüñÿ, êîëè ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíà âñiõ íååêâiâàëåíòíèõ íåçâi-äíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü íàïåðåä çàäàíîãî ñòåïåíÿ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè G ïîðÿäêó
|G| > 1 íàä êîìóòàòèâíèì íåòåðîâèì ëîêàëüíèì íàïiâïåðâiñíèì íåöiëiñíèì êiëüöåìõàðàêòåðèñòèêè p, êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ ÿêîãî íåñêií÷åííå.Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Äàëi ÷åðåç RadR áóäåìî ïîçíà÷àòèðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R, radR � ïåðâiñíèé ðàäèêàë êiëüöÿ R, R∗ � ìóëüòèïëi-êàòèâíó ãðóïó êiëüöÿ R, detM � äåòåðìiíàíò êâàäðàòíî¨ ìàòðèöiM íàä êîìóòàòèâ-íèì êiëüöåì, diag[α1, α2, . . . , αn] � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ç äiàãîíàëüíèìèåëåìåíòàìè α1, α2, . . . , αn, Ann a = {x ∈ R|ax = 0} � àíóëÿòîð åëåìåíòà a ∈ R óêiëüöi R.Òåîðåìà 1. Íåõàé G � ñêií÷åííà p-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 1 i R � êîìóòàòèâíåíåòåðîâå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè p, ÿêå íå ¹ öiëiñíèì, ç íåñêií÷åííèì ïî-ëåì ëèøêiâ i radR = {0}. Iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõìàòðè÷íèõ R-çîáðàæåíü ãðóïè G äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî ïàðíîãî ñòåïåíÿ n.Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè G = 〈a〉 � öèêëi÷íàãðóïà ïîðÿäêó p. Íåõàé u i v � äâà åëåìåíòè êiëüöÿ R òàêi, ùî uv = 0, u 6= 0, v 6= 0.Ç [8℄ âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Γλ âèäó a → Γλ(a) = E + S(λ), äå E � îäèíè÷íàÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÍÅÇÂIÄÍI ÌÎÄÓËß�ÍI ÇÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÄÀÍÎ�Î ÑÒÅÏÅÍß ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ� . . . 157ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, S(λ) = uS1+vS2(λ) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì
R,

S1 =




0 0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . 1 0




, S2(λ) =




0 0 0 0 . . . 0 0 λ
0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 q1 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 0 q1 . . . 0 0 0... ... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 0 . . . q1 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0 0




,

¹ íåçâiäíèì R-çîáðàæåííÿì ãðóïè G äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ R∗. Òóò v2q1, v2q2, . . . , v
2ql� ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ iäåàëó v2 RadR (qi ∈ R; i = 1, . . . , l; l > 0).Ïðèïóñòèìî, ùî çîáðàæåííÿ Γλ åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ Γλ′ , äå λ, λ′ ∈ R∗, λ 6≡ λ′

(mod RadR). Òîäi äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(n,R)

uC−1S1C + vC−1S2(λ)C = C−1Γλ(a)C = Γλ′(a) = uS1 + vS2(λ
′). (1)Ç (1) âèïëèâà¹, ùî u2C−1S1C = u2S1, v2C−1S2(λ)C = v2S2(λ

′). Çâiäñè îäåðæèìî, ùî
u2S1C = u2CS1, (2)

v2S2(λ)C = v2CS2(λ
′). (3)Íåõàé C = ||cij||, (cij ∈ R; i, j = 1, . . . , n). Ç (2) îäåðæèìî u2c2i−1 2i−1 = u2c2i 2i (i =

= 1, . . . , n
2
). Òîäi c2i−1 2i−1 ≡ c2i 2i (mod RadR) (i = 1, . . . , n

2
). Ç (3) îäåðæèìî v2λcnn =

= v2λ′c11, v2ci1 ∈ v2q1R (i = 2, . . . , n), v2q1c2i 2i = v2q1c2i+1 2i+1 (i = 1, . . . , n
2
− 1).Çâiäñè c11 ∈ R∗, c11 ≡ cii (mod radR) (i = 2, . . . , n). Òîäi λc11 ≡ λ′c11 (mod RadR),

λ ≡ λ′ (mod RadR), ùî íåìîæëèâî. Òåîðåìà äîâåäåíà.Òåîðåìà 2. Íåõàé G � ñêií÷åííà p-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 2 i R � êîìóòàòèâíåíåòåðîâå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè p, ÿêå íå ¹ öiëiñíèì, ç íåñêií÷åííèì ïî-ëåì ëèøêiâ i radR = {0}. Iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõìàòðè÷íèõ R-çîáðàæåíü ãðóïè G äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî ñòåïåíÿ n > 1.Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè G = 〈a〉 � öèêëi÷íàãðóïà ïîðÿäêó |G| > 2, n � íåïàðíå ÷èñëî. Íåõàé u i v � äâà åëåìåíòè êiëüöÿ R òàêi,ùî uv = 0, u 6= 0, v 6= 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ Γλ âèäó
a→ E +




0 0 0 0 . . . 0 0 vλ
u 0 0 0 . . . 0 0 0
0 vq1 0 0 . . . 0 0 0
0 0 u 0 . . . 0 0 0
0 0 0 vq1 . . . 0 0 0... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . u 0 0
0 0 0 0 . . . 0 vq1 0




,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, ¹ R-çîáðàæåííÿì ãðóïè G äëÿ áóäü-ÿêîãî
λ ∈ R. Òóò v2q1, v2q2, . . . , v

2ql � ìiíiìàëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ iäåàëó v2 radR (qi ∈ R;
i = 1, . . . , n; l > 0).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



158 Î. À. ÒÈËÈÙÀÊÀíàëîãi÷íî ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çîáðàæåííÿ Γλ ¹íåçâiäíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè G äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ R∗ à äëÿ λ, λ′ ∈ R∗, λ 6≡ λ′

(mod RadR) çîáðàæåííÿ Γλ i Γλ′ íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Òåîðåìà äîâåäåíà.Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé G = 〈a〉 � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2 i R �êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè 2, radR = {0}, RadR = uR + vR,
u, v ∈ R, u, v 6= 0, uv = 0. Âñi ìàòðè÷íi R-çîáðàæåííÿ ãðóïè G äîâiëüíîãî íåïàðíîãîñòåïåíÿ n > 1 çâiäíi.Äîâåäåííÿ. Íåõàé Γ� ìàòðè÷íå R-çîáðàæåííÿ ãðóïè G ñòåïåíÿ n, Γ(a) = E+M ,äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R, M � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿòîãî æ ïîðÿäêó íàä êiëüöåì R. Î÷åâèäíî, M2 = 0. ßêùî M ìiñòèòü õî÷à á îäèíîáîðîòíèé åëåìåíò, òî äåÿêèé ñòîâï÷èê X ìàòðèöi M ìiñòèòü îáîðîòíèé åëåìåíò.Òîìó X ¹ ïåðøèì ñòîâï÷èêîì äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ GL(n,R). Îòæå, ïåðøèé ñòîâï÷èêìàòðèöi MC, ÿê i C−1MC, ðiâíèé íóëþ. Òîäi çîáðàæåííÿ Γ çâiäíå.ÍåõàéM = uA+vB, äå A, B � äåÿêi êâàäðàòíi ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R.Òîäi 0 = u3A2 = uA2, 0 = v3B2 = vB2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T = ‖tij + Annu‖ ìàòðèöþíàä êiëüöåì R/Annu, äå T = ‖tij‖ � äåÿêà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì R. Î÷åâèäíî,
R/Annu = R/vR � ëîêàëüíà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Òîäi äëÿ äåÿêèõ êâàäðàòíèõìàòðèöü C, D ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R òàêèõ, ùî C, D ∈ GL(n,R/vR), C AD =
= diag[α1, α2, . . . , αr, 0, . . . , 0]; (αi ∈ R/vR; i = 1, . . . , r; r ∈ {0} ∪ N). Î÷åâèäíî, C,
D ∈ GL(n,R). Îñêiëüêè ó ïîëi âiäíîøåíü êiëüöÿ R/vR A

2
= 0, òî r = rankA < n

2
.Êðiì òîãî, â êiëüöi R/vR

AD = AD =




α11 . . . α1r 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
αn1 . . . αnr 0 . . . 0


 ,äå αij ∈ R/vR (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r). Òîäi â êiëüöi R

uAD =




α′
11 . . . α′

1r 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
α′
n1 . . . α′

nr 0 . . . 0


 .äå α′

ij ∈ uR (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r). Íåõàé ìàòðèöÿ B0 îäåðæàíà ç ìàòðèöi BDâiäêèäàííÿì ïåðøèõ r ñòîâïöiâ. Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç T = ‖t + Ann v‖ ìàòðèöþíàä êiëüöåì R/Ann v = R/uR, äå T = ‖tij‖ � äåÿêà ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì R. Íàäïîëåì âiäíîøåíü êiëüöÿ R/uR B
2

= 0, òîìó rankB < n
2
. Îòæå, â ïîëi âiäíîøåíüêiëüöÿ R/uR r0 = rankB0 <

n
2
. Àíàëîãi÷íî ÿê i äëÿ ìàòðèöi A ìîæíà ïîêàçàòè, ùîäëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi D0 ∈ GL(n− r, R)

B0D0 = B0D0 =




β11 . . . β1r0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
βn1 . . . βnr0 0 . . . 0


 ,äå βij ∈ R/uR (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r0). Òîäi â êiëüöi R

vBD

(
E 0
0 D0

)
=




β′
11 . . . β′

1r β′
1 r+1 . . . β′

1 r+r0
0 . . . 0... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

β′
n1 . . . β′

nr β′
1 r+1 . . . β′

1 r+r0
0 . . . 0


 ,Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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ij ∈ R/uR (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r + r0), E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n íàäêiëüöåì R. Î÷åâèäíî,

D′ =

(
E 0
0 D0

)
∈ GL(n,R).Îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi uADD′ òà vBDD′ ðiâíèé íóëþ, áî r + r0 < n. Îòæå,îñòàííié ñòîâï÷èê ìàòðèöi MDD′ òà (DD′)−1Γ(a)DD′ òàêîæ ðiâíèé íóëþ. Òîìó çî-áðàæåííÿ Γ çâiäíå íàä êiëüöåì R. Ëåìà äîâåäåíà.1. Curtis C. W., Reiner I. Methods of representation theory. � New York: John Willems & Sons In
,1981. � V. 1. � 820 p.2. Maranda J. M. On the equivalenn
e of representations of �nite groups of automorphisms of modulesover Dedekind domain // Canad. J. Math. � 1955. � 7. � P. 401�404.3. Roggenkamp K. W. R-orders in a split algebra have �nitely many non-isomorphi
 irredu
ible latti
eas soon as R has �nite 
lass number // Canad. J. Math. � 1971. � 14. � P. 405�409.4. �óäèâîê Ï. Ì., Ïîãîðèëÿê Å. ß. Î ìîäóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïï íàä îáëàñòÿìèöåëîñíîñòè // Òðóäû ìàòåì. èí-òà ÀÍ ÑÑÑ�. � 1990. � 183. � Ñ. 78�86.5. �óäèâîê Ï. Ì. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï íàä êîììóòàòèâíûìè ëîêàëüíûìè êîëüöàìè. �Óæãîðîä: Óæãîðîäñêèé íàöèîíàëüíèé óíèâåðñèòåò, 2003. � 119 
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