
ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÀ I ÏÀÐÅÒIÂÑÜÊÀ ÇÀÄÀ×I. . . 107

ÓÄÊ 519.7

Î. Þ. ×åðâàê, Þ. Þ. ×åðâàê (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍI ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÀ I ÏÀÐÅÒIÂÑÜÊÀ ÇÀÄÀ×I
ÁÀÃÀÒÎÊÐÈÒÅÐIÀËÜÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�

The multicriterion choice in set of alternatives of any nature wich be compared using numerical estimates
is done in the article.

Â ðîáîòi éäåòüñÿ ïðî áàãàòîêðèòåðiàëüíèé âèáið â ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè, ÿêi
ïîðiâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îöiíîê.

Â ðîáîòi éäåòüñÿ ïðî áàãàòîêðèòåðiàëüíèé âèáið â ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ áóäü-ÿêî¨
ïðèðîäè, ÿêi ïîðiâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îöiíîê; íåõàé ck(x), k = 1, 2, ..., q �
ôóíêöi¨ îöiíîê, iíàêøå, ñêàëÿðíi êðèòåðiàëüíi ôóíêöi¨. Óçàãàëüíåíi ëåêñèêîãðàôi÷íà
i ïàðåòiâñüêà çàäà÷i ôîðìóëþþòüñÿ ÿê çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨, ïîðÿäêè âiääà÷i
ïåðåâàãè â ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïóêëèõ êîíóñiâ â ïðîñòîði êðèòåði¨â
Rq [1]; c(x) = (c1(x), c2(x), . . . , cq(x))

L � âåêòîðíà êðèòåðiàëüíà ôóíêöiÿ. Îïóêëèé
êîíóñ âèçíà÷à¹ áiíàðíå âiäíîøåííÿ òðàíçèòèâíîãî ïîðÿäêó íà Rq. Âiäíîøåííÿ, ùî
âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê â ïåðøié çàäà÷i, íàçâåìî éîãî óçàãàëüíåíèì ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïî-
ðÿäêîì, çàäà¹òüñÿ êîíóñîì Λ ÿê ìíîæèíîþ òî÷îê (âåêòîðiâ) u = (u1, u2, . . . , uq)

T , ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ëåêñèêîãðàôi÷íié íåðiâíîñòi λu >L 0, äå λ ≡ {λij} ¹ íåâèðîäæåíîþ
ìàòðèöåþ q-ãî ïîðÿäêó. (Âåðõíié iíäåêñ T îçíà÷à¹ îïåðàöiþ òðàíñïîíóâàííÿ. >L �
çíàê âiäíîøåííÿ "ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøå"â ñóáîðäèíàöi¨ ðàíæèðóâàííÿ Rg, â ÿêié
1-à êîìïîíåíòà âåêòîðà ìà¹ íàéâèùèé ðàíã i ðàíã k-î¨ êîìïîíåíòè âèùèé çà ðàíã
l-î¨ êîìïîíåíòè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî k < l.) Ïîçíà÷èìî öå âiäíîøåííÿ ÷åðåç >λ, ùî
÷èòà¹òüñÿ "λ � ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøå". Âiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê â äðóãié
çàäà÷i, íàçâåìî éîãî óçàãàëüíåíèì ïàðåòiâñüêèì ïîðÿäêîì, çàäà¹òüñÿ êîíóñîì Π ÿê
ìíîæèíîþ òî÷îê, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïàðåòiâñüêié íåðiâíîñòi πu >P 0, äå π ≡ {πij}
¹ íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ. (>P � çíàê âiäíîøåííÿ "ïàðåòiâñüêè áiëüøå ÿêå íå çàëå-
æèòü âiä óïîðÿäêóâàííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà, òàê ÿê âèçíà÷à¹òüñÿ ñóáîðäèíàöi¹þ Rv

ïîïàðíî¨ ðiâíî¨ âàæëèâîñòi öèõ êîìïîíåíò) Àëüòåðíàòèâà y êðàùà çà àëüòåðíàòèâó
x â óçàãàëüíåíîìó ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó âiääà÷i ïåðåâàãè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî
c(y) >λ c(x), ùî îçíà÷à¹ c(y)− c(x) ∈ Λ, òîáòî λc(y) >L λc(y). y êðàùà x â óçàãàëüíå-
íîìó ïàðåòiâñüêîìó ïîðÿäêó âiääà÷i ïåðåâàãè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî c(y) >π c(x), ùî
îçíà÷à¹ c(y)− c(x) ∈ Π, òîáòî πc(y) >P πc(x).

Íåõàé X � äîïóñòèìà ìíîæèíà àëüòåðíàòèâ â óçàãàëüíåíèõ ëåêñèêîãðàôi÷íié i
ïàðåòiâñüêié çàäà÷àõ, ÿêi çàïèøåìî êîðîòêî:

maxλc(x), x ∈ X; (1)

optπc(x), x ∈ X. (2)

x̂ ∈ X � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ X,
òàêà ùî c(y) >L c(x̂); ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i ïîçíà÷èìî X̂λ.
x̂ ∈ X � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2), ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ X, òà-
êà ùî c(y) >π c(x̂); ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i ïîçíà÷èìî X̂π. Â
ïîäàëüøîìó, ðîçãëÿäàþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ óçàãàëüíåíèé ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿ-
äîê ¹ íàäïîðÿäêîì óçàãàëüíåíîãî ïàðåòiâñüêîãî ïîðÿäêó çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðå-
âàãè, òîáòî óìîâè, ïðè ÿêèõ X̂λ ⊂ X̂π [1].
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Çà òåîðåìîþ 3.2 [1], óçàãàëüíåíèé ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê ¹ íàäïîðÿäêîì óçà-
ãàëüíåíîãî ïàðåòiâñüêîãî ïîðÿäêó â Rq çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè, ÿêùî i òiëüêè
ÿêùî Π ∈ Λ, òîáòî ÿêùî i òiëüêè ÿêùî ç âiäíîøåííÿ πu >P 0 âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ
λu >L 0 àáî, iíàêøå, ç âiäíîøåííÿ

v >P 0 (3)

âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ
γv >L 0, (4)

äå γ = λπ−1, π−1 � ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî π. ßêùî λ = π, òî γ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ,
îòæå, òîäi ç âiäíîøåííÿ (3) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (4), òàê ÿê ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿ-
äîê â áóäü-ÿêié ñóáîðäèíàöi¨ ðàíæèðóâàííÿ Rg (i1, i2, . . . , iq) (â ÿêié i1-à êîìïîíåíòà
âåêòîðà ìà¹ íàéâèùèé ðàíã, à ðàíã ik-î¨ êîìïîíåíòè âèùèé çà ðàíã i2-î¨ êîìïîíåíòè,
ÿêùî i òiëüêè ÿêùî k > l) ¹ íàäïîðÿäêîì ïàðåòiâñüêîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöÿ π íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïàðåòiâñüêîãî ïåðåòâîðåííÿ,
ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âîíà çáåðiãà¹ ïàðåòiâñüêèé ïîðÿäîê:

πu >P 0, (5)

ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ

u >P 0. (6)

Òåîðåìà 1. ßêùî iñíó¹ ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , iq) iíäåêñiâ 1, 2, . . . , q, òàêà ùî

πik, j > 0, ÿêùî k = j, πik, j > 0, ÿêùî k ̸= j, (7)

àáî, iíàêøå, ÿêùî π ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ (ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ ðÿäêiâ)
ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, òî π ¹ ìàòðèöåþ ïàðåòiâñüêîãî
ïåðåòâîðåííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (7), òî, çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ìàòðèöi
íà âåêòîð, ik-à êîìïîíåíòà âåêòîðà πu (k = 1, 2, . . . , q), ÿêó ïîçíà÷èìî (πu)ik , îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (πu)ik = πik, k ·uk, äå πik, k > 0. Òàê ÿê (πu)i = 0, ÿêùî i òiëüêè
ÿêùî uk = 0, i (πu)ik > 0, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî uk > 0, òî óìîâà (5) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî
i òiëüêè ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî π ìàòðèöÿ ïàðåòiâñüêîãî ïåðåòâîðåííÿ, òî ìíîæèíà îïòè-
ìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðå-
òiâñüêî¨ çàäà÷i, òàê ÿê, çà îçíà÷åííÿì 1, ïàðåòiâñüêèé i óçàãàëüíåíèé ïàðåòiâñüêèé �
åêâiâàëåíòíi ïîðÿäêè â Rq.

Îçíà÷åííÿ 2. [1]. Ìàòðèöÿ λ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïåðå-
òâîðåííÿ â ñóáîðäèíàöi¨ Rg, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âîíà çáåðiãà¹ ëåêñèêîãðàôi÷íèé
ïîðÿäîê â öié ñóáîðäèíàöi¨:

λu >L 0, (8)

ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ

u >L 0. (9)

Òåîðåìà 2. ßêùî iñíó¹ ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , iq) iíäåêñiâ 1, 2, . . . , q, òàêà ùî

λik, j > 0, ÿêùî k = j, λik, j > 0, ÿêùî k < j, λik, j − áóäü-ÿêå, ÿêùî k > j, (10)

àáî, iíàêøå, ÿêùî λ ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ (ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨
ðÿäêiâ) ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi, òî λ ¹ ìàòðèöåþ ëåêñèêî-
ãðàôi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ â ñóáîðäèíàöi¨ Rg.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (10), òî, çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ ìàòðèöi
íà âåêòîð, êîìïîíåíòè âåêòîðà λu, ïîçíà÷èìî ¨õ (λu)ik , k = 1, 2, . . . , q, îá÷èñëþþòüñÿ
çà ôîðìóëàìè

(λu)i1 = λi1, 1 · u1, äå λi1, 1 > 0,

(λu)ik =
k−1∑
j=1

λik, j · uj + λik, k · uk, äå λik, k > 0, k = 2, 3, . . . , q. (11)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8), òîáòî àáî

(λu)i1 > 0, (12)

àáî iñíó¹ t, 2 ≤ t ≤ q, òàêèé ùî

(λu)i1 = 0, k = 2, 3, . . . , t− 1, (λu)it > 0. (13)

Òîäi, u1 > 0, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (12), i uk = 0, k = 1, 2, . . . , t− 1,
ut > 0, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (13). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî λ ìàòðèöÿ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ â ñóáîðäèíàöi¨
Rg, òî ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ îïòèìàëü-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i â öié ñóáîðäèíàöi¨, òàê ÿê, çà îçíà÷åííÿì 2,
ëåêñèêîãðàôi÷íèé i óçàãàëüíåíèé ëåêñèêîãðàôi÷íèé � åêâiâàëåíòíi ïîðÿäêè â Rq.

Íåõàé >L
i � çíàê âiäíîøåííÿ "ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøà"â ñóáîðäèíàöi¨ ðàíæè-

ðóâàííÿ Rg (i1, i2, . . . , iq). Ìàòðèöþ λ ìîæíà íàçâàòè ìàòðèöåþ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî
ïåðåòâîðåííÿ â öié ñóáîðäèíàöi¨, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî ç âiäíîøåííÿ λu >L

i 0 âèïëèâà¹
âiäíîøåííÿ u >L

i 0. Àëå, î÷åâèäíî, øëÿõîì ïåðåíóìåðàöi¨ êîìïîíåíò âåêòîðiâ, ëåêñè-
êîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê â ñóáîðäèíàöi¨ Rg(i1, i2, . . . , iq) ìîæå áóòè çâåäåíèé äî ïîðÿäêó
â ñóáîðäèíàöi¨ Rg. Îäíà÷å, ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî â ðiçíèõ ñóáîðäèíàöiÿõ ðàíæè-
ðóâàííÿ ëåêñèêîãðàôi÷íi çàäà÷i áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ íà îäíié i òié ìíî-
æèíi äîïóñòèìèõ àëüòåðíàòèâ X ìàþòü, â çàãàëüíîìó, ðiçíi îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè.
Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî ëåêñèêîãðàôi÷íi çàäà÷i âèçíà÷àþòüñÿ
â ñóáîðäèíàöi¨ Rg.

Òåîðåìà 3. ßêùî π ìàòðèöÿ ïàðåòiâñüêîãî ïåðåòâîðåííÿ i λ ìàòðèöÿ ëåêñèêî-
ãðàôi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ, òî óçàãàëüíåíèé ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê ¹ íàäïîðÿäêîì
óçàãàëüíåíîãî ïàðåòiâñüêîãî ïîðÿäêó çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì 1, ç âiäíîøåííÿ (5) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (6), ç ÿêîãî
âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (9). Çà îçíà÷åííÿì 2, ç âiäíîøåííÿ (9) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ
(8). Îòæå, ç âiäíîøåííÿ (5) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (8). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4. ßêùî γ ìàòðèöÿ ïàðåòiâñüêîãî àáî ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ, òî óçàãàëüíåíèé ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê ¹ íàäïîðÿäêîì óçàãàëüíåíîãî ïàðå-
òiâñüêîãî ïîðÿäêó çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ÿêùî γ ìàòðèöÿ ïàðåòiâñüêîãî ïåðåòâîðåííÿ, òîäi âîíà
¹ i ìàòðèöåþ ëåêñèêîãðàôi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ (3). Ç íüîãî
âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ v >L 0, ç ÿêîãî âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (4). Îòæå ç âiäíîøåííÿ
(3) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ (4). Òåîðåìà äîâåäåíà.

1. ×åðâàê Þ. Þ. Îïòèìiçàöiÿ. Íåïîêðàùóâàíèé âèáið. � Óæãîðîä: Óæãîðîä. íàö. óí-ò, 2002. �
312 ñ.
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