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In this paper we describe all finite posets, for which the category InjA of injective representations of A
over a field k has finite type.

Â öié ñòàòòi îïèñóþòüñÿ ñêií÷åííi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè A, äëÿ ÿêèõ êàòåãîðiÿ InjA
ií'¹êòèâíèõ çîáðàæåíü A íàä ïîëåì k ìà¹ ñêií÷åíèé òèï.

Â ðàáîòå [1] Ï. Ãàáðèåëü ââåë äëÿ (êîíå÷íîãî) êîë÷àíà Q ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
Q0 è ìíîæåñòâîì ñòðåëîê Q1 êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó qQ : ZQ0 → Z, íàçâàííóþ èì
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Òèòñà êîë÷àíà Q:

qQ(z) =
∑
i∈Q0

z2i −
∑
i→j

zizj,

ãäå i → j ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Q1. Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
êîë÷àí èìååò êîíå÷íûé òèï íàä ïîëåì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ôîðìà
Òèòñà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Â ðàáîòå [2] Þ. À. Äðîçä ðàññìàòðèâàåò íåêîòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó äëÿ
(êîíå÷íîãî) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå òåõ æå
ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ôîðìà Òèòñà äëÿ êîë÷àíà. Ýòî ôîðìà qA : ZA∪0 → Z, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

drA(z) = z20 +
∑
i∈A

z2i +
∑

i<j,i,j∈A

zizj − z0
∑
i∈A

zi

(ïðè ýòîì íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A íå èìååò åëåìåíòà 0). Òåïåðü ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Òèòñà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A èìååò êîíå÷íûé òèï
íàä ïîëåì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ôîðìà Òèòñà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëîæè-
òåëüíîé (ò. å. ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå íà ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A èìå-
åò êîíå÷íûé òèï íàä ïîëåì k, åñëè êàòåãîðèÿ åãî ïðåäñòàâëåíèé RepkA èìååò, ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ.

Êðîìå èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íîãî
òèïà, ìû ìîæåì, â ñâîþ î÷åðåäü, èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ êàòåãîðèè RepkA (ýòî ôóí-
êòîðû èç RepkA â êàòåãîðèþ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ); â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î òåõ èëè èíûõ ïîäêàòåãîðèÿõ êàòåãîðèè RepkA, êîòî-
ðûå èìåþò êîíå÷íûé òèï. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé ñòàòüå.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè k � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëå; ïîýòîìó â ðà-
çëè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìû ÷àñòî îïóñêàåì ñèìâîë k (íàïðèìåð, âìåñòî RepkA ïèøåì
RepA). Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðà-
âèëî, êîíå÷íîìåðíûìè (èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ îá-
ùèå îïðåäåëåíèÿ). Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå (ñîêðàùåííî ÷. ó.)
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ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè; ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò
ýëåìåíòîâ 0 è ±∞. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ìîðôèçìû êàòåãîðèé è ò. ï. óìíîæàþòñÿ
ñëåâà íàïðàâî.

1. Êàòåãîðèè íàä ïîëåì è êîë÷àíû ñ ñîîòíîøåíèÿìè. Ïîñêîëüêó â ýòîé
ñòàòüå ìû ïîëüçóåìñÿ êàòåãîðíûì ÿçûêîì, íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè
êàòåãîðèé, óäåëÿÿ îñîáîå âíèìàíèå êàòåãîðèÿì íàä ïîëåì k; ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè êàòåãîðèé. Äàëåå, ìû ðàññìî-
òðèì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè êàòåãîðèé è êîë÷àíîâ. Íàêîíåö, ìû
íàïîìíèì íóæíûå äëÿ íàñ ôàêòû, êîòîðûå êàñàþòñÿ êîë÷àíîâ ñ ñîîòíîøåíèÿìè è
èõ ñâÿçè ñ êàòåãîðèÿìè.

1.1. Êàòåãîðèè íàä ïîëåì. Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ êàòåãîðèè Φ îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç ObΦ, à ìíîæåñòâî åå ìîðôèçìîâ � ÷åðåç MorΦ; ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ èç îáúå-
êòà X â îáúåêò Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç HomΦ(X,Y ) èëè Φ(X,Y ). Âìåñòî X ∈ ObΦ
÷àñòî ïèøóò X ∈ Φ; çàïèñü X ∼= Y îçíà÷àåò, ÷òî X è Y èçîìîðôíû. Èçîìîðôèçì íà-
çûâàþò åùå îáðàòèìûì ìîðôèçìîì; äðóãèìè ñëîâàìè, ìîðôèçì α ∈ Φ(X,Y ) îáðà-
òèì, åñëè ñóùåñòâóåò ìîðôèçì β ∈ Φ(Y,X), òàêîé, ÷òî αβ = 1X è βα = 1Y , (1Z
îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé ìîðôèçì îáúåêòà Z).

Íàïîìíèì, ÷òî ñêåëåòîì êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ åå ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èçîìîðôíûõ îáúåêòîâ.

Êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð, êàê ïðàâèëî, íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ôóíêòîðîì. Ôóíêòîð
F : Φ → Ψ íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ X,Y êàòåãîðèè Φ
îòîáðàæåíèå

F (X,Y ) : HomΦ(X, Y ) → HomΨ(XF, Y F )

(êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì F : MorΦ → MorΨ) èíúåêòèâíî, è ïîëíûì,
åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî. Äàëåå, ôóêòîð F : Φ → Ψ íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì,
åñëè äëÿ êàæäîãî Y ∈ Ψ ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûé åìó îáúåêò âèäà XF , X ∈ Φ. Â
ñèëó õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìû ôóíêòîð F ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñòðîãèé ïîëíûé è ïëîòíûé.

Êàòåãîðèåé íàä ïîëåì k èëè ïðîñòî k-êàòåãîðèåé ìû íàçûâàåì ïðîèçâîëüíóþ
êàòåãîðèþ Φ, âñå ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íî-
ìåðíûìè) âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä k, òàêèìè, ÷òî êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ
k-áèëèíåéíà; òîãäà ìíîæåñòâà Φ(X,X) ÿâëÿþòñÿ k-àëãåáðàìè. Íàçîâåì k-êàòåãîðèþ
êîíå÷íîìåðíîé, åñëè âñå Φ(X, Y ) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ýëå-
ìåíò X ∈ Φ íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè Φ(X,X) = 0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, 1X = 0
(çàìåòèì, ÷òî â k-êàòåãîðèè íå âñåãäà ñóùåñòâóþò íóëåâûå îáúåêòû). Â ñâÿçè ñ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûì íèæå îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ àëãåáðà � ýòî àëãåáðà ñ 1 ̸= 0, âñå
íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû êîòîðîé îáðàçóþò èäåàë.

Ôóíêòîð F : Φ → Ψ ìåæäó k-êàòåãîðèÿìè Φ è Ψ íàçûâàåòñÿ k-ëèíåéíûì, åñëè
âñå ñîîòâåòñòâóþùèå åìó îòîáðàæåíèÿ F (X,Y ) ÿâëÿþòñÿ k-ëèíåéíûìè; èíîãäà òàêîé
ôóíêòîð íàçûâàþò k-ôóíêòîðîì. Êàê ïðàâèëî, ìåæäó k-êàòåãîðèÿìè ðàññìàòðèâà-
þò òîëüêî k-ëèíåéíûå ôóíêòîðû.

Êàæäîé êàòåãîðèè Φ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü k-êàòåãîðèþ kΦ,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ k-ëèíåéíîé îáîëî÷êîé èëè k-ëèíåàðèçàöèåé Φ; îíà èìååò òå æå
îáúåêòû, ÷òî è êàòåãîðèÿ Φ, à kΦ(X,Y ) � ýòî âåêòîðíîå k-ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
Φ(X, Y ). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ôóíêòîð F : Φ → Ψ, ãäå Ψ � k-êàòåãîðèÿ,
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî k-ëèíåéíîãî ôóíêòîðà F k : kΦ → Ψ.

Äâóñòîðîííèì èäåàëîì (èëè ïðîñòî èäåàëîì) I k-êàòåãîðèè Φ íàçûâàåòñÿ íàáîð
ïîäïðîñòðàíñòâ I(X,Y ) ⊆ Φ(X, Y ), ãäå X, Y ∈ Φ, òàêèõ, ÷òî λαγ ∈ Φ(W,Z) âñÿêèé
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ðàç, êîãäà α ∈ I(X,Y ), λ ∈ Φ(W,X), γ ∈ Φ(Y, Z). Ñ êàæäûì èäåàëîì I ñâÿçàíà
ôàêòîð-k-êàòåãîðèÿ Φ/I ñ òåìè æå îáúåêòàìè, ÷òî è êàòåãîðèÿ Φ, è ìíîæåñòâàìè
ìîðôèçìîâ (Φ/I)(X, Y ) = Φ(X,Y )/I(X,Y ) äëÿ âñåõ X, Y ∈ Φ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
1X ∈ I, òî îáúåêò X êàòåãîðèè Φ/I ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì. Êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè (ïðî-
ñòðàíñòâ) Φ(X, Y ) → Φ/I(X, Y ) çàäàþò ôóíêòîð-ïðîåêöèþ Π : Φ → Φ/I.

Â êà÷åñòâå âàæíîãî ïðèìåðà, ñâÿçàííîãî ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, ìîæíî óêàçàòü ñëå-
äóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü F : Φ → Ψ � k-ôóíêòîð ìåæäó k-êàòåãîðèÿìè, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ïëîòíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç KerF ÿäðî ôóíêòîðà F , òî åñòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ α, òàêèõ, ÷òî αF = 0; î÷åâèäíî, ÷òî KerF � èäåàë â Φ. Òîãäà
F èíäóöèðóåò ýêâèâàëåíòíîñòü Φ/KerF ∼= Ψ.

Êîíå÷íîìåðíàÿ k-êàòåãîðèÿ Ψ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîèäîì, åñëè åå îáúåêòû ïîïàðíî
íåèçîìîðôíû è âñå àëãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ Ψ(X,X) ëîêàëüíû. Çàìåòèì, ÷òî óñëî-
âèå î ëîêàëüíîñòè àëãåáð ýíäîìîðôèçìîâ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âñå íåîáðàòèìûå
ìîðôèçìû Ψ îáðàçóþò èäåàë. Ýòîò èäåàë íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì ñïåêòðîèäà Ψ; ìû
îáîçíà÷àåì åãî ÷åðåç RΨ. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì RΨ(X, Y ) = Ψ(X, Y ) äëÿ X ̸= Y ,
à RΨ(X,X) � ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë (ðàäèêàë) ëîêàëüíîé àëãåáðû Ψ(X,X).

Åñëè I � èäåàë ñïåêòðîèäà Ψ è I ⊆ RΨ, òî, î÷åâèäíî, Ψ/I òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñïå-
êòðîèäîì; åñëè æå I íå ïðèíàäëåæèò RΨ, òî ìíîæåñòâî P = {X ∈ Ψ | 1X ∈ I}
íåïóñòî è çíà÷èò ôàêòîð-êàòåãîðèÿ Ψ/I íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîèäîì (ïîñêîëüêó îáúå-
êòû X ∈ P ñòàíîâÿòñÿ íóëåâûìè îáúåêòàìè Ψ/I, àëãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ Ψ/I(X,X)
íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè). Îäíàêî âî âòîðîì ñëó÷àå ñïåêòðîèäîì ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ
ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè Ψ/I, ñîñòîÿùàÿ èç íåíóëåâûõ îáúåêòîâ.

Àääèòèâíîé k-êàòåãîðèåé (èëè k-àääèòèâíîé êàòåãîðèåé) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íàÿ k-êàòåãîðèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé (òî åñòü èìååò êîíå÷íûå ïðÿìûå ñóì-
ìû è íóëåâîé îáúåêò). Îòìåòèì, ÷òî êàæäîé k-êàòåãîðèè Φ ìîæíî åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñîïîñòàâèòü àääèòèâíóþ k-êàòåãîðèþ ⊕Φ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àääèòèâ-
íîé îáîëî÷êîé Φ. Åå îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (X1, . . . , Xs)
îáúåêòîâ èç Φ, à ìîðôèçìû (X1, . . . , Xs) → (Y1, . . . , Yt) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ �ìàòðè-
öàìè� µ = (µij) ∈

⊕
i,j Φ(Xi, Yj); êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé k-ëèíåéíûé ôóíêòîð èç Φ â Ψ, ãäå Ψ � àäèòèâíàÿ

k-êàòåãîðèÿ, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü äî k-ëèíåéíîãî ôóíêòîðà èç
⊕Φ â Ψ.

Êîíå÷íîìåðíàÿ àääèòèâíàÿ k-êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé Êðóëëÿ-Øìèäòà,
åñëè êàæäûé åå îáúåêò ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ ñ
ëîêàëüíûìè àëãåáðàìè ýíäîìîðôèçìîâ. Ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè Êðóëëÿ-
Øìèäòà Φ, ñîñòîÿùóþ èç ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ íåðàçëîæè-
ìûõ îáúåêòîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Φ0; î÷åâèäíî, ÷òî êàòåãîðèÿ Φ0 îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êàòåãîðèé è ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîèäîì. Ìû
íàçûâàåì åå ãëàâíûì ñïåêòðîèäîì êàòåãîðèè Φ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþøàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà Êðóëëÿ-Øìèäòà. Êàòåãîðèÿ íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé
Êðóëëÿ-Øìèäòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé åå èäåìïîòåíò ðàñùåïëÿ-
åì (ò. å., åñëè α2 = α ∈ Hom(X,X), òî ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû λ : X → Y è
γ : Y → X, òàêèå, ÷òî λγ = α è γλ = 1Y ).

Ïîíÿòèå ðàäèêàëà, êîòîðîå ìû ââåëè âûøå äëÿ ñïåêòðîèäîâ, ìîæíî ââåñòè òàêæå
è äëÿ êàòåãîðèé Êðóëëÿ-Øìèäòà.

Ïóñòü Φ � êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà. Ìîðôèçì α ∈ Φ(X, Y ) íàçûâàåòñÿ ðàäè-
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êàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî β ∈ Φ(Y,X) ìîðôèçìû 1X +αβ è 1Y + βα îáðàòèìû (íà
ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îäíî èç ýòèõ óñëîâèé). Âñå ðàäèêàëüíûå ìîðôè-
çìû îáðàçóþò èäåàë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì êàòåãîðèè Φ; ìû îáîçíà÷àåì
åãî ÷åðåç RΦ. Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè RΦ(⊕iXi,⊕jYj) è ⊕i,jRΦ0(Xi, Yj)
ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé (êàíîíè÷åñêèé) èçîìîðôèçì.

1.2. Ïðåäñòàâëåíèÿ k-êàòåãîðèé. Ïóñòü Φ � íåêîòîðàÿ k-êàòåãîðèÿ è mod k �
êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ. Ïîä ïðåäñòàâëåíèåì êàòåãîðèè
Φ ìû ïîíèìàåì k-ôóíêòîð èç Φ â mod k. Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàåì ýêâèâàëåí-
òíûìè èëè èçîìîðôíûìè, åñëè èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêòîðû. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé RepΦ êàòåãîðèè Φ � ýòî êàòåãîðèÿ Funct(Φ,
mod k) ôóíêòîðîâ èç Φ â mod k. Èç õîðîøî èçâåñòíûõ îáùèõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî
RepΦ � êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà. Çàìåòèì, ÷òî êàòåãîðèÿ Funct(Φ,mod k) ÿâ-
ëÿåòñÿ çàêîííîé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ) òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îáúåêòû Φ îáðàçóþò ìíîæåñòâî (òàêàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ìàëîé). Ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî åñëè êàòåãîðèè Funct(Φ,mod k) è Funct(Ψ,mod k) ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ýêâèâàëåíòíûìè ÿâëÿþòñÿ Φ è Ψ (äëÿ ýòîãî íóæíî çàôèêñèðîâàòü ïàðó âçàèìíî
êâàçèîáðàòíûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó Φ è Ψ è ïîñëå ýòîãî ïîñìîòðåòü íà ñâÿçü ìåæäó
ôóíêòîðàìè F : Φ → mod k è G : Ψ → mod k). Â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ êàòåãîðèè Funct(Φ,mod k) è Funct(Φ,mod k), ãäå Φ � ñêåëåò êàòåãîðèè Φ.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé êàòåãîðèåé, ìû ìîæåì ïî ñó-
òè ñ÷èòàòü êàòåãîðèþ Funct(Φ,mod k) çàêîííîé äàæå òîãäà, êîãäà êàòåãîðèÿ Φ íå
ÿâëÿåòñÿ ìàëîé.

×àñòü èç òîëüêî ÷òî ñêàçàííîãî ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûì
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè Φ � êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà è Φ0 � åå ãëàâíûé
ñïåêòðîèä, òî Φ ∼= ⊕Φ0 è êàòåãîðèè RepΦ è RepΦ0 ýêâèâàëåíòíû.

Ìû íàçûâàåì k-êàòåãîðèþ Φ êàòåãîðèåé êîíå÷íîãî òèïà, åñëè êàòåãîðèÿ RepΦ
èìååò (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ k-êàòåãîðèé ñàìûì ïðÿìûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè
àëãåáð. Ïîãîâîðèì îá ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü Φ � k-êàòåãîðèÿ; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî åå îáúåêòîâ êîíå÷íî. Ýòîé
êàòåãîðèè ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü êîíå÷íîìåðíóþ k-àëãåáðó A(Φ).
Èìåííî ïîëîæèì

A(Φ) =
⊕

X,Y ∈Φ

Φ(X, Y )

(çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ). Ïðîèçâåäåíèå â
A(Φ) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîðôèçìîâ α ∈ Φ(X, Y ) è β ∈
∈ Φ(Z, T ): ïðîèçâåäåíèå α è β ðàâíî ìîðôèçìó αβ, åñëè Y = Z, è íóëåâîìó ýëå-
ìåíòó (ïðîñòðàíñòâà A(Φ)), åñëè Y ̸= Z.

Àëãåáðó A(Φ) ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ k-êàòåãîðèè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îáúå-
êòîâ (ñì. [3,�2]).

Ïîíÿòíî, ÷òî ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè k-êàòåãîðèè Φ è k-àëãåáðû AΦ èìååòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå; áîëåå òîãî, èõ êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé èçîìîð-
ôíû. Â ÷àñòíîñòè, êàòåãîðèÿ Φ èìååò êîíå÷íûé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîíå÷íûé òèï èìååò àëãåáðà A(Φ).

1.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ. Ïóñòü Q � êîë÷àí, ò. å. îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Ìíîæåñòâî âåðøèí êîë÷àíà Q áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Q0, à ìíîæåñòâî åãî ñòðåëîê �
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÷åðåç Q1; êîë÷àí Q íàçûâàþò êîíå÷íûì, åñëè Q0 è Q1 êîíå÷íû. Íà÷àëüíóþ âåðøèíó
ñòðåëêè λ (ò. å. âåðøèíó èç êîòîðîé âûõîäèò λ) îáîçíà÷àåì ÷åðåç s(λ) è êîíöåâóþ
âåðøèíó ñòðåëêè λ (ò. å. âåðøèíó â êîòîðóþ âõîäèò λ) îáîçíà÷àåì ÷åðåç t(λ). Çàïèñü
λ : x→ y îçíà÷àåò, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ ñòðåëêîé, òàêîé, ÷òî s(λ) = x è t(λ) = y.

Ïóñòü x, y ∈ Q0. Ïóòåì äëèíû n ≥ 1 c íà÷àëüíîé âåðøèíîé x è êîíöåâîé âåðøèíîé
y íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = α1α2 . . . αn ñòðåëîê αi, òàêàÿ, ÷òî s(α1) = x,
t(αi) = s(αi+1) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i < n è t(αn) = y. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ïóòü α = 1x
äëèíû 0 (äëÿ êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ è êîíöåâûå âåðøèíû ñîâïàäàþò ñ x). Íà÷àëüíàÿ è
êîíöåâàÿ âåðøèíû ïóòè α îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç s(α) è t(α). Äâà ïóòè
α è β íàçûâàþòñÿ ïàðàëåëüíûìè, åñëè s(α) = s(β) è t(α) = t(β).

Êàæäîìó êîë÷àíó Q ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü êàòåãîðèþ åãî
ïóòåé PQ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû êîë÷àíà, à ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ
PQ(x, y) ñîñòîèò èç âñåõ ïóòåé ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x è êîíöåâîé òî÷êîé y; êîìïîçèöèÿ
ïóòåé îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà kPQ êàòåãîðèè PQ íàçûâàåòñÿ k-êàòåãîðèåé ïóòåé êîë÷àíà
Q; îíà îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî ÷åðåç kQ. Â ñëó÷àå, êîãäà Q êîíå÷íûé, ìîæíî ðàññìî-
òðåòü àëãåáðó A(Q) åãî ïóòåé; ýòî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, áàçèñ êîòîðîé ñîñòîèò èç
âñåõ ïóòåé. (Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû îïðåäåëèëè êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó ïî ëþáîé
êîíå÷íîìåðíîé k-êàòåãîðèè, è åñëè ýòó êîíñòðóêöèþ ïðèìåíèòü ê k-êàòåãîðèè kQ,
òî ïîëó÷èì êàê ðàç àëãåáðó A(Q).)

Ïðåäñòàâëåíèå U êîë÷àíà Q = (Q0, Q1) íàä ïîëåì k ñîñòîèò èç êîíå÷íîìåðíûõ
âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ Ui, i ∈ Q0, è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé γα : Ux → Uy, ãäå
α : x → y ïðîáåãàåò Q1. Âåêòîð d = (dx), x ∈ Q0, ãäå dx = dimUx (i = 1, . . . , n), íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð-ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ U . Ìîðôèçì φ èç U â U ′ ñîñòîèò ëè-
íåéíûõ îòîáðàæåíèé φx : Ux → U ′

x, x ∈ Q0, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðåëêè α : x→y
äèàãðàììà

Ux
γα−−−→ Uy

φx

y yφy

U ′
x

γ′
α−−−→ U ′

y

êîììóòàòèâíà.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ U êîë÷àíà Q ïîëîæèì U = {Ux |x ∈ Q0} è γ = {γα |α ∈ Q1}.

Èñïîëüçóÿ ýòè íàáîðû, U ìîæíî çàïèñàòü â êðàòêîé ôîðìå: U = (U, γ).
Êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Q (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Êðóëëÿ-

Øìèäòà) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç RepQ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè êîë÷àíà Q è k-êàòåãîðèè kQ èìååòñÿ åñòå-

ñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå; áîëåå òîãî, èõ êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé
èçîìîðôíû. Îòñþäà è èç ñêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñëåäóåò, ÷òî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå èìååòñÿ ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íîãî êîë÷àíà Q è
ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû A(Q).

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ïðåäñòàâëåíèÿì êîë÷àíîâ ñ ñîîòíîøåíèÿìè.
Ñîîòíîøåíèåì äëÿ êîë÷àíà Q = (Q0, Q1) íàçûâàþò ïðîèçâîëüíóþ k-ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ åãî ïàðàëåëüíûõ ïóòåé. Ïóñòü λ = {λi | i ∈ I} � íåêîòîðûé íàáîð cîî-
òíîøåíèé äëÿ Q. Ïðåäñòàâëåíèåì êîë÷àíà Q ñ ñîîòíîøåíèÿìè λi, i ∈ I, íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå U = (U, γ) êîë÷àíà Q, òàêîå, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â
êàæäîå λi âìåñòî âñåõ åãî ñòðåëîê ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïî-
ëó÷àåòñÿ íóëåâîå îòîáðàæåíèå (åñëè â λi âõîäèò êàêîé-ëèáî ïóòü 1x äëèíû 0, òî åìó
ñîïîñòàâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ux). Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåãî
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îïðåäåëåíèÿ, â ýòîé ñèòóàöèè ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ìû èìååì êîë÷àí Q ñ ñîîòíîøåíè-
ÿìè λi = 0 (i ∈ I).

Çàìåòèì, ÷òî êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè (Q, λ) = (Q0, Q1, λ) îïðåäåëÿåò k-êàòåãî-
ðèþ kQ/I, ãäå I = I(λ) � èäåàë â kQ, ïîðîæäåííûé λi (i ∈ I). Îáðàòíî, åñëè ðàñ-
ñìîòðåòü èäåàë I êàòåãîðèè kQ è çàôèêñèðîâàòü â íåì ìîðôèçìû λi, êîòîðûå åãî
ïîðîæäàþò (â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå òàêèõ ìîðôèçìîâ ìîæíî âçÿòü âñå ìîðôèçìû
èç I), òî ìû áóäåì èìåòü êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè (Q, λ), ãäå λ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
âñåõ λi.

Ïðåäñòàâëåíèåì êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè (Q, λ) îáðàçóþò êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè RepQ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ïðåäñòàâëå-
íèÿìè êîë÷àíà Q ñ ñîîòíîøåíèÿìè λi = 0 (i ∈ I) è ïðåäñòàâëåíèÿìè k-êàòåãîðèè
kQ/I, ãäå I = I(λ), ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå; áî-
ëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé èçîìîðôíû. Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü è î ñâÿçè ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè è ïðåäñòàâëåíèÿìè àëãåáðû A(Q)/I◦, ãäå I◦ = I◦(λ) � èäåàë â A(Q), ïîðîæäåííûé
λi (çàìåòèì, ÷òî A(Q)/I◦ ∼= A(kQ/I)).

1.4. Êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè êàòåãîðèè Êðóëëÿ-Øìèäòà.
Ïóñòü Ψ � ñïåêòðîèä. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî åãî îáúåêòîâ êîíå÷íî. Êîë÷àí QΨ

êàòåãîðèè Ψ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. QΨ èìååò â êà÷åñòâå âåðøèí îáúåêòû
èç Ψ. ×èñëî ñòðåëîê èç âåðøèíû X â âåðøèíó Y ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
RΨ(X,Y )/R2

Ψ(X, Y ). Äàëåå, ñîïîñòàâèì êàæäîé ñòðåëêå α : X → Y êîë÷àíà QΨ ðà-
äèêàëüíûé ìîðôèçì α ∈ RΨ(X, Y ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïàðû (X,Y )
ïðîñòðàíñòâî RΨ(X,Y ) ÿâëÿëîñü ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà R2

Ψ(X,Y ) è ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âñåìè ìîðôèçìàìè α : X → Y . Ìû èìååì ôóíêòîð
F : kQΨ → Ψ, òàêîé, ÷òî XF = X äëÿ êàæäîé âåðøèíû X è αF = α äëÿ êàæäîé
ñòðåëêè α. Ïîñêîëüêó k-êàòåãîðèÿ Ψ êîíå÷íîìåðíà è ÷èñëî åå îáúåêòîâ êîíå÷íî, òî
Rs

Ψ = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî s, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêòîð F ïîëíûé.
Çíà÷èò ìû èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé kQΨ/KerF → Ψ.

Åñëè òåïåðü çàôèêñèðîâàòü â èäåàëå KerF ìîðôèçìû λi, i ∈ I, êîòîðûå åãî ïî-
ðîæäàþò, òî ìû áóäåì èìåòü êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè QΨ = (QΨ, λ), ãäå λ îáîçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ λi (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò). Áóäåì åãî íàçûâàòü êîë÷àíîì ñ
ñîîòíîøåíèÿìè ñïåêòðîèäà Ψ. Çàìåòèì, ÷òî êîë÷àí QΨ îïðåäåëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Ψ
îäíîçíà÷íî, à êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè QΨ � íåò.

Â ñëó÷àå, êîãäà Φ � k-êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà, èìåþùàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ, ìû íàçûâàåì åå êîë÷àíîì ñ
ñîîòíîøåíèÿìè QΦ êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè QΦ0

, ãäå Φ0 � ãëàâíûé ñïåêòðîèä Φ.

1.5. Ôîðìà Òèòñà êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè è êàòåãîðèè Êðóëëÿ-Øìèä-
òà. Ïóñòü Q = (Q, λ) � êîíå÷íûé êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè è ïóñòü λ = {λi | i ∈ I}.
Ïîëîæèì Γ = kQ è îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèêàë Γ. Îáîçíà÷èì, äàëåå, ÷åðåç I èäåàë
â Γ, ïîðîæäåííûé âñåìè λi, ÷åðåç J èäåàë â Γ, ïîðîæäåííûé âñåìè ñòðåëêàìè è
÷åðåç K èäåàë â Γ, ïîðîæäåííûé èäåàëàìè I è J. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå λi
ïðèíàäëåæèò R2 è ÷òî êàòåãîðèÿ Γ = kQ/I êîíå÷íîìåðíà (òîãäà Γ � ñïåêòðîèä).
Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Òèòñà êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè Q íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ôîðìà qQ : ZQ0 → Z:

qQ(z) =
∑
x∈Q0

z2x −
∑
x→y

zxzy +
∑

x,y∈Q0

rxyzxzy,

ãäå x→ y ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Q1 è rxy = dimI(x, y)− dimK(x, y).
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Îïðåäåëèì òåïåðü ôîðìó Òèòñà qΨ(z) äëÿ ñïåêòðîèäà Ψ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáúå-
êòîâ: qΨ(z) � ýòî ôîðìà Òèòñà qQ(z) äëÿ êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè Q ñïåêòðîèäà Ψ
(ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò).

Â ñëó÷àå, êîãäà Φ � k-êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà, èìåþùàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà) êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ, ìû íàçûâàåì åå ôîðìîé Òèòñà
qΦ(z) ôîðìó Òèòñà qΦ0(z), ãäå Φ0 � ãëàâíûé ñïåêòðîèä Φ.

1.6. Ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì îïðå-
äåëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà A [4] â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ 5 (â [4] èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íûé ÿçûê).

Ïóñòü A � ÷. ó. ìíîæåñòâî è k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.
Äàäèì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå êàòåãîðèèA-ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

íàä k [5]. A-ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k (èëè ïðîñòî A-ãðàäóèðî-
âàííîå k-ïðîñòðàíñòâî) � ýòî ïðÿìàÿ ñóììà U =

⊕
x∈A Ux âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ

Ux. Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð d = d(U) = (dx), x ∈ A, ãäå dx = dimUx, íàçûâàåòñÿ
âåêòîð-ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà U ; åãî ðàçìåðíîñòü dimU =

∑
x∈A dx îáîçíà÷àå-

òñÿ ñîêðàùåííî ÷åðåç d = d(U).
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : U → U ′, ãäå U,U ′ � A-ãðàäóèðîâàííûå k-ïðîñòðàíñòâà,

íàçûâàåòñÿ A-îòîáðàæåíèåì, åñëè φbc = 0 âñÿêèé ðàç, êîãäà b ̸≤ c, ãäå φxy îáîçíà÷àåò
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ux â U ′

y, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì φ (ò. å. φxy = ixφπ
′
y,

ãäå ix � âëîæåíèå Ux â U , à π′
y � ïðîåêöèÿ U ′ íà U ′

y). Ìíîæåñòâî âñåõ A-îòîáðàæåíèé
U â U ′ (êîòîðîå åñòü ïîäïðîñòðàíñòâîì â Hom(U,U ′)) îáîçíà÷àåì ÷åðåç HomA(U,U

′).
A-îòîáðàæåíèå φ åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿòü ñ ìàòðèöåé (φxy), x, y ∈ A; òîãäà ñóì-
ìà è ïðîèçâåäåíèå A-îòîáðàæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñóììîé è ïðîèçâå-
äåíèåì ýòèõ ìàòðèö (îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå A-
îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ A-îòîáðàæåíèÿìè).

Êàòåãîðèÿ A-ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì k � ýòî êà-
òåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé åñòü A-ãðàäóèðîâàííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä
k, à ìîðôèçìàìè � A-îòîáðàæåíèÿ. Ýòó êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé
Êðóëëÿ-Øìèäòà, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç modAk, ïî àíàëîãèè ñ êàòåãîðèåé êîíå÷íî-
ìåðíûõ âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ mod k.

�Äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü� îòîáðàæåíèÿ φ ∈ HomA(U,U
′) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç φ∂, ò. å.

φ∂ � ýòî ñëåäóþùåå A-îòîáðàæåíèå: φ∂
xx = φxx è φ∂

xy = 0 ïðè x ̸= y. Â ñëó÷àå, êîãäà
φ = φ∂, A-îòîáðàæåíèå φ áóäåì íàçûâàòü äèàãîíàëüíûì (A-)îòîáðàæåíèåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî A-îòîáðàæåíèå φ : U → U ′ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà áèåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå φ∂ : U → U ′ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
áèåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îòîáðàæåíèÿ φxx). Íî â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò îá èíúå-
êòèâíûõ èëè ñþðúåêòèâíûõ A-îòîáðàæåíèÿõ, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà óæå íå âûïîë-
íÿþòñÿ. A-îòîáðàæåíèå φ : U → U ′ íàçîâåì ∂-èíúåêòèâíûì èëè ∂-ìîíîìîðôèçìîì
â modAk, åñëè îòîáðàæåíèå φ∂ èíúåêòèâíî (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, � ìîíîìîðôèçì
â mod k). Äàëåå, A-îòîáðàæåíèå φ : U → U ′ íàçîâåì ∂-ñþðúåêòèâíûì èëè ∂-ýïè-
ìîðôèçìîì â modAk, åñëè îòîáðàæåíèå φ∂ ñþðúåêòèâíî (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, �
ýïèìîðôèçì â mod k).

Çàìåòèì, ÷òî òåðìèí �∂-ìîíîìîðôèçì� (ñîîòâåòñòâåííî �∂-ýïèìîðôèçì�) îïðàâ-
äûâàåòñÿ òåì, ÷òî òàêîé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâåòñòâåííî ýïè-
ìîðôèçìîì) â modAk.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþøèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Åñëè A-îòîáðàæåíèå φ : U → V ÿâëÿåòñÿ ∂-áèåêòèâíûì, òî îòîáðà-
æåíèå φ−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ A-îòîáðàæåíèåì (à ñëåäîâàòåëüíî φ � èçîìîðôèçìîì
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â modAk).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå A-îòîáðàæåíèé (φ∂)−1 : V → U è φ : U → V ÿâëÿ-
åòñÿ A-îòîáðàæåíèì âèäà 1V + ψ, ãäå 1V : V → V � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è
ψ : V → V � íèëüïîòåíòíîå A-îòîáðàæåíèå (à èìåííî ψn = 0, ãäå n = |A|); çíà÷èò
φ−1 = (φ∂)−1

∑n
i=0(−1)iψi, îòêóäà èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïðîèçâîëüíîå ∂-èíúåêòèâíîå A-îòîáðàæåíèå φ : U → V ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (èíúåêòèâíîãî) îòîáðàæåíèÿ φ∂ è áèåêòèâíîãî A-
îòîáðàæåíèÿ α : V → V . Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α∂ = 1V .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âñå φxx � ìîíîìîðôèçìû, òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, a ̸= b,
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå αab : Ua → Vb, òàêîå, ÷òî φab = φaaαab. À òîãäà â êà÷åñòâå α
ìîæíî âçÿòü A-îòîáðàæåíèå (αab), a, b ∈ A, ãäå αaa = 1Va .

Ëåììà 3. Ïóñòü φ : U → V è ψ : U → W � ìîðôèçìû â modAk, ïðè÷åì φ
ÿâëÿåòñÿ ∂-ìîíîìîðôèçìîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîðôèçì λ : V → W , òàêîé, ÷òî
φλ = ψ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû φ = φ∂α, ãäå α : V → V � èçîìîðôèçì
â mod k. È ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå φλ = ψ èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå: λ = α−1λ′,
ãäå λ′ � òàêîå A-îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïðîèçâîëüíîå λ′xy : Vx → Wy çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì φxxλ

′
xy = ψxy.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâ.
Ïðåäñòàâëåíèå ÷. ó. ìíîæåñòâà A � ýòî òðîéêà X = (V, U, γ), ñîñòîÿùàÿ èç ïðî-

ñòðàíñòâ V ∈ mod k, U ∈ modAk è ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ γ : V → U . Ìû îòî-
æäåñòâëÿåì îòîáðàæåíèå γ ñ âåêòîðîì (γa), a ∈ A, ãäå γa � îòîáðàæåíèå V â Ua,
èíäóöèðîâàííîå γ. Ïðÿìîé ñóììîé ïðåäñòàâëåíèé X = (V, U, γ) è X ′ = (V ′, U ′, γ′)
íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå X ⊕X ′ = (V ⊕ V ′, U ⊕ U ′, γ ⊕ γ′).

Âåêòîð d = d(X) = (d0, d1, d2, . . . , dn), ãäå d0 = dimV è di = dimUi, íàçûâàåòñÿ
âåêòîð-ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ X, à ÷èñëî d = d(X) = dimV + dimU � åãî
ðàçìåðíîñòüþ.

Ìîðôèçìîì èç (V, U, γ) â (V ′, U ′, γ′) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà (µ, ν) ëèíåéíûõ îòî-
áðàæåíèé µ ∈ Hom(V, V ′) è ν ∈ HomA(U,U

′), òàêèõ, ÷òî äèàãðàììà

V
γ−−−→ U

µ

y yν

V ′ γ′
−−−→ U ′

êîììóòàòèâíà. Ïåðåìíîæàþòñÿ ìîðôèçìû ïîêîîðäèíàòíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîðôèçì
(µ, ν) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ � èçîìîðôèçì â mod k
è ν � èçîìîðôèçì â modAk.

Êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé (íàä ïîëåì k) ÷. ó. ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ íàìè
÷åðåç RepkA èëè ïðîñòî ÷åðåç RepA. Â ñèëó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [6] îíà
ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Êðóëëÿ-Øìèäòà.

Ìîðôèçì (µ, ν) êàòåãîðèè RepA áóäåì íàçûâàòü äèàãîíàëüíûì, åñëè ν � äèàãî-
íàëüíûé ìîðôèçì êàòåãîðèè modAk. Äàëåå, ìîðôèçì (µ, ν) íàçîâåì ∂-ìîíîìîðôèç-
ìîì (ñîîòâåòñòâåííî ∂-ýïèìîðôèçìîì), åñëè µ � ìîíîìîðôèçì (ñîîòâåòñòâåííî ýïè-
ìîðôèçì) â mod k è ν � ∂-ìîíîìîðôèçì (ñîîòâåòñòâåííî ∂-ýïèìîðôèçì) â modAk.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìîðôèçì (µ, ν) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â RepA òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ∂-ìîíîìîðôèçìîì è ∂-ýïèìîðôèçìîì.

Çàìåòèì, ÷òî òåðìèí �∂-ìîíîìîðôèçì� (ñîîòâåòñòâåííî �∂-ýïèìîðôèçì�) îïðàâ-
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äûâàåòñÿ òåì, ÷òî òàêîé ìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâåòñòâåííî ýïè-
ìîðôèçì) â RepA.

Ëåììà 4. Ïðîèçâîëüíûé ∂-ìîíîìîðôèçì (µ, ν) : X = (V, U, γ) → X ′ = (V ′, U ′, γ′)
êàòåãîðèè RepA ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ∂-ìîíî-
ìîðôèçìà (µ1, ν1) : X → X ′′ è èçîìîðôèçìà (µ2, ν2) : X

′′ → X ′. Áîëåå òîãî, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî X ′′ = X ′ è (ν2)

∂ = 1U ′.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2 ν = ν∂ν0, ãäå ν0 : U ′ → U ′ � èçîìîðôèçì â modAk,
òàêîé, ÷òî ν∂0 = 1U ′ . Òîãäà (µ, ν) åñòü ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíîãî ∂-ìîíîìîðôèçìà
(µ, ν∂) : (V, U, γ) → (V ′, U ′, γ′ν−1

0 ) è èçîìîðôèçìà (1V ′ , ν0) : (V
′, U ′, γ′ν−1

0 )→(V ′, U ′, γ′).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìè ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâ-
íîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû.

2.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â ñëó÷àå, êîãäà ìîðôèçì α =
= (µ, ν) : X → Y êàòåãîðèè RepA ÿâëÿåòñÿ ∂-ìîíîìîðôèçìîì, ìû áóäåì ïèñàòü
0 ⇒ X

α→ Y , à â ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, � X
α→ Y ⇒ 0. Ìû íà-

çûâàåì ∂-òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â RepA ëþáóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
âèäà

0 ⇒ X → Y → Z ⇒ 0.

Ïðåäñòàâëåíèå X ÷. ó. ìíîæåñòâà A íàçîâåì èíúåêòèâíûì, åñëè êàæäàÿ äèàãðàì-
ìà

0 ⇒ R′ → R

↓
X

âêëàäûâàåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 ⇒ R′ → R

↓ ↙
X

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå X1⊕ . . .⊕Xs ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òàêîâûì åñòü êàæäîå èç ïðåäñòàâëåíèéX1, . . . , Xs. Êàòåãîðèþ èíúåêòèâ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà A (ò. å. ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â RepA, ñîñòîÿùóþ
èç âñåõ èíúåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç InjA.

Ïðîåêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà A îïðåäåëÿþòñÿ äâîéñòâåííûì îáðà-
çîì. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî ãîâîðèòü î òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, òàê êàê â ýòîé ñòàòüå
îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî è k � ïðîèçâîëü-
íîå ïîëå. Ïóñòü, äàëåå, A îáîçíà÷àåò ÷. ó. ìíîæåñòâî A ∪ {+∞}, ãäå a < +∞ äëÿ
ëþáîãî a ∈ A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

A) InjA � êàòåãîðèÿ êîíå÷íîãî òèïà;
B) àëãåáðà èíöèäåíòíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâà A èìååò êîíå÷íûé òèï;
C) ôîðìà Òèòñà êàòåãîðèè InjA ñëàáî ïîëîæèòåëüíà.

2.2. Îïèñàíèå èíúåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñðåäè íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà A íàèáîëåå ïðîñòûìè åñòü ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè:

a) Ia0 = (0, U, 0), ãäå U = Ua = k (a ∈ A);
b) I0 = (k, 0, 0);
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c) Ia1 = (k, U, 1), ãäå U = Ua = k, 1 = 1k (a ∈ A).
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò èíúåêòèâíûå îáúåêòû êàòåãîðèè RepA.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü X = (V, U, γ) � ïðåäñòàâëåíèå ÷. ó. ìíîæåñòâà A.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ïðåäñòàâëåíèå X ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì;
2) îòîáðàæåíèå γ ñþðúåêòèâíî;
3) ïðåäñòàâëåíèå X èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå ïðåäñòàâëåíèé âèäà I0 è Ia1:

X ∼= (I0)
s ⊕

(⊕
a∈A

(Ia1)
sa

)

(s, sa � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rep0A ïîäêàòåãîðèþ â RepA, ñîñòîÿùóþ èç
âñåõ îáúåêòîâ è âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìîðôèçìîâ RepA. Êàòåãîðèÿ Rep0A èçîìîðôíà
êàòåãîðèè RepQ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Q ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Q0 = {pa | a ∈ A∪0}
è ìíîæåñòâîì ñòðåëîêQ1 = {αa : 0 → pa | a ∈ A}; RepQ� àáåëåâà êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-
Øìèäòà. Â êà÷åñòâå ôóíêòîðà F : Rep0A → RepQ, ÿâëÿþùåãîñÿ èçîìîðôèçìîì
êàòåãîðèé, åñòåñòâåííî âçÿòü ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé îáúåêòó (V, U, γ) ∈ Rep0A
îáúåêò (W,λ) ∈ RepQ, ãäå W0 = V,Wa = Ua, λαa = γa (a ∈ A) è ìîðôèçìó (µ, ν) :
(V, U, γ) → (V ′, U ′, γ′) èç Rep0A ìîðôèçì λ = {λx | x ∈ Q0} èç RepQ, ãäå λ0 = µ è
λa = νaa (a ∈ A). Îáðàòíûé ôóíêòîð F−1 : RepQ → Rep0A çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (W,λ)F−1 = (V, U, γ), ãäå V = W0, Ua = Wa è γa = λαa (a ∈ A), è λF−1 =
= (µ, ν), ãäå µ = λ0 è νaa = λa (a ∈ A). Â äàëüíåéøåì ìû îòîæäåñòâëÿåì êàòåãîðèè
RepQ è Rep0A.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êàòåãîðèÿ RepQ èçîìîðôíà (êîíå÷íîìåðíîé) k-àëãåáðå
A(Q) ïóòåé êîë÷àíà Q, òî ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Q ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôàêòû èç òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð (íàïðèìåð,
î ÿâíîì âèäå íåðàçëîæèìûõ èíúåêòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð è ò. ï.); ìû áóäåì
äåëàòü ýòî, íå ãîâîðÿ îá óêàçàííîì èçîìîðôèçìå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà îá èíúåêòèâíûõ îáúåêòàõ êàòåãîðèè Rep0A.

Ëåììà 5. a) Íåðàçëîæèìûå èíúåêòèâíûå îáúåêòû êàòåãîðèè Rep0A èñ÷åðïûâà-
þòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) îáúåêòàìè Ia1, ãäå a ïðîáåãàåò A, è I0.

b) Îáúåêò X = (V, U, γ) êàòåãîðèè Rep0A ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå γ ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Óòâåðæäåíèå a) õîðîøî èçâåñòíî. Óòâåðæäåíèå î ñþðúåêòèâ-
íîñòè îòîáðàæåíèÿ γ äëÿ ëþáîãî èíúåêòèâíîãî îáúåêòà X = (V, U, γ) ñëåäóåò èç
óòâåðæäåíèÿ a) (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Rep0A � êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-Øìèäòà).

Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îáúåêò X = (V, U, γ) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè γ
ñþðúåêòèâíî.

Ïîëîæèì V0 = Kerγ è çàôèêñèðóåì ïîäïðîñòðàíñòâî W â V , òàêîå, ÷òî V =
= V0 ⊕ W . Òîãäà, î÷åâèäíî, X ∼= (V0, U, γ0) ⊕ (W, 0, 0), ãäå γ0 � îãðàíè÷åíèå γ íà
V0; è òàê êàê γ � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå γ0 áèåêòèâíî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü da = dimUa è h = dimW , òî (V0, U, γ0) ∼=

⊕
a∈A(Ia1)

da è
(W, 0, 0) ∼= (I0)

h; çíà÷èò â ñèëó óòâåðæäåíèÿ a) îáúåêò X èíúåêòèâíûé.
Ëåììà 5 äîêàçàíà.
Ïåðåõîäèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ.
Èìïëèêàöèÿ 2) ⇒ 1). ÏóñòüX = (V, U, γ)� ïðåäñòàâëåíèå ÷. ó. ìíîæåñòâà A ñ ñþ-

ðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì γ. Ïóñòü, äàëåå, (α, β) : Y = (M,N, λ) → Z = (M ′, N ′, λ′)
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� ïðîèçâîëüíûé (ôèêñèðîâàííûé) ∂-ìîíîìîðôèçì è (µ, ν) � ïðîèçâîëüíûé (ôèêñè-
ðîâàííûé) ìîðôèçì èç Y â X; òîãäà λβ = αλ′ è λν = µγ. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìîðôèçì (σ, δ) : Z → X, òàêîé, ÷òî (α, β)(σ, δ) = (µ, ν).

Ïîñêîëüêó X èçîìîðôåí (íå òîëüêî â RepA, íî äàæå â Rep0A) ïðÿìîé ñóììå
îáúåêòîâ (V0, U, γ0) è (W, 0, 0), ãäå V0 = Kerγ è γ0 � îãðàíè÷åíèå γ íà V0 (ñì. äî-
êàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ b) ëåììû 5), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì îáúåêòîì êàòåãîðèè RepA â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

a) γ � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå;
b) U = 0 (òîãäà γ = 0).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé a).
Â ñèëó ëåììû 3 ñóùåñòâóåò A-îòîáðàæåíèå δ : N ′ → U , òàêîå, ÷òî βδ = ν;

ïîëîæèì σ = λ′δγ−1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (σ, δ) � ìîðôèçì èç Z â X: σγ = (λ′δγ−1)γ =
= λ′δ. Êðîìå òîãî, ασ = µ: ασ = α(λ′δγ−1) = (αλ′)δγ−1 = (λβ)δγ−1 = λ(βδ)γ−1 =
= λνγ−1 = (λν)γ−1 = (µγ)γ−1 = µ. Òàêèì îáðàçîì, (σ, δ) � òðåáóåìûé ìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé b).
Ïîñêîëüêó U = 0, òî γ = 0 è ν = 0. Çàôèêñèðóåì îòîáðàæåíèå σ :M ′ → V , òàêîé,

÷òî ασ = µ (îíî ñóùåñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå α :M →M ′ èíúåêòèâíî).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü δ = 0, òî λ′δ = σγ = 0, ò. å. ïàðà (σ, δ) ÿâëÿåòñÿ
ìîðôèçìîì èç Y â X; êðîìå òîãî, (α, β)(σ, δ) = (α, β)(σ, 0) = (µ, 0) = (µ, ν). Òàêèì
îáðàçîì, (σ, 0) � òðåáóåìûé ìîðôèçì.

Èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 2). Ýòà èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó êàæäîå ýëåìåíòàðíîå
ïðåäñòàâëåíèå X = (V, U, γ) âèäà b) è c) èìååò â êà÷åñòâå γ ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæå-
íèå.

Èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 3). Ïóñòü òåïåðü X � èíúåêòèâíûé îáúåêò êàòåãîðèè RepA.
Ðàññìîòðèì åãî êàê îáúåêò êàòåãîðèè Rep0A è ïóñòü i � ìîíîìîðôèçì èç X â íå-
êîòîðûé èíúåêòèâíûé îáúåêò R (i è R ïðèíàäëåæàò Rep0A), êîòîðûé, êàê ìû óæå
çíàåì, èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå îáúåêòîâ âèäà Ia1 è I0. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé ìîíî-
ìîðôèì èç Rep0A ÿâëÿåòñÿ ∂-ìîíîìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó X � èíúåêòèâíûé îáúåêò
êàòåãîðèè RepA, òî äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà α : R → X (èç RepA) èìååò ìåñòî
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

0 ⇒ X
i→ R

|| ↙ α

X

,

ò. å. iα = 1X . È ïîñêîëüêó RepA ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Êðóëëÿ-Øìèäòà, òî èç ïîñëå-
äíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî X âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì èç R, ò. å. R ∼= X⊕X ′

äëÿ íåêîòîðîãî îáúåêòàX ′. Çíà÷èò (ñíîâà â ñèëó òîãî, ÷òîRepA� êàòåãîðèÿ Êðóëëÿ-
Øìèäòà) X ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îáúåêòîâ âèäà Ia1 è I0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-
êàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.
2.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è îïðåäåëåíèÿ ôîðìû

Òèòñà êàòåãîðèè Êðóëëÿ-Øìèäòà ìû ìîæåì âìåñòî êàòåãîðèè InjA ðàññìàòðèâàòü
åå ãëàâíûé ñïåêòðîèä Inj0A.

Îïèøåì ñíà÷àëà êàòåãîðèþ Λ = Inj0A. Åå îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ Ia1 (a ïðîáåãàåò A) è I0. Åäèíè÷íûé ìîðôèçì îáúåêòà Ia1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî I0) îáîçíà÷àåì ÷åðåç 1a1 (ñîîòâåòñòâåííî 10), à òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
k → k îáîçíà÷àåì (êàê è ðàíüøå) ÷åðåç 1k. Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî Λ(Ia1, Ia1) = 1a1k,
Λ(I0, I0) = 10k, Λ(I0, Ia1) = 0 è Λ(Ia1, Ib1) = 0 äëÿ ëþáûõ a ̸≤ b. Åñëè æå a < b, òî
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Λ(Ia1, Ib1) = αabk, ãäå αab = (1k, 1k). Íàêîíåö, Λ(Ia1, I0) = αa0k, ãäå αa0 = (1k, 0). Çàìå-
òèì, ÷òî íóëåâîé ìîðôèçì � ýòî ìîðôèçì (0, 0). Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
êàòåãîðèè RepA ìîðôèçìû óìíîæàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî � (x, y)(x′, y′) = (xx′, yy′),
òî èìååì αabαbc = αac è αabαb0 = αa0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ êîìïîçèöèÿ íååäèíè÷íûõ
ìîðôèçìîâ ðàâíà íóëþ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïèñàíèÿ êàòåãîðèè Inj0A ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà A(Inj0A) èçî-
ìîðôíà àëãåáðå èíöèäåíòíîñòè ÷. ó. ìíîæåñòâà A. Ïîýòîìó óñëîâèÿ A) è B) òåîðåìû
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé A) è C).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîë÷àíîì êàòåãîðèè Λ = Inj0A ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êîë÷àí

Q = QΛ: Q0 = A, à Q1 ñîñòîèò èç ñòðåëîê âèäà (a, 0) : a → 0, ãäå a � ìàêñèìàëüíûé
åëåìåíò A, è ñòðåëîê âèäà (a, b) : a → b, ãäå a è b � ñîñåäíèå ýëåìåíòû A è ïðè
ýòîì a < b (ýëåìåíòû x è y íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà z,
òàêîãî, ÷òî x < z < y èëè y < z < x). Åñëè ãîâîðèòü î êîë÷àíå ñ ñîîòíîøåíèÿìè
Q = QΛ êàòåãîðèè Λ = Inj0A, òî ìû èìååì êîììóòàòèâíûé êîë÷àí, ò. å. ëþáûå äâà
ïóòè â êîë÷àíå Q = QΛ, íà÷àëüíûå è êîíöåâûå òî÷êè êîòîðûõ ñîâïàäàþò, ðàâíû.
Êîììóòàòèâíûå êîë÷àíû êîíå÷íîãî òèïà îïèñàíû â [7]. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ
ôîðìà Òèòñà êàòåãîðèè Λ = Inj0A � ýòî ôîðìà Òèòñà êîë÷àíà QΛ, òî ýêâèâàëåí-
òíîñòü óñëîâèé A) è C) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7]. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì
ñëó÷àå êîë÷àí QΛ îïðåäåëÿåòñÿ êàòåãîðèåé Λ îäíîçíà÷íî.
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