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The problem of the interpolation functions of the one real variable of the continued fractions of same
types is studied. The formulas of the calculated coefficients of this continued fractions are proposed. The
remainders of the interpolation continued fractions are obtained.

Âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöié îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè äåÿêèõ òèïiâ.
Çàïðîïîíîâàíi ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ öèõ äðîáiâ. Îòðèìàíi îöiíêè äëÿ çàëèøêîâèõ
÷ëåíiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Äàíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåíü [1�6] i ïðèñâÿ÷åíà äåÿêèì ïiäõîäàì äî ïî-
áóäîâè iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé íà [α, β] ⊂ R âèçíà÷åíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f(x).
Âèáðàíî ìíîæèíó òî÷îê X = {xi : xi∈ [α, β], xi ̸= xj, êîëè i ̸= j, i, j = 0, . . . , n}. Íà-
áëèæåííÿ ôóíêöi¨ f(x) ≈ g(x; b0, . . . , bn), äå b0, . . . , bn äåÿêi ïàðàìåòðè, âèáèðà¹òüñÿ
òàêèì ÷èíîì, ùîá ó òî÷êàõ ìíîæèíè X âèêîíóâàëèñü ñïiââiäíîøåííÿ

yk = g(xk; b0, . . . , bn), äå yk = f(xk), k = 0, 1, . . . , n. (1)

Êîëè g(x; b0, . . . , bn) = b0 φ0(x)+ · · ·+bn φn(x), äå {φi(x)} � ñèñòåìà ôóíêöié ×åáèøî-
âà, òî ìà¹ìî ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiþ óçàãàëüíåíèì áàãàòî÷ëåíîì ([7]). Â äàíié ðîáîòi
âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à íåëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.

2. Ôóíêöiîíàëüíèé ëàíöþãîâèé äðiá. Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åíèé ôóíêöiîíàëüíèé
ëàíöþãîâèé äðiá (ÔËÄ) ([8])

Dn(x) = b0(x) +
n

K
k=1

ak(x)

bk(x)
= b0(x) +

a1(x)

b1(x) + · · · +

an(x)

bn(x)
, (2)

äå a(x) ̸≡ 0 íà [α, β], à b(x) ̸= 0 äëÿ âñiõ x ∈ [α, β]. ÔËÄ (2) ìîæíà ïîñòàâèòè ó
âiäïîâiäíiñòü âiäíîøåííÿ äâîõ óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëåíiâ, òîáòî

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
= b0(x) +

n

K
k=1

ak(x)

bk(x)
. (3)

×èñåëüíèê Pn(x) òà çíàìåííèê Qn(x) ÔËÄ (3) ìîæíà çíàéòè àáî çà äîïîìîãîþ
ïðÿìîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó, ôîðìóë Óîëëiñà :{

Pk(x) = bk(x)Pk−1(x) + ak(x)Pk−2(x),
Qk(x) = bk(x)Qk−1(x) + ak(x)Qk−2(x),

(4)

ïðè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ P0(x) = b0(x), Q0(x) = P−1 = 1, Q−1 = 0; àáî çà äîïîìîãîþ
îáåðíåíîãî ðåêóðåíòíîãî àëãîðèòìó:

P
(n)
k (x)

Q
(n)
k (x)

= bk(x) +
ak+1(x)

P
(n)
k+1(x)/Q

(n)
k+1(x)

, k = n− 1, . . . , 1, 0, (5)
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äå P (n)
n (x) = bn(x), Q

(n)
n (x) = 1. Òîäi Pn(x) = P

(n)
0 (x), Qn(x) = Q

(n)
0 (x). Iç (5) âèïëè-

âà¹, ùî ïðîìiæíi ÷èñåëüíèê P (n)
k (x) òà çíàìåííèê Q(n)

k (x) çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíi
ñïiââiäíîøåííÿ

P
(n)
k (x) = bk(x)P

(n)
k+1(x) + ak+1(x)Q

(n)
k+1(x), Q

(n)
k (x) = P

(n)
k+1(x). (6)

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, iç (6) ìîæíà îòðèìàòè ([1])
ôîðìóëó Îéëåðà�Ìiíäiíãà äëÿ çíàìåííèêà Qn(x)

Qn(x) = B
(n)
1 (x)

(
1 +

n−1∑
i=1

Xi +
n−3∑
i1=1

Xi1

n−1∑
i2=i1+2

Xi2+

+ · · ·+
n+1−2m∑

i1=1

Xi1

n+3−2m∑
i2=i1+2

Xi2 · · ·
n−1∑

im=im−1+2

Xim

 , (7)

äå m =
[
n
2

]
, Xi =

ai+1(x)

bi(x) bi+1(x)
, B

(n)
1 (x) =

n∏
i=1

bi(x).

Çàóâàæèìî, ùî â êíèçi Î. Ïåððîíà [9] íàâîäèòüñÿ iíøå äîâåäåííÿ öi¹¨ ôîðìóëè,
ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà ôîðìóëàõ Óîëëiñà (4).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

R
(n)
k,s (x) =

n+1−2k∑
i1=s

Xi1

n+3−2k∑
i2=i1+2

Xi2 · · ·
n−1∑

ik=ik−1+2

Xik ,

äå k = 1, . . . ,m. Ëåãêî áà÷èòè, ùî R(n)
k,s (x) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

R
(n)
k,s (x) =

n+1−2k∑
i=s

Xi(x) ·R(n)
k−1,i+2(x), ïðè R

(n)
0,s (x) = 1. (8)

Çíàìåííèê Qn(x) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Qn(x) = B
(n)
1 (x)

m∑
i=0

R
(n)
i,1 (x). (9)

Ëåìà 1. Íåõàé ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(x) òà çíàìåííèêè bi(x) ôóíêöiîíàëüíîãî
ëàíöþãîâîãî äðîáó (3) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

0 < |ai(x)| 6 δ, 0 < γ 6 |bi(x)|, i = 1, 2, . . . , n, (10)

ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ x∈Y ⊂ [α, β]. Òîäi ïðè k = 1, 2, . . . ,m, ρ = δ/γ2∣∣∣R(n)
k,s (x)

∣∣∣ 6 ρk · Ck
n+1−s−k . (11)

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ïðè k = 1 íåðiâíiñòü (11) âèêîíó¹òüñÿ.
Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè k = l − 1, ç (8) òà óìîâ ëåìè
ìà¹ìî, ùî (11) âèêîíó¹òüñÿ i ïðè k = l.
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Òåîðåìà 1. ßêùî ÷àñòèíi ÷èñåëüíèêè ai(x) òà çíàìåííèêè bi(x) ÔËÄ (3) çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè (10) äëÿ âñiõ x∈Y òà i = 1, 2, . . . , n, òî

|Qn(x)| <
∣∣∣B(n)

1

∣∣∣ · κn+1(ρ), äå κn(ρ) =
(1 +

√
1 + 4ρ)n+1 − (1−

√
1 + 4ρ)n+1

2n+1
√
1 + 4ρ

.

Äîâåäåííÿ. Iç ñïiââiäíîøåííÿ (9) òà ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

|Qn(x)| 6
∣∣∣B(n)

1 (x)
∣∣∣ · [n/2]∑

i=0

∣∣∣R(n)
i,1 (x)

∣∣∣ 6 ∣∣∣B(n)
1 (x)

∣∣∣ · [n/2]∑
i=0

ρi C i
n−i. (12)

Ñêîðèñòàâøèñü âiäîìîþ òîòîæíiñòþ iç êîìáiíàòîðèêè [10] îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ
äëÿ Qn(x).

Òåîðåìà 2. ßêùî ÷àñòèííi ÷èñåëüíèêè ai(x) òà çíàìåííèêè bi(x) ÔËÄ (3) çà-
äîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi 0 < |ai(x)| 6 δ, |bi(x)| > δ+1 äëÿ âñiõ çíà÷åíü i = 1, 2, . . . , n
òà ïðè äîâiëüíîìó x∈Y , òî çíàìåííèê Qn(x) ÔËÄ (3) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|Qn(x)| >


δn+1 − 1

δ − 1
ïðè δ ̸= 1,

n+ 1 ïðè δ = 1.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Q1(x)| = |b1(x)| > δ + 1. Äàëi
|Q2(x)| = |b2(x)b1(x) + a2(x)| > |Q1(x)||b2(x)| − |a2(x)| > |Q1(x)|(1 + δ)− δ = |Q1(x)|+
+δ(|Q1(x)| − 1) > |Q1(x)|+ δ2. À òîäi |Q2(x)| − |Q1(x)| > δ2 . Ç ôîðìóë Óîëëiñà (4) òà
óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |Qs(x)| > |Qs−1(x)|+δ(|Qs−1(x)|− |Qs−2(x)|). Âèêîðèñòàâ-
øè ìåòîä ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü |Qs(x)|−|Qs−1(x)| > δs.
Òîäi

|Qn(x)| =
n∑

i=2

(|Qi(x)| − |Qi−1(x)|) + |Q1(x)| >
n∑

i=0

δi =


δn+1 − 1

δ − 1
, δ ̸= 1,

n+ 1, δ = 1.

3. Iíòåðïîëÿöiéíi ëàíöþãîâi äðîáè. Ç êëàñó ñêií÷åíèõ ÔËÄ (3) âèäiëèìî ïiä-
êëàñ iíòåðïîëÿöiéíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (IËÄ), òîáòî ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü (1), ÿêå â öüîìó âèïàäêó çàïèøåòüñÿ

Dn(xi) = b0(xi) +
n

K
k=1

ak(xi)

bk(xi)
= yi, i = 0, 1, . . . , n. (13)

×àñòèíi ÷èñåëüíèêè ak(x) òà çíàìåííèêè bk(x) â IËÄ (3) ìîæíà âèáèðàòè ïî ðiçíîìó.
À òîäi, ïîáóäîâàíi IËÄ áóäóòü, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíèìè. Â ðîáîòàõ [3, 6, 5] ðîçãëÿíóòî
âèïàäêè, êîëè ak(x) òà bk(x) âèáðàíî ó âèãëÿäi äâî÷ëåíiâ.

Ðiçíèöþ Rn(x) = f(x)−Dn(x) = f(x)− Pn(x)/Qn(x) íàçèâàþòü çàëèøêîâèì ÷ëå-
íîì IËÄ (3). Â ðîáîòi [6] âñòàíîâëåíà îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Rn(x) äëÿ âèïàäêó,
êîëè ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ íà ïðîìiæêó [α, β] ñêií÷åíó êiëüêiñòü ïîëþñiâ, à Pn(x) òà
Qn(x) � ìíîãî÷ëåíè äåÿêèõ ñòåïåíiâ.

Äàëi ðîçãëÿíåìî ïåâíi òèïè IËÄ. Âêàæåìî ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ ¨õ êîåôiöi¹íòiâ òà
îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Rn(x) â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ öèõ äðîáiâ.
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4. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå. Iñòîðè÷íî ïåðøèì IËÄ áóâ ÔËÄ
çàïðîïîíîâàíèé ó 1909 ðîöi Ò.Í. Òiëå ([11, 12]). Çãiäíî ç [13], ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó
ïîñëiäîâíiñòü {vk(x)}, äå

f(x) = v0(x), vk(x) = vk(xk) +
x− xk
vk+1(x)

, k = 0, 1, . . .

ßêùî âêëàäàòè åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi îäèí â äðóãèé n + 1�ðàç, äàëi ïiäñòàâèòè
1/vn+1(x) = 0 òà ïîçíà÷èòè bk = vk(xk), k = 0, 1, . . . , n, òî îòðèìà¹ìî IËÄ Òiëå

Dn(x) =
Pn(x)

Qn(x)
= b0 +

n

K
k=1

x− xk−1

bk
. (14)

Òâåðäæåííÿ 1 ([8, 11]). IËÄ Òiëå (14) ¹ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ. Ñòåïå-
íi ìíîãî÷ëåíiâ ÷èñåëüíèêà Pn(x) òà çíàìåííèêà Qn(x) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
degPn(x) 6 [n+1

2
], degQn(x) 6

[
n
2

]
.

Êîåôiöi¹íòè bk IËÄ (14) âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè (13) àáî çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi
îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü ([11, 13])

Φk[x0, . . . , xk] =
xk − xk−1

Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk]− Φk−1[x0, . . . , xk−1]
, (15)

ïðè Φ0[x] = f(x), à òîäi bk = Φk[x0, . . . , xk], k = 0, 1, . . . , n, àáî çà äîïîìîãîþ ðåêóðåí-
òíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ([1, 2])

b0 = y0, bk =
xk − xk−1

−bk−1 + · · · +

xk − x1
−b1 +

xk − x0
yk − b0

, k = 1, . . . , n. (16)

IËÄ Òiëå ¹ ÔËÄ ç ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêîì ak(x) = x − xk−1 òà çíàìåííèêîì
bk(x) = bk. Çíàìåííèê Qn(x) IËÄ (14) ìîæíà ïîäàòè çà ôîðìóëîþ Îéëåðà�Ìiíäiíãà
(7), äå Xk = (x− xk)/(bk · bk+1).

Òåîðåìà 3 ([2, 4]). 1) Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ y = f(x), ÿêà íåïåðåðâíà íà [α, β], iñíó¹
IËÄ Òiëå (14), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðiíãñãåéìà:
|bk| > d > δ + 1, k = 1, . . . , n.
2) Çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗, òàêà, ùî x∗ ∈ (α, β), x∗ ̸= xi, i = 0, . . . , n, äëÿ ÿêî¨

|bn+1(x∗)| > d > δ + 1, äå bn+1(x∗) =
x∗ − xn

−bn + · · · +

x∗ − x1

−b1 +

x∗ − x0

y∗ − b0
, y∗ = f(x∗).

Òîäi â òî÷öi x∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∏
i=0

|x∗ − xi|
/
|bn+1(x∗)|

|B(n)
1 |2 κn+2(ρ)κn+1(ρ)

6 |f(x∗)−Dn(x∗)| 6
(δ − 1)2 ·

n∏
i=0

|x∗ − xi|

(δn+2 − 1) · (δn+1 − 1)
,

äå ρ = δ/d2, δ = β − α.

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åíó òðèêóòíó ìàòðèöþ iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ

x00
x10 x11
x20 x21 x22
...

...
...

. . .
xn0 xn1 xn2 · · · xnn
...

...
...

...
...

. . .


, xni ∈(α, β), xni ̸= xnj . (17)
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Òåîðåìà 4 ([2, 4]). 1) Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà [α, β] i çàäàíà çíà÷åí-
íÿìè ó âóçëàõ ìàòðèöi (17): yni = f(xni ), i = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . .
2) Íåõàé ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi n êîåôiöi¹íòè IËÄ (14) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ñë¹øèíñüêîãî�Ïðiíãñãåéìà: |bk| > d > δ + 1, k = 1, . . . , n. ßêùî çíàéäåòüñÿ
òî÷êà x∗∈(α, β), x∗ ̸= xni , i = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . , ùî ïðè êîæíîìó n ìà¹ ìiñöå
íåðiâíiñòü |bn+1(x∗)| > d > δ + 1, òî

lim
n→∞

|f(x∗)−Dn(x∗)| = 0.

5. Ïðàâèëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá. Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâ-
íiñòü {vk(x)} íàñòóïíèì ÷èíîì :

f(x) = v0(x), v0(x) = v0(x0) + v1(x)(x− x0), vk(x) =
vk(xk)

1 + vk+1(x)(x− xk)
, k = 1, 2, . . .

Âêëàäåìî åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi îäíèí â äðóãèé n+1�ðàç, ïiäñòàâèìî vn+1(x) = 0 òà
ïîçíà÷èìî b(1)k = vk(xk), k = 0, 1, . . . , n. Òîäi îòðèìà¹ìî ïðàâèëüíèé iíòåðïîëÿöiéíèé
ëàíöþãîâèé C�äðiá

D(1)
n (x) =

P
(1)
n (x)

Q
(1)
n (x)

= b
(1)
0 +

n

K
k=1

b
(1)
k (x− xk−1)

1
. (18)

Âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè b(1)k , k = 0, . . . , n, ç óìîâè (13). Ïðè k = 0, 1 ç (13) âèïëèâà¹,
ùî b(1)0 = y0, b

(1)
1 = (y1 − y0)/(x1 − x0). Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ïðè k = 2, 3, . . . , n ìàþòü

ìiñöå ôîðìóëè

b
(1)
k =

1

xk − xk−1

(
−1 +

b
(1)
k−1 (xk − xk−2)

−1 +

b
(1)
k−2 (xk − xk−3)

−1 +

+ · · · +

b
(1)
2 (xk − x1)

−1 +

b
(1)
1 (xk − x0)

yk − b
(1)
0

)
. (19)

IËÄ (18) åêâiâàëåíòíèé IËÄ (14), áî ìiæ êîåôiöi¹íòàìè bi òà b
(1)
i öèõ äðîáiâ iñíó¹

âçà¹ìîçâ'ÿçîê b(1)0 = b0, b
(1)
1 = 1/b1, b

(1)
i = 1/(bi · bi−1), i = 2, . . . , n. Îäíàê çàóâàæè-

ìî, ùî ôîðìóëà (19) äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè êîåôiöi¹íòè IËÄ (18) áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ.

Ëåìà 2. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè IËÄ (18) âiäìiííi âiä íóëÿ, òî äëÿ äîâiëüíîãî
x∈(α, β), x ̸= xi, i = 0, 1, . . . , n, òà n>1 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

Ωn(δ) <
∣∣Q(1)

n (x)
∣∣ < κn+1(δ) , (20)

äå

Ωn(δ) =

[n/2]−1∑
i=1

δi+1

[n/2]−i−1∑
j=0

Ci−1
i+2j−θn

+ θn+1δ + (−1)nγ,

δ = max
26i6n

|b(1)i |(β − α), γ = | min
x∈(α,β)

|b(1)2 (x− x1)| − 1|, θn =
(−1)n + 1

2
.
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Çàóâàæåííÿ 1. Îöiíêà äëÿ ìîäóëÿ çíàìåííèêà Q
(1)
n (x) çãîðè â (20) áåçïîñåðå-

äíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1, îñêiëüêè äëÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî Ñ�äðîáó B
(n)
1 = 1. Êðiì

òîãî, çãiäíî ç (12)

|Q(1)
n (x)| <

[n/2]∑
i=0

δi C i
n−i.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî |b(1)i (x − xi−1)| 6 δ. Î÷åâèäíî, ùî
Q

(1)
0 (x) = Q

(1)
1 (x) = 1. Çãiäíî iç ôîðìóëàìè Óîëëiñà (4)

Q
(1)
i (x) = Q

(1)
i−1(x) + b

(1)
i (x− xi−1)Q

(1)
i−2(x), i = 2, 3, . . . , n.

Òîäi γ 6
∣∣|b(1)2 (x−x1)|−1

∣∣ 6 |Q(1)
2 (x)| 6 |b(1)2 (x−x1)|+1 6 δ+1. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî

δ−γ 6 |Q(1)
3 (x)| 6 2 δ+1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî

ñïiââiäíîøåííÿ (20). Âîíî ìà¹ ìiñöå, êîëè n = 2, 3. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ, ùî (20)
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n = 4, 5, . . . , 2s, 2s+ 1. Òîäi ïðè n = 2s+ 2 ìà¹ìî

|Q(1)
2s+2| >

∣∣|Q(1)
2s+1| − |b(1)2s+2 (x− x2s+1)| |Q(1)

2s |
∣∣ >

>
∣∣∣∣∣
s−1∑
i=1

δi+1

s−i−1∑
j=0

Ci−1
i+2j + δ − γ − δ

s∑
i=0

δiCi
2s−i

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
s−1∑
i=1

δi+1

(
Ci

2s−i −
s−i−1∑
j=0

C i−1
i+2j

)
+ δ + δs+1Cs

s − δ + γ

∣∣∣∣∣ .
Çãiäíî iç âiäîìîþ òîòîæíiñòþ iç êîìáiíàòîðèêè [10]

Ci
2s−i −

s−i−1∑
j=0

Ci−1
i+2j =

2(s−i)∑
j=0

Ci−1
i+j−1 −

s−i−1∑
j=0

C i−1
i+2j =

s−i∑
j=0

C i−1
i+2j−1.

Òîäi êiíöåâå ìà¹ìî

|Q(1)
2s+2(x)| >

s∑
i=1

δi+1

s−i∑
j=0

Ci−1
i+2j−1 + γ.

Íåõàé n = 2s+ 3. Ç ôîðìóë Óîëëiñà âèïëèâà¹

|Q(1)
2s+3| >

∣∣|Q(1)
2s+2| − |b(1)2s+3 (x− x2s+2)| |Q(1)

2s+1|
∣∣ >

>
∣∣∣∣∣

s∑
i=1

δi+1

s−i∑
j=0

Ci−1
i+2j−1 + γ − δ

s∑
i=0

δiC i
2s+1−i

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
s∑

i=1

δi+1

(
Ci

2s+1−i −
s−i∑
j=0

C i−1
i+2j−1

)
+ δ − γ

∣∣∣∣∣ =
s∑

i=1

δi+1

s−i∑
j=0

C i−1
i+2j + δ − γ.

Òåîðåìà 5. 1) Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà ñåãìåíòi [α, β] i âèçíà÷åíà ñâî-
¨ìè çíà÷åííÿìè â êîæíié òî÷öi ñåãìåíòó (α, β); 2) íåõàé âñi êîåôiöi¹íòè IËÄ (18)
âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x∗ ∈ (α, β), òàêîãî, ùî x∗ ̸= xi, i = 0, 1, . . . , n, i

b
(1)
n+1(x∗) ̸= 0, äå b

(1)
n+1(x∗) âèçíà÷àþòüñÿ çà (19) ïðè xn+1 = x∗, ìàþòü ìiñöå íåðiâíî-

ñòi
Γn+1

κn+1(δ) · κn+2(δ∗)
< |f(x∗)−D(1)

n (x∗)| <
∆n+1

Ωn(δ) · Ωn+1(δ∗)
(21)

äå ∆ = max
16i6n+1

|b(1)i (x∗−xi−1)|, Γ = min
16i6n+1

|b(1)i (x∗−xi−1)|, δ∗ = max
26i6n+1

|b(1)i |(β−α).
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè x∗ íå ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì âóçëîì, òî
ìîæíà çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, xn+1, äå xn+1 = x∗, ïîáóäóâàòè
ùå îäèí IËÄ

D
(1)
n+1(x) =

P
(1)
n+1(x)

Q
(1)
n+1(x)

= b
(1)
0 +

n+1

K
k=1

b
(1)
k (x− xk−1)

1
,

äå êîåôiöi¹íòè b
(1)
0 , b

(1)
1 , . . . , b

(1)
n çáiãàþòüñÿ iç êîåôiöi¹íòàìè IËÄ (18), à êîåôiöi¹íò

b
(1)
n+1 = b

(1)
n+1(x∗). Ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè ðiâíà

D
(1)
n+1(x)−D(1)

n (x) = (−1)n

n∏
i=0

b
(1)
i+1(x− xi)

Q
(1)
n (x)Q

(1)
n+1(x)

.

Îöiíèìî öþ ðiçíèöþ çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì â òî÷öi x = x∗, ìà¹ìî

|D(1)
n+1(x∗)−D(1)

n (x∗)| = |f(x∗)−D(1)
n (x∗)| =

n+1∏
i=1

|b(1)i (x∗ − xi−1)|

|Q(1)
n+1(x∗)| |Q

(1)
n (x∗)|

,

àáî, ç óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ ëåìè 2, îòðèìó¹ìî (21).

6. Îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Òiëå. Iíòåðïîëÿíòó ìîæíà
øóêàòè ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åíèé ÔËÄ âèäó

D(r)
n (x) =

P
(r)
n (x)

Q
(r)
n (x)

=

(
b
(r)
0 (x) +

n

K
k=1

a
(r)
k (x)

b
(r)
k (x)

)−1

. (22)

Çíà÷åííÿ ÷èñåëüíèêà P
(r)
n (x) òà çíàìåííèêà Q

(r)
n (x) ïiäõiäíîãî äðîáó (22) ìîæíà

çíàéòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë Óîëëiñà (4) ïðè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ P
(r)
−1 (x) = 0,

Q
(r)
−1(x) = P

(r)
0 (x) = 1, Q

(r)
0 (x) = b0(x). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè

ïiäõiäíèìè äðîáàìè áóäå ðiâíà

P
(r)
n+1(x)

Q
(r)
n+1(x)

− P
(r)
n (x)

Q
(r)
n (x)

=

(−1)n+1
n+1∏
i=1

a
(r)
i (x)

Q
(r)
n+1(x) ·Q

(r)
n (x)

. (23)

ßêùî 0 < |a(r)i (x)| 6 δr i 0 < γr 6 |b(r)i |, òî çãiäíî iç òåîðåìîþ 1

∣∣Q(r)
n (x)

∣∣ < ∣∣∣∣∣
n∏

i=0

b
(r)
i (x)

∣∣∣∣∣ · κn+2(ρr), äå ρr = δr/γ
2
r . (24)

Ó âèïàäêó, êîëè δr > γr + 1, àíàëîãi÷íî ÿê â òåîðåìi 2, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣Q(r)
n (x)

∣∣ >


δn+2
r − 1

δr − 1
ïðè δr ̸= 1,

n+ 2 ïðè δr = 1.

(25)
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Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü {vk(x)} ñïiââiäíîøåííÿìè

f(x) = v0(x), v0(x) =
1

v0(x0) +
x− x0

v1(x)

, vk(x) = vk(xk) +
x− xk
vk+1(x)

, k = 1, . . .

Âêëàäåìî åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi îäèí â äðóãèé n + 1 ðàç, ïîçíà÷èìî b(2)k = vk(xk)
òà ïiäñòàâèìî íóëü çàìiñòü (x− xn)/vn+1(x). Îòðèìà¹ìî IËÄ âèäó

D(2)
n (x) =

P
(2)
n (x)

Q
(2)
n (x)

=

(
b
(2)
0 +

n

K
k=1

x− xk−1

b
(2)
k

)−1

, (26)

ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê "îáåðíåíèé" äðiá äî IËÄ Òiëå (14). Ç óìîâè (13) äëÿ
êîåôiöi¹íòiâ öüîãî äðîáó ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëè

b
(2)
0 =

1

y0
, b

(2)
k =

xk − xk−1

−b(2)k−1
+ · · · +

xk − x1

−b(2)1
+

xk − x0
1

yk
− b

(2)
0

, k = 1, 2, . . . , n. (27)

Òåîðåìà 6. 1) Íåõàé äëÿ ôóíêöi¨ y = f(x), ÿêà íåïåðåðâíà òà âèçíà÷åíà íà
[α, β], ïîáóäîâàíî IËÄ (26), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

|b(2)k | > dr > δr + 1, k = 1, 2, . . . , n.

2) Çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗ òàêà, ùî x∗∈ (α, β) , x∗ ̸= xi, i = 0, 1, . . . , n, i âèêîíó¹òüñÿ∣∣∣b(2)n+1(x∗)
∣∣∣ > dr > δr + 1, äå b

(2)
n+1(x∗) âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ (27) ïðè xn+1 = x∗.

Òîäi â òî÷öi x∗ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∏
i=0

|x∗ − xi|
/
|b(2)n+1(x∗)|∣∣ n∏

i=0

b
(2)
i

∣∣2 κn+3(ρr)κn+2(ρr)
6 |f(x∗)−D(2)

n (x∗)| 6
(δr − 1)2

n∏
i=0

|x∗ − xi|

(δn+3
r − 1)(δn+2

r − 1)
, (28)

äå δr > β − α.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäèêîþ ðîáîòè [2]. Îñêiëüêè x∗ /∈ X, òî ìîæå-
ìî äîäàòè öþ òî÷êó äî ìíîæèíè iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëiâ. Çà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â
òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn, x∗ ïîáóäó¹ìî ùå îäèí IËÄ D

(2)
n+1(x) âèãëÿäó (26). Òîäi ç óìîâè

iíòåðïîëÿöiéíîñòi òà (23) ìà¹ìî

|f(x∗)−D(2)
n (x∗)| = |D(2)

n+1(x∗)−D(2)
n (x∗)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1∏
i=1

a
(r)
i (x)

Q
(r)
n+1(x) ·Q

(r)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñêîðèñòàâøèñü (24) òà (25) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 7. 1) Íåõàé ôóíêöi¨ y = f(x) íåïåðåðâíà òà âèçíà÷åíà íà [α, β] çíà÷å-
ííÿìè ó âóçëàõ ìàòðèöi (17).
2) Íåõàé ïðè êîæíîìó n ïîáóäîâàíî IËÄ (26), êîåôiöi¹íòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó

|b(2)k | > dr > δr + 1, k = 1, 2, . . . , n.
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3) ßêùî çíàéäåòüñÿ òî÷êà x∗ òàêà, ùî x∗∈(α, β) , x∗ ̸= xni , ïðè âñiõ i = 0, 1, . . . , n,

n = 1, 2, . . ., i äëÿ íå¨
∣∣∣b(2)n+1(x∗)

∣∣∣ > dr > δr + 1, òî

lim
n→∞

|f(x∗)−D(2)
n (x∗)| = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó n ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (28). Ïåðå-
éøîâøè äî ãðàíèöi ïðè n→ ∞ ìàòèìåìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ç ôîðìóë (15), (16) òà (27) âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ââåñòè â ðîçãëÿä ïîñëiäîâíiñòü
îáåðíåíèõ ïîäiëåíèõ ðiçíèöþ 2�ãî òèïó íàñòóïíèì ÷èíîì

Φ
(2)
k [x0, . . . , xk] =

xk − xk−1

Φ
(2)
k−1[x0, . . . , xk]− Φ

(2)
k−1[x0, . . . , xk−2, xk−1]

, (29)

ïðè Φ
(2)
0 [x] = 1/f(x), à òîäi b(2)k = b

(2)
k [x0, . . . , xk] = Φ

(2)
k [x0, . . . , xk], k = 0, 1, . . . , n.

Òâåðäæåííÿ 2. Ñòåïåíi ÷èñåëüíèêà P (2)
n (x) òà çíàìåííèêà Q

(2)
n (x) çàäîâîëüíÿ-

þòü íåðiâíîñòi deg P
(2)
n (x) 6

[
n
2

]
, deg Q

(2)
n (x) 6

[
n+1
2

]
.

Äàíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì iç òâåðäæåííÿ 1.

7. Îáåðíåíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ïðàâèëüíèé ëàíöþãîâèé Ñ�äðiá. IËÄ âèäó

D(3)
n (x) =

P
(3)
n (x)

Q
(3)
n (x)

=

(
b
(3)
0 +

n

K
k=1

b
(3)
k · (x− xk−1)

1

)−1

(30)

ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {vk(x)} âèçíà÷èòè íàñòóïíèì ÷èíîì

f(x) = v0(x), v1(x) =
1

v0(x0) + v1(x) (x− x0)
, vk(x) =

vk(xk)

1 + vk+1(x)(x− xk)
, k = 1, 2, . . .

IËÄ (30) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îáåðíåíèé äðiá äî IËÄ (26).
Çãiäíî iç ñïiââiäíîøåííÿì (13), êîåôiöi¹íòè IËÄ (30) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

b
(3)
0 =

1

y0
, b

(3)
1 =

1

y1
− b

(3)
0

x1 − x0
,

b
(3)
k =

1

xk − xk−1

(
−1 +

b
(3)
k−1 · (xk − xk−2)

−1 +

b
(3)
k−2 · (xk − xk−3)

−1 +

+ · · · +

b
(3)
2 · (xk − x1)

−1 +

b
(3)
1 · (xk − x0)

1
yk − b

(3)
0

 , k = 2, . . . , n. (31)

IËÄ (30) äðîáîâî�ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ, ñòåïåíi ÷èñåëüíèêà P (3)
n (x) òà çíàìåííèêà

Q
(3)
n (x) ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü òâåðäæåííÿ 2. Äàíèé IËÄ áóäå åêâiâàëåíòíèì äðîáîâi

(26), îñêiëüêè ìiæ êîåôiöi¹íòàìè öèõ äðîáiâ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

b
(3)
0 = b

(2)
0 , b

(3)
1 =

1

b
(2)
1

, b
(3)
i =

1

b
(2)
i−1 · b

(2)
i

, i = 2, 3, . . . , n. (32)
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Àëå êîåôiöi¹íòè IËÄ (30) ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëåíi ÷åðåç çíà÷åííÿ ôóí-
êöi¨ f(x) â iíòåðïîëÿöiéíèõ âóçëàõ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (31).

Äëÿ IËÄ (30) çàäîâîëüíÿ¹ ôîðìóëó Îéëåðà�Ìiíäiíãà (7) ïðè

X0 = b
(3)
1 (x− x0)/b

(3)
0 , Xi = b

(3)
i+1(x− xi), i = 1, 2, . . . , n.

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó ïðàâèëüíîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ëàíöþãîâîãî C�äðîáó (18),
ìîæíà äîâåñòè ëåìó.

Ëåìà 3. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè b
(3)
i , i = 0, . . . , n, IËÄ (30) âiäìiííi âiä íóëÿ, òî

äëÿ äîâiëüíîãî x∈(α, β), òàêîãî, ùî x ̸= xi, i = 0, . . . , n, òà n > 0 ìà¹ ìiñöå

Ω(c)
n (δc) <

∣∣Q(3)
n (x)

∣∣ < |b(3)0 |κn+2(δc),

äå

Ω(c)
n (δc) = |b(3)0 |

[n+1
2

]−1∑
i=1

δi+1
c

[n+1
2

]−i−1∑
j=0

C i−1
i+2j−θn+1

+ θnδc

+ (−1)n+1γc,

δc = max
26i6n

{
|b(3)i |,

|b(3)1 |
|b(3)0 |

}
· (β − α), γc =

∣∣ min
x∈(α,β)

|b(3)1 (x− x0)| − |b(3)0 |
∣∣.

Ñïèðàþ÷èñü íà ëåìó 3 äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. 1) Íåõàé f(x) íåïåðåðâíà íà [α, β] i âèçíà÷åíà â òî÷êàõ (α, β); 2) íå-
õàé âñi êîåôiöi¹íòè IËÄ (30) âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x∗∈(α, β), òàêîãî,

ùî x∗ ̸=xi, i = 0, . . . , n i b
(3)
n+1(x∗) ̸=0, äå b

(3)
n+1(x∗) âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

(31) ïðè xn+1 = x∗, ìà¹ ìiñöå

Γn+1
∗

|b(3)0 |2 κn+2(δc)κn+3(δ∗c )
< |f(x∗)−D(3)

n (x∗)| <
∆n+1

∗

Ω
(c)
n (δc) Ω

(c)
n+1(δ

∗
c )
,

äå ∆∗ = max
06i6n

∣∣∣b(3)i+1(x∗ − xi)
∣∣∣ , Γ∗ = min

06i6n

∣∣∣b(3)i+1(x∗ − xi)
∣∣∣ , δ∗c = max

16i6n

{
|b(3)i+1|,

|b(3)1 |
|b(3)0 |

}
(β − α).

8. Iíòåðïîëÿöiéíèé ëàíöþãîâèé äðiá Ë. Îéëåðà. Ìîæíà ïîáóäóâàòè IËÄ,
ÿêèé áóäå åêâiâàëåíòíèé iíòåðïîëÿöiéíîìó ìíîãî÷ëåíó ó ôîðìi Íüþòîíà. Öåé ëàí-
öþãîâèé äðiá áóäå äðîáîì Ë. Îéëåðà, òîáòî áóäå ìàòè âèä

D(o)
n (x) =

P
(o)
n

Q
(o)
n

=
b
(o)
0

1 −
b
(o)
1 (x− x0)

1 + b
(o)
1 (x− x0) − · · · −

b
(o)
n (x− xn−1)

1 + b
(o)
n (x− xn−1)

. (33)

ßê äîáðå âiäîìî [14], çíàìåííèê Q(o)
n (x) ëàíöþãîâîãî äðîáó (33) ïðè êîæíîìó çíà-

÷åííi n ðiâíèé îäèíèöi, à ÷èñåëüíèê âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

P (o)
n (x) =

n∑
i=0

b
(o)
0 b

(o)
1 (x− x0) · · · b(o)i (x− xi−1). (34)

ßêùî âèçíà÷àòè êîåôiöi¹íòè b(o)i ëàíöþãîâîãî äðîáó (33) ç óìîâè (13), òî îòðè-
ìà¹ìî

b
(o)
0 = y0, b

(o)
k =

yk − b
(o)
o −

k−1∑
i=1

b
(o)
o b

(o)
1 (xk − x0)b

(o)
2 (xk − x1) · · · b(o)i (xk − xi−1)

(xk − xk−1)b
(o)
0 b

(o)
1 (xk − x0) · · · b(o)k−1(xk − xk−2)

k = 1, . . . , n.
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Çàóâàæåííÿ 2. Îñêiëüêè Qn(x) = 1 ïðè âñiõ n, òî ôîðìóëà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà
([6,Òåîðåìà 1]) ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà [α, β], áóäå çáiãàòèñÿ ç
ôîðìóëîþ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó ôîðìi Íüþòîíà ([7]).

Çàóâàæåííÿ 3. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìiæ êîåôiöi¹íòàìè iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ó ôîðìi Íüþòîíà ci = f [x0, x1, . . . , xi] òà êîåôiöi¹íòàìè IËÄ (33) iñíó¹

íàñòóïíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ci =
i∏

k=0

b
(o)
k .
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