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ÇÂÅÄÅÍÍß ÑÈÑÒÅÌÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÄÎ
L-ÄIÀÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

The problems of reduction to the L-diagonal form for the systems of the differential equations on the
torus are studied

Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî âèïàäêè çâåäåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷åíèõ íà òîði, äî
L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

Äîñëiäæåííÿì ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷åíèõ íà òîði, ïðèñâÿ÷åíà çíà-
÷íà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ðîáiò (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [2]). Â [1] ðîçãëÿíóòî çâåäåííÿ
ñèñòåìè

dx

dt
= [A(t) +B(t)]x,

äå A(t) ∈ C1[t0,∞] i B(t) ∈ C[t0,∞] äî L-äiàãîíàëüíîãî âèäó

dy

dt
= [Λ(t) +Q(t)]y,

äå Λ(t) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè
ìàòðèöi A(t).

Ó äàíié ðîáîòi ïåðåíåñåìî öi ðåçóëüòàòè íà ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
âèçíà÷åíèõ íà òîði, âèãëÿäó

φ̇ = a(φ), ẋ = A(φ)x, (1)

äå φ = (φ1, φ2, ..., φm) ∈ Tm, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, a(φ) i A(φ) � íåïåðåðâíi i
ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié iç çìiííèõ φj(j = 1, 2, ...,m) ç ïåðiîäîì 2π âiäïîâiäíî âåêòîðíà
òà ìàòðè÷íà ôóíêöi¨, Tm � m-âèìiðíèé òîð, òîáòî a(φ), A(φ) ∈ C(Tm).

Îçíà÷åííÿ.[2] Íåõàé 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < ..., lim
n→∞

tn = +∞ � ïîñëiäîâíiñòü

çíà÷åíü t òàêà, ùî lim
n→∞

φtn(φ) = φ0. Tîäi φ0 íàçèâàþòü ω-ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ

ïiâòðà¹êòîði¨ φt(φ;R
+). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü α-ãðàíè÷íó òî÷êó ïiâòðà¹êòîði¨

φt(φ;R
−).

Ìíîæèíó âñiõ ω-ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïiâòðà¹êòîði¨ φt(φ;R
+) ïîçíà÷àþòü

÷åðåç Ωφ. Àíàëîãi÷íî ìíîæèíó âñiõ α-ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïiâòðà¹êòîði¨ ïîçíà÷àþòü
÷åðåç Aφ.

Îá'¹äíàííÿ âñiõ ìíîæèí ω-ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïiâòðà¹êòîði¨ φt(φ;R
+) íàçèâàþòü

ω-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ ïiâòðà¹êòîði¨ φt(φ;R
+) i ïîçíà÷àþòü

Ω =
∪

φ∈Tm

Ωφ.

Ðîçãëÿíåìî ïðîáëåìó çâåäåííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) äî
L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, à ñàìå äî âèãëÿäó

ẏ = [Λ(φ) +Q(φ)]y,
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äå Λ(φ) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, Λ(φ) = diag {λ1(φ), λ2(φ), .., λn(φ)} ∈ C(Tm),
Q(φ) � äåÿêà ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1) iñíó¹ ñêií÷åííà
ãðàíèöÿ lim

t→∞
A(φt(φ)) = A0 i âñi õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi ïðîñòi.

Òîäi ñèñòåìà (1) çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

x = Cy, detC ̸= 0

çâîäèòüñÿ äî L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ẏ = [Λ +Q(φ)]y, (2)

äå Λ = diag {λ1, λ2, .., λn} � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi A0, Q(φ) � ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ âèãëÿäó
Q(φ) = C−1[A(φ)− A0]C ∈ C(Tm), ïðè÷îìó lim

t→∞
Q(φt(φ)) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C � ìàòðèöÿ, ùî ïðèâîäèòü ìàòðèöþ A0 äî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó

C−1A0C = Λ.

Çàïèøåìî ñèñòåìó (1) ó âèãëÿäi

φ̇ = a(φ), ẋ = A0x+ [A(φ)− A0]x,

i ââåäåìî çàìiíó çìiííèõ x = Cy

Cẏ = A0Cy + [A(φ)− A0]Cy,

ẏ = C−1A0Cy + C−1[A(φ)− A0]Cy.

Çâiäñè
ẏ = [Λ +Q(φ)]y,

äå Λ � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè
ìàòðèöi A0, detΛ <∞,

Q(φ) = C−1[A(φ)− A0]C ∈ C(Tm).

Îñêiëüêè detC <∞ i detC ̸= 0, òî

lim
t→∞

Q(φt(φ)) = lim
t→∞

K[A(φt(φ))− A0] = 0.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

φ̇ = a(φ), ẋ = [A(φ) + B(φ)]x, (3)

äå φ = (φ1, φ2, ..., φm) ∈ Tm, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, a(φ) i B(φ) � íåïåðåðâíi i
ïåðiîäè÷íi ïî êîæíié iç çìiííèõ φj(j = 1, 2, ...,m) ç ïåðiîäîì 2π âiäïîâiäíî âåêòîðíà
òà ìàòðè÷íà ôóíêöi¨, A(φ) � íåïåðåðâíà ðàçîì çi ñâî¨ìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
ïî âñiõ çìiííèõ φj(j = 1, 2, ...,m), 2π-ïåðiîäè÷íà ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ, òîáòî
a(φ), B(φ) ∈ C(Tm), A(φ) ∈ C1(Tm).
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Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3) âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè: 1)iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim

t→∞
A(φt(φ)) = A0, ïðè÷îìó âñi âëañíi çíà÷åííÿ ãðà-

íè÷íî¨ ìàòðèöi A0 ðiçíi; 2)ïîõiäíà Ȧ(φt(φ)) i ìàòðèöÿ B(φt(φ)) àáñîëþòíî

iíòåãðîâíi íà [0,∞], φ ∈ Tm, òîáòî
∞∫
0

∥∥∥Ȧ(φt(φ))
∥∥∥ dt < ∞,

∞∫
0

∥B(φt(φ))∥ dt < ∞.

Òîäi ñèñòåìà (3) ïðè φ ∈ Tm, t ≥ T >> 0 çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

x = C(φ)y,

çâîäèòüñÿ äî L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ẏ = [Λ(φ) +Q(φ)]y, (4)

äå Λ(φ) = diag {λ1(φ), λ2(φ), .., λn(φ)} ∈ C1(Tm) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòè
ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi A(φ), Q(φ) � ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹

àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà [T,∞], φ ∈ Tm, òîáòî
∞∫
T

∥Q(φt(φ))∥ dt <∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé C(φ) � ìàòðèöÿ, ùî ïðèâîäèòü ìàòðèöþ A(φ) äî äiàãîíàëü-
íîãî âèãëÿäó, òîáòî

C−1(φt(φ))A(φt(φ))C(φt(φ)) = Λ(φt(φ)), φ ∈ Tm, t ≥ T.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié

C−1(φ))A(φ)C(φ) = Λ(φ), φ ∈ Tm, φ /∈ ∪(Ω),
äå ∪(Ω)� äîñèòü ìàëèé îêië ω-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè Ω. Òàêà ìàòðèöÿ C(φ) iñíó¹ çãiäíî
ç ëåìîþ ïðî äiàãîíàëiçàöiþ çìiííî¨ ìàòðèöi[1]. Ïîêëàäåìî x = C(φ)y. Iç ðiâíÿííÿ
(3) îòðèìà¹ìî

C(φt(φ))
dyt
dt

+ Ċ(φt(φ))yt = [A(φt(φ)) +B(φt(φ))]C(φt(φ))yt,

ẏt = [Λ(φt(φ)) +Q(φt(φ))]yt, φ ∈ Tm, t ≥ T,

äå Λ(φ) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè
ìàòðèöi A(φ),

Q(φ) = −C−1(φ)Ċ(φ) + C−1(φ)B(φ)C(φ) ∈ C(Tm), φ ∈ Tm, φ /∈ ∪(Ω).

Îñêiëüêè C(φ) i C−1(φ) îáìåæåíi, òî ç îñòàííî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

∥Q(φ)∥ ≤ C1

∥∥∥Ċ(φ)∥∥∥+ C2 ∥B(φ)∥ ,

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi. ßêùî ìàòðèöi Ȧ(φt(φ)) i B(φt(φ)) àáñîëþòíî iíòåãðîâíi íà
[0,∞], φ ∈ Tm, òî Ċ(φt(φ)) � àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà [T,∞], φ ∈ Tm , îòæå,

∞∫
T

∥Q(φt(φ))∥ dt ≤ C1

∞∫
T

∥∥∥Ċ(φt(φ))
∥∥∥ dt+ C2

∞∫
T

∥B(φt(φ))∥ dt <∞.

Òàêèì ÷èíîì, Q(φ) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà ïðè φ ∈ Tm, φ /∈ ∪(Ω). Îñêiëüêè ìàòðèöÿ
A(φ) îáìåæåíà, òî Λ(φ) òàêîæ îáìåæåíà.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

d2x

dt2
+ p(φ)x = 0, (5)

äå p(φ) ∈ C1(Tm), p(φ) > 0,
∞∫
t0

|ṗ(φt(φ))| dt <∞.

Ðiâíÿííÿ (5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñèñòåìè{
dx
dt

= y,
dy
dt

= −p(φ)x. (6)

Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

∆(λ) ≡
∣∣∣∣ λ(φ) −1
p(φ) λ(φ)

∣∣∣∣ = 0;

éîãî êîðåíÿìè ¹
λ1(φ) = i

√
p(φ), λ2(φ) = −i

√
p(φ).

Ïîáóäó¹ìî ìàòðèöþ C(φ), ùî ïðèâîäèòü ìàòðèöþ ñèñòåìè (6)

A(φ) =

(
0 1

−p(φ) 0

)
äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó:

C(φ) =

(
1 1

i
√
p(φ) −i

√
p(φ)

)
.

Çíàõîäèìî îáåðíåíó ìàòðèöþ

C−1(φ) =
i

2
√
p(φ)

(
−i
√
p(φ) −1

−i
√
p(φ) 1

)
i ïiäñòàâèâøè âiäïîâiäíi ìàòðèöi â ðiâíiñòü

C−1(φ)A(φ)C(φ) = Λ(φ),

äå

Λ(φ) =

(
i
√
p(φ) 0

0 −i
√
p(φ)

)
,

ïåðåêîíó¹ìîñü ó ¨¨ ïðàâèëüíîñòi. Çàïèñàâøè ñèñòåìó (6) ó âèãëÿäi(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 1

−p(φ) 0

)(
x
y

)
,

ïîêëàäåìî (
x
y

)
=

(
1 1

i
√
p(φ) −i

√
p(φ)

)(
σ
η

)
.

Çâiäñè
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(
ẋ
ẏ

)
=

(
1 1

i
√
p(φ) −i

√
p(φ)

)(
σ̇
η̇

)
+

(
0 0

i
˙√
p(φ) −i ˙√

p(φ)

)(
σ
η

)
=

=

(
0 1

−p(φ) 0

)(
1 1

i
√
p(φ) −i

√
p(φ)

)(
σ
η

)
i, ïiñëÿ ñïðîùåííÿ,(

σ̇
η̇

)
=

(
i
√
p(φ) 0

0 −i
√
p(φ)

)(
σ
η

)
−

˙√
p(φ)

2
√
p(φ)

(
1 −1
−1 1

)(
σ
η

)
. (7)

Îñêiëüêè
˙√
p(φ)√
p(φ)

= ṗ(φ)
2p(φ)

i p(φ) ≥ c > 0,

òî

∞∫
t0

∣∣∣∣∣ ˙√
p(φt(φ))√
p(φt(φ)

∣∣∣∣∣ dt ≤ 1

2c

∞∫
t0

|ṗ(φt(φ))| dt <∞.

Îòæå, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè (7) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ôîðìó-
ëà

Σ(φt(φ))=


exp(i

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1) + ϵ1(φt(φ)) ϵ2(φt(φ))

ϵ3(φt(φ)) exp(−i
t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1) + ϵ4(φt(φ))

,
äå ϵj(φt(φ)) → 0 ïðè t → ∞(j = 1, 2, 3, 4). Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïîïåðåäíiõ çìiííèõ x i y i
âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ p(φ), äëÿ ñèñòåìè (6) îòðèìà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó
ìàòðèöþ

X
′
(φt(φ)) =

(
1 1

i
√
p(φt(φ)) −i

√
p(φt(φ))

)
Σ(φt(φ)) =

=


exp(i

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1) + ϵ

′
1(φt(φ)) exp(−i

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1) + ϵ

′
2(φt(φ))

i
√
p(φt(φ))exp(i

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1)+ϵ

′
3(φt(φ)) −i

√
p(φt(φ))exp(−i

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1)+ϵ

′
4(φt(φ))

,
äå ϵ

′
j(φt(φ)) → 0 ïðè t → ∞(j = 1, 2, 3, 4). Ïîêëàâøè

X(φ) = X
′
(φ)

(
1
2

1
2i

1
2

− 1
2i

)
,

îòðèìà¹ìî ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ âèãëÿäó

X(φt(φ))=


cos

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1 + η1(φt(φ)) sin

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1 + η2(φt(φ))

−
√
p(φt(φ))sin

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1+η3(φt(φ))

√
p(φt(φ))cos

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1+η4(φt(φ))

,
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äå ηj(φt(φ)) → 0 ïðè t → ∞(j = 1, 2, 3, 4). Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (5) ìà¹ ïðè t → ∞
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê àñèìïòîòè÷íîãî âèãëÿäó

x(φt(φ)) = C1cos

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1 + C2sin

t∫
t0

√
p(φt1(φ))dt1 + η(φt(φ)),

äå C1, C2−äîâiëüíi ñòàëi, lim
t→∞

η(φt(φ)) = 0.

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çâåäåííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷å-
íèõ íà òîði, äî L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó â äâîõ âèïàäêàõ: êîëè äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ
ñòàëà òà êîëè äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ¹ ìàòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ. Äðóãèé âèïàäîê ïðîiëþ-
ñòðîâàíî íà ïðèêëàäi. Àíàëîãi÷íèì ìåòîäîì öå ðiâíÿííÿ ìîæíà çâåñòè äî ñèñòåìè
iç ñòàëîþ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
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