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Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ
ÇÀÄÀ× ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ

The algorithm of numenical solving of Cauchy problem and some boundary problems for unhomogen
parabolic equation, and also boundary problems for elliptic equations of high order is grounded in this
work.

Â ðîáîòi îáãðóíòîâàíèé àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i Êîøi i äåÿêèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷
äëÿ íåîäíîðiäíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
âèùîãî ïîðÿäêó.

Çàìåíà äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ ðàçíîñòíûìè ïðèâîäèò îáû÷íî ê ðåøåíèþ ñèñòåì
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûìè, è çäåñü ïðåèìóùåñòâåííûìè
ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ òå, êîòîðûå äîïóñêàþò óäîáíóþ ðåàëèçàöèþ íà
ÝÂÌ. Ê òàêèì ðàçíîñòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîè-
çâîäíûõ îòíîñÿòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ìåòîäû, ïðèâîäÿùèå ê ÿâíîé çàïèñè ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòû è ëåãêî
ðåàëèçóåìû íà ÝÂÌ.

Ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä, îòíîñÿùèéñÿ ê ïîñëåäíèì, èñïîëüçóåò ïî-
íÿòèå ñâåðòêè ÷èñëîâûõ íàáîðîâ, à ïðè îáîñíîâàíèè è îöåíêå ñõîäèìîñòè ïðèâëåêàåò-
ñÿ àíàëîã ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåò÷àòûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé [1]. Â ðàáîòå èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ íåêî-
òîðîãî êðóãà çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ýëëèïòè÷åñêîãî òèïîâ âûñøåãî
ïîðÿäêà â ñëó÷àå êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà òðåõ èçìåðåíèé.

Ïåðâûå îáîáîùåíèÿ ëîêàëüíûõ ïåðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîëó-
÷åíû, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå [2], äîêàçàòåëüñòâà íîâûõ îáîáùåíèé ëîêàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû è ïðèìåíåíèå èõ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ êëàññà
óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé, ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî Ã. Å. Øèëîâó, äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [3,4].

1. Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà:

Ψq

(
i
∂

∂x
, i
∂

∂y
, i
∂

∂z

)
,

ãäå
Ψq(s, t, u) =

∑
k+l+m=q

aklms
2kt2lu2m−

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà 2q-ãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùàÿ òàêèìè, èñïîëüçóå-
ìûìè â äàëüíåéøåì, ñâîéñòâàìè:

1) Ψq(sr
1
2q , tr

1
2q , ur

1
2q ) = rΨq(s, t, u), r > 0;

2) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C è c (C ≥ c > 0), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðîéêè (s, t, u)

C
(
s2q + t2q + u2q

)
≤ Ψq(s, t, u) ≤ C

(
s2q + t2q + u2q

)
. (1)
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Èññëåäóåì ñíà÷àëà ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âèäà

∂ν

∂τ
= −Ψq

(
i
∂

∂x
, i
∂

∂y
, i
∂

∂z

)
ν + g(x, y, z, τ), (x, y, z) ∈ R3, τ ≥ 0; q = 3, 4, 5 . . . (2)

ν(x, y, z, 0) = f(x, y, z); (3)

ãäå ôóíêöèè f(x, y, z) è g(x, y, z) � ôèíèòíû êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x, y, z, ò.å.,
îáðàùàþùèåñÿ â íóëü âíå íåêîòîðîé îáëàñòè G è îáëàäàþùèå äîïîëíèòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè îïðåäåëåííûìè íèæå.

Ê çàäà÷å (2)�(3) ïðèìåíèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ñîãëàñíî êîòîðîé

∂ν

∂τ
→ 1

∆
(ν∆(x, y, z, τ +∆τ)− ν∆(x, y, z, τ)),

∂2qν

∂x2k∂y2l∂z2m
→ 1

∆x2k∆y2l∆z2m
×

×
k∑

k′=−1

l∑
l′=−l

m∑
m′=−m

Ck+k′

2k C l+l′

2l Cm+m′

2m ν∆(x− k′∆x, y − l′∆y, z − z′∆z, τ).

Óïðàâëåíèå α ìåæäó øàãàìè α−1∆τ = ∆x2q = ∆y2q = ∆z2q âûáåðåì óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì íåðàâåíñòâó

0 < α < (3C)−1, (4)

ãäå C âçÿòà èç ñîîòíîøåíèÿ (1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

P (u′, l′,m′) = (−1)k
′+l′+m′+1α

∑
k+l+m=q

Ck+k′

2k C l+l′

2l Cm+m′

2m aklm,

åñëè
|k′|+ |l′|+ |m′| > 0 è P (0, 0, 0) = 1− α

∑
k+l+m=q

Ck
2kC

l
2lC

m
2maklm.

Òîãäà çàäà÷à (2)-(3) ñâåäåòñÿ ê ðàçíîñòíîìó àíàëîãó

v∆(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ +∆τ) =

=
∑

k′,l′,m′

P (k′, l′,m′)v∆((k − k′)∆x, (l − l′)∆y, (m−m′)∆z, n∆τ)+

+∆τg(k∆x, l∆y,m∆z, (n+ 1)∆τ), (5)

v∆(k∆x, l∆y,m∆z, 0) = f(k∆x, l∆y,m∆z). (6)

Ââåäåì ïîíÿòèå ñâåðòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (íàáîðîâ) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íàïðèìåð â [5], ò.å., ñâåðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{a(k, l,m)} è {b(k, l,m)} íàçîâåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {c(k, l,m)} = {a(k, l,m)∗
∗b(k, l,m)}, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé îáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó:

c(k, l,m) =
∑

k′,l′,m′

a(k − k′, l − l′,m−m′)b(k′, l′,m′)
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(ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òàêèå òðîéêè (k′, l′,m′), êîãäà a(k − k′, l − l′,
m −m′) è b(k′, l′,m′) îòëè÷íû îò íóëÿ). Áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ êîììóòàòèâíîå è àñ-
ñîöèàòèâíîå ñâîéñòâà ñâåðòêè; ïîä íàáîðîì {Pj(k, l,m) = {P (k, l,m)}j∗} áóäåì ïîíè-
ìàòü j-êðàòíóþ ñâåðòêó íàáîðà ñ ñîáîé.

Ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (5)�(6) ïîëó÷èì

ν∆(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ) =
∑

k′,l′,m′

Pn(k − k′, l − l′,m−m′)f(k′, l′,m′)+

+∆τ

(
n−1∑
j=1

∑
k′,l′,m′

Pn−j(k − k′, l − l′,m−m′)gj(k
′, l′,m′) + gn(k, l,m)

)
; (7)

çäåñü f(k, l,m) = f(k∆x, l∆y,m∆z), gj(k, l,m) = g(k∆x, l∆y,m∆z, j∆τ).
Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå òèïà ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåò÷àòûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Òåîðåìà 1. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè íàáîðà {P (k, l,m)} óïðàâëåíèå α óäîâëåòâîðÿ-

åò íåðàâåíñòâó (4), òî ðàâíîìåðíî ïî (k, l,m) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣∣∣Pn(k, l,m)

∆x∆y∆z
− 1

(2π)3

∫∫∫
R3

exp{−i(sk∆x+ tl∆y + um∆z)−

−nαΨq(s∆x, t∆y, u∆z)}dsdtdu

∣∣∣∣∣ ≤ Dq

∆x∆y∆z
n− 5

2q , (8)

ãäå

Dq = (2π)−3

 3Bq

2qc1+
5
2q

Γ(
3

2q
)Γ(

1

2q
)2 +

24(Γ( 1
2q
))2

qc3+
1
q

+
24(Γ( 1

2q
))2

qc
3+ 1

q
q

 ,

cq =

(
2

π

)2q

αc, Bq = exp{3αc}
(
2qαc

4!
+
α2C2

2

)
.

Ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ν(x, y, z, τ) =

∫∫∫
R3

E(x− x′.y − y′, z − z′, τ)f(x′, y′, z′)dx′dy′dz′+

+

τ∫
0

∫∫∫
R3

E(x− x′, y − y′, z − z′, τ − ω)g(x′, y′, z′, ω)dx′dy′dz′dω, (9)

ãäå

E(x, y, z, τ) =
1

(2π)3

∫∫∫
R3

exp{−i(sx+ ty + uz)− τΨq(s, t, u)}dsdtdu �

ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂ν

∂t
= −Ψq(i

∂

∂x
, i
∂

∂y
, i
∂

∂z
)ν.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü
1) ôóíêöèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî

ïîðÿäêà â îáëàñòè G è â ýòîé îáëàñòè

|f(x, y, z)| ≤ f0,

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ ≤ f1,

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ≤ f2,

∣∣∣∣ ∂f∂zx
∣∣∣∣ ≤ f3,∣∣∣∣∂2f∂x2

∣∣∣∣ ≤ f11,

∣∣∣∣∂2f∂y2
∣∣∣∣ ≤ f22,

∣∣∣∣∂2f∂z2
∣∣∣∣ ≤ f33;

2) ôóíêöèÿ g(x, y, z, ω) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äî 2q-ãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíòâåííûì êîîðäèíàòàì è ñ ∂g

∂ω
â îáëàñòè G× [0, τ ] è â

ýòîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ

|g(x, y, z, ω)| ≤ g0,

∣∣∣∣∂g∂x
∣∣∣∣ ≤ g1,

∣∣∣∣∂g∂y
∣∣∣∣ ≤ g2,

∣∣∣∣∂g∂z
∣∣∣∣ ≤ g3,

∣∣∣∣∂2g∂x2

∣∣∣∣ ≤ g11,

∣∣∣∣∂2g∂y2

∣∣∣∣ ≤ g22,∣∣∣∣∂2g∂z2

∣∣∣∣ ≤ g33;

∣∣∣∣ ∂2qg

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣ ≤ gklm,

∣∣∣∣ ∂g∂ω
∣∣∣∣ ≤ Ω.

3) óïðàâëåíèå α óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (4).
Òîãäà, ðàâíîìåðíî ïî (k, l,m),

|ν∆(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ)− ν(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ)| ≤ Fqn
− 1

q , (10)

ãäå Fq = Fq(m(G), q, τ, α,Dq, f0, f1, f2, f3, f22, f33, g0, g1, g2, g3, g11, g22, g33, gklm,Ω), m(G)
� ìåðà îáëàñòè G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (9) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(3) è
ôîðìóëû (7) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, èìååì

|v∆ − v| ≤

∣∣∣∣∣ ∑
k′,l′,m′

Pn(k − k′, l − l′,m−m′)f(k′, l′,m′)−

−
∫∫∫
G

E(k∆x− x, l∆y − y,m∆z − z, n∆τ)f(x, y, z)dxdydz

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∆τ
(

n−1∑
j=1

∑
k′,l′,m′

Pn−j(k − k′, l − l′,m−m′)gj(k
′, l′,m′) + gn(k, l,m)

)
−

−
τ∫

0

∫∫∫
G

E(x, y, z, ω)g(k∆x− x, l∆y − y,m∆z − z, n∆τ − ω)dxdydzdω

∣∣∣∣∣∣ = R1 +R2.

Â ñâîþ î÷åðåäü

R1 ≤
∑

k′,l′,m′

∣∣∣∣∣∣Pn(k − k′, l − l′,m−m′)

∆x∆y,∆z
− 1

(2π)3

∫∫∫
R3

exp{−is(k − k′)∆x+

+t(l − l′)∆y + u(m−m′)∆z −Ψq(s, t, u)n∆τ}

∣∣∣∣∣|f(k′, l′,m′)|∆x∆y∆z+
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+
1

(2π)3

∫∫∫
R3

|exp {−Ψq(s, t, u)− i(sk∆x+ tl∆y + um∆z)}|×

×

∣∣∣∣∣ ∑
k′,l′,m′

exp{i(sk∆x+ tl∆y + um∆z)}f(k′, l′,m′)∆x∆y∆z−

−
∫∫∫
G

exp{i(sx+ ty + uz)}f(x, y, z)dxdydz

∣∣∣∣∣∣ dsdtdu = R11 +R12.

Äëÿ îöåíêè R11 èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (8)

R11 ≤
∑

k′,l′,m′

Dqn
− s

2q

∆x∆y∆z
f0∆x∆y∆z = m(G)Dqf0

(α
τ

) 3
2q
n− 1

q .

Ïðè îöåíêå R12 èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåííûõ âû÷è-
ñëåíèÿõ èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì:∣∣∣∣∣

∫∫∫
F (x, y, z)dxdydz −

∑
k,l,m

F (k∆x, l∆y,m∆z)∆x∆y∆z

∣∣∣∣∣ ≤
≤ m(G)

24
(F11 + F12 + F33)∆x

2 (11)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y, z) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â îáëàñòè G âìåñòå ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì
∣∣∣∂2F
∂x2

∣∣∣≤F11,
∣∣∣∂2F
∂y2

∣∣∣≤F22,
∣∣∣∂2F
∂z2

∣∣∣≤F33 â

îáëàñòè G, à ∆x = ∆y = ∆z. Ñîîòíîøåíèå (11) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåð-
íîìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó, íàïðèìåð, â [6]. Òîãäà

R12 ≤
1

(2π)3

∫∫∫
R3

exp{−n∆τΨq(s, t, u)}

∣∣∣∣∣ ∑
k′,l′,m′

exp{i(sk∆x+ tl∆y + um∆z)}×

× f(k′, l′,m′)∆x∆y∆z −
∫∫∫
G

exp{i(sx+ ty + uz)}f(x, y, z)dxdydz

∣∣∣∣∣∣ dsdtdu ≤

≤ m(G)∆x2

192π3

∫∫∫
R3

exp{−τΨq(s, t, u)}
{
f0(s

2 + t2 + u2)+

+ f1|s|+ f2|t|+ f3|u|+ f11 + f22 + f33} dsdtdu ≤ m(G)

192π3q3

(
Γ

(
1

2q

))3

×

×

(
3f0

Γ( 3
2q
)

(τc)
5
2q

+
(f1 + f2 + f3)Γ(

1
q
)

(τc)
2
q

+
(f11 + f22 + f33)Γ(

1
2q
)

(τc)
3
2q

)( τ
α

) 1
q
n− 1

q .

Ðàçíîñòü R2 îöåíèì, òàêæå ðàçáèâàÿ åå íà ÷àñòè

R2 ≤ ∆τ

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

∑
k′,l′,m′

Pn−j(k − k′, l − l′,m−m′)gj(k
′, l′,m′)−
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−
n−1∑
j=1

∑
k′,l′,m′

E ((k − k′)∆x, (l − l′)∆y, (m−m′)∆z, (n− j)∆τ) gj(k
′, l′,m′)∆x∆y∆z

∣∣∣∣∣+
+∆τ

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∑
k′,l′,m′

E ((k − k′)∆x, (l − l′)∆y, (m−m′)∆z, (n− j)∆τ) gj(k
′, l′,m′)∆x∆y∆z−

−
n∑

j=1

∫∫∫
G

E (k∆x− x, l∆y − y,m∆z − z, (n− j)∆τ) g(x, y, z, j∆τ)dxdydz

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∫∫∫
G

E (k∆x− x, l∆y − y,m∆z − z, (n− j)∆τ)) g(x, y, z, j∆τ)dxdydzd∆τ−

−
n∆τ∫
0

∫∫∫
E(k∆x− x, l∆y − y,m∆z − z, nδτ − ω)g(x, y, z, ω)dxdydzω

∣∣∣∣∣∣ =
= R21 +R22 +R23.

Èñïîëüçóÿ (8), ïîëó÷àåì

R21 ≤
n∑

j=1

∑
k′,l′,m′

∣∣∣∣Pn−j(k − k′, l − l′,m−m′)

∆x∆y∆z
−

−E((k − k′)∆x, (l − l′)∆y, (m−m′)∆z, (n− j)∆τ)

∣∣∣∣∣|gj(k′, l′,m′)|∆x∆y∆z ≤

≤ Dq

g 0

m(G)∆x∆y∆z
∑
j=1

(n− j)−
5
2q∆τ ≤ 2q

2q − 5
Dqg0m(G)α

3
2q τ 1−

3
2qn− 1

q .

Äàëåå, ñ èñïîëüçîâàíèåì (11),

R22 ≤
∆τ

(2π)3

n∑
j=1

∫∫∫
R3

exp{−j∆τψq(s, t, u)}×

×

∣∣∣∣∣ ∑
k′,l′,m′

exp{i(sk′∆x+ tl′∆y + um′∆z)}gn−j(k
′, l′,m′)∆x∆y∆z−

−
∫∫∫
G

exp{i(sx+ ty + uz)}g(x, y, z, (n− j)∆τ)dxdydz

∣∣∣∣∣∣∆τ ≤

≤ m(G)∆τ∆x2

24π3

n∑
j=1

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

exp{−j∆τc(s2q + t2q + u2q)}(g0(t2 + s2 + u2)+

+g1s+ g2t+ g3u+ g11 + g22 + g33)dsdtdu =

=
m(G)∆τ∆x2

24π3

 1∫
0

+

1∫
0

 ds

 1∫
0

+

1∫
0

 dt

 1∫
0

+

1∫
0

 du×
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×
n∑

j=1

exp{−j∆τc(s2q + t2q + u2q)}×

×[g0(s
2 + t2 + u2) + g1s+ g2t+ g3u+ g11 + g22 + g33]du ≤

≤ m(G)c3

192π3q3
3g0

(
1 +

1

c(2q − 2)

)(
1 +

1

c(2q − 2)

)(
1 +

1

c(2q − 1)

)
+

+

(
1 +

1

c(2q − 1)

)2(
1 +

1

c(2q − 2)

)
(g1g2 + g3)+

+

(
1 +

1

c(2q − 3)

)3

(g11 + g22 + g33)
( τ
α

) 1
q
n− 1

q

(â èíòåãðàëàõ îò 0 äî 1 ïåðåìåííûå s,t è u óâåëè÷åíû äî åäèíèö, à ñóììà

n∑
j=1

exp{−j∆τc(s2q + t2q + u2q)} �

äî n exp{−∆c(s2q + t2q + u2q)}, à â èíòåãðàëàõ îò 1 äî ∞ ñóììó çàìåíÿåì âåëè÷èíîé
(c∆τ(s2q + t2q + u2q)−1). È, íàêîíåö,

R23 ≤

∣∣∣∣∣∣(2π)−3

n∑
j=1

∫∫∫
G

∫∫∫
R3

exp {−i(s(k∆x− x) + t(l∆y − y) + u(m∆z − z)) −

−j∆τψq(s, t, u)} g(x, y, z, τ − j∆τ)dxdydzdsdtdu∆τ−

−(2π)−3

τ∫
0

∫∫∫
G

∫∫∫
R3

exp{−i(s(k∆x− x) + t(l∆y − y) + u(m∆z − z))−

−ωψq(s, t, u)}g(x, y, z, τ − ω)dxdydzdsdtdudω

∣∣∣∣∣ ≤
≤ τ∆τ

8π3
max

ω

∣∣∣∣∣∣ ∂∂ω
∫∫∫
G

∫∫∫
R3

exp{−i(s(k∆x− x) + t(l∆y − y) + u(m∆z − z)) −

−ωψq(s, t, u)}g(x, y, z, τ − ω)dxdydzdsdtdu

∣∣∣∣∣.
Íî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì åñòü∫∫∫

G

∫∫∫
R3

exp {−i(s(k∆x− x) + t(l∆y − y) + u(m∆z − z)) −

−ωψq(s, t, u)}
(
−ψq

(
i
∂

∂x
, i
∂

∂y
, i
∂

∂z

)
g(x, y, z, τ − ω)− ∂g

∂ω

)
dxdydzdsdtdu,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå â ïåð-
âîì èç ñëàãàåìûõ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ω. Â èòîãå ïîëó÷àåì
îöåíêó

R23 ≤ τ
( τ
α

) 1
q
m(G)

( ∑
k+l+m=q

|aklm|gklm + Ω

)
n− 1

q .
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Ïîñòîÿííóþ Fq â (10) ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðîàíàëèçèðîâàâ äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â çàäà÷å Êîøè âèäà (2)�(3) ïîëîæèòü q = 2, òî ðàçíîñòè

R11, R12, R22, R23 îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîäåëàííîìó, à äëÿ ðàçíîñòè R21 ïîëó-
÷àåòñÿ òàêàÿ îöåíêà

R21 ≤
m(G)∆τ

∆x∆y∆z

n∑
j=1

(n− j)−
5
4 ≤ 5m(G)α

3
4 τ

1
4n− 1

4 .

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè â óðàâíåíèè (2) ïîëîæèòü g ≡ 0, òî ðàññìîòðåííûì ìåòî-
äîì ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè (q = 1).

Çàìå÷àíèå 4. Ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ôîðìû. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè ôîðìû ψq(s, t, u) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷åííûå â
[7] èëè âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì îïèñàííûé â [8] äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, íî
íå çàâèñÿùèé, âîîáùå ãîâîðÿ, îò êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ â ôîðìå.

2. Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà â ñëó÷àå êîíå÷íîé
îáëàñòè. Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó âèäà

∂v

∂τ
= −ψq

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, i

∂

∂z

)
v + ĝ (x, y, z, τ) , (12)

(x, y, z) ∈ [0, L1; 0, L2; 0, L3] , τ ≥ 0

v (x, y, z, 0) = f̂ (x, y, z) ; (13)

∂2jv

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣
Γ

= 0, j = 0, q − 1, (14)

ãäå Γ � ãðàíèöà îáëàñòè D = [0, L1; 0, L2; 0, L3].
Èñïîëüçóåì îáîáùåííûé ïðèíöèï îòðàæåíèÿ, îáîáùàþùèé ïðèíöèï ñâåäåíèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ê ðåøåíèþ ïåðâîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè è ðàññìîòðåííûé äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íàïðèìåð, â [1]. Ïðîäîëæèì
ôóíêöèè ĝ(x, y, z, τ) è f̂(x, y, z) íå÷åòíûìè ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò x, y è z è ïåðèîäè-
÷åñêèìè ñ ïåðèîäàìè, ñîîòâåòñòâåííî, 2L1, 2L2 è 2L3. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç g(x, y, z, τ)
è f(x, y, z). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂v

∂τ
= −ψq

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, i

∂

∂z

)
v + g (x, y, z, τ) , τ ≥ 0, (x, y, z) ∈ R3; (15)

v (x, y, z, 0) = f (x, y, z) ; (16)

â îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà R3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è èñõîäíîé çàäà÷è. Îäíàêî çàäà÷à
(12)�(13) îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé â çàäà÷è Êîøè òåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ôóíêöèè g(x, y, z, r) è f(x, y, z) íå ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè. Ïîýòîìó âìåñòî ôóíêöèé
g(x, y, z, r) è f(x, y, z) âîçüìåì ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ íèìè â êóáå G = [−A,A]3
è îáðàùàþùèåñÿ â íóëü âíå ýòîãî êóáà. Äîïóñêàåìàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü åñòü
âåëè÷èíà

R(A) =

∫∫∫
R3\G

E(x′, y′, z′, τ)f(x− x′, y − y′, z − z′)dx′dy′dz′+
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+

τ∫
0

∫∫∫
R3\G

E(x′, y′, z′, w)g(x− x′, y − y′, z − z′, τ − w)dx′dy′dz′dw. (17)

Ëåììà.Ïóñòü â çàäà÷å (12)−(14) ôóíêöèÿ f(x, y, z) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â [0, L1;
0, L2; 0, L3] , à g(x, y, z, w) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â [0, L1; 0, L2; 0, L3] × [0, τ ] è â óêà-
çàííûõ îáëàñòÿõ |f(x, y, z)| ≤ f0, |g(x, y, z, w)| ≤ g0. Òîãäà

|R(A)| ≤Mτ
5
2q (g0τ + f0)A

−3, (18)

ãäå M � ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò A è τ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò ïàðàìåòðîâ x, y, z

I(x, y, z) =

∫∫∫
R3

exp−i(sx+ ty + uz)− τΨq(s, t, u)dsdtdu, (x, y, z) ∈ R3\G.

Ïðèìåíèâ äâóõêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì îöåíêó

|I(x, y, z)| ≤ 1

x2y2z2

∫∫∫
R3

∂6exp{−τΨq(s, t, u)}
∂s2∂t2∂u2

dsdtdu ≤ M1τ
5
2q

x2y2z2
,

ãäåM1 � ïîñòîÿííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò íåêîòîðûõ Γ-èíòåãðàëîâ Ýéëåðà.
Òî÷íîå çíà÷åíèå M1 è àíàëîãè÷íûõ êîíñòàíò óäîáíåå âû÷èñëÿòü äëÿ êàæäîé êîí-
êðåòíîé çàäà÷è îòäåëüíî. Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå
îöåíêè

|I(x, y, z)| ≤ M2τ
5
2q

x3y3
, |I(x, y, z)| ≤ M3τ

5
2q

x6
.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (17) ïîëó-
÷èì ∣∣∣∣∣∣∣

∫∫∫
R3\G

E(x′, y′, z′, τ)f(x− x′, y − y′, z − z′)dx′dy′dz′

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

(2π)3

∫∫∫
R3\G

∣∣∣∣∣∣
∫∫∫
R3

exp{−i(sx′ + ty′ + uz′)− τΨq(s, t, u)}dsdtdu

∣∣∣∣∣∣×
× |f(x− x′, y − y′, z − z′)| dx′dy′dz′ ≤ 1

(2π)3

∫∫∫
R3\G

|I(x, y, z)| f0dxdydz ≤

≤ τ
5
2q f0
π3

 ∞∫
A

∞∫
A

∞∫
A

M1dxdydz

x2y2z2

+ 3

∞∫
A

∞∫
A

A∫
0

M2dxdydz

x3y3
+

+3

∞∫
A

A∫
0

A∫
0

M3dxdydz

x6
= f0π

−3τ
5
2q (M1 + 3 · 4 ·M2 + 3 · 5M3)A

−3 = f0π
−3τ

5
2qMA−3.
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Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (17)∣∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

∫∫∫
R3\G

E(x′, y′, z′, w)g(x− x′, y − y′, z − z′, τ − w)dx′dy′dz′dw

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
τ∫

0

Mg0w
5
2q

π3A3
dw <

Mτg0
π3

τ
5
2q · A−3.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 2 è ëåììû âûòåêàåò
Òåîðåìà 3. Ïóñòü â çàäà÷å (12)�(14)
1) ôóíêöèÿ f(x, y, z) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â îáëàñòè D âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà è â ýòîé îáëàñòè

|f | ≤ f0,

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ ≤ f1,

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ ≤ f2,

∣∣∣∣∂2f∂z
∣∣∣∣ ≤ f3,

∣∣∣∣∂2f∂x2
∣∣∣∣ ≤ f11,

∣∣∣∣∂2f∂y2
∣∣∣∣ ≤ f22,

∣∣∣∣∂2f∂z2
∣∣∣∣ ≤ f33;

2) ôóíêöèÿ g(x, y, z, ω) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî
2q-ãî ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòàì x, y è z,à òàêæå ñ ∂g

∂w
â îáëàñòè D × [0; τ ] è â ýòîé

îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ

|g| ≤ f0,

∣∣∣∣∂g∂x
∣∣∣∣ ≤ g1,

∣∣∣∣∂g∂y
∣∣∣∣ ≤ g2,

∣∣∣∣∂g∂z
∣∣∣∣ ≤ g3,

∣∣∣∣∂2g∂x2

∣∣∣∣ ≤ g11,

∣∣∣∣∂2g∂y2
∣∣∣∣ ≤ f22,

∣∣∣∣∂2g∂z2
∣∣∣∣ ≤ f33,

∣∣∣∣ ∂2qg

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣ ≤ gklm,

∣∣∣∣ ∂g∂w
∣∣∣∣ ≤ Ω;

3) óïðàâëåíèå α â ðàçíîñòíîì àíàëîãå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó (15).

Òîãäà, ðàâíîìåðíî ïî (k, l,m), âûïîëíÿåòñÿ

|v∆(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ)− v(k∆x, l∆y,m∆z, n∆τ)| ≤

≤ Fqn
− 1

q +
Mτ

5
2q

π3
(f0 + τg0)A

−3. (19)

Çàìå÷àíèå 5. Çàäà÷ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (13) è ãðà-
íè÷íûìè óñëîìèÿìè âèäà

∂2j+1v

∂x2k+1∂y2l+1∂z2m+1

∣∣∣∣
Γ

= 0, j = 0, q − 1;

òàêæå ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè òèïà (12)�(13); â ýòîì ñëó÷àå ôóí-
êöèè f̂(x, y, z) è ĝ(x, y, z, τ) ñëåäóåò ïðîäîëæèòü ÷åòíûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè ïî
ïåðåìåííûì x, y è z.

3. Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðèêüå âèäà

ψq

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, i

∂

∂z

)
v = g (x, y, z, ) , (x, y, z) ∈ D; (20)
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∂2jv

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣
Γ

= 0, j = 0, q − 1, (21)

ãäå Γ � ãðàíèöà îáëàñòè D = [0, L1; 0, L2; 0, L3], q = 3, 4, 5, .... Ñîïîñòàâèì åé ãðàíè÷-
íóþ çàäà÷ó âèäà

∂V

∂τ
= −ψq

(
i
∂

∂x
, i

∂

∂y
, i

∂

∂z

)
V + g (x, y, z) , (x, y, z) ∈ D, τ ≥ 0; (22)

V (x, y, z, 0) = 0; (23)

∂2jV

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣
Γ

= 0, j = 0, q − 1. (24)

Êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Òîãäà

v(x, y, z) = (−1)q
∞∑
k=1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

gklm

ψq

(
kπ
L1
, lπ
L2
, mπ
L3

)sinkπx
L1

sin
lπy

L2

sin
mπz

L3

è
V (x, y, z, τ) =

= (−1)q+1

∞∑
k=1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

gklm

(
exp{−τψq

(
kπ
L1
, lπ
L2
, mπ
L3

)
} − 1

)
ψq

(
kπ
L1
, lπ
L2
, mπ
L3

) sin
kπx

L1

sin
lπx

L2

sin
mπx

L3

,

ãäå

gklm =
8

L1L2L3

L1∫
0

L2∫
0

L3∫
0

g(x, y, z)sin
kπx

L1

sin
lπy

L2

sin
mπz

L3

dxdydz. (25)

Îöåíèì ðàçíîñòü
Rτ = |v(x, y, z)− V (x, y, z, τ)| =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

gklmexp{−τψq

(
kπ

L1

,
lπ

L2

,
mπ

L3

)
}sinkπx

L1

sin
lπy

L2

sin
mπz

L3

∣∣∣∣∣ .
Ïóñòü L = max{L1L2L3}. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

ψq

(
kπ

L1

,
lπ

L2

,
mπ

L3

)
≥ c

(π
L

)2q (
k2q + l2q +m2q

)
≥ 3c

(π
L

)2q
.

Èç (25) ïîëó÷èì, ÷òî |gklm| ≤ 8g0. Òîãäà

Rτ ≤
∞∑
k=1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

8g0exp{−τ3c
(
π
L

)2q}
c
(
π
L

)2q
(k2q + l2q +m2q)

≤

≤ exp{−τ3c
(π
L

)2q
}8g0
c

(π
L

)2q ∞∑
k=1

∞∑
l=1

∞∑
m=1

1

k4 + l4 +m4
. (26)

Ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (26) ìîæíî îãðàíè÷èòü ñâåðõó âåëè÷èíîé

π

3
+

∫∫∫
R+

3 \S+
3

dxdydz

x4 + y4 + z4
,
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ãäå R+
3 � ïåðâûé îêòàíò ïðîñòðàíñòâà, à S+

1 � ÷àñòü øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíò-
ðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïåðâîì îêòàíòå. Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî x4 + y4 + z4 ≥ 1

3
(x2 + y2 + z2)

2
, ïîëó÷àåì∫∫∫

R+
3 \S+

1

dxdydz

x4 + y4 + z4
≤ 3π

2
.

Òàêèì îáðàçîì
Rτ < γexp{−βτ}, (27)

ãäå

γ =
8g0
c

(
L

π

2q)
, β = 3c

(
π

L

2q
)
.

Îöåíêà (28) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîé â çàäà÷å î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà ïðè τ → ∞. Â [10], íàïðèìåð, îïèñàí ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ çàäà÷.

Ïîäâåäåì èòîã. Âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ìîìåíò âðåìåíè T , ñ ó÷åòîì îöåí-
êè (28), ðåøåíèå çàäà÷è (22)�(24) äîñòàòî÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ çàäà÷è
(20)�(21). Ðàçíîñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (20)�(21) ìîæíî òàêæå èñêàòü â âèäå ýëåìåíòà
ñâåðòêè.

Òåîðåìà 4.Ïóñòü â óðàâíåíèè (20) ôóíêöèÿ g(x, y, z) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â îáëà-
ñòè D âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî 2q-ãî ïîðÿäêà è â ýòîé îáëàñòè

|g| ≤ g0,

∣∣∣∣∂g∂x
∣∣∣∣ ≤ g1,

∣∣∣∣∂g∂y
∣∣∣∣ ≤ g2,

∣∣∣∣∂g∂z
∣∣∣∣ ≤ g3,∣∣∣∣∂2g∂x2

∣∣∣∣ ≤ g11,

∣∣∣∣∂2g∂y2

∣∣∣∣ ≤ g22,

∣∣∣∣∂2g∂z2

∣∣∣∣ ≤ g33,

∣∣∣∣ ∂2qg

∂x2k∂y2l∂z2m

∣∣∣∣ ≤ gklm;

è ïóñòü ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîãî àíàëîãà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè (22)�
(24) óïðàâëåíèå α ìåæäó øàãàìè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (23). Òîãäà, ðàâíîìåð-
íî ïî (k, l,m)∣∣∣∣∣v(k∆x, l∆y,m∆z)−∆τ

(
n−1∑
j=1

∑
k′,l′,m′

Pn−j(k − k′, l − l′,m−m′)g(k′, l′,m′) + g(k, l,m)

)∣∣∣∣∣≤
≤ γexp{−βT}+ MT 1+ 5

2q g0
π3

A−3 + Φqn
−1
q , (28)

ãäå

Φq=8A3

(
2q

2q + s
Dqg0T

(α
T

) 3
2q
+
(c(2q − 3) + 1)3

(2q − 3)3π3q3
(3g0 + g1 + g2 + g3 + g11 + g22 + g33)×

×
(
T

α

) 1
q

+ T

(
T

α

) 1
q ∑
k+l+m=q

|aklm| gklm

)
;

∆τ =
T

n
, g(k, l,m) = g(k∆x, l∆y,m∆z).

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü äàííûé ïîäõîä ê ðàçíîñòíîìó ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ (20) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïèñàííûìè â çàìå÷àíèè 5.
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