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ÏÎÐßÄÊÓ

Geometrical interpretation for the derivates of fractional order and some cases of its application are given
in the paper.

Ó ñòàòòi ïîäà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ïîõiäíèõ äðîáîâîãî ïîðÿäêó i ìîæëèâi âèïàäêè ¨¨
çàñòîñóâàííÿ.

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî çíà÷åííÿ ëiâîái÷íî¨ ïåðøî¨ ïîõi-
äíî¨ ó öié òî÷öi îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì:

df

dx
= lim

∆x→0+

f(x)− f(x−∆x)

∆x

∣∣∣∣
x=x0

, (1)

ÿêèé òðàêòóþòü ÿê âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó ôóíêöi¨ äî ïðèðîñòó àðãóìåíòó. Ïîêàæåìî
êàðòèíó ïðèðîñòiâ ãðàôi÷íî (ìàë. 1). Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó A iç êîîðäèíàòàìè x0,
f(x0) ïðÿìó ïiä êóòîì 45◦ äî îñi àáñöèñ. Ïðèðiñò ôóíêöi¨ çîáðàæó¹òüñÿ âiäðiçêîì
BC, ïðèðiñò íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ � CD. Ïðè òàêîìó çîáðàæåííi ∆x ìîæíà ãîâîðèòè,
ùî ïåðøà ïîõiäíà ïîêàçó¹, íàñêiëüêè ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) ó òî÷öi x0 äåôîðìîâàíèé
âiäíîñíî ãðàôiêà ôóíêöi¨ φ(x) = x+ const.

f(x)

x

x0

∆x

A

B

C

D

∆f
∆x

φ(x) = x+ const

f(x)

Ìàë. 1

Çàìiñòü φ(x) = x + const ìîæå áóòè âèáðàíà iíøà äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, ÿêó
íàçâåìî äèôåðåíöiþþ÷îþ, i ñòîñîâíî ÿêî¨ ìîæíà âèçíà÷àòè ìiðó äåôîðìîâàíîñòi
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(àáî øâèäêiñòü ïðèðîñòó) äîñëiäæóâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x). Ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðî-
ñòiâ äîñëiäæóâàíî¨ i äèôåðåíöiþþ÷î¨ ôóíêöié

df

dφ
= lim

∆x→0

f(x)− f(x−∆x)

φ(x)− φ(x−∆x)

∣∣∣∣
x=x0

(2)

íàçâåìî óçàãàëüíåíîþ ïîõiäíîþ.
Ïðè ïåâíîìó ïiäáîði φ(x) çà äîïîìîãîþ (2) ìîæíà îòðèìàòè çíà÷åííÿ äðîáîâî¨

ïîõiäíî¨ r-ãî ïîðÿäêóDrf(x)|xa [1]. Òàêèì ÷èíîì, ââàæà¹ìî, ùî äëÿ çàäàíî¨ îáìåæåíî¨
ôóíêöi¨ f(x) òà ÷èñëà r ∈ R, r ≥ 0, íà ïåâíîìó ïðîìiæêó iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ φ(x),
ùî

Drf(x)|xa
def
=
f ′(x)

φ′(x)
, φ′(x) ̸= 0. (3)

Òîäi äèôåðåíöiþþ÷à ôóíêöiÿ φ(x) ìà¹ âèãëÿä

φ(x) =

∫
f ′(x)dx

Drf(x)|xa
+ C, C = const. (4)

Äëÿ iñíóâàííÿ φ(x) ïîõiäíà Drf(x)|xa íà ïðîìiæêó (a, b) íå ïîâèííà çìiíþâàòè
çíàê. Öÿ óìîâà âiäðàçó âèêëþ÷à¹ iç ðîçãëÿäó çíàêîçìiííi ïîõiäíiDrf(x)|xa àáî ïðèìó-
øó¹ çâóæóâàòè ðîçãëÿäóâàíèé ïðîìiæîê äî çíà÷åíü, ïðè ÿêèõ Drf(x)|xa ̸= 0 (r ̸= 1).

À òåïåð çäiéñíèìî ïåðåõiä ó ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ξ, äëÿ ÿêî¨ ξ = φ(x) + C,
f(x) òðàíñôîðìó¹òüñÿ ó η(ξ), à Drf(x)|xa � ó η′(ξ) = dη(ξ)/dξ. Î÷åâèäíî, ùî φ(x)
ïðè öüîìó ïîâèííà áóòè îäíîçíà÷íîþ òà îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ x. Äîòè÷íà ïðÿìà äî
êðèâî¨ η(ξ) ó òî÷öi ξ0 îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

H(ξ) = η(ξ0) + η′(ξ0)(ξ − ξ0). (5)

Ó ïî÷àòêîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò y, x äîòè÷íà ïðÿìà H(ξ) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó äîòè-
÷íó êðèâó äî ôóíêöi¨ f(x), ïðè÷îìó �âèêðèâëåííÿ� ¨¨ òà ùiëüíiñòü äîòèêó çàëåæàòü
ÿê âiä âèãëÿäó f(x), òàê i ïîðÿäêó r ¨¨ ïîõiäíî¨ Drf(x)|xa. Âiäïîâiäíî äî (3), (4) òà (5)
äîòè÷íà êðèâà Y (x) äî f(x) çàäà¹òüñÿ òàêèì âèðàçîì:

Y (x) = f(x0) +Drf(x)|x0
a ·

x∫
x0

f ′(t)dt

Drf(t)|ta
. (6)

Äëÿ r = 1 ôîðìóëà (6) çáiãà¹òüñÿ iç ðiâíÿííÿì äîòè÷íî¨ ïðÿìî¨ äî ãðàôiêà ôóíêöi¨
f(x).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ (6) ïîâ'ÿçàíå iç äåÿêèìè òðóäíîùàìè, òîìó
äëÿ iëþñòðàöi¨ ïîâåäiíêè äîòè÷íèõ êðèâèõ îáìåæèìîñÿ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ f(x) =
= Axp, p > −1. Ïðîâåäåìî ïåðåòâîðåííÿ, îçíà÷åíi âèðàçàìè (3)�(6), íà ñêií÷åííîìó
ïðîìiæêó [0, x].

Dr (Axp) |x0 = A
Γ(p+ 1)xp−r

Γ(p+ 1− r)
; φ(x) =

{
Γ(p+1−r)

rΓ(p)
xr + C, r ̸= 0;

ln (Axp) + C, r = 0;

H(ξ) =

{
A
(

rΓ(p)
Γ(p+1−r)

(ξ0 − C)
)p/r (

1 + p
r
ξ−ξ0
ξ0−C

)
, r ̸= 0;

eξ0−C (1 + ξ − ξ0) , r = 0;
(7)
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Y (x) =

 Axp0

(
1 + p

r

xr−xr
0

xr
0

)
, r ̸= 0;

Axp0

(
1 + ln xp

xp
0

)
, r = 0.

Òóò ÷åðåç Γ(s) ïîçíà÷åíî ãàììà-ôóíêöiþ ÷èñëà s.
Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ïðè p = r äîòè÷íà êðèâà Y (x) çáiãà¹òüñÿ iç ïàðàáîëîþ f(x) =

= Axp. Òàê ñàìî äîòè÷íà ïåðøîãî ïîðÿäêó äî ïðÿìî¨ f(x) = ax + b çëèâà¹òüñÿ iç
ñàìîþ ïðÿìîþ.

Êàðòèíà äîòè÷íèõ êðèâèõ Y (x) äî ôóíêöi¨ f(x) = x2, ïîáóäîâàíèõ çà (7), ïîêà-
çàíà íà ìàë. 2. Òàêèì ÷èíîì, ïîíÿòòÿ äîòè÷íî¨ ïðÿìî¨, ÿêà àñîöiþ¹òüñÿ iç ïîõiäíîþ
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f(x) = x2
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Ìàë. 2

ïåðøîãî ïîðÿäêó, óçàãàëüíþ¹òüñÿ äî äîòè÷íî¨ êðèâî¨. Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ïî-
ëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïîõiäíié äîâiëüíîãî ïîðÿäêó Drf(x)|xa ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
ïåâíà äîòè÷íà êðèâà. Äëÿ r < 1 òà r > 1 êðèâèíà äîòè÷íèõ ëiíié ìà¹ ðiçíi çíàêè.

Âïðîâàäæåííÿ äèôåðåíöiþþ÷î¨ ôóíêöi¨ äîçâîëÿ¹ ïîäàòè äðîáîâi ïîõiäíi ó âèãëÿ-
äi çâè÷àéíèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îòæå, ìîæíà ïåðåíîñèòè âñi âëàñòèâîñòi, à
òàêîæ âñi âèïàäêè çàñòîñóâàííÿ η′(ξ) íà ¨õ äðîáîâi àíàëîãè.

Ïðîöåñ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ìîæíà óÿâëÿòè ÿê íàêëàäàííÿ ïåâíî¨ íå-
ëiíiéíîñòi íà äèôåðåíöiéîâàíó ôóíêöiþ, à ïåðåõiä ó ñèñòåìó êîîðäèíàò η, ξ � ÿê
ëiíåàðèçàöiþ îïåðàöi¨ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ó ñèñòåìi êîîðäèíàò η, ξ ïðîiíòåãðó¹ìî ôóíêöiþ η(ξ) ó ìåæàõ ξ0, ξ.

I(ξ) =

ξ∫
ξ0

η(τ)dτ. (8)

Ïðè ïåðåõîäi äî y, x çíàõîäèìî:

I(x) =

φ(x)∫
φ(x0)

f(t)φ′(t)dt. (9)
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Ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíòåãðàë Ñòiëòü¹ñà iç çìiííîþ âåðõíüîþ
ìåæåþ. Óìîâè, ÿêèì ïîâèííi âiäïîâiäàòè f(x) òà φ(x) äëÿ iñíóâàííÿ (9), äåòàëüíî
îïèñàíi â [2].

Äðîáîâèé iíòåãðàë s-ãî ïîðÿäêó ó ñèñòåìi η, ξ äëÿ iíòåãðîâíî¨ ôóíêöi¨ η(ξ) ìà¹
âèãëÿä

D−sη(ξ)|ξξ0 =
1

Γ(s)

ξ∫
ξ0

η(τ) (ξ − τ)s−1 dτ. (10)

Âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åíèõ ïåðåòâîðåíü ìîæåìî çàïèñàòè éîãî àíàëîã äëÿ ñèñòåìè y,
x :

D−sf(x)

∣∣∣∣ φ(x)φ(x0)
=

1

Γ(s)

φ(x)∫
φ(x0)

f(t) (φ(x)− φ(t))s−1 φ′(t)dt. (11)

Ïðè φ(x) = x âèðàç (11) çáiãà¹òüñÿ ç iíòåãðàëîì Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ.
Öiêàâèì ¹ ïðîöåñ òðàíñôîðìàöi¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàïèñàíèõ

ó η, ξ, ïðè ïåðåõîäi ¨õ äî ñèñòåìè êîîðäèíàò y, x. Íèæ÷å ïîäà¹ìî äåêiëüêà ïîõiäíèõ
η(ξ) òà ¨õ âiäïîâiäíèêiâ (äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ îïóñêà¹ìî çíà÷îê |xa áiëÿ ïîõiäíèõ
äðîáîâîãî ïîðÿäêó).

dη
dξ

⇔ Drf(x);
d2η
dξ2

⇔ Drf(x)D
r+1f(x)
f ′(x)

;
d3η
dξ3

⇔ Drf(x)
f ′(x)

Dr+1f(x)
f ′(x)

(
Dr+1f(x) +Drf(x)D

r+2f(x)
Dr+1f(x)

−Drf(x)f
′′(x)
f ′(x)

)
.

(12)

Êîìåíòàð äî (4) çàëèøà¹òüñÿ ñëóøíèì i äëÿ öèõ ñïiââiäíîøåíü.
ßêùî y(x) ⇔ Ψ(ξ), g(x) ⇔ g(ξ), r > 0, òî äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ, çàïèñàíèõ ó η, ξ, ìà¹ìî òàêó âiäïîâiäíiñòü â y, x:

Ψ′ + g(ξ)Ψ = 0 ⇔ Dry + g(x)y = 0;
Ψ′′ + g(ξ)Ψ = 0 ⇔ Dry ·Dr+1y + g(x)yy′ = 0.

(13)

Î÷åâèäíî, ùî ìîæóòü áóòè é iíøi ïiäõîäè äî çàäà÷i iíòåðïðåòàöi¨ äðîáîâèõ ïî-
õiäíèõ òà iíøi ðåçóëüòàòè ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêëàäåíå òóò ñëiä ðîçãëÿäàòè ëèøå ÿê
ïåðøó ñïðîáó.
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