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ÏÐÎ ÑÈËÎÂÑÜÊI ÏIÄÃÐÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� ÃÐÓÏÈ ÍÀÄ
ÊIËÜÖÅÌ

Let R be a ring of integers of the finite extention of p-adic field and R containes primitive pn-th root
of unity (p is a prime). In this paper we obtaine next rezultes: 1) if p > 2 and n = 1, then GL(p,R)
containes at least (p−2) irredusible Sylow p-subgroups of pairwise different orders; 2) if p > 2 and n > 1,
then there are exists Abelian Sylow subgroups of types (pn, p2), . . . , (pn, pn) of the group GL(p,R); 3) if
p = 2 and n > 2, then there is exist Abelian Sylow 2-subgroup of type (2n, 2n) of the group GL(2n−1, R).

Íåõàé êiëüöå R öiëèõ âåëè÷èí ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë ìiñòèòü ïåðâiñíèé
êîðiíü ñòåïåíÿ pn ç îäèíèöi. Ïîêàçó¹òüñÿ, ùî: 1) ÿêùî p > 2 i n = 1, òî â ãðóïi GL(p,R) ìiñòèòüñÿ
ïî êðàéíié ìiði (p − 2) íåçâiäíèõ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ïîïàðíî ðiçíèõ ïîðÿäêiâ; 2) ÿêùî p > 2 i
n > 1, òî â ãðóïïi GL(p,R) iñíóþòü àáåëåâi ñèëîâñüêi ïiäãðóïè òèïiâ (pn, p2), . . . , (pn, pn); 3) ÿêùî
p = 2 i n > 2, òî â ãðóïi GL(2n−1, R) iñíó¹ àáåëåâà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà òèïó (2n, 2n).

Ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè GL(n, T ) íàä äîâiëüíèì ïîëåì T îïèñàíi
ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi â ðîáîòàõ [1�5]. ßê ïðàâèëî, ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè
GL(n, T ) ïîïàðíî ñïðÿæåíi â öié ãðóïi. Âèêëþ÷åííÿ ñêëàäà¹ òiëüêè âèïàäîê p = 2
äëÿ äåÿêèõ ïîëiâ õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Íåõàé K � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíè-
öåþ, â ÿêîìó ïðîñòå ÷èñëî p áóäå íåîáîðîòíèì. Òåîðiÿ ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè
GL(n,K) äàëåêà äî çàâåðøåííÿ. ßê ïðàâèëî ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè â ãðóïi GL(n,K)
íå ñïðÿæåíi â öié ãðóïi, áiëüø òîãî, ìîæëèâi âèïàäêè iñíóâàííÿ íåiçîìîðôíèõ òàêèõ
ïiäãðóï. Â ðîáîòàõ [6�17] âèâ÷àëèñü ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,K). Çîêðåìà,
â [6�9, 12�13, 15�17] ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðó-
ïè GL(n,K), äå K � îäíå iç êiëåöü: äèñêðåòíî íîðìîâàíå êiëüöå, îáëàñòü ãîëîâíèõ
iäåàëiâ, íåòåðîâî ôàêòîðiàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè p, íåòåðîâà îáëàñòü öiëiñíîñòi
õàðàêòåðèñòèêè p, êîìóòàòèâíå ëîêàëüíå êiëüöå õàðàêòåðèñòèêè ps. Â ðîáîòàõ [10�
11, 14] âèâ÷àëàñü çàäà÷à ïðî içîìîðôiçì ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,K) (K �
îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ).

Àâòîðè âèðàæàþòü ïîäÿêó ïðîôåñîðó Ãóäèâêó Ï. Ì. çà iíòåðåñ i êîðèñíi çàóâà-
æåííÿ äî öi¹¨ ðîáîòè.

Íåõàé êiëüöå R öiëèõ âåëè÷èí ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ F ïîëÿ p-àäè÷íèõ ÷èñåë
ìiñòèòü ïåðâiñíèé êîðiíü ξn ñòåïåíÿ pn iç îäèíèöi i t � ïðîñòèé åëåìåíò â R òàêèé,
ùî

ξn − 1 = tdθ, θ ∈ R∗,

R∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ R. Íåõàé ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà P ãðóïè R∗ ìà¹
ïîðÿäîê pn, òîáòî P = ⟨ξn⟩. Íåõàé p-ïiäãðóïà Gn(p) ãðóïè GL(p, F ) ¹ ñïëåòiííÿ P ∫ Cp

ãðóïè P i öèêëi÷íî¨ ïîðÿäêó p ãðóïè Cp ïiäñòàíîâîê, ïîðîäæåíî¨ öèêëîì (12...p).
Ãðóïà Gn(p) ïîðîäæó¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ i ìàòðèöåþ b ïiäñòàíîâêè (12...p):

Gn(p) = ⟨a = diag[ξn, 1, . . . , 1], b⟩ ⊂ GL(p,R). (1)

Ãðóïà Gn(p) � íåçâiäíà ïiäãðóïà â ãðóïi GL(p,R) i ¨¨ ïîðÿäîê ðiâíèé pnp+1. Âiä-
ìiòèìî, ùî ïðè p > 2 àáî ïðè p = 2 i n > 1 ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p, F )
ñïðÿæåíi â öié ãðóïi ç ïiäãðóïîþ Gn(p).

Ãðóïîâå êiëüöå L = RCp ïåðåòâîðèìî â RGn(p)-ìîäóëü, â R-áàçèñi

1, b, . . . , bp−1 (2)
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ÿêîãî ìàòðèöi îïåðàòîðiâ a i b ñïiâïàäàþòü ç ìàòðèöÿìè a i b âiäïîâiäíî (äèâ. (1)).
Áiëüøå òîãî, ãðóïà Gn(p) ìiñòèòü äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âèäó

u = diag[α0, α1, . . . , αp−1] (αj ∈ ⟨ξn⟩),

i, ÿêùî v =
p−1∑
0

γjb
j (γj ∈ R) � äîâiëüíèé åëåìåíò iç L, òî

u(v) =

p−1∑
0

αjγjb
j. (3)

Òåîðåìà 1. Íåõàé p > 2 i n = 1. Â ãðóïi GL(p,R) iñíó¹ ïðèíàéìi (p−2) íåçâiäíi
ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîïàðíî ðiçíèõ ïîðÿäêiâ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé p > 2 i n > 1. Â ãðóïi GL(p,R) iñíóþòü ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè,
ÿêi ¹ àáåëåâèìè ãðóïàìè òèïiâ (pn, p2), . . . , (pn, pn) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 3. Íåõàé p = 2 i n > 2. Â ãðóïi GL(2n−1, R) iñíó¹ ñèëîâñüêà 2-ïiäãðóïà,
ùî ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ òèïó (2n, 2n).

Çàóâàæåííÿ 1. Â ãðóïi GL(2n−1, R) iñíó¹ íåçâiäíà íåàáåëåâà ñèëîâñüêà 2-ïiäãðó-
ïà ïîðÿäêó 2s, äå s = 2n−1(n+ 1)− 1.

Íåõàé äàëi p > 2 i n = 1. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

G = G1(p), ε = ξ1, π = ε− 1, c = b− 1, (4)

Lj = ⟨π2, πc, . . . , πcj−1, cj, . . . , cp−1⟩ (2 6 j 6 p− 1) (5)

R-ïiäìîäóëü â L, R-áàçèñ ÿêîãî âêàçàíî â äóæêàõ.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä äåÿêi ïiäãðóïè â ãðóïi G. Íåõàé

a0 = εE, aj = diag [εα0 , . . . , εαp−1 ],

α0 = . . . = αj−1 = 0, αj = Cj
j , . . . , αp−1 = Cj

p−1;

Gj = ⟨a0, aj, b⟩ (j = 1, . . . , p− 1). (6)

Öi ïiäãðóïè óòâîðþþòü íîðìàëüíèé ðÿä

⟨a0⟩ = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gp−1 = G, (7)

ïîðÿäêè ôàêòîðiâ ÿêîãî ðiâíi p.

Ëåìà 1. b−1a1b = a1a0, b−1ajb = ajaj−1 (1 < j 6 p− 1).

Ëåìà 2. Íåõàé ïiäãðóïà H ãðóïè G âëàñíå ìiñòèòü ïiäãðóïó Gj.Òîäi H ìiñòèòü
Gj+1. Çîêðåìà, ÿêùî (H : Gj) = p, òî H = Gj+1.

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà H ìiñòèòü åëåìåíò u ç âëàñòèâîñòÿìè:
1) u íå ìiñòèòüñÿ â Gj;
2) u = vas, äå v � äîáóòîê äåÿêèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ a0, a1, . . . , as−1;
3) s � íàéìåíøèé íîìåð.

Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî

u−1b−1ub = v−1a−1
s b−1vasb = u′as−1,

äå u′ � äîáóòîê ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ a0, a1, . . . , as−2 . Òîäi iç óìîâ 1) i 3) âèïëèâà¹, ùî
s− 1 6 j, òîáòî s = j + 1 i ãðóïà H ìiñòèòü aj+1. Òîäi H ⊇ Gj+1. Ëåìà äîâåäåíà.
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Ëåìà 3. Íåõàé 2 ≤ j ≤ p − 1. Òîäi R-ìîäóëü Lj áóäå RGj−1-ìîäóëåì i íå áóäå
RGj-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî
πp−1 = pθ, θ ∈ R∗. (8)

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî
cp = pcv, (9)

äå v � äåÿêèé åëåìåíò ãðóïîâîãî êiëüöÿ L. Ç (9) i (8) ñëiäó¹, ùî cLj ⊆ Lj. Äàëi
äîñèòü ïîêàçàòè, ùî (aj−1 − 1)Lj ⊆ Lj, àëå (aj − 1)Lj íå ìiñòèòüñÿ â Lj . Ïåðø çà âñå
âiäìiòèìî, ùî

π2L ⊂ Lj, πcL ⊂ Lj.

Iç (3) âèïëèâà¹, ùî â ìîäóëi L äëÿ îïåðàòîðà aj−1 − 1 áóäå âèêîíóâàòèñü

(aj−1 − 1)(bi) =

{
0, (i 6 j − 2);

(εα − 1)bi, α = Cj−1
i (j − 1 6 i 6 p− 1).

(10)

Îòæå, ÿêùî i 6 j − 2, òî
(aj−1 − 1)(ci) = 0.

Íåõàé i = j − 1. Òîäi
(aj−1 − 1)(πcj−1) = π2bj−1 ∈ Lj.

Íåõàé i > j − 1. Òîäi, âèêîðèñòàâøè (10), îäåðæèìî

(aj−1 − 1)(ci) = (aj−1 − 1)(
i∑

k=0

(−1)kCk
i b

k =
i∑

k=j−1

(−1)k(εC
j−1
k − 1)bk ≡

≡ π
i∑

k=j−1

(−1)kCk
i C

j−1
k (mod (π2L+ π cL)),

äå âèêîðèñòàíî âëàñòèâiñòü

εk − 1 ≡ πk(mod π2R).

Àëå
i∑

k=j−1

(−1)kCk
i C

j−1
k = i !

(j−1) !

i∑
k=j−1

(−1)k 1
(i−k) ! (k−j+1) !

=

= i !
(j−1) ! (i−j+1) !

i−j+1∑
t=0

(−1)tCt
i−j+1 = 0.

Òîäi (aj−1 − 1)(ci) ≡ 0 (mod (π2L+ πcL), à òàê ÿê pi2L+ πcL ⊂ Lj, òî

(aj−1 − 1)(ci) ∈ Lj (i > j − 1).

Ìè ïîêàçàëè, ùî (aj−1 − 1)Lj ⊂ Lj, òîáòî Lj áóäå ìîäóëåì íàä êiëüöåì RGj−1.
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

(aj − 1)(cj) = πbj ≡ π(mod π2L),

à òàê ÿê π /∈ Lj, òî
(aj − 1)(cj) /∈ Lj,

i, îòæå, Lj íå áóäå ìîäóëåì íàä êiëüöåì RGj. Ëåìà äîâåäåíà.
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Äëÿ êîæíîãî ìîäóëÿ Lj ââåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöþ Tj ïåðåõîäó âiä R-áàçèñà (2)
â L äî R-áàçèñà (5) â Lj (j = 2, . . . , p− 1). Îêðiì öüîãî, íåõàé Lp = L i Tp = E. Íåõàé
äàëi

Vj−1 = T−1
j Gj−1Tj (j = 2, . . . , p). (11)

Íàñëiäîê 1. Ãðóïà Vj (j = 1, . . . , p − 1) áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(p,R). Ãðóïà
T−1
j GjTj (j = 2, . . . , p− 1) íå ìiñòèòüñÿ â ãðóïi GL(p,R).

Äîâåäåííÿ âèòiêà¹ iç ëåìè 3.

Ëåìà 4. Íåõàé Zj(H) � j-èé ÷ëåí âåðõíüîãî öåíòðàëüíîãî ðÿäó ãðóïè H. Òîäi

Z1(Gj) = ⟨a0⟩, Z2(G1) = G1, Z2(G2) = . . . = Z2(Gp−1) = ⟨a0, a1⟩.

Äîâåäåííÿ âèòiêà¹ ç îçíà÷åííÿ ãðóï Zj(H) òà ëåìè 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Ãðóïè V2, . . . , Vp−1 (äèâ. (11)) ¹ ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè
GL(p,R).

Äîâåäåííÿ. Ãðóïà Vp−1 ¹ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(p, F ). Íåõàé äàëi
p > 3 i V = T−1HT , äå H = Gj−1, T = Tj, (3 6 j 6 p − 1). Ïðèïóñòèìî, ùî V íå
áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(p,R) i íåõàé X � òàêà ìàòðèöÿ ç ãðóïè
GL(p,R), ùî

Xp ∈ V, V = X−1V X = X−1T−1HTX = T−1HT, (⟨V,X⟩ : V ) = p.

Íåõàé S = TXT−1. Òîäi S−1HS = H i, êðiì òîãî, ⟨H,S⟩ � p-ãðóïà. Òàê ÿê ÷ëåíè
öåíòðàëüíîãî ðÿäó ãðóïè ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïiäãðóïàìè, òî

S−1Z2(H)S = Z2(H) = ⟨a0, a1⟩

(äèâ. ëåìó 4). Òîäi, â ñèëó òîãî, ùî a1 � åëåìåíò ïîðÿäêó p i S � p-åëåìåíò, òî

S−1a1S = a1 a
t
0.

Äîáóòîê ìàòðèöi S íà äåÿêó ñòåïiíü åëåìåíòà b áóäå êîìóòóâàòè ç ìàòðèöåþ a1.
Ìîæíà ââàæàòè, ùî óæå ìàòðèöÿ S êîìóòó¹ ç a1. Òàê ÿê âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè
ìàòðèöi a1 ïîïàðíî ðiçíi, òî S � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨
íàëåæàòü ãðóïi P = ⟨ε⟩, òîáòî S ∈ G. Iç ëåìè 2 ñëiäó¹, ùî ⟨H,S⟩ = Gj i ìîæíà
ââàæàòè, ùî S = aj. Òîäi T

−1
j ajTj ∈ GL(p,R), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 3. Òâåðäæåííÿ 1 i

òåîðåìà 1 äîâåäåíi.
Íåõàé

u = α(1 +

p−1∑
j=1

ε−C2
j+1bj), α (1 +

p−1∑
j=1

ε−C2
j+1)−1.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

u−1bu = b, u−1a1u = b a1, up = 1.

Íåõàé U = ⟨G1, u⟩ . Òîäi U � p-ïiäãðóïà â ãðóïi GL(p, F ) àëå U íå ìiñòèòüñÿ â ãðóïi
GL(p,R). Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî T−1

2 UT2 ⊂ GL(p,R), òîáòî ãðóïà T−1
2 G1T2 íå áóäå

ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(p,R).
Íåõàé Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Âñi ìàòðè÷íi åëåìåíòè ãðóï Vj íà-

ëåæàòü êiëüöþ Z[ε]. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî òâåðäæåííÿ 1 çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi, ÿêùî
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êiëüöå R çàìiíèòè íà Z[ε]. Íåõàé ρ : Q(ε) → M(p − 1,Q) � òàêèé ãîìîìîðôiçì ïî-
ëÿ Q(ε) â êiëüöå ìàòðèöü ïîðÿäêó p − 1 íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, ùî ρ(ε)
¹ ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ ïîëiíîìà Φp(x) ïîäiëó êðóãà íà p ÷àñòèí. Äëÿ ìàòðè÷íî¨
ãðóïè H íàä ïîëåì Q(ε) ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ(H) ìàòðè÷íó ãðóïó íàä ïîëåì Q, ùî
îäåðæó¹òüñÿ çàìiíîþ âñiõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ α ∈ Q(ε) íà ìàòðèöi ρ(α).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé p > 2. Ãðóïà GL(pt+1(p− 1),Z) (t > 0) ìiñòèòü (p− 2)
íåçâiäíi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ïîðÿäêiâ psj , äå

sj = (j + 2) pt +
pt − 1

p− 1
(j = 2, . . . , p− 1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R = Z[ε]. ßêùî H � íåçâiäíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà â ãðóïi
GL(p,R), òî ñïëåòiííÿ

W (H) = H ∫ Cp

¹ íåçâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pm,R) (äèâ. [14]). Íåõàé V = Vj
(2 6 j 6 (p − 2)), W0(V ) = V, . . . ,Wk(V ) = W (Wk−1(V )). Òîäi ρ(Wt(V )) áóäå íå-
çâiäíîþ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ ïîðÿäêó psj â ãðóïi GL(pt+1(p− 1), Z). Òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî.

Äîâåäåìî òåîðåìó 2. Íåõàé p > 2, n > 1, 2 6 k 6 n , ξ = ξk � ïåðâiñíèé êîðiíü
ñòåïåíÿ pk iç îäèíèöi, η = ξn , ε = ξ1,

Bk =


ξk 1

εp−2 1
. . . . . .

ε 1
1

 , Hk = ⟨η E, Bk⟩ (12)

(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ). ÒîäiHk � àáåëåâà òèïó (pn, pk) ïiäãðóïà ãðóïèGL(p,R).

Òâåðäæåííÿ 3. Ãðóïè Hk (k = 2, . . . , n) ¹ ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,R).

Òåîðåìà 2 ¹ íàñëiäêîì òâåðäæåííÿ 3.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3 çàñíîâàíî íà äåêiëüêîõ ëåìàõ.

Ëåìà 5. Íåõàé ìàòðèöÿ C ∈ GL(p,R) áóäå p-åëåìåíòîì i íîðìàëiçó¹ ãðóïó Hk:
C−1HkC = Hk. Òîäi ìàòðèöÿ C ïåðåñòàíîâî÷íà ç êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè Hk.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = ηE,B = Bk (äèâ. (12)) i C−1BC = AαBβ = D. Òàê ÿê C �
p-åëåìåíò, òî β ≡ 1(modp). Íåõàé S(X) � ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi X. Òîäi

S(B) = {ξ, εp−2, . . . , ε, 1},

S(D) = ηα{ξβ, εp−2, . . . , ε, 1} i S(D) = S(B).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü íåìîæëèâà, ÿêùî ηα /∈ ⟨ε⟩. Îòæå, ηα = εt. Òîäi detD = ξβεu, äå
u = pt+1+2+ . . .+(p−2) . Îòæå, detD = ξβε−1. Àëå detB = ξε−1. Òîäi ξβ = ξ i, îòæå
β = 1. Â öüîìó âèïàäêó, ηαξ = ξ, òîáòî α = 0. Îòæå, C−1BC = B. Ëåìà äîâåäåíà.

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöi

U0 = 1, Us =


εs 1

εs−1 . . .
. . .

ε 1
1

 (s = 1, . . . , p− 2).
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Î÷åâèäíî Up
s = E.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi X ÷åðåç X ′ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàòðèöþ, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ
ç X âiäêèäàííÿì 1-ãî ðÿäêà òà 1-ãî ñòîâïöÿ.

Ëåìà 6. Íåõàé ìàòðèöÿ C ∈ GL(s+1, R) ¹ ð-åëåìåíòîì i êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ
Us. Òîäi C ∈ ⟨ηE, Us⟩.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî s. Ïðè s = 1 ëåìà ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Çà-
óâàæèìî, ùî â äîâåäåííi ìàòðèöþ C ìîæíà çàìiíèòè íà äîáóòîê öi¹¨ ìàòðèöi íà
áóäü-ÿêèé åëåìåíò ãðóïè ⟨ηE, Us⟩, îêðiì òîãî ìàòðèöÿ C ìà¹ âåðõíié òðèêóòíèé âèä.

Âèêîðèñòàâøè öi çàóâàæåííÿ, iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ òà âëàñòèâiñòü ìàòðèöi C ′

(C ′ êîìóòó¹ ç Us−1), çâåäåìî äîâåäåííÿ äî âèïàäêó, êîëè

C =

(
ηα X
0 E

)
X = x1, . . . , xs (xj ∈ R).

Òîäi X(εsE − Us−1) = (ηα − 1, 0, . . . , 0). Öÿ ðiâíiñòü ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä
íåâiäîìèõ x1,. . . , xs , ÿêà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íàä êiëüöåì R. Äåòåðìiíàíò öi¹¨ ñèñòåìè
ìiñòèòü ìíîæíèê (ε − 1)s áóäå äiëèòè ηα − 1. Òàê ÿê s > 1 i ε − 1 ∈ (η − 1)p

n−1
R, òî

ηα = 1, òîáòî ìàòðèöÿ C ¹ îäèíè÷íîþ. Ëåìà äîâåäåíà.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà Hk íå áóäå ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðó-

ïîþ â GL(p,R). Òîäi çíàéäåòüñÿ ìàòðèöÿ C ∈ GL(p,R) òàêà, ùî Cp ∈ Hk i C−1HkC =
= Hk. Iç ëåìè 5 ñëiäó¹, ùî ìàòðèöÿ C êîìóòó¹ ç Bk. Òîäi C ìà¹ âåðõíüîòðèêóòíèé âèä
i äiàãîíàëüíi åëåìåíòè â C ¹ äåÿêèìè ñòåïåíÿìè åëåìåíòà η. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðè-
öÿ (Bk)

′ = Up−2 êîìóòó¹ ç C ′. Çãiäíî ëåìè 6, ìàòðèöÿ C ′ íàëåæèòü ãðóïi ⟨ηE, Up−2⟩.
Öå çíà÷èòü iñíóâàííÿ òàêîãî åëåìåíòà T ãðóïè Gk, ùî (CT )′ áóäå îäèíè÷íîþ ìà-
òðèöåþ. Îòæå, ìîæíà ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ C ìà¹ òàêèé âèä, ÿê âêàçàíî â ëåìi 6
(ç s = p−1). Äëÿ íåâiäîìèõ xj (j = 1, . . . , p−1) îäåðæèòüñÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
äåòåðìiíàíòà

d =

p−2∏
j=0

(ξ − εj) = (ξ − 1)p−1θ, ξ = ξk, θ ∈ R.

Äëÿ òîãî, ùîá öÿ ñèñòåìà ìàëà ðîçâ'ÿçîê íàä êiëüöåì R íåîáõiäíî, ùîá d äiëèâ
åëåìåíò ηβ − 1. Öå áóäå ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ηβ = ξpt i òîäi C = Bpt

k , òîáòî C ∈ Gk.
Òâåðäæåííÿ 3 i òåîðåìà 2 äîâåäåíi.

Äîâåäåìî òåîðåìó 3. Íåõàé p = 2, n > 1, η = ξn, dn � äiàãîíàëüíà ìàòðè-
öÿ ïîðÿäêó 2n−1, äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ âñi ïåðâiñíi êîðåíi ñòåïåíÿ 2n iç
îäèíèöi (d1 = −1, d2 = diag[i,−i], (i2 = −1) i ò.ä.).

Íåõàé
b = diag[η, dn−1, . . . , d2, d1] + Jt(0)

(Jt(0) � æîðäàíîâà êëiòêà ïîðÿäêó t ç íóëåì ïî äiàãîíàëi) � åëåìåíò ïîðÿäêó 2n â
ãðóïi GL(2n−1, R).

Òâåðäæåííÿ 4. Ïðè n > 2 àáåëåâà òèïó (2n, 2n) ãðóïà H = ⟨a = ηE, b⟩ (E �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ) áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2n−1, R).

Äîâåäåííÿ îïèðà¹òüñÿ íà äåêiëüêà ëåì.

Ëåìà 7. Íåõàé n > 2 i ãðóïà H ¹ íîðìàëüíîþ iíäåêñà 2 ïiäãðóïîþ â äåÿêié 2-
ïiäãðóïi H1 = ⟨H, c⟩ ãðóïè GL(2n−1, R). Òîäi H1 = ⟨H, c1 | c21 = E⟩ i H1 � àáåëåâà
ãðóïà.
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Êîíòðïðèêëàä.

H =

⟨
a =

(
i 0
0 i

)
, b =

(
i 1
0 −1

)⟩
, c =

(
−1 0
1 + i 1

)
, c2 = E, c−1bc = a−1b−1.

Äîâåäåííÿ ëåìè 7. Íåõàé c−1bc = aαbβ, äå β � íåïàðíå. ßêùî α òàêîæ íåïàðíå,
òî â ñèëó îáìåæåííÿ 2n−1 > 4, ìàòðèöÿ aαbβ áóäå ìàòè ïðèíàéìi 3 âëàñíèõ çíà÷åííÿ,
ùî áóäóòü ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè ñòåïåíÿ 2n iç îäèíèöi, â òîé ÷àñ ìàòðèöÿ b ìà¹ ëèøå
îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ òàêîãî ðîäó ( öå η ). Îòæå ìàòðèöi b i aαbβ íå ìîæóòü áóòè
ïîäiáíèìè i, òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî α � ïàðíå ÷èñëî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

det a = η2
n−1

= −1, det b = −η.

Òîäi −η = (−1)α(−η)β = (−η)β, çâiäêè ñëiäó¹, ùî β = 1. Äàëi, ëåãêî áà÷èòè, ùî
trb = η − 1. Òîäi η − 1 = traαb = ηα(η − 1), çâiäêè ñëiäó¹, ùî α = 0. Îòæå åëåìåíò
c êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè H. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî C ¹ âåðõíüîòðèêóòíà
ìàòðèöÿ, äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ áóäóòü êîðåíÿìè ñòåïåíÿ 2n iç îäèíèöi. Íåõàé
c2 = aδbγ. Òîäi α i β ¹ îáîâ'ÿçêîâî ïàðíi. Íåõàé c1 = caxby. Òîäi c21 = aδ+2xbγ+2y i
ìîæíà ïiäiáðàòè x òà y òàê, ùîá c21 = E. Î÷åâèäíî H1 = ⟨H, c1⟩. Ëåìà äîâåäåíà.

Íåõàé ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ 2k iç îäèíèöi. Ââåäåìî â ðîçãëÿä íàñòóïíi
ìàòðèöi

Bk,0 = diag[dk−1, . . . , d1] + J(0),
Bk,s = diag[ξα1 , . . . , ξαs , dk−1, . . . , d1] + J(0)

(α1, . . . , αs � öiëi íåïàðíi ÷èñëà, ïîïàðíî ðiçíi ïî ìîäóëþ 2k, s = 1, . . . , 2k−1;
k = 2, . . . , n). Êîæíà ç öèõ ìàòðèöü ¹ ñóìîþ äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi i âiäïîâiäíèõ
ðîçìiðiâ êëiòêè Æîðäàíà ç íóëÿìè ïî äiàãîíàëi. Âiäìiòèìî, ùî ïîðÿäîê ìàòðèöi
Bk,s ðiâíèé 2k−1 + s− 1 ( s > 0). Îêðiì öüîãî, Bk,2k−1 = Bk+1,0.

Ëåìà 8. Íåõàé ìàòðèöÿ C ¹ 2-åëåìåíòîì i öÿ ìàòðèöÿ êîìóòó¹ ç Bk,s. Òîäi
ìàòðèöÿ C íàëåæèòü ãðóïi ⟨ηE,Bk,s⟩.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 2. Òîäi

B2,0 = −1, B2,1 =

(
i 1
0 −1

)
, B2,2 =

 −i 1 0
0 i 1
0 0 −1

 .

Äëÿ ìàòðèöi B2,0 ëåìà î÷åâèäíà (öå ìîæå áóòè áàçîþ iíäóêöi¨), äëÿ ìàòðèöü B2,1,
B2,2 ëåìà ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Íåõàé k > 2 i ëåìà âiðíà äëÿ ìàòðèöü Bk−1,s

(s = 0, 1, . . . , 2k−2), çîêðåìà äëÿ ìàòðèöi Bk−1,2k−2 = Bk,0. Iíäóêöi¹þ ïî s > 1 äîâåäåìî
ëåìó äëÿ âñiõ ìàòðèöü Bk,s. Íåõàé s = 1 i 2-åëåìåíò C êîìóòó¹ ç ìàòðèöåþ

Bk,1 =

(
ξα ⟨1⟩
0 Bk,0

)
(⟨1⟩ = 10 . . . 0).

Òîäi ìàòðèöÿ C ìà¹ âåðõíüîòðèêóòíèé âèä i äiàãîíàëüíi åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi áó-
äóòü äåÿêèìè ñòåïåíÿìè êîðåíÿ η. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A′ ìàòðèöþ, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç
ìàòðèöi A âiäêèäàííÿì ïåðøîãî ðÿêà i ïåðøîãî ñòîâï÷èêà. Òîäi (Bk,1)

′ = Bk,0.
Òàê ÿê C ′Bk,0 = Bk,0C

′, òî C ′ ∈ ⟨ηE,Bk,0⟩. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî äîìíîæóþ÷è ìàòðèöþ
C íà äåÿêèé åëåìåíò ãðóïè ⟨ηE,Bk,1⟩ ìîæíà ç íå¨ îäåðæàòè òàêó ìàòðèöþ C1, ùî
(C1)

′ = E, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî óæå C ′ = E. Îòæå, íåõàé

C =

(
ηβ X
0 E

)
, X = x1, . . . , x2k−1 (xj ∈ R).

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2005, âèï. 10�11



118 Â. Ï. ÐÓÄÜÊÎ, Í. Â. ÞÐ×ÅÍÊÎ

Òîäi ç óìîâè êîìóòàöi¨ ìàòðèöü C i Bk,1 âèòiêà¹, ùî

X(ξα −Bk,0) = (ηβ − 1, 0, . . . , 0).

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äåòåðìiíàíò îäåðæàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü âiä íåâiäîìèõ x1,
x2, . . . , x2k−1 áóäå ðiâíèé δ = (ξ − 1)2

k−1−1θ, äå θ ∈ R. Ñèñòåìà ðiâíÿíü ìîæå ìàòè
ðîçâ'ÿçîê íàä êiëüöåì R ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè δ áóäå äiëèòè ηβ − 1. Öå ìî-
æëèâî òiëüêè ó âèïàäêàõ ηβ = 1 àáî ηβ = −1 (íàãàäà¹ìî, ùî 2R = (ξ − 1)tR, äå
t = 2k−1). Â ïåðøîìó âèïàäêó C = E, à â äðóãîìó C = (Bk,1)

t , òîáòî C ∈ ⟨ηE,Bk,1⟩,
ùî âñòàíîâëþ¹ áàçó iíäóêöi¨ ïî s. Ïðè îáãðóíòóâàííi âiäïîâiäíîãî êðîêó iíäóêöi¨
îäåðæèòüñÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàä R ( ç áiëüøèì ÷èñëîì íåâiäîìèõ), äåòåðìi-
íàíò δs ÿêî¨ áóäå ìiñòèòè ìíîæíèê δ i ìíîæíèê ξα1−α2 − 1, äå α1, α2 � íåïàðíi. Òîäi
δs áóäå äiëèòèñü íà (ξ − 1)2δ = 2ε (ε ∈ R). Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ìàëà ðîç'ÿçîê íàä
êiëüöåì R íåîáõiäíî, ùîá åëåìåíò ηβ − 1 äiëèâñÿ íà δs. Öå çíà÷èòü, ùî ηβ = 1, òîáòî,
êîëè C ′ � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äëÿ ìàòðèöi C (CBk,s = Bk,sC), òî i ìàòðèöÿ C òàêîæ
îäèíè÷íà. Öå îáãðóíòîâó¹ êðîê iíäóêöi¨ ïî s i ðàçîì ç öèì êðîê iíäóêöi¨ ïî k. Ëåìà
äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4. Ëåãêî áà÷èòè, ùî b = Bn,1. Òîäi òâåðäæåííÿ 4 i
òåîðåìà 3 ñëiäóþòü ç ëåì 7 � 8.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ïîçíà÷åíü íà ïî÷àòêó öi¹¨ ðîáîòè. Çðîáèìî äåÿêi çàóâàæåííÿ
ïðî ñïðÿæåííiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï â ãðóïi GL(p,R). Íàãàäà¹ìî, ùî ñèëîâñüêà
p-ïiäãðóïà H ãðóïè GL(p,R) íàçèâà¹òüñÿ F -ñèëîâñüêîþ, ÿêùî H ¹ ñèëîâñüêà p-
ïiäãðóïà â ãðóïi GL(p, F ).

Íåõàé M � ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé R-ïiäìîäóëü â L. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d(M) �
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê âñiõ íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ïðè áàçèñíèõ åëåìåíòàõ
R-áàçèñà (2) ìîäóëÿ L ó âñiõ òâiðíèõ ïiäìîäóëÿ M . Íàçâåìî M ïðèìiòèâíèì, ÿêùî
d(M) = 1 i FM = FL (òîáòî R-áàçèñ â M áóäå F -áàçèñîì â ëiíiéíîìó ïðîñòîði FL).

Íåõàé äàëi G = Gn(p) i ξ = ξn.

Ëåìà 9. Íåõàé M � ïðèìiòèâíèé RG-ïiäìîäóëü â L. Òîäi

(1− ξ)L ⊆M ⊆ L.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m =
∑
i

λib
i ∈ M (λi ∈ R), m ̸= 0 i λj ÿêèé-íåáóäü íåíó-

ëîüâèé êîåôiöi¹íò. Ôîðìóëà (3) ïîêàçó¹, ùî â ãðóïi G iñíó¹ òàêèé åëåìåíò g, ùî
(g−1)m = (ξ−1)λjb

j ∈M . Òîäi (ξ−1)λjL ⊂M . Îòæå,M ⊃ (ξ−1)d(M)L = (ξ−1)L.
Ëåìà äîâåäåíà (äèâ. òàêîæ [13]).

Ëåìà 10. Åëåìåíò u = α0+α1b+ . . .+αp−1b
p−1 êiëüöÿ L = RCp áóäå îáîðîòíèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè α0 + α1 + . . .+ αp−1 ∈ R∗.

Ëåìà 11. Ïðèìiòèâíèé RG-ïiäìîäóëü M â L ñïiâïàäà¹ ç L òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè â M ìiñòèòüñÿ îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ L.

Äîâåäåííÿ. Ðàäèêàë êiëüöÿ L ïîðîäæó¹òüñÿ ðàäèêàëîì êiëüöÿ R i åëåìåíòîì
c = b− 1. Çâiäñè íåâàæêî îäåðæàòè äîâåäåííÿ ëåìè 10. Ëåìà 11 î÷åâèäíà.

Íåõàé M � ïðèìiòèâíèé RG-ïiäìîäóëü â L. Áàçèñíîþ ìàòðèöåþ B(M) ìîäóëÿ
M íàçâåìî áóäü-ÿêó òàêó ìàòðèöþ ïîðÿäêó p íàä êiëüöåì R, ÿêà áóäå ìàòðèöåþ
ïåðåõîäó âiä áàçèñà (2) â L äî äåÿêîãî R-áàçèñà ìîäóëÿ M . Âiäìiòèìî, ùî B(L) = E
i (B(M))−1GB(M) � ïiäãðóïà â ãðóïi GL(p,R).

Ëåìà 12. Íåõàé M � ïðèìiòèâíèé RG-ïiäìîäóëü â L i s � íàéìåíøå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî tsL ⊂M . Òîäi iñíó¹ òàêà áàçèñíà ìàòðèöÿ B(M) ìîäóëÿ M ,
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ÿêà áóäå äîáóòêîì B(M) = V D, äå V � óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ, à D � äiàãîíàëüíà
ìàòðèöÿ âèäó

D = diag[tr1 , . . . , trj , trj+1 , . . . , trj+k , 1, . . . , 1],

äå d > r1 = . . . = rj = s, rj > rj+1 > . . . > rj+k > 1, j + k < p.
Îêðiì öüîãî, ïåðøi j ñòîâïöiâ ìàòðèöi V ìiñòÿòü ëèøå ïî îäíîìó íåíóëüîâîìó
åëåìåíòó, à iíøi ñòîâïöi öi¹¨ ìàòðèöi áóäóòü êîîðäèíàòíèìè ñòîâïöÿìè (â áàçèñi
(2)) äåÿêèõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ L = R⟨c⟩.

Äîâåäåííÿ. Ñòîâöi ìàòðèöi B(M) áóäóòü êîîðäèíàòíèìè ñòîâöÿìè òâiðíèõ åëå-
ìåíòiâ RG-ïiäìîäóëÿ â R-ìîäóëi L. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä öèìè ñòîâöÿìè,
ìíîæåííÿ òâiðíèõ íà îáîðîòíi åëåìåíòè êiëüöÿ L, äîäàâàííÿ äî îäíîãî òâiðíîãî ëi-
íiéíî¨ êîìáiíàöi¨ (íàä L) iíøèõ òâiðíèõ, çàìiíà òâiðíîãî v íà g(v) (g ∈ G) � âñi
òàêi ïåðåòâîðåííÿ ïðèâîäÿòü äî íîâî¨ áàçèñíî¨ ìàòðèöi ìîäóëÿ M . Ç äîïîãîþ öèõ
ïåðåòâîðåíü ìîæíà îäåðæàòè âêàçàíèé â ëåìi òðèêóòíèé âèä ìàòðèöi B(M).

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ëåìè 12.

Òåîðåìà 4. Íåõàé d = 1, òîáòî ξn − 1 ¹ ïðîñòèé åëåìåíò êiëüöÿ R, c = b− 1,

M0 = L, Mj = ⟨t, tc, . . . , tcj−1, cj, . . . , cp−1⟩ (j = 1, . . . , p− 1)

i Bj = B(Mj) � áàçèñíà ìàòðèöÿ ìîäóëÿ Mj (j = 0, 1, . . . , p− 1). Òîäi ãðóïè

B−1
j Gn(p)Bj (j = 0, 1, . . . , p− 1)

âè÷åðïóþòü âñi F -ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,R) ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi
â öié ãðóïi.

Äîâåäåííÿ âèòiêà¹ ç ëåì 9 i 12 (äèâ. òàêîæ [13 ]).
Íåõàé d > 1.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé p = 2. Òîäi áàçèñíi ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä

B(M) =

(
tr −1 + δ ti

0 1

)
, 1 6 r 6 d, δ ∈ R∗, i < r, 2i > r.

Íåõàé p = 3. Òîäi äëÿ áàçèñíèõ ìàòðèöü ¹ íàñòóïíi ìîæëèâîñòi:

1)

 tr δ2

tr δ
1

 , δ3 ≡ 1 (modtr);

2)

 tr δ δ−1

1
1

 , δ3 + 1 ≡ 0 (modtr);

3)

 tr −ti δ2 + λ ti

ti δ
1

, i < r, θ = 1 + δ + δ2 + λti ≡ 0 (modtr−i),

(1 + δ)θ ≡ 0 (modtr);

4)

 tr α ti δ2 + λα ti

ti δ
1

, i < r, 1 + α ≡ 0 (modt), 1 + α3 ≡ 0(modtr−i),

λ(1 + α) ≡ 0 (modtr−i), 1− δ3 = λ(αδ + 1)ti, αδ2 − α2δ − 1− λti ≡ 0 (modtr−i).

Âiäìiòèìî, ùî ïðè p = 3 ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(3, R) âèâ÷àëèñü â ðîáî-
òi [17].
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